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Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres. Les propriétés des
accouplements de Weil montrent que le corps K, (E) engendré par les points
de n-torsion de E est une extension du corps Q(uy,) engendré par les racines
n-ieémes de I'unité dans une cloture algébrique Q de Q.

Soit S I'ensemble des nombres premiers p pour lesquels il existe une
courbe elliptique E telle que Kp(E) = Q(up). Il est connu que 'ensemble S
contient les nombres 2, 3, 5 et Halberstadt a prouvé que 7 n’est pas dans S.
Merel a étudié plus avant cet ensemble. En particulier, il a montré avec Stein
([7], [9]) qu’aucun nombre premier p # 13, 7 < p < 1000, n’appartient a S.
L’objet de ce papier est de traiter le cas p = 13, pour lequel les techniques
de Merel ne s’appliquent pas.

Nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREME 1. Aucune courbe elliptique sur un corps de nombres n'a
tous ses points d’ordre 13 définis sur Q(p13) (autrement dit, 13 ¢ S).

Notons Y (13) (resp. Y7(13)) la courbe affine sur Q classifiant les classes
d’isomorphismes de paires (E,7) (resp. (E, P)) ou E est une courbe ellip-
tique et 7 : (Z/13Z)? — E[13] un plongement (resp. P un point d’ordre 13
de E). Soit X (13) (resp. X1(13)) la courbe compléte obtenue en adjoignant
les pointes a Y (13) (resp. Y1(13)).

Montrer le théoreme revient & montrer que Y (13) n’a pas de point
Q(p113)-rationnel. Pour ce faire, nous étudions la courbe Y7(13) : 'examen
détaillé d’un plongement de X;(13) dans sa jacobienne J;(13) et la descrip-
tion complete du groupe Ji(13)(Q(u13)) permettent de borner le cardinal
de Y7(13)(Q(g13)). On raisonne alors par l’absurde : I'image d’un point
de Y(13)(Q(p13)) par le revétement X (13) — X;(13) fournirait “trop” de

points de Y7(13)(Q(u13))-
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Nous noterons par la suite @ I'image dans Z/13Z d’un entier n, et a
un relevé dans Z d’un entier @ modulo 13. Soient I(13), I' = I1(13) les

sous-groupes de SLa(Z) formés des éléments congrus respectivement a (6 :)

et ((1) 7) modulo 13. Nous noterons S = S5(I7(13)) 'espace des formes

modulaires paraboliques de poids 2 pour I'1(13). Pour ¢ : (Z/13Z)* — C*
un caractere, So(13,¢) désignera I'ensemble des formes f de S telles que,
pour tout (ZZ) dans Ip(13), f](¢ 2) = ¢(d).f. Nous noterons enfin Wi3
l'opérateur d’Atkin-Lehner, c’est-a-dire I'involution de X;(13) déduite de
I'involution z +— —13% sur H, ot ' H = H UPYQ), H étant le demi-plan de
Poincaré.

1. Etude du groupe J;(13)(Q(u13)). Rappelons que deux pointes
o =pi/q, =12, pged(pi;q) =1,
sont équivalentes modulo I' = I'1(13) si et seulement si
g2 = Aq1 (mod13), p2 = Ap; (modpged(qi,13)), A==+l

(voir [2]). De plus les pointes de X1(13) sont toutes Q(u13)-rationnelles et
o € (2/13Z)* = Gal(Q(u13)/Q) opere sur une pointe par ({ ?) Ainsi la
courbe X;(13) possede six pointes Q-rationnelles : P; = F.%, 1<i<6, et
six autres pointes : Q; = I.¥5, 1 < j < 6. L’opérateur d’Atkin-Lehner W3
échange P; et Q; pour 1 < < 6.

Choisissons le plongement de X7 (13) dans J;(13) donné par la pointe P :

t:X1(13) = J1(13), P+~ [(P)— (Fs)]

Ogg ([10]) montre que le sous-groupe de J1(13)(Q(u13)) engendré par les
images sous ¢ des pointes Q-rationnelles :

01:<U1,...,U6>, ui:L(-Pi)u 1§ZS67
est cyclique d’ordre 19. Par conséquent, le sous-groupe
02:W13-01: <U17"'7UG>7 Vj = [(Q])_(QG)L 1§J§67

I’est également. Ces deux groupes d’ordre 19, distincts pour des raisons de
rationalité, sont donc en somme directe et on a

(Z/197)? = C1 @ Cy C J1(13)(Q(13))-
On va en fait montrer I’égalité :
PROPOSITION 1. On a J1(13)(Q(u13)) = C1 @ Cs.
L’essentiel de la démonstration repose sur le lemme suivant :
LEMME 1. Le groupe J1(13)(Q(u13)) est fini.

D’apres ce qui précede, le lemme suivant suffira alors & prouver la propo-
sition :
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LEMME 2. Pour tout premier | distinct de 19, on a

J1(13)(Q(p3))[1] = {0},

et pour tout n € N,

J1(13)(Q(u13))[19"] = J1(13)(Q(p13))[19] = (Z/19Z)*.

1.1. Finitude de J1(13)(Q(p13)). Rappelons que la courbe X;(13) est
de genre g = 2. Le groupe I(13)/I1(13) = (Z/137Z)* agissant sur S, on a
S =D, 52(13,¢), ou ¢ décrit 'ensemble des caracteres pairs de (Z/13Z)*
(voir [3]).

La formule de Riemann-Hurwitz montre que S2(13,¢) = 0 pour ¢
d’ordre distinct de 'ordre maximal 6. En effet, si I1(13) C ker ¢ C Ip(13)
sont des inclusions strictes, la courbe modulaire associée a ker ¢ est de
genre nul. Notons ¢, les deux caracteres d’ordre 6 de (Z/13Z)*, et ¢ une
racine primitive douziéme de 'unité. Ces deux caracteres sont définis par
e(2) = (% 8(2) = (72 On a S = S2(13,¢) @ S2(13,2), et les C-espaces
vectoriels S2(13,¢) et S2(13,%) sont de dimension 1 engendrés chacun par
une forme primitive f. et fz respectivement.

Les résultats de Kato ([4, corollaire 14.3]) en direction de la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer montrent que si L(J1(13), Q(u13),1) # 0 alors
J1(13)(Q(u13)) est fini. De plus, d’aprés un théoreme de Shimura complété
par Carayol,

L(Jl(l?))?Q(:u'l?))v S) = HL(f7X73>7
X f

ou x décrit ’ensemble des caracteres de Dirichlet modulo 13 et f I’ensemble
des formes primitives de poids 2 de niveau 13. D’apres ce qui précede, on a
donc

L(A(13),Q(us), )= [[  LUfox.1)-Llf=x, 1),
X :(Z2/13Z)* —CX*

Pour prouver la finitude du groupe J;(13)(Q(113)), il suffit alors de prouver
que la condition (C;) suivante est satisfaite :

(Cl) VX (Z/l?’z)>< _>(CX7 L(f&ale)#O7 L(f§7X7 1)750
Pour x : (Z/13Z)* — C*, notons 7(x) = meodlgx(b)e_%”g/l?’ la

somme de Gauss. La formule ([6, théoremes 3.9 et 4.2])

2 S %) | e (7<)

amod 13 a/13

L(f,x,1) =

nous conduit a utiliser les symboles modulaires. Nous allons énoncer une
condition (Cg) sur certains symboles modulaires, qui entraine (C;) et donc
la finitude de J1(13)(Q(u13))-
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1.1.1. Symboles modulaires et condition suffisante a la finitude de
J1(13)(Q(u13)). Dans cette section, nous verrons X = X;(13)(C) comme
la surface de Riemann compacte connexe I'\H, ot H = HUP(Q), H étant
le demi-plan de Poincaré. Pour ce qui concerne la théorie des symboles mo-
dulaires nous renvoyons a [2], [6], [8].

Soient Hi(X;Z) (resp. Hi(X,ptes;Z)) I'homologie singuliere absolue
(resp. relative & l'’ensemble {ptes} des pointes) de X. Pour o, 8 € P}(Q),
on note {a, B}, appelé symbole modulaire, la classe d’homologie dans
H, (X, ptes; Z) de I'image d’une géodésique reliant o a .

Notons H = H;(X;C) et H' = H;(X, ptes; C). Le C-espace vectoriel H
est de dimension 2g = 4, et vérifie la suite exacte longue d’homologie :

(%) ()—>H—>H'i>(C[ptes]di§(C—>0,
ou § est lapplication “bord” : {a, 8} — (I'8) — ('), et deg I'application
“degré” usuelle sur les diviseurs. L’espace vectoriel H' est donc de dimension

15 sur C.
On dispose également de I’lhomomorphisme de groupes de Manin :

!/
¢: {C[F\SLQ(Z)] —H, avec g = <a b) € SLy(Z).
[I.g] = {90, goo} = {b/d, a/c}, c d
Rappelons que £ est surjectif, de noyau engendré par les relations de Manin,
c’est-a-dire par les éléments de la forme [z] + [z0], [z] + [z7] + [#72], on
x € I'\SL2(Z), et o, 7 des éléments de SL2(Z) d’ordre respectif 4 et 3 :

(1) =(02)

Notons A = [(Z/13Z)? — (0,0)]. Remarquons que I’application

(2 2)-a

est une bijection de I"\SLg(Z) sur A. Le morphisme de Manin fournit donc
une application encore notée ¢ sur C[A]. On note [c,d], appelé symbole de
Manin, 'image par £ dans H' de 1’élément (c,d) de A. Le groupe SLy(Z)
agit sur les symboles de Manin par multiplication a droite.

Les correspondances de Hecke T;,, n € N, et les opérateurs diamants
(m), (m,13) = 1, sur X;(13), induisent des endomorphismes de H' que
nous noterons respectivement 7), et (m)’ : on pose t'.{«, 3} = {t.a, t.3}, ou
a, € PL(Q), t = T, ou (m). Soit T’ la sous-algébre de End(H’) engendrée
par les endomorphismes TI;, et (q) pour p,q premiers, q¢ # 13. L’espace H
vu comme sous-espace de H' est stable sous I'action de T’. L’action des
opérateurs diamants est donnée par

(m)'[e, d] = [mc, md.
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Pour x caractere de Dirichlet modulo 13 et = dans H', notons H'X (resp.
HX) la composante x-isotypique de H' (resp. H), et aX la projection de x
sur H'X. Posons également

0y = ty. Z x(a).[1,a] avec t, =

{ 1 si x est impair,
amod 13

(Ty —2(2)' — 1) si x est pair.
LEMME 3. La condition (Cg) suivante entraine la condition (Cy1) et donc

la finitude du groupe J1(13)(Q(u13)) :

(Cq) Vx i (Z/132)* — C*, 05 #0, 07 #0.

Preuve. Montrons tout d’abord que 1’élément 6, de H’ est en réalité
dans H. On a

5(9X):5<tx. 3 X(a).{%l,O}):— 3 X(@@(p%)).

amod 13 amod 13
-1 1 -1
a a —a
donc pour x impair,

6
500 = = >0 + xRy =o.

k=1

Or

Pour y pair, un calcul montre que ¢, (I.2) = 0 ([11, 2.4]).

La conjugaison complexe sur X, déduite de l'involution z — —Z sur H,
induit sur H’ Uinvolution i : [¢,d| — [—c¢,d]. Le sous-espace H est stable
sous i. Notons HT (resp. H™) la partie invariante (resp. antiinvariante) de
Hsousi.Ona H=H"® H ,et H", H™ sont des C-espaces vectoriels
de dimension 2. On vérifie que 6, € HT pour x pair, et 6, € H~ pour x
impair.

On dispose d’autre part de I'application C-linéaire

H — Home(HY(X, 2%),C), c— (w»—>§w>.
C
Pour f € S = S5(1'1(13)), notons wy la différentielle holomorphe sur X;(13)
induite par 2im f(z)dz. L’application f +— wy est un isomorphisme de S sur
HY(X, £2%). Le morphisme qui s’en déduit,

F: H — Homc¢(S,C), cr—>(fr—>8wf),
(&
induit un isomorphisme F* sur H™, resp. F~ sur H ™.
Soit T I'algebre engendrée par les correspondances de Hecke T}, et les
diamants (¢) sur X(13), pour p, ¢ premiers, ¢ # 13. L’algebre T agit a droite
sur les formes modulaires et donc sur Home (S, C). Cette action munit H™,
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resp. H—, d’une structure de T-module : pour t € T, ¢ € H*, t.c est défini
par §, wy={_w.s. Les actions de T et T” sur H coincident. En particulier
I'action des diamants fournit des isomorphismes sur chaque composante :
F*9 . H9 = Home(S2(13,6),C), pour ¢ caractéere modulo 13. On en
déduit H? = 0 pour ¢ # ¢,5, et H = H° & H°.

Soient
o= y(a){%,oo} eH, feS, x:(2/132)% —C*.
amod 13
On a
9]
Cx

On remarque que 6y = t,Wigcg. Notons ¢ I'élément de T tel que l'on a
tXW13 = W13t;k<.

Supposons a présent que la condition (Csy) est vérifiée. En particulier
05 # 0. Les isomorphismes F*< montrent qu’il existe f dans S2(13,¢) telle
que 89; wy # 0. L'espace S3(13,¢) étant engendré par f., il s’ensuit que

Sex Wi = Se; wy, # 0. Or

13X _
S Wi = S Wi = S wr = Ay S Wi = _7_(—3( L(f::x, 1),
9)( tX'W13C>2 t;-ci cy X
ou ty.fz = Ax.fg, Ax € C. Ceci prouve que si 05 # 0 alors L(fz, X, 1) # 0.
De méme, si 05 # 0 alors L(f,X,1) # 0. =

1.1.2. Vérification de la condition (Cq). Nous allons faire les calculs
dans les composantes H'®, H'® de H’, espace pour lequel nous disposons de
la présentation de Manin. Pour cela nous allons déterminer une base de H'®
(resp. H'®) et exprimer 65 (resp. 65) dans cette base. La dimension de ces
composantes se déduit de la suite exacte (x) de la section 1.1.1 :

LEMME 4. On a dim H' = 15, et dim H'® vaut 0 si ¢ est impair, 1 si ¢
est trivial, 4 si ¢ =€ ou €, et 2 sinon.

Soit ¢ désignant indifféremment € ou €. On peut voir H'® comme le
quotient de H' par les relations

[nu,nv] = ¢(n).[u,v] (n € (Z/13Z)*, (u,v) € A).
Notons [u,v]® 'image de [u,v] dans H'®. Pour tout u # 0 dans Z/13Z,
on a [u,v]® = ¢(u).[1,vu™1]?, et [0,v]? = ¢(v).[0,1]®. On en déduit que
{[0,1]%, [1,w]® : w € Z/13Z} forme un systéme de générateurs de H'®. En
écrivant les relations de Manin pour ces générateurs, on obtient la proposi-
tion suivante :
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LEMME 5. Les éléments [1,0]?, [1,2]?, [1,3]?, [1,—3]? forment une base
de H'®, ot ¢ = € ou&. Dans cette base, les générateurs [0,1]®, [1,w]®, pour
w € Z/137Z, s’écrivent respectivement :

[0,1]” = —[1,0]%, [1,1)? =[1,-1] =0,

[1,-2]* =[1,2]%, [1,6]7 = [1,—6]* = —(6).]1, 2],
[1,4]° = —(4).[1,3)°, [1,—4]? = —¢(4).[1,-3]°,

1,517 = ¢(6).[1,3]” — ¢(6).[1,2]%,  [1,-5]% = ¢(4).[1,2]° — $(4).[1, —3]°

Pour y impair, on a alors :
037 = (x(3) — x(4)9(4) + x(5)9(6)).[1, 3]
+(=x(3) + x(4)p(4) + x(5)9(4)).[1, =3]°.

Or, x est défini par x(2) = ¢¥, ¢ une racine primitive douzieme de 1'unité,
k=1,3,5,7,9,11. Done x(3) — x(4)e(4) + x(5)e(6) = ¢** — (264 4+ (W10,
Ce terme est non nul pour k = 1,3,5,7,9,11, donc 65 est non nul pour x
impair. De méme, on montre que Hi 2 0 pour y impair.

D’apres [8], on a Ty.[c,d] = [2¢,d] + [2¢, ¢+ d] + [c + d, 2d] + [¢, 2d]. Donc,
pour Y pair,

02 = x(a).(12,a]” +[2,1+a]® + (L + a,2a]® + [1,2a]

—2(2,2a]? — [1,a]?),
\ 09 = Ag.[1,2]° + By.[1,3] + Cy.[1, —3]%,
ou
Co = X(2)(1 = 0(4) — ¢(2)) — x(3)¢(2) + x(4)9(5)
+x(5)(0(2) + ¢(4)) + 2x(6)p(2)].
Si x est défini par x(2) = ¢*, on a
— Ck(l . C4 . 4-2) . C4k+2 o 42k+3 + Cgk(c—4 + C2) + 2C5k+2-
Ce terme étant non nul pour k = 2,4,6,8,12, 65 = 0 pour y pair. De méme
C= # 0 montre que 65 # 0 pour X pair.
Ceci termine la preuve de la finitude de J1(13)(Q(u13)) (c’est-a-dire du
lemme 1). =
1.2. Fin de la preuve de la proposition 1. Comme nous l'avons signalé
au début de cette section, le groupe J1(13)(Q(p13)) étant fini et contenant
Cy @ Cy (voir 1.1), il suffit maintenant de montrer le lemme 2 pour achever
la preuve de la proposition 1.
Preuve du lemme 2. Soient p un nombre premier distinct de 13 et p un

idéal de Z[u13] au-dessus de p. Notons k, (resp. f, = [k, : Fp]) le corps
(resp. le degré) résiduel en p de Z[u13], kp une cloture algébrique de kp, et
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¢p € Gal(F,/F,) un endomorphisme de Frobenius en p. Le modele de Néron
J1(13) sur Z de J1(13) a bonne réduction modulo p. Par conséquent, pour
tout nombre premier [ distinct de p, on a

J1(13)(Q(p13))[I] = J1(13) () [1].

Or J1(13)(kp)[l] est 'ensemble des invariants sous ¢£” de J1(13)(kp)[{] muni
de sa structure de module galoisien. Montrons que pour [ # 19 cet ensemble
se réduit a {0}.

Pour [ # 2, le T/IT-module J1(13)(k,)[] est libre de rang 2 (se reporter
a [13, théoreme 3.4, corollaire 2]), et la relation d’Eichler-Shimura dans

Endr(J1(13)(kp)[l]) (voir par exemple [12, théoreme 2])
dﬁ —Tppp + p{p) =0

permet de trouver un polynéme P, € T/IT[X] annulant (;Sgp. Si le T/IT-

module J;(13)(kp)[!] admettait des invariants sous gbgp alors 1 serait racine de
P,. Un choix judicieux de p permet de conclure. Nous utiliserons également
le fait que T = Z[Y]/P6(Y) en niveau 13 ([5]).

Choisissons d’abord p = 3. Soit [ premier, [ # 2,3. On a f3 = 3, et un
calcul montre que le polynéme suivant annule qbg :

Py =X?+ (9(3)T5 — T35)X + 27(3)°.
Dans T/IT = F[Y]/®6(Y), T3 s’écrit 2Y — 2 et (3) =Y ([5]), donc
Py(1) =1+ 9Y(2Y —2) 4+ 27Y3 =2 x 19.
On en déduit que, pour [ # 2,3,19, on a J1(13)(Q(u13))[l] = {0}.
Soit maintenant p =5 et [ # 2,5. On a f5 = 4 et ¢z est annulé par
Ps = X2 4 (20(5)T2 — T¢ — 50(5)*) X + 625(5)*.
Dans T/IT 2 F[Y]/®6(Y), Ts = —2Y + 1 et (5) = —1, donc
Ps(1) = 627 = 3 x 11 x 19,
et pour [ # 2,3,5,11,19, on a J1(13)(Q(u13))[l] = {0}.

Les choix de p qui précedent montrent que, pour [ # 2,3,19, on a
J1(13)(Q(113))[l] = {0}. Pour le cas I = 3, choisissons p = 79. On a frg =1
car 79 = 1 (mod 13). Le polynome Prg = X2 — ThoX + 79(79) annule ¢rg.
Dans T/3T = F3[Y]/®6(Y), on a Trg = 4, (79) = 1, donc Pr(1) = 76. Or

76 # 0 (mod 3), donc J1(13)(Q(p13))[3] = {0}.
Examinons le cas de la 2-torsion. Considérons ¢3 sur le Fo-espace vecto-

riel J1(13)(F5)[2] de dimension 4. Le polynome
Ps=X2+ X +1€eFy[X] C T/2T[X] = F4[X]
annule ¢2 et n’admet pas 1 pour racine. Donc J1(13)(Q(u13))[2] = {0}.
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Terminons par le cas de la 19-torsion. On a
(Z)197)* = Cy @ Cy C J1(13)(Q(13))[19].
D’autre part, le calcul de la borne de Weil pour J;(13)(F33) donne
|J1(13)(FF33)| < 1587.
Or 19 > 1587, donc |.J1(13)(F43)[19%°]| = 19¥ avec k < 2. On en déduit que
|71 (13)(Q(p13)) [19]] = |J1(13)(Q(13)) [19%°]| = 19°.

2. Borne pour le cardinal de Y7 (13)(Q(u13))

2.1. Revétement de degré 2 de X1(13) et conséquences

LEMME 6. Soit (i,7) € {1,...,6}2. Aucune fonction rationnelle sur
X1(13) n'a pour diviseur des poles P; + Q.

Preuve. Considérons la courbe modulaire X5 (13) associée au sous-groupe
d’indice 3 de I(13) suivant :

(13) = {( Z Z ) € Ip(13) : a® = +1 (mod 13)}.

Cette courbe est de genre nul et induit les revétements
X1(13) 2 X5(13) > Xo(13).
-1

Notons f : X1(13) — X2(13), et o5 1’élément de [(H(13) congru a (8 (5—))
modulo 13. Comme 5° = —1 (mod 13), on a o5 € I»(13). D’autre part, o5
agit sur les pointes de X;(13) par
13 54
P=I— Qi=1—.
O05.175 52) 05 QJ 13
Donc f(P1) = f(Bs), f(P2) = [(P3), f(Py) = f(Bs), f(Q1) = f(Qs5), f(Q2)

= f(Q3), f(Q4) = f(Qe) sont des pointes de X2(13).
Soit ¢ un isomorphisme de X5(13) sur P! qui envoie la pointe f(P;) sur

oo € Pl La fonction f = ¢ o f est un revétement de degré 2 de X1(13)
sur P!, Ce qui préceéde montre que la fonction rationnelle sur X (13) induite
par f admet pour diviseur des poles

Pi+P5~Py+ Py~ P+ P~ Q1+ Q5 ~ Q2+ Q3 ~ Qs+ Qs.
Une fonction rationnelle de diviseur des poles P;+Q;, (i,5) € {1,...,6}2,

induirait un revétement de degré 2 de X;(13) sur P! distinct de f, ses
fibres au-dessus de oo étant distinctes. L’unicité d’un tel revétement pour
les courbes de genre 2 interdit cette éventualité. m

2.2. Borne

PROPOSITION 2. Le cardinal de Y1(13)(Q(p13)) est inférieur ou égal
a 122
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Preuve. Rappelons que J1(13)(Q(u13)) = C1®Cy, avec Cy = (uq, - . ., ug)
C Ji(13)(Q), Co = Wi3.C1 = (u1,...,v6), ui = u(F;), v; = [(Q;) — (Qs)]
pour 1 < i,j < 6 (proposition 1). Les résultats de Ogg ([10]) montrent que
C1, Cs sont des groupes cycliques d’ordre 19, et on a u; = a;u4, v; = a;v4,
a; € ZJ19Z, avec a; = 4, ag = =5, ag =6, ay =1, a5 = —3, ag = 0, o on
note encore n la classe d’un entier n dans Z/19Z.

En particulier, il existe (a,b) € (Z/19Z)? tels que

U(Qe) = [(Qe) — (Ps)] = aug + buy.

Or Wi3..(Qs) = —t(Qs) = bug + avy, donc b = —a dans Z/19Z. De plus,
d’apres 2.1, on a Py + Ps ~ Q4 + Qp, donc 2¢(Qs) = ug — vg4 = 2auy — 2avy.
On en déduit que a = —9 et 1(Qg) = —Yus + vy4.

Soit maintenant P dans Y7(13)(Q(u13)). Notons uw = «(P) et soient
(u,v) € (Z/197)? tels que u = pug+vvy. Ogg montre que C1Ne(Y1(13)) = 0.
On en déduit que v # 0. D’autre part, si p = —9, on a u = ¢(Qg) + (¥ —9)v4,
donc [(P) — (Qs)] € C2, c’est-a-dire «(W13.P) € C1 N ¢(Y1(13)). Ceci étant
impossible, y #£ —9.

Supposons qu’il existe i, j, k dans {1,...,6} tels que u = u; + v; — vy.
On aurait alors P+ Qj ~ P;+Qj, ce qui est impossible d’aprés 2.1. La diffé-
rence a; — ay, décrivant Z/197Z lorsque j, k décrivent {1,...,6}, ceci impose
pn#0,1,4,6,—3, —5. De méme, on montre que u # u; — ug + vj + t(Qs), ce
qui impose v # 9,—9,6, —6,4, —4.

Les contraintes précédentes sur (u,r) montrent la proposition. m

3. Preuve du théoréme. Il s’agit de montrer que Y7(13)(Q(u13)) est
vide. Procédons par I'absurde : soit (E,7) un point de Y (13)(Q(p13)), on
E est une courbe elliptique définie sur Q(u13) et 7 est un plongement
(2/13Z)* — E[13]. Un tel point donne lieu & (132 —1)/2 = 84 points
de Y1(13)(Q(p13)). Notons Pg ) cet ensemble de points. Supposons que
pour tout x de P(g r), Wis.z n'est pas dans Pg ). Alors le sous-ensemble
Pigr U Wis.Pigr de Y1(13)(Q(u13)) est de cardinal 2 x 84 = 168 > 122,
ce qui est impossible d’apres la proposition 2.

Par conséquent, il existe z € P(g ) tel que y = Wi3.2 € P(g ). Autrement
dit, il existe P, @ deux points d’ordre 13 de E définis sur Q(u13) et un
isomorphisme défini sur Q(p13) envoyant (E, Q) sur

Wis.(E, P) = (E/(P), P' + (P)),
otl P’ est le point d’ordre 13 de E tel que ej3(P’, P) = ¢*™/13 Papplication
e13 : E[13] x E[13] — p13 étant 'accouplement de Weil.
En particulier, on dispose d’une isogénie ¢ de E dans E de degré 13
définie sur Q(u13). La courbe elliptique E est donc a multiplication com-
plexe. L’ensemble des endomorphismes End £ de E sur C est isomorphe



Corps engendré par les points de 13-torsion 229

a un ordre R d’un corps quadratique imaginaire. Soit [-] : R — End E
I'isomorphisme normalisé, et o € R tel que ¢ = [a]. L’isogénie [a] étant
définie sur Q(p13) ainsi que la courbe elliptique E, on a a € Q(u13). Or
13 = 1 (mod4), donc Q(u13) ne contient aucun corps quadratique imagi-
naire, et donc a € Q. C’est impossible car sinon, 13 = deg[a] = ]N(éf(a)]
serait un carré. Ceci acheéve la preuve. m

4. Remarque. Lorsque j’ai exposé cette démonstration pendant les
vingt-deuxiemes Journées Arithmétiques (juin 2001), B. Poonen m’a signa-
lé un résultat de R. F. Coleman qui, en utilisant la finitude du groupe
J1(13)(Q(p13)), fournit une borne plus petite du cardinal de Y7 (13)(Q(u13)),
et simplifie alors la démonstration du théoreme.

Rappelons le résultat de Coleman :

THEOREME 2 (Coleman, [1]). Soient C une courbe de genre g définie
sur un corps de nombres K, et J sa jacobienne. Supposons que le rang de
J(K) soit au plus g — 1. Soit P un idéal non ramifié de K en lequel C' a
bonne réduction et de caractéristique résiduelle supérieure a 2g. Notons fp
le degré résiduel en P. Alors

C(K)| < fp +29(\/Fr +1) — 1.

Appliquons ce théoreme & C = X;(13), K = Q(u3), P |53, pour
lesquels les hypotheses sont vérifiées, en particulier grace au lemme 1 qui
assure que le rang de J1(13)(Q(p13)) est inférieur & g — 1 = 1. On obtient
|X1(13)(Q(113))] < 85, donc |Y1(13)(Q(p13))] < 73. On raisonne alors par
I’absurde comme dans la section 3 : un point de Y (13)(Q(p13)) donnerait lieu
a 84 points de Y1(13)(Q(u13)), ce qui est impossible d’apres ce qui précede.
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