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Äıcha Hachemi (Paris)

1. Introduction. Il est devenu classique d’associer des systèmes dy-
namiques de l’intervalle à des algorithmes arithmétiques (voir B. Vallée [6]).
Dans un article récent [1], V. Baladi et B. Vallée ont étudié certains de
ces algorithmes, à savoir les algorithmes “standard”, “centré”, et “impair”,
associés à des fonctions coût à croissance modérée. Grâce à une étude du
comportement spectral d’un opérateur de transfert et à la formule de Perron,
elles ont obtenu un théorème de la limite centrale (théorème 2 ci-dessous)
avec vitesse de convergence optimale, et un théorème de la limite locale pour
des fonctions coût “réseau” avec la même vitesse de convergence. Nous mon-
trons le deuxième théorème sans vitesse pour des fonctions coût quelconques.

Les trois algorithmes cités ci-dessus sont définis par des divisions eucli-
diennes. Soient u, v deux entiers tels que v ≥ u ≥ 1. La division classique
(qui correspond à l’algorithme Euclidien standard G), v = mu+ r, produit
un entier m ≥ 1 et un reste entier r tel que 0 ≤ r < u. La division centrée
(l’algorithme centré K) exige que v ≥ 2u et prend la forme v = mu+ s avec
s ∈ [−u/2,+u/2[. En posant s = εr avec ε = ±1 (et ε = +1, si s = 0),
on obtient un reste entier r tel que 0 ≤ r ≤ u/2 et un entier m ≥ 2. La
division impaire (l’algorithme O) produit un quotient impair : v = mu+ s
avec m impair et s un entier s ∈ [−u,+u[. En posant s = εr avec ε = ±1
(et ε = +1, si s = 0) on obtient un reste entier r tel que 0 ≤ r ≤ u et un
entier m ≥ 1.

Dans les trois cas, les divisions sont définies par des paires q = (m, ε),
appelées digits.

Tout couple d’entiers (u, v) engendre une suite de “transformations frac-
tionnelles linéaires” (TFLs) h dans un ensemble H (H dépend de chaque
algorithme), qui transforme le quotient r/u en une fonction de u/v. On a
h[m,ε](x) = 1/(m+ εx). La TFL qui apparâıt dans la dernière étape appar-
tient à F ⊂ H (l’algorithme s’arrête lorsque r = 0).
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Ainsi, chaque algorithme appliqué à un rationnel u/v donne une fraction
continue

u

v
=

1

m1 +
ε1

m2 +
ε2

. . . +
εP−1

mP

,

de longueur P = P (u, v), et qui décompose u/v en

u/v = h1 ◦ · · · ◦ hP (0) = h(0),

où les hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ P − 1, et hP ∈ F .
On s’intéresse aux différents coûts associés à l’exécution d’un algorithme.

Le coût le plus basique est le nombre d’étapes P . En général, étant donnée
une fonction coût c à valeurs non-négatives définie sur H := l’ensemble des
TFLs associées à l’algorithme, on considère un coût total additif de la forme

C(u, v) :=

P (u,v)∑

i=1

c(hi).

On associe à chaque algorithme un système dynamique de l’intervalle T :
I → I (avec I = ]0, 1[ pour G, I = ]0, 1/2] pour K et I = [0, 1] pour O).
T est l’extension à I de l’application définie sur les rationnels en associant
r/u à u/v. On obtient

T (x) :=

∣∣∣∣
1

x
− A

(
1

x

)∣∣∣∣, x 6= 0, T (0) = 0,

où

A(y) :=





la partie entière de y pour G,
l’entier le plus proche de y pour K,
l’entier impair le plus proche de y pour O,

et l’ensemble H = {h[q]} est l’ensemble des branches inverses de T . L’en-
semble des branches inverses de l’itéré T n est Hn, ses éléments sont de la
forme h[q1]◦· · ·◦h[qn], où n est appelé profondeur de la branche. Les systèmes
T associés aux trois algorithmes G, K, O appartiennent à la “bonne classe”
des “applications complètes par morceaux”, que l’on définit comme suit :

Définition 1. Une application T : I → I est complète par morceaux
s’il existe un ensemble Q (fini ou dénombrable) et une partition d’ouverts
{Iq}q∈Q (mod un ensemble dénombrable) de l’intervalle I tels que la restric-
tion de T à Iq admette une extension bijective de classe C2 de la clôture
de Iq dans I.

Définition 2. Une application complète par morceaux appartient à la
bonne classe si :
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(i) T est uniformément dilatante par morceaux , c’est-à-dire, il existe
C > 0 et %̂ < 1 tels que |h′(x)| ≤ C%̂n pour tout h ∈ Hn, toute
profondeur n et tout x ∈ I. Le nombre % défini par

% := lim sup
n→∞

(max{|h′(x)| ; h ∈ Hn, x ∈ I})1/n

est appelé le taux de contraction.

(ii) Il existe K̂ > 0, appelée constante de distorsion, telle que toute
branche inverse h de T vérifie

|h′′(x)| ≤ K̂|h′(x)| pour tout x ∈ I.
(iii) Il existe σ0 < 1 tel que

∑
h∈H sup |h′|σ <∞ pour tout réel σ > σ0.

(iv) L’application T n’est pas conjuguée à une application affine par
morceaux.

Remarque. On vérifie que pour nos algorithmes σ0 = 1/2 (voir [3]).

Si I est muni d’une probabilité (initiale) de densité f0 par rapport à la
mesure de Lebesgue, alors T agit sur I par (f1dx) = (T?(f0dx)). L’opérateur
H tel que f1 = H[f0] est appelé le transformateur de densité, ou l’opérateur
de Perron–Frobenius. Un changement de variable donne

H[f ](x) :=
∑

h∈H
|h′(x)| · f ◦ h(x), Hn[f ](x) :=

∑

h∈Hn
|h′(x)| · f ◦ h(x).

Condition CM. Soit H l’ensemble des branches inverses d’une appli-
cation de la bonne classe. Un coût c : H → R+ est à croissance modérée
si ∑

h∈H
exp[wc(h)] · |h′(x)|s

converge lorsque (<s,<w) ∈ Σ0 ×W0 avec Σ0 = ]σ̂0,∞] pour σ0 ≤ σ̂0 < 1,
et W0 = ]−∞, ν0] pour ν0 > 0.

En posant H? :=
⋃
k≥1Hk on peut prolonger le coût en un coût total,

qui sera aussi noté c, défini sur H? par

c(h1 ◦ · · · ◦ hk) :=

k∑

i=1

c(hi).

On peut alors définir une version perturbée et pondérée de l’opérateur de
transfert dépendant de deux paramètres complexes s et w,

Hs,w[f ](x) :=
∑

h∈H
exp[wc(h)] · |h′(x)|s · f ◦ h(x).

Par conséquent (en utilisant la propriété d’additivité du coût total C),

Hn
s,w[f ](x) :=

∑

h∈Hn
exp[wc(h)] · |h′(x)|s · f ◦ h(x).
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Dans la proposition suivante on cite quelques propriétés de l’opérateur
Hs,w.

Proposition 1 ([1]). En posant s = σ+ it, w = iτ , et R(s, w) le rayon
spectral de Hs,w et Re(s, w) son rayon spectral essentiel , et Hσ := Hσ,0,
on a :

(1) Si σ ∈ Σ0, alors Hs,iτ est borné sur C1(I), et il dépend analy-
tiquement de (s, iτ), R(s, iτ) ≤ R(σ) et Re(s, iτ) ≤ %̂Re(σ) (avec
% < %̂ < 1). De plus l’opérateur Hσ admet une unique valeur propre
λ(σ) réelle, positive, simple et de module maximal , associée à une
fonction propre positive.

(2) Pour σ ∈ Σ0, il existe un trou spectral, c’est-à-dire, le rayon spectral
sous-dominant rσ défini par rσ := sup{|λ| ; λ ∈ Sp(Hσ), λ 6= λ(σ)},
vérifie rσ < λ(σ).

(3) Pour σ ∈ Σ0, on définit la pression par Λ(σ) = log λ(σ). No-
tons Λ′′s2 , Λ

′′
τ2 les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction Λ(s, iτ).

Au point (1, 0) la pression est strictement convexe en s, c’est-à-
dire Λ′′s2(1, 0) > 0. De plus, si c n’est pas constante, alors la pres-
sion est strictement convexe par rapport à iτ en (1, 0), c’est-à-dire
Λ′′τ2(1, 0) > 0.

(4) Il existe un voisinage complexe W de 0 et une unique fonction σ :
W → C tels que λ(σ(iτ), iτ) = 1 ; cette fonction est analytique,
σ(0) = 1, et σ′′(0) 6= 0.

Pour la preuve voir [1, Sec. 2].

Condition UNI. On dit que le système dynamique T vérifie la condi-
tion UNI si toute branche inverse de T s’étend en une fonction C3, et si pour
tout h, k deux branches inverses de la même profondeur, on note

Ψh,k(x) := log
|h′(x)|
|k′(x)| , ∆(h, k) := inf

x∈I
|Ψ ′h,k(x)|

et pour tout η > 0,

J (h, k) :=
⋃

k∈Hn,∆(h,k)≤η
k(I),

alors,

(a) Pour tout 0 < a < 1 on a |J (h, %an)| � %an,∀n,∀h ∈ Hn.
(b) sup{|Ψ ′′h,k(x)| ; n ≥ 1, h, k ∈ Hn, x ∈ I} <∞.
Afin de supprimer l’effet du facteur |s|, on définit la norme suivante :

‖f‖1,t := ‖f‖0 +
‖f‖1
|t| = sup |f |+ sup |f ′|

|t| .
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Théorème 1 (Estimations à la Dolgopyat; [1, Sec. 2]). Soient (I, T, c)
avec T dans la bonne classe et c à croissance modérée, et % le taux de
contraction, et telle que la condition UNI ait lieu. Soit Hs,w son opérateur de
transfert pondéré agissant sur C1(I). Pour tout r > 0, il existe un voisinage
complexe Σ1 = ]1 − α, 1 + α[ de 1 et M > 0 tels que pour tout s = σ + it
avec σ ∈ Σ1 et |t| ≥ 1/%2, et tout τ ∈ R,

‖(I −Hs,iτ )−1‖1,t ≤M |t|r.

Considérons l’ensemble ΩN := {(u, v) ∈ Z+
? ; gcd(u, v) = 1, u ≤ v ≤ N},

muni de la probabilité uniforme PN . Dans [4], J. D. Dixon étudie l’algorithme
standard et montre que pour c ≡ 1 il existe pour tout ε > 0 une constante
C0 > 0 telle que

(1.1) |C(u, v)− (12π−2 log 2) log v| < (log v)1/2+ε

soit vérifiée pour toute paire (u, v) ∈ ΩN sauf pour un nombre de paires égal
au plus à N2 exp[−C0(logN)ε/2] ; puis dans [5] il montre que la proportion
des paires (u, v) telles que 1 ≤ u ≤ v ≤ N pour lesquelles

0.5 log v ≤ C(u, v) ≤ 2.08(log v + 1)

tend vers 1 lorsque N →∞.
Le résultat qu’on obtient dans cet article ressemble à (1.1), mais il se

généralise aux algorithmes G,K,O et à des fonctions coût pas forcément
égales à 1. On s’intéresse alors à l’étude de la distribution du coût total
C(u, v) associé à un certain coût c (à croissance modérée) ; pour cela on
définit sa “fonction génératrice des moments” sur ΩN :

EN [exp(iτC)] :=
Φiτ (N)

Φ0(N)
,

où Φiτ (N) = Φc,iτ (N) est la valeur cumulée de exp(iτC) sur ΩN :

Φiτ (N) :=
∑

(u,v)∈ΩN
exp[iτC(u, v)], Φ0(N) = |ΩN |.

En suivant le principe défini dans [7], on peut remplacer la suite des fonctions
génératrices des moments par une série de Dirichlet, qu’on appellera la
fonction génératrice des moments de Dirichlet :

S(s, iτ) :=
∑

(u,v)∈Ω

1

vs
exp[iτC(u, v)] =

∑

n≥1

cn(iτ)

ns
,

où

Ω := {(u, v) ∈ Z+
? ; gcd(u, v) = 1}, cn(iτ) :=

∑

(u,v)∈Ωn, v=n

exp[iτC(u, v)].
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On a ∑

n≤N
cn(iτ) = Φiτ (N).

De plus, il est facile de montrer que

(1.2) S(2s, iτ) = Fs,iτ ◦ (I −Hs,iτ )−1[1](0),

où
Fs,iτ [f ](x) := Hs,iτ [f · 1∪h∈Fh(I)](x).

Parmi les résultats obtenus par V. Baladi et B. Vallée ([1, Sec. 4]), citons le
CLT suivant :

Théorème 2 (Théorème de la limite centrale avec vitesse de conver-
gence). Pour les algorithmes Euclidiens G, K, O, et tout coût c 6≡ 0 à crois-
sance modérée, en posant Λ(σ) := Λ(σ, 0) la fonction de la proposition 1 :
il existe µ(c), δ(c),K > 0 tels que, pour tout N ∈ N∗ et tout y ∈ R,
∣∣∣∣PN

[
(u, v)

∣∣∣∣
C(u, v)− µ(c) logN

δ(c)
√

logN
≤ y

]
− 1√

2π

y�

−∞
e−x

2/2 dx

∣∣∣∣ ≤
K√

logN
,

où
µ(c) = 2σ′(0) et δ2 = 2σ′′(0),

avec σ la fonction de la proposition 1(4).

Pour un intervalle J de R, on note |J | la mesure de Lebesgue de J . Notre
résultat, montré dans la troisième partie, est le théorème suivant :

Théorème 3 (Théorème de la limite locale). Pour les algorithmes Eu-
clidiens G, K, O et pour toute fonction coût c à croissance modérée, en
posant µ(c), δ2(c) les constantes du théorème 2, on a : pour tout intervalle
J de R et tout ε > 0, il existe N0 tel que pour tout N ≥ N0 et tout x ∈ R,

(1.3)

∣∣∣∣
√

logN PN [(C(u, v)− µ(c) logN − δ(c)x
√

logN) ∈ J ]

− |J | e
−x2/2

δ(c)
√

2π

∣∣∣∣ < ε.

2. Estimations de la fonction génératrice des moments. Parmi
les conséquences les plus utiles de la proposition 1 est que pour (s, iτ) ∈ W1

un voisinage complexe de (1, 0), on a Hs,iτ = λ(s, iτ)Ps,iτ + Ns,iτ , où Ps,iτ

est la projection spectrale associée à λ(s, iτ) et le rayon spectral de Ns,iτ

est ≤ θ, avec r1 < θ < 1 (r1 de la proposition 1).
On montre de plus que pour (s, iτ) ∈ W1,

(I −Hs,iτ )−1 =
λ(s, iτ)

1− λ(s, iτ)
Ps,iτ + (I −Ns,iτ )−1
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a pour seule singularité dans W1 un pôle simple en chaque point (s =
σ(iτ), iτ), avec résidu l’opérateur non nul

R(iτ) :=
−1

λ′s(σ(iτ), iτ)
Pσ(iτ),iτ .

On veut exprimer EN [exp(iτC)] en quasi-puissance. Pour cela on intro-
duit un autre modèle probabiliste (ΩN (ξ), PN (ξ)) avec ΩN (ξ) = ΩN : on
fixe une fonction t 7→ ξ(T ), avec 0 ≤ ξ(T ) ≤ 1, puis pour un entier N ,
on choisit uniformément un entier Q entre N − bNξ(N)c et N , ensuite on
choisit un élément (u, v) dans ΩQ.

Dans ce qui suit, la notation A(l) = O(B(l)) signifie qu’il existe M > 0
tel que |A(l)| ≤M |B(l)| pour tout l.

On note EN [exp(iτC)] la fonction génératrice des moments définie sur
(ΩN (ξ), PN (ξ)). V. Baladi et B. Vallée [1] obtiennent :

Lemme 1. Considérons l’un des trois algorithmes G, K, O. Il existe 0 <
α0 < 1/2 = σ0 (avec σ0 de la définition 2) tel qu’en posant ξ(N) = N−α0

on ait :

(a) La distance entre les distributions PN (ξ) et PN est O(ξ(N)).

(b) La fonction génératrice des moments EN de C s’exprime en quasi-
puissance. Plus précisément , il existe 0 < α̂0 < α0 < 1/2 tel que pour
toute fonction coût à croissance modérée on ait 1/2 = σ0 < α̂0 < α0

(avec σ0 de la définition 2),

EN [exp(iτC)] =
E(iτ)

E(0)σ(iτ)
N2(σ(iτ)−σ(0))[1 +O(N−α̂0)]

avec un O-terme uniforme par rapport à N →∞, τ proche de 0, et

E(iτ) = Fσ(iτ),iτ ◦R(iτ)[1](0).

Preuve (esquisse — on renvoie à [1, Sec. 4] pour les détails). La première
partie du lemme découle de la définition de PN (ξ) et du fait que |ΩN | =
KN2(1 + O((logN)/N)), avec K > 0 bien défini pour chacun des trois
algorithmes (voir [1, Sec. 4.4]).

Posons

Ψiτ (T ) :=
∑

n≤T
cn(iτ)(T − n) =

∑

N≤T

∑

n≤N
cn(iτ) =

∑

N≤T
Φiτ (N).

En appliquant le théorème de Cauchy sur la série de Dirichlet S(s, iτ)
et le rectangle

U(iτ) = {s ; <s = 1± α̂} × {s ; =s = ±U}
avec α̂0 < α̂ (s 7→ S(s, iτ) étant méromorphe sur U(iτ) lorsque τ est proche
de 0), puis la formule de Perron d’ordre 2 qui transforme l’intégrale sur
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le rectangle U(iτ) en une intégrale sur une droite verticale, on obtient la
formule de quasi-puissance pour la série Ψiτ (T ). Ensuite la relation

Φiτ (N) :=
1

Nbξ(N)c
N∑

Q=N−bNξ(N)c

∑

n≤Q
cn(iτ)

=
1

Nbξ(N)c [Ψiτ (N)− Ψiτ (N − bξ(N)c)]

nous permet de transmettre la quasi-puissance à Φiτ (N), puis à EN .

Définition 3. Une fonction c est dite réseau si elle est non nulle et s’il
existe Lc, L0 > 0 tels que L0/Lc soit irrationnel, et (c − L0)/Lc à valeurs
entières. Le plus grand de ces Lc est appelé largeur de c.

Le lemme suivant est une petite généralisation du lemme 15 de [1].

Lemme 2. On considère l’un des algorithmes G, K, O. Pour toute fonc-
tion coût c à croissance modérée, pour tout 0 < L < ∞ (dans le cas où
c est une fonction réseau de largeur Lc, on prend 0 < L ≤ π/Lc), et tout
0 < ν̃0 < L, il existe γ0 = γ0(L, ν̃0) > 0 et Q = Q(L, ν̃0) > 0 tels que pour
tout |τ | ∈ [ν̃0, L] on ait , pour ξ(N) = N−α̂0,

EN [exp(iτC(u, v))] ≤ QN−γ0 , ∀N ∈ N.
Preuve. Soit r > 0. Le théorème 1 assure l’existence de α > 0 tel que

pour tout s avec <s = σ ≤ |1− α| et |=s| ≥ 1/%2 et pour τ arbitraire,

‖(I −Hs,iτ )−1‖1,t ≤M |t|r.
Supposons que |t| ≤ 1/%2 et τ ∈ [ν̃0, L]. La proposition 1(1), (3) et la condi-
tion UNI impliquent que 1 /∈ Sp H1+it,iτ (voir [1, prop. 1]). Donc d’après la
théorie de la perturbation de parties finies du spectre il existe 0 < γ1 < α
tel que sur l’ensemble compact

{(s, τ) ∈ C× R ; |σ − 1| ≤ γ1, |t| ≤ 1/%2, |τ | ∈ [ν̃0, L]},
on ait 1 /∈ Sp Hσ+it,iτ . En effet, la fonction s 7→ Hs,iτ est analytique sur cet

ensemble, d’où l’existence de Q̃ = Q̃(ν̃0, L) tel que

‖(I −H1±γ1+it,iτ )−1‖1,t ≤ Q̃.
Par conséquent, pour tout |τ | ∈ [ν̃0, L], il existe Q = Q(ν̃0, L) tel que

(2.1) ‖(I −H1±γ1+it,iτ )−1‖1,t ≤ Qmax(1, |t|r), ∀t ∈ R.
Grâce à (1.2), on transforme (2.1) en une estimation de S(s, iτ) qui, en

tant que fonction de s, est analytique sur le rectangle Ũ(iτ) = {s ; <s =
1± γ1} × {s ; =s = ±U} (avec 0 < γ1 < α̂, U > 0).

Le théorème de Cauchy et la formule de Perron nous permettent de
déduire la décroissance de Φiτ (N) et par conséquent celle de EN (voir [1,
Sec. 5]).
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3. Preuve du théorème 3. Posons n = logN et qx(n) = µ(c)n −
δ(c)x

√
n. Rappelons que, par le lemme 1, |PN (ξ) − PN | = O(e−nα0) ; il

suffit alors de démontrer (1.3) pour PN .
Soient mn = mx,n une suite de mesures définies sur la tribu des Boréliens

de R par

mn(J) := PN [(C(u, v)− qx(n)) ∈ J ],

et m = mx la mesure définie par

m(J) :=
e−x

2/2

δ(c)
√

2π
|J |.

On suit la méthode de Breiman ([2, Chap. 10.2]). Pour montrer que
√
nmn

w→ m, il suffit de montrer que pour toute fonction ψ non-négative continue

et dont la transformée de Fourier ψ̂ est à support compact on ait
√
n

�
ψ dmn →

�
ψ dm.

Cela signifie que pour tout ε fixé, il existe n0 ∈ N (n0 indépendant de x) tel
que pour tout N ≥ N0,

∣∣∣∣
√
nEN [ψ(C(u, v)− qx(n))]− e−x

2/2

√
2π δ(c)

�
ψ(y) dy

∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ R.

Soit [−L,+L] contenant le support de ψ̂. On a

√
nEN [ψ(C(u, v)− qx(n))] =

√
n

2π

+L�

−L
ψ̂(τ)EN [exp(iτ(C(u, v)− qx(n)))] dτ

=

√
n

2π

+L�

−L
ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v)] dτ

=: I(n).

Soit 0 < ν0 < ν̃0 avec ν̃0 assez petit (comme dans le lemme 2). Décomposons

l’intervalle [−L,+L] en |τ | ≤ ν0 et |τ | ∈ [ν0, L], ainsi I(n) se décompose en

I
(n)
0 + I

(n)
1 .

Montrons d’abord que I
(n)
1 → 0 lorsque n → ∞. En appliquant le

lemme 2, on obtient (rappelons que γ0 = γ0(L, ν̃0))

|I(n)
1 | ≤

√
n

2π
QN−γ0

�

|τ |∈[ν0,L]

|ψ̂(τ)| dτ ≤ Q

2π

√
n e−nγ0

�

|τ |∈[ν0,L]

|ψ̂(τ)| dτ

≤ K̃

n

�

|τ |∈[ν0,L]

|ψ̂(τ)| dτ = C̃/n < ε/2.
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Il suffit de prendre N > exp[C̃ε−1], où C̃ = C̃(L, ν̃, ψ), C̃ indépendant
de x.

Calculons I
(n)
0 . On suit la méthode de [1, sec. 5]. Rappelons d’abord que

d’après la proposition 1(4), σ′′(0) 6= 0, d’où pour ν0 suffisamment petit, on
a δ0 := inf{|<σ′′(τ)| ; τ ∈ [−ν0, ν0]} > 0.

Posons τn := ((logn)/δ0n)1/2 et décomposons l’intervalle [−ν0,+ν0] en
|τ | ≤ τn et |τ | ∈ [τn, ν0]. On a

I
(n)
0 =

√
n

2π

�

|τ |≤τn
ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v))] dτ

+

√
n

2π

�

|τ |∈[τn,ν0]

ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v))] dτ.

Le 2ème terme est égal à O(1/
√
n). En effet, en rappelant l’expression de

EN dans le lemme 1, et que la fonction g : z 7→ σ(z)− 1− zσ′′(0) admet un
point col en z = 0 (g′(0) = 0 et g′′(0) 6= 0), on a

√
n

2π

∣∣∣
�

|τ |∈[τn,ν0]

ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v))] dτ
∣∣∣

=

√
n

2π

∣∣∣
�

|τ |∈[τn,ν0]

ψ̂(τ)e−iτδ(c)x
√
nN−iτµ(c)EN [exp(iτC(u, v))] dτ

∣∣∣

≤
√
n

2π
sup

|τ |∈[τn,ν0]
|N−iτµ(c)EN [exp(iτC(u, v))]|

∣∣∣
�

|τ |∈[τn,ν0]

ψ̂(τ)e−iτδ(c)x
√
n dτ

∣∣∣

≤
√
n

2π
sup

|τ |∈[τn,ν0]

∣∣∣∣e2n(σ(iτ)−1−iτσ′(0)) E(iτ)

E(0)σ(iτ)
(1 +O(e−α̂0n))

∣∣∣∣
�

τ∈R
|ψ̂(τ)| dτ.

On vérifie aisément que les fonctions

f
(n)
1 : τ 7→ exp[2n(σ(iτ)− 1− iτσ′(0))],

f
(n)
2 : τ 7→ E(iτ)

E(0)σ(iτ)
(1 +O(e−α̂0n))

vérifient, pour |τ | ≤ ν0,

|f (n)
1 (τ)| = O(e−nτ

2δ0),(3.1)

|f (n)
2 (τ)| = O(1 + |τ |+ e−nα̂0).(3.2)
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D’où
√
n

2π

∣∣∣
�

|τ |∈[τn,ν0]

ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v))] dτ
∣∣∣

≤ D̃(ψ)

√
n

2π
sup

|τ |∈[τn,ν0]
|e−nτ2δ0(1 + |τ |+ e−nα̂0)|

≤ √nMe−nτ
2
nδ0 =

√
n
M

n
= O(1/

√
n)

avec M dépendant de ψ, ν̃0 et indépendant de x.
Rappelons que, par le théorème 2, µ(c) = 2σ′(0) et δ2(c)=2σ′′(0); ainsi,

Ĩ
(n)
0 :=

√
n

2π

�

|τ |≤τn
ψ̂(τ)e−iτqx(n)EN [exp(iτC(u, v))] dτ

=

√
n

2π

�

|τ |≤τn
ψ̂(τ)e−iτqx(n)e2n(σ(iτ)−1) E(iτ)

E(0)σ(iτ)
(1 +O(e−α̂0n)) dτ

=

√
n

2π

�

|τ |≤τn
ψ̂(τ)e−iτδ(c)x

√
ne2n(σ(iτ)−1−iτσ′(0)) E(iτ)

E(0)σ(iτ)
(1 +O(e−α̂0n)) dτ.

Posons

J
(n)
0 :=

√
n

2π

�

|τ |≤τn
ψ̂(τ)e−iτδ(c)x

√
ne2n(σ(iτ)−1−iτσ′(0)) dτ.

Grâce à (3.1) et (3.2), on a

1

2π
|Ĩ (n)

0 − J (n)
0 | ≤

1

2π

�

|τ |≤τn
|ψ̂(τ)| |τ |e−nτ2δ0 + e−nα̂0

�

|τ |≤τn
|ψ̂(τ)|e−nτ2δ0 dτ

≤ 1

2π

�

|τ |≤τn
|ψ̂(τ)| |τ | dτ +

1

nα̂0

�

|τ |≤τn
|ψ̂(τ)| dτ

≤ K1/
√
n+K2/n = O(1/

√
n),

où K1,K2 dépendent de ψ. Ainsi,

Ĩ
(n)
0 =

√
n

2π

�

|υ|≤τn
√
n

ψ̂(υ/
√
n)e−iτδ(c)x

√
ne

2n(σ(i υ√
n

)−1−i υ√
n
σ′(0))

dυ+O(1/
√
n).

D’autre part,

|e2n(σ(i υ√
n

)−1−i υ√
n
σ′(0)) − eδ2(c)υ2/2| = O(υ3/

√
n),
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d’où par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, pour tout n
suffisamment grand et indépendant de x on a∣∣∣Ĩ (n)

0 − ψ̂(0)
�

R
e−iδ(c)xυe−δ

2(c)υ2/2 dυ
∣∣∣ < ε/2, ∀x ∈ R.

Ceci signifie que pour tout ε fixé et n suffisamment grand,
∣∣∣∣I

(n)
0 − e−x

2/2

δ(c)
√

2π

�
ψ(y) dy

∣∣∣∣ < ε/2,

uniformément en x.
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