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1. Introduction. Dans cet article, on s’intéresse & la version p-adique
de certains résultats démontrés dans le cas réel par H. Davenport et
W. M. Schmidt [3]. Jusqu’ici les seuls résultats p-adiques connus sont dus a
J. F. Morrison [4] et concernent ’approximation d’un nombre p-adique par
des nombres algébriques de degré borné; ces résultats ont été obtenus en
reprenant la méthode d’E. Wirsing [8] mais ils sont légérement moins bons
que dans le cas réel. Notre but est ici de démontrer I’analogue p-adique du
résultat de H. Davenport et W. M. Schmidt [3] concernant ’approximation
d’un nombre réel par des entiers algébriques de degré borné et d’appliquer
leur méthode afin de démontrer des résultats d’approximation a degré exact
comme nous 'avions fait dans le cas réel avec Y. Bugeaud [1]. En outre nous
allons voir que cette méthode permet d’approcher des nombres p-adiques par
des nombres algébriques appartenant a Q, (ce que ne permet pas la méthode
de J. F. Morrison).

Pour énoncer les résultats, on définit les suites (vp,)n>2 et (dp)n>2 comme
suit :

Vo = 2, do =1,
v3=(B+V5)/2, d3=2,
vy =3, dy =2,

vy, =1[n+1)/2], d,=][(n—-1)/2] pourn >5.
Enfin, pour un polynoéme P a coeflicients entiers s’écrivant
P(X)=ap, X"+ ...+ a1 X + ao,
on note H(P) sa hauteur naive définie par

H(P) = max |ail,
0<i<n

| - | étant la valeur absolue usuelle de C. De plus, par définition, la hauteur
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d’un nombre algébrique «, notée H(a), est la hauteur de son polynome
minimal sur Z.
Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. Soient n > 2 un entier et & un élément de Qp qui nest
pas un nombre algébrique de degré au plus d,,. Alors il existe une infinité de
nombres algébriques a dans Q, de degré exactement n — 1 tels que

€ — alp < H(a)™™.

Si de plus & € Zyp, alors il existe une infinité d’entiers algébriques o de degré
exactement n tels que

€ — al, < H(a) ™.

La notation |- |, désigne la valeur absolue p-adique normalisée par |p|, =
p~!. La constante numérique sous-entendue par le symbole < ne dépend
que de &, p et n.

REMARQUES. Pour 'approximation par des nombres algébriques, 1’ex-
posant est légérement moins bon que celui trouvé par J. F. Morrison [4]
(dans le cas général, pour 'approximation par des nombres algébriques de
degré au plus n, I'exposant de J. F. Morrison est (n+3)/2 alors qu’ici il n’est
que [n/2 4 1]) mais on peut assurer, outre le fait que le nombre algébrique
a approchant { est de degré exactement n, que o est dans Q,, ce que la
méthode de J. F. Morrison n’assure que pour les petites valeurs de n.

Pour démontrer le théoreme 1, on peut se limiter, sans perte de généra-
lité, au cas ol & € Z,. La démonstration se fait, comme dans le cas réel (cf.
[1] et [3]), en deux étapes décrites par les deux théorémes suivants :

THEOREME 2. Soient n > 2 un entier et & un entier p-adique qui n'est
pas un nombre algébrique de degré au plus d,, et soit

An=1—1/vy.

Alors il existe une constante ¢ > 0 et une infinité d’entiers positifs h tels
que les inégalités

max(|xol, ..., |Tn-1]) < cp™ Ml
T — 0™, <p™  pour m=1,...,n—1
n’aient pas de solutions entiéres (xg,...,Tn—1) autres que (0,...,0).

THEOREME 3. Soientn > 2 un entier et € un entier p-adique. S’il existe
un réel A > 0, une constante ¢ > 0 et une infinité d’entiers naturels h tels
que le systéme d’inéquations

max(|zo, ..., |zn_1]) < ep™,

|z — 20€™|p <p ™™ pourm=1,....n—1
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n’ait pas de solution (xg, ..., Tn—1) entiére autre que (0,...,0), alors il existe
une infinité de nombres algébriques (resp. d’entiers algébriques) o dans Qy,
de degré exactement n — 1 (resp. n) tels que

€ — ol < H(a)_l/(l_/\).

Nous allons d’abord démontrer le théoreme 3 puis, apres avoir introduit
quelques notations dans la partie 3, nous démontrerons le théoréeme 2 dans
les parties 4 et 5; les valeurs de A données par le théoréeme 2 amenent alors
au théoreme 1 en utilisant le théoreme 3.

2. Démonstration du théoréme 3. Pour démontrer le théoreme 3,
nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 1. Soient & un entier p-adique et P un polynéme a coefficients
dans Z,, tel que

(2.1) [Py <1,

(2.2) P/(€)], = L.

Alors il existe une racine o de P, dans Zy, telle que
€ —alp = [P(&)]p.

Démonstration du lemme 1. Soit k le corps résiduel, k = Z,,/pZy, on note
o la surjection canonique de Z, dans k ainsi que celle induite de Z,[X] dans
KX]. Diapres (2.1) on a o(P)(a(€)) = 0 et d’apres (2.2), o(P)(0(¢)) # 0,
donc p(§) est une racine simple de o(P). D’apres le lemme de Hensel [5,
p. 129], P possede une racine o dans Z, telle que o(a) = o(€) ; ainsi on peut
écrire

P(X) = (X = a)Q(X),

avec @ € Zp[X]. De plus, comme o(Q)(0(§)) = o(P)'(0(§)) # 0, on a
|Q(&)]p =1 et donc

€ —alp =[P(E)lp =

Démonstration du théoréme 3. Sous les hypotheéses du théoreme 3, il
existe une infinité de h tels que le systeme

(2.3) max(|yol, - - -, |yn—1]) < cpnA—Dh,

(2.4) [Ym — yo&™|p <1 pourm=1,...,n—1

n’ait pas de solution dans (p~""Z)", autre que (0,...,0). L’ensemble A(h)
des n-uplets (yo, ..., yn_1) de (p~""Z)" vérifiant (2.4) est un sous-réseau de
(p~"Z)™ : en effet, il existe des entiers by, tels que [€™ — by|, < p~"" pour
1 <m <n—1 et on voit que A(h) est le réseau engendré, dans (p~""Z)",
par les vecteurs
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(p_hnap_hnbh s 7p_hnbn—1)7

(0,1,0,...,0),

(0,...,0,1).
On définit le réseau dual A*(h) de A(h) par
A%(h) = {y € R" | Vz € A(h), (2,y) € L},

ou (, ) désigne le produit scalaire usuel de R". Le réseau A*(h) admet alors
pour base les vecteurs

(»",0,...,0),
(=b1,1,0,...,0),

(=bn_1,0,...,0,1).

Ainsi, A*(h) est le sous-réseau de Z" formé par les n-uplets (xg,...,Tp—1)
d’entiers tels que

|mn_1§"_1 +.. i€+ xolp < p_h".

On considere alors le convexe K de R™ défini par max(|xol, ..., |[ztn-1]) < 1.
Le convexe polaire K* de K, défini par K* = {y € R" | Vo € K, (x,y)
< 1}, est alors K lui-méme. Enfin, pour un entier m, un convexe C con-
tenant un voisinage de 0 et un réseau L, on note 7,,(C, L) le m-iéme des
minima successifs du convexe C' relativement au réseau L, c’est-a-dire le
plus petit réel tel que le convexe 7,,(C, L)C contienne au moins m points
de L linéairement indépendants. On va alors utiliser I'inégalité suivante [2,
théoréeme VI, p. 219] :

(2.5) 71(C, L) (C%,L7) < 1,

si C* est le convexe polaire de C' et L* le réseau dual de L. L’hypothese du
théoreme 3 signifie donc que le premier des minima successifs 71 (K, A(h)) du
convexe K relativement au réseau A(h) vérifie, pour une infinité d’entiers h,

(K, A(h)) > cptP—Dh,

Donc, d’apres (2.5), le n-ieme des minima successifs du convexe K, relative-
ment au réseau dual A*(h), vérifie pour une infinité d’entiers h,

To (K, A*(h)) < p" VR,
Cela signifie qu’il existe n polynomes (P;)1<i<p :

B(X) =29 x40 x 42l
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a coeflicients entiers, de degré au plus n — 1 et Z-linéairement indépendants,
tels que

(2.6) P&y < 7™,
(2.7) H(P;) < p1=Mh,
On peut supposer que les points x(* = (xq(f@))ogmgn,l ont été choisis

de sorte que x( € 7;(K, A*(h))K. On note alors ¢ le déterminant de la
matrice (x(")1<;<, qui est non nul puisque les vecteurs sont linéairement
indépendants. Enfin, on note I I'index de ces vecteurs par rapport au réseau
A*(h), c’est-a-dire le déterminant de la matrice précédente calculé dans une
base du réseau A*(h). On a alors [2, corollaire du théoreme V, p. 219]

I <nl

Comme § = d(A*(h))I, ou d(A*(h)) est le discriminant du réseau A*(h), on
a 0 = pMI. Ainsi il existe un nombre premier ¢, ne dépendant que de &, p
et n ne divisant pas pd.

Soit d > n — 1 un nombre entier; on considere alors le systeme de n
équations & n inconnues (0;)1<;<y, suivant :

fd +q01Pi(&) + ...+ g0 Pu(§) = phn’
1

d§* ™+ g0 P{(&) + ... + qOn Py (€)
01200 + . 40,2 =0 pourm=2,...,n—1.

)

Ce systeme est de Cramer parce que les P; sont linéairement indépendants, il
admet donc un unique n-uplet solution (61, ..., 0,) dans (Q,)". On approche
ce n-uplet de la maniére suivante : il existe des rationnels r; tel que

(28) |01 - 7’i|p < 1/]?,
(2.9) ri € Z[1/p] N [=p, p]
et ceci pour chaque indice i. On considere alors le polynéme suivant :
P(X) =X+ qrP(X)+ ...+ qraPu(X)
=X+ Q1 X" 4 o X2+ + quo.

A vpriori, x,, € Z[1/p]; on va voir qu’en fait x,, € Z. D’apres la derniere
série d’équations du systeme et (2.8), on a pour m > 2,

(2.10) |Zmlp < 1;

et donc x,,, € Z pour m > 2. D’apres la deuxieme équation du systeme, on a

Pl =1+q) (ri—0)P/();
=1
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or d’apres (2.8),
(i —0)P©)] <1p.
i=1

en effet |P/(£)|, <1 puisque £ € Z,; par suite, comme |q|, = 1,

(2.11) P/()], = 1.
En particulier, compte tenu de (2.10) et puisque § € Z,, on a
(2.12) |z1]p, < 1.

Enfin, d’apres la premiere équation du systéme on a
n
P(&) =p" +q) (ri—0:)Pi(8);
i=1

or, d’apres (2.6) et (2.8),

donc
(2.13) |P&)]p =p "

On déduit alors que zg € Z de (2.10), (2.12), (2.13) et du fait que § € Z,.
Ainsi, on a P € Z[X].

On va maintenant choisir les rationnels r; de sorte que le polynéme P
soit irréductible ; pour cela on va choisir les r; afin que P vérifie le critere
d’Eisenstein pour le nombre premier q. Pour que le polynéome P soit g-
d’Eisenstein, il suffit que ¢ ne divise pas zg puisque son coefficient dominant
est congru a 1 modulo g. Comme ¢ ne divise pas le déterminant de la matrice
(X(i))lgign, il existe un indice 7 tel que ¢ ne divise pas :B[()Z). Pour simplifier
les notations, on supposera que cet indice est ¢ = 1. On choisit ro,...,7,
vérifiant (2.8) et (2.9); il reste alors deux choix pour r; que 'on peut noter
ri,ietrio =71 +p. Comme g = 7“11'(()1) +7"2x[()2) +.. .+7“nzn(()n), et comme ¢
ne divise pas pxél), q divise au plus I'un des deux nombres 7‘1713;81) + 7‘23782) +
.. .—l—rnx(()n), 7"1723:(()1) —f—rgxéQ) +.. .+rnxé"). Ainsi pour 'une des deux valeurs
de r1, P est g-d’Eisenstein, donc irréductible.

Enfin, comme |r;| < p et d’apres (2.7), on a
(2.14) H(P) < pn1=h,

D’apres le lemme 1, il existe une racine o de P dans Zj,, donc un nombre
algébrique de Z, de degré exactement d, tel que

0 <[ —al,=|P(§)lp
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On conclut alors en utilisant (2.13) et (2.14) qu’il existe un nombre algébri-
que o de Zjy, de degré exactement d, tel que

0<|€—al, < H(a) /=Y,

En choisissant d = n—1, on obtient le résultat annoncé pour I’approximation
par des nombres algébriques de degré exactement n — 1, alors qu’en choisis-
sant d = n, on obtient 'approximation par des entiers algébriques de degré
exactement n puisque pour d > n, le polynome P est unitaire. m

REMARQUES. Si on choisit dans la démonstration précédente d = n+ 1,
on obtient comme nous 'avions fait dans le cas réel [1] 'approximation par
des entiers algébriques de trace nulle de degré exactement n + 1.

On pourrait comme dans le cas réel [7] démontrer un résultat similaire
pour l'approximation d’un entier p-adique par des unités algébriques de
degré donné.

3. Notations et résultats préliminaires. Pour terminer la démon-
stration du théoréeme 1, il ne reste plus qu’a prouver le théoreme 2. La
démonstration proposée est une démonstration par 'absurde : on suppose
que le systeme d’inéquations

max(|zol, ..., |zn_1]) < ep™,
\a:m—m0§m|p§p*”h pourm=1,...,n—1

possede une solution non triviale pour tout h entier positif suffisamment
grand, et on va montrer que cela conduit & une contradiction si la constante
c est assez petite. Ainsi, on suppose qu’il existe un entier hg > 0 tel que pour
tout entier h > hy, il existe une solution entiére non triviale au systeme S(h)
suivant :

max{|zol, ..., |Tn-1]} < cp”)‘h,

—n(l=N)h

( max_l\a:m|)\a:m—m0§m|p§cp pourm=1,...,n— 1.

0<m<n

On va alors définir une suite de points minimaux de la maniere suivante. On
pose, comme dans [4], pour X’ un point de Z",
L(X) = — 2p&™
(X) = max |om — o™y
et
E(X) = H(X)L(X),

ou H(X) est la hauteur du point X € Z" : H(X) = maxo<m<n—1 |Tm|. On
peut d’abord remarquer que pour une solution non triviale de S(h), on a
Tm 7 0 pour tout indice m, si A < 1 et si ¢ est assez petit. En effet, si zg =0
alors on a pour tout indicem =1,...,n—1, |2y, < p~ et |1,] < ep™t <

p™ ., si e < 1, ce qui implique que z,,, = 0; par ailleurs, si on a x,, = 0 pour
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un indice m non nul, on a |2o™|, < p~™ et |zo| < cp™ < cp™ donc
|zolp < |§|;mp_”h et |zo| < \§|;”p”h, si e <[]}, ce qui implique que xg = 0
et donc que tous les x,, sont nuls. On en déduit que si £ est irrationnel,
L(X) # 0, car comme zg # 0, on a |z1 — 2o&[p # 0.

On construit alors par récurrence une suite de points (X;);>1 et une suite
croissante d’entiers (h;);>o de la maniére suivante : on choisit un point &}
solution de S(hg) tel que E(AX1) soit minimal parmi les solutions de S(hg)
et que H(X}) soit minimum parmi les solutions de S(hg) rendant minimal
E(X). On suppose alors que 'on a construit l'entier h;_; > hg et le point
X; solution de S(h;—1). Comme X&; est solution de S(hi—1), on a

B(X) < ep "0V,
On définit alors h; € Z par

(3.1) cp_”(l_k)hi < EBE(X) < Cp_n(l_A)(hi—l),
cet entier existe puisque £ € Q et donc E(X;) # 0. On a alors
hi > hi1,

et en particulier h; > hg. On choisit alors X;;1 parmi les solutions non
triviales de S(h;) de sorte que E(X;y1) soit minimum parmi ces solutions,
et que H(X;41) soit minimum parmi les solutions de S(h;) rendant minimal
E(X).

A partir de maintenant, on note X; = H(X;) et L; = L(X;). Comme
Xi11 est solution de S(h;), on a

E(Xi1) < cp - Nhi,
et donc, d’apres (3.1), on a
E(Xi1) < ep UV < B(G) < ep A (i1
donc
E(Xiy1) < BE(X).
Enfin
Xit1 > X5

en effet, si X;11 < X;, Xj11 serait solution de S(h;_1), ce qui est impossible
car E(X;41) < E(X;). On en déduit alors

Lz‘+1 < L;.

De plus, les coordonnées de X; sont premieres entre elles : en effet, dans
le cas contraire, on pourrait écrire X; = a) avec a > 0 entier et on aurait
aH(Y) = X; et E(X;) = ala|p,E(Y) > E(Y). Pour des raisons similaires, X;
et X; 41 sont linéairement indépendants : sinon il existerait des entiers a > 0
et b premiers entre eux, tels que aX; = bX;41, et comme les coordonnées de
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X; sont premieres entre elles, a diviserait b donc a = 1, ce qui est impossible
puisque X; < X;y1.

D’apres (3.1), on a E(X;) < ep~ 0V et comme ;1 est solution
de S(h;), on a X;11 < cp™i donc p~h < (cXij_ll)l/(”A). On en déduit que

EX;) < cp”(l_’\)(ch-:_ll)”(l_/\)/("’\) < cl//\Xil_;ll/A et donc que

(3.2) Li < M X7IX

Enfin, on note les coordonnées de X; de la maniére suivante :
& = (xi7m)0§m§n—l g
et ceci pour tout ¢z > 1.

4. Les petites valeurs de n

4.1. Le cas n = 2. On reprend les notations précédentes avec n = 2 et
A =1/2; ainsi (3.2) devient

(4.1) L < XX,
Comme X et X4 sont linéairement indépendants, on a

Ti+1,0 Ti+1,1
Zi0 Ti 1

Ti+1,0 Titl1,1
Zi,0 Zi1

1<

p

Or

Tit1,0 Tit1,1 — Ti+1,08
Tio 21 — 20

LTi+1,0 Li4+1,1
Zi,0 Ti1

< max(L;, Liy1) < Ly,
p

p
et donc, comme
Ti+1,0 Tit+1,1

<2X; X
Ti0 Ti1 ’

d’apres (4.1), on a
1 S 2X1XZ+1L1 < CQ,

ce qui est impossible si ¢ est suffisamment petit. m

4.2. Le cas n = 3. Cette fois, on se place dans le cas n = 3, A
(=1 ++/5)/2; on vérifie alors que A est solution de

1I/A=1=M\,
et donc (3.2) devient
(4.2) Ly < MPXTIXA.
Tout d’abord, on montre que la matrice (iz? iz;) est de rang 2 : si ce

n’était pas le cas, comme les coordonnées de X; sont premieres entre elles,
il existerait des entiers k et [, premiers entre eux, tels que

2 2
Ti0 = k N i1 = kl, €Ti2 = -
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D’autre part, p ne divise pas x; : sinon |z; |, < 1 et donc |z;m,|, < 1 pour
tout m puisque § € Z,, ce qui signifie que p divise tous les x; ,,, ce qui est
impossible puisqu’ils sont premiers entre eux. Par conséquent,
]xi,()]p =1.
On en déduit que
|k& — 1|, < L.

. Ti—1,0 Ti—1,1 Ti—1,2 .
Comme la matrice ( Tio wia wio ) est de rang 2, puisque X; 1 et A

sont linéairements indépendants, et comme x;_1,1 et x; 1 sont non nuls, I'un

des déterminants !mi*l’o Tt ’ ‘mi*l’l i
Ti0 Tl 51 T2

exemple que le premier est non nul, on a alors

} est non nul. Supposons par

Ti—1,0 Ti—1,1
k {

Ti—1,0 Ti-1,1

I< k I

p
et comme

et

Tic1,0 Ti—1,1 — Ti—1,0§
k I — ke

Ti—10 Ti—1,1

k l

< maX(Lz;l,Li) <L,

on a, d’apres (4.2)
1<2X, 1 XLy < MAXPA
ce qui est impossible puisque A > 1/2, pour ¢ suffisamment petit. On aboutit
au méme résultat si on suppose que le deuxieme déterminant est non nul.
On a alors
Ti1 Ti2

Zi0 Til
Ti1 Ti2

p
En outre, on a

|Zio — 2i1€lp = |(Ti — 2:06%) — E(@in — i 08)|p < Li,
donc
Tio X1 — Ti0€
i1 Ti2 — i€

Ti0 T4l

< L.
p

Til  Zi2 |,

On a alors, d’apres (4.3),

1<2X7L; < XX,

et donc
(4.4) XA, < X,

Ensuite, on montre que pour une infinité de i, on a X;_1, X; et X
linéairement indépendants : si ce n’est pas le cas, comme X;_| et X; sont
libres, on a pour tout ¢ assez grand X; 1 € (Xj—1, X;), ou (Xj—1, X;) désigne



Approximation d’un nombre p-adique 147

ici le Q-espace vectoriel engendré par X;_ et X;. On a alors &, € (X;_1, X}),
pour n > 4. On en déduit qu’il existe des entiers a, b et ¢ tels que

aTpo + bxp 1 +crp2 =0
pour tout n assez grand, et donc que
|xn,0(a + b£ + 662)|p = |b(xn,1 - mn,Og) + C(xn,Q - mn,0§2)‘p < an

ce qui est impossible puisque |z, 0, = 1 et que ¢ n’est pas un nombre
quadratique.
Enfin, pour de tels ¢, on a

Ti-1,0 Ti—-1,1 Li—-1,2||Li—-1,0 Li—-1,1 Li-12

1<) xip i1 Zi2 T T Tig |
Ti+1,0 Li+1,1  Ti+1,2 | | Ti+1,0 Ti+1,1  Ti4+1,2 P
puisque X;_1, X; et X; 41 sont linéairement indépendants. Or,
Ti—1,0 Li—-1,1 Li—1,2
;0 i1 T2 | K Xi1 X Xit1,
Ti+1,0 Ti+1,1  Ti+1,2
et
Ti—-1,0 Ti—11 Ti—12 Ti—1,0 Li—1,1 — in—1,0§ Ti—12 — 331‘—1,052
Zi0 i1 ;2 =| Zip xi1 — T30 Ti2 — xz‘,0§2

Ti+1,0 Ti+1,1  Ti+1,2

2
p | Tit10 Tit11 = T Tipr2 — Tip10€" |,

S HlaX(Li_lLi, Li—lLi-‘rlv LiLi—i-l) S Li—lLi-

Et donc on a
1< X, 1 X Xi1Li 1 Ly,

puis, compte tenu de (4.2),

2/Ayv—Ayl-X.
1< AN
enfin, en utilisant (4.4), on obtient

1< Cz/,\+(1f,\)/,\2X;/\+(1*A)/A _ c1+2/,\7

compte tenu de I’équation vérifiée par X\. Mais ceci est impossible si ¢ est
assez petit. =

4.3. Le cas n = 4. On considere le cas n = 4, A = 2/3; ainsi (3.2)
devient

(4.5) L < &Px7 X

Le début de cette preuve est assez similaire a la précédente : on commence

. Ti0 Ti1 Ti2 . y :
par montrer que la matrice (:r:z L Tio Tis ) est de rang 2. Si ce n’est pas vrai,
alors il existe des entiers k et [, premiers entre eux, tels que

3 2 2 3
'fi,O =k s i1 = k l, .CC,‘72 =kl s .CC,‘73 =1°.
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Comme on a toujours |z;ol, = 1, on a |k§ — |, < L;. Puisque &Xj_; et &;
sont linéairement indépendants et que leurs coordonnées sont non nulles, I'un
des déterminants ’zi*l‘o T |w¢71,1 Tl L2 L3 est non nul. On
1 Zi0o Tl Pl Tl T2 Ti2  Ti3 :

aboutit alors a une contradiction comme dans la démonstration précédente.
On définit, pour un point AX;, deux vecteurs linéairement indépendants

Vi = (zio,wig, xi2) et Z; = (i1, xi2,xi3). On a alors

)

(4.6) (it1, Ziv1) = Vi, Zi)-
En effet,
;0 Ti1 T2 Ti0 21 — T30 Tio — Ti0€?
Ti1 T2 i3 | =| Ti Ti2 — ;1§ T3 — xi1E2
Tit10 Tit1,1  Titl2 Ti410 Tiv11 — Tip106 Tip12 — Tip1,06° »

< max(L?, LiLit1) < L?v

car
a0 — @i1&lp = (a2 — 24087) — E(mi1 — m3,08)|p < Li
et
is — 3182 = [(wi3 — 2:06%) — € (wi1 — 23,08 |p < Li.
Donc
Tio Tl Tig Tio Tl T2
Tl T2 Zi,3 Ti1 Ti2 Ti3 | K X,'QX@'HL? < .

Ti+1,0 Ti+1,1  Ti+1,2 | | Li+1,0 Li+1,1 33i+1,2p

Donc Y1 € (Vi, Z;) pour c assez petit, de méme, on a Z;11 € (V;, Z;), ce
qui démontre (4.6). Ceci étant vrai pour tout i, il existe des entiers a, b et
c tels que ax; o + bx;1 + cx;2 = 0. On a alors

|i0(a + b€ + &), < L,
ce qui est impossible si { n’est pas quadratique puisque |zo;], =1. =

5. Le cas général

5.1. Deux résultats préliminaires. Pour démontrer le cas général, on a
besoin des deux lemmes suivants :

LEMME 2. Soient Q et R deux polynémes non nuls, a coefficients entiers
et de degrés respectifs q et r. Alors, si () et R sont premiers entre eux et si
& est un nombre p-adique, on a

1< (g + r)!max(1, |51, €], HH(Q) H(R)? max(|Q(€) |y, |R(E)],)-
On pose
Q(X):aqu+...+aq, R(X):ber-i-...-f—br.
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On a alors
ap air ... Qg
ap a1 ... aq
_ ap a1 ... aq
Res(@R) =y p . p, ‘
bo b1 b,
bg b1 b,

On en déduit que
(5.1) [Res(Q, R)| < (g +r)!H(Q)"H(R)“.

D’autre part,

ap ar ... aq 5’"‘1@(5)
ap a1 ... Qq §T72Q(§)
B Cwoa Q@)
Res(@. k) = bo b1 ... bS 1 EIIR(E) |
£)

bop b1 ... b fq_QR(

bp b1 ... R(¢)
et donc,

(52)  [Res(Q, R)|p < max(L, |27, |l ™) max(|Q(€) |y, [R(E)],).

Comme @ et R sont premiers entre eux, leur résultant est un entier non
nul et donc 1 < |Res(Q, R)| - |Res(Q, R)|p, ce qui donne le résultat annoncé,
compte tenu de (5.1) et (5.2). =

LEMME 3. Soient h et m des entiers tels que 1 < h < m, ag,...,a, des
entiers premiers entre euz dans leur ensemble et Yy, ..., Vm des points de Z"
engendrant R". On suppose que ces points vérifient le systéme de relations

api +a1Yig1 + ...+ apYign =0 pour 0 <i < m — h.

On suppose également que tout déterminant d’ordre h extrait de la matrice
des Y; est majoré en valeur absolue usuelle par un réel Z et en valeur absolue
p-adique par p~2, ou o est un entier positif. Alors, on a

7\ Y/m—ht1
max |a;| < (—) .
0<i<h pe

On reprend la preuve de I’analogue de ce lemme dans le cas réel présentée
dans 'article de H. Davenport et W. M. Schmidt [3, théoreme 3, p. 396].
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Si un seul des a; est non nul alors le résultat est évident car cet entier
vaut +1 et Zp~2 > 1. En effet, comme les vecteurs }; engendrent R”, il
existe un déterminant A extrait de la matrice de ces vecteurs d’ordre h non
nul et pour ce déterminant, on a

1< |A|-|Al, < zpe.

Dans le cas contraire, soit [ le plus grand indice tel que a; # 0;onal <[ < h.

Sil = h, les vecteurs )y, ..., V,_1 forment une base de R", et si | < h, les
vecteurs Vo, ..., Vie1, Yon—hais1, - - - » Vm forment une base de R". Pour un
l-uplet d’entiers au plus égaux a m, (vi,...,1;), on définit le déterminant
suivant :
det e il=nh
D(V17-.-7yl): de (yl/17 7ylll) S% ’
et(yljla'"7yljl)ym—h+l+1)"'aym) smon.
Dans les deux cas, on a D(0,...,l—1) # 0. On montre alors qu’il existe pour
0 < i < [ des polyndémes P; a coefficients entiers en les variables ag, ..., q

de la forme
P = +a] "+ Q;,

ol Q; est homogene de degré m — h + 1 et dont chaque terme contient au
moins une des variables a;41, ..., ;. En outre, ces polynomes vérifient

a" "D, . i—1,m—h+i+1,...,m—h+1)
:Pi(ao,...,al)D(O,...,l—1).

C’est a partir de ces relations et du fait que |[D(vq,...,1)| < Z que
H. Davenport et W. M. Schmidt déduisent que maxg<;<p, |ai| < ZY/m=h+1,
Or la deuxieme hypothese sur ces déterminants signifie qu’ils sont tous di-
visibles par p?, on peut donc diviser les relations précédentes par p?. Le reste
de la démonstration est toujours valide si on remplace Z par p~2Z, ce qui
mene au résultat annoncé. m

5.2. Preuve du théoréme 2. Pour simplifier les notations, on va rem-
placer n — 1 par n. On considere le systéme suivant d’inéquations :

max(|zol, . .., |2n]) < cp TN,

|l'm _$O§m|p Sp_h(n+1) pour m = 17"’)”’
ou £ est un entier p-adique non algébrique de degré au plus [n/2]. Enfin, on
pose k = [n/2], de sorte que 1/A =1+ 1/k, et ainsi, (3.2) devient

(5.3) Li < MVEx xR

Posons
o log X;
T log X |
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ou [x] désigne le plus petit entier majorant = ; on a alors
1<k <k.

Dans la suite, on pose ) = Aj; afin d’alléger les notations. Alors si ¢ est assez
petit, la matrice

Yo Y1 s Yn—k;

Y1 Y2 coo Yn—ki+1
(5.4) . "

Yk; Yki+1 - - - Un

est de rang au plus k;. En effet, soit M une matrice carrée extraite d’ordre
ki +1:

Yo Yj o Yk,
M= Yjo+1  Yj+1 .- yjki+1
Yjot+ki  Yjrtki - Yig, ki
On a
|det M| < Xt
et
Yjo M0y, — Y5 e Er 0y, — Yk,
) 1—J0,, . ) Jk; —J0,,. .

Yjo+1 €J1 Joyjo-‘rl —Yi+1 .- g v Yjo+1 — Yji, +1 X
|det M|, = , , i < LF,
) i1—J0 g, . ) Jk; —J0,,. )

Yjorke &7 Yjotks = Ytk -+ &M Yjorks — Yj ki |,
car

€% 0 — Yalp = |(ya — €"%0) — € (up — E"0)Ip < L.
Par conséquent
|det M| - |det M|, < F(+1/R) X, xFilk,

Ainsi, tous les déterminants extraits de (5.4) d’ordre k; 4 1 sont nuls si ¢ est
assez petit.
Soit h; le plus petit entier, 1 < h; < k;, tel que la matrice

Yo Y1 Yn—h;
Y1 Y2 coo Yn—h;+1

Yr; Yhi+1 - Yn
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soit de rang au plus h;. On considere alors la matrice

Yo Yy -+ Yn—h;+1
1 Y2 oo Yn—hi42
(5.5) o " ;
Yni—1 Yn; - Yn

on peut faire deux remarques a propos de cette matrice : d’abord, elle
possede une ligne de moins mais une colonne de plus que la matrice pré-
cédente, ensuite, comme h; < n/2, elle a plus de colonnes que de lignes et
donc elle est de rang au plus h;. En fait, la matrice (5.5) est de rang h; :
c’est évident si h; = 1 et si h; > 1, cela résulte de la minimalité de h; qui
assure que la matrice (5.5) est de rang > h; — 1.

Soit Z; le maximum des valeurs absolues des déterminants extraits
d’ordre h; de (5.5), alors on a

(5.6) Zi < X[

et soit Z! le maximum des valeurs absolues p-adiques des déterminants ex-
traits d’ordre h; de (5.5). L’argument utilisé pour déterminer le rang de (5.4)
montre que

h;—
(5.7) zi <L

Comme (5.5) est de rang h;, ses h; + 1 premiéres colonnes sont linéairement
dépendantes, il existe donc des entiers a(()l), ... 7a§:_) non tous nuls, premiers
entre eux, tels que

(5.8) a(oi)yj + agi)y]url +...+ aﬁi)yﬂhi =0

pour 0 < 5 <n — h;. On pose alors

o = max \a(-i)].
0<j<h;
Si on note Wy, ..., Wy, avec m = n — h; + 1, les vecteurs colonnes de (5.5),

les relations (5.8) signifient que

ag)Wj + agi)WjH +...+ agfi)WjJrhi =0
pour 0 < j < m — h;. Ainsi, d’apres le lemme 3, compte tenu de (5.6) et
(5.7), on a

iym—hi+1 < 77l < C(hi—1)(1+1/k)Xinf(hi*1)/k < A)(ilf(hﬁl)/k7

(
a 11

car X; < X;41 et on peut supposer que ¢ < 1.
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Donc
(5.9) a® < Xﬁlf(hifl)/k)/(nf2hi+2) < X;/n

3 K3

la derniere majoration provenant de la décroissance de I’exposant en fonction
de hl
En revenant a la notation Aj;, d’apres (5.8), on a
a[()i):cw + agi)xi,l +...+ ag?ffi,h,- =0,
et donc
[wio(ag” + € + ... +ap) €],

= |agi)(ﬂji71 - fﬂjip) + ...+ aﬁf}(@m — fhi$i70)|p < L.

A nouveau, on a |z;pl, = 1, donc
(5.10) laf) +ale + .+ alleh |, < VRN IR,

Si on pose Y; = Xil/n, comme Xf > Xf_ﬁl d’apres la définition de k;, on a
pour chaque ¢ un polynéme F;, de degré au plus k;, a coefficients entiers tel

que
. —n(141/k) y,—nk;/k
(5.11) [Pi(©)] < T/ min(y; "R y k),
(5.12) H(P) < Yi.
Soit kg le plus petit entier, 1 < kg < k, tel que k; = kg pour une infinité
d’indices 7. Il existe une infinité de polynoémes irréductibles P, de degré au

plus kg, tels que
(5.13) |P(), < H(P)T"HI/E,

En effet, si ce n’etait pas le cas, on aurait pour tout polynoéme irréductible
de degré au plus kg, sauf pour un nombre fini,

|P()]p > H(P) /R,
Comme £ n’est pas algébrique de degré < n/2 et comme ko < n/2, I'inégalité
[P, > H(P)"(F/B,

est vraie pour tout polynome irréductible P, a coefficients entiers et de
degré au plus kg. On aurait alors, pour tout polyndéme a coefficients entiers
de degré au plus kg,

[P(E)]p > H(P) VP,

Mais d’apres (5.11) et (5.12), il existe un polynéome P; de degré au plus ko
tel que
1Pi(€)], < MHVRH(P,) M H/R),

ce qui est contradictoire si ¢ est assez petit.
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D’autre part, d’apres le choix de kg et d’apres (5.11) et (5.12), pour
tout Y assez grand, il existe un entier k(Y) vérifiant ko < k(Y) < k, et un
polynéme @ non nul, a coefficients entiers, de degré au plus k(Y') tel que

(5.14) Q(E)]p < et/ Ry kI,
(5.15) HQ)<Y;
en effet, il suffit de prendre pour @ le polynéme P; pour l'indice ¢ tel que
Y <Y <Y

Un résultat de Gelfond (cf. par exemple [6, p. 77]) assure que si P et @
sont deux polyndmes & coefficients entiers, de degré au plus n, tels que P
divise @ alors H(Q) > e "H(P). Soit alors P un polynoéme irréductible &
coefficients entiers et de degré au plus kg vérifiant (5.13). On pose

Y =i le " H(P),

ou ¢ est la constante implicite de (5.15). Soit @ un polynome a coefficients
entiers et de degré au plus k(Y") vérifiant (5.14) et (5.15). D’apres le choix
de Y, (5.15) assure que P ne divise pas @ et donc que P et () sont premiers
entre eux puisque P est irréductible. De plus, d’apres (5.14) et (5.15) et
d’apres le choix de Y, on a

(5.16) 1Q(E)]p < M THEH(P) /K
(5.17) H(Q) < H(P).

Comme P et @) sont premiers entre eux, on peut appliquer le lemme 2,
ce qui nous donne

1 < H(P)*H(Q)*™) max(|P(¢)|p, [Q(€)15),
donc, compte tenu de (5.13), (5.16) et (5.17),
1 << cl+1/kH(P)k0+k(Y)*TLk(Y)/k"

Or ceci est impossible si ¢ est assez petit car
ko+k(Y)—nk(Y)/E<k(Y)(2-—n/k)<0.n=
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