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1. Introduction. Soit une courbe elliptique E définie par son modele
de Weierstrass :

E: y2 + a1y +azy = z3 +a2m2 + a4 + ag.

On suppose que les a; sont des éléments d’un corps K fixé, et on note O
le point a l'infini. Mordell a démontré dans sa these que lorsque K = Q,
I’ensemble des points E(Q) forme un groupe abélien de type fini. Son résultat
fut ensuite généralisé par Weil dans le cas des corps de nombres algébriques
en général.

THEOREME 1.1 (Mordell-Weil, [17]). Soit E une courbe elliptique définie
sur un corps de nombres K. Alors il existe n € Ny = NUO et Tors(E, K),
un groupe abélien fini, tels que

E(K) ~ Tors(E, K) x Z".

Pour plus de détail sur la loi de groupe, voir par exemple [I7, Chapitre III].
L’entier n est appelé le rang de la courbe sur K et on le notera par la suite
rang(F, K). La partie Tors(E, K) est le sous-groupe des points d’ordre fini de
E(K). Pour bien comprendre I'arithmétique d’une courbe elliptique E(K),
il faut donc connaitre d’une part le rang et d’autre part la partie de torsion.
Dans le cas ou le corps de base est Q, Mazur a démontré que le cardinal de
la partie de torsion d’une courbe elliptique est majoré par 16 et a donné la
liste de tous les types de sous-groupes de torsion possibles :

THEOREME 1.2 (Mazur, [15]). Soit E une courbe elliptique définie sur Q.
Alors les seuls sous-groupes de torsion possibles de E sur Q sont donnés par
Z/nZ avec 1 <n <10 oun = 12,
Tors(E,Q) ~
7)27 X Z]2nZ  avec 1 < mn < 4.
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Lorsque 'on se donne une courbe elliptique E définie sur un corps K, la
partie de torsion est relativement facile a trouver grace, par exemple, aux
polynomes de division associés & la courbe. Dans [14], Kubert a donné les
paramétrisations des courbes elliptiques définies sur QQ, avec ces torsions. Le
rang de la courbe reste cependant plus difficile a trouver.

1.1. Le cas des corps de nombres quadratiques

1.1.1. Torsions admissibles. Soit K une extension quadratique de Q.
Kamienny a montré dans [10] et [I1] que le cardinal de Tors(E, K) est borné
indépendament de E et de K. Apres Kamienny, Kenku et Momose ont donné
la liste de tous les sous-groupes de torsion possibles :

THEOREME 1.3 (Mazur-Kamienny—Kenku-Momose, [12]). Soit E une
courbe elliptique définie sur un corps de nombres quadratique K. Alors les
seuls sous-groupes de torsion possibles de E sur K sont donnés par
Z/nZ avec 1 <n <16 oun =18,

2)27 X Z]2nZ  avec 1 < n <6,
Z)3Z x Z)3nZ avecn = 1,2 si K = Q(v/—3),
Z)A7 x ZJAZ  si K = Q(v/—1).

REMARQUE 1. Notons que pour un corps quadratique fixé, il peut arriver

que certains de ces groupes n’apparaissent pas comme la partie torsion.

Tors(E, K) ~

1.1.2. Paramétrisations connues. Dans [16], Reichert a donné les para-
métrisations des courbes elliptiques dont le sous-groupe de torsion est cy-
clique : Z/117Z, 7Z./137Z, 7./147Z, 7./157Z, 7./167Z, 7/187Z. Nous retrouvons ici
cettes paramétrisations avec plus ou moins de détails, en utilisant les algo-
rithmes de van Hoeij [6]-[]], et avec des modeles des courbes modulaires
plus simples.

1.1.3. Nouwelles paramétrisations. Dans cet article, nous donnons les
paramétrisations des autres structures supplémentaires, c’est-a-dire, le cas
ou Tors(E, K) est isomorphe & Z/2Z x Z/10Z, Z/2Z x Z.]12Z, 7./ 3Z x 7./ 3Z,
Z]3Z x Z]6Z ou Z/AZ x Z/4AZ. Nous donnons également quelques exemples
explicites de courbes elliptiques avec des sous-groupes de torsion non tri-
viaux, et de rang non nul. Nous montrons aussi la non existence de courbes
elliptiques (définies sur certains corps) possédant des torsions spéciales.

1.1.4. Sur le rang. Soit K un corps de nombres et G un groupe abélien
fini tel qu’il existe une courbe elliptique sur K dont le sous-groupe de torsion
sur K est isomorphe a (G, puis définissons

Sr(G,K) = Sélp rang(Eq(K))

ou E¢ parcourt les courbes elliptiques sur K avec Tors(E, K) ~ G.
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La recherche du rang d’une courbe est un peu délicate. La méthode la
plus habituelle est celle de la 2-descente. Dans cet article, nous utilisons le
programme de Simon [19] sur PARI/gp [2] pour calculer le rang des courbes,
ou a défaut, trouver une bonne majoration pour celui-ci. Dans la pratique,
conjuguer a la fois rang élevé et torsion non trivial est assez difficile. Par
exemple, pour K = Q et pour G = Z/9Z, Z/127 ou Z/27 x Z/8Z, il est
connu que Sr(G, Q) > 3 est la meilleure minoration que 1’on connait a ce jour
pour cettes structures. Voir la page de Dujella [4] pour la liste des records
actuels.

2. Paramétrisation des structures

2.1. Les courbes modulaires. Soient deux entiers positifs M et N
tels que M | N et soit I71(M,N) le sous-groupe de congruence de SLa(Z)
défini par

rl(M,N)_{C Z) ESLQ(Z)‘ <Z Z) = ((1) D modN,bEOmodM}.

Le groupe I'1(M, N) agit sur le demi-plan de Poincaré
H={zecC|S(2) >0},

et on note par X;(M, N) la courbe modulaire correspondant & It (M, N).
Notons que Y1 (M, N) = X;(M,N) \ {pointes} est I’espace des modules des
classes d’isomorphismes des courbes elliptiques avec des points (P, Py)
tels que (Pys) x (Py) est un sous-groupe isomorphe a Z/MZ x Z/NZ (voir
[12]). Notons aussi que X;(N) et X;(1, N) représentent la méme courbe
modulaire.

ProposiTiON 1 ([9]). Soit g € {0,1,2} et soient les ensembles Sy sui-
vants :

{(4),(5),(6),(7),(8),(9), (10),(12), (2,4), (2,6), (2,8), (3,6), (4, 4)},
{(11), (14), (15), (2, 10), (2, 12)},

Sz = {(13), (16), (18)}.
Alors X1(X) est de genre g si X € S,.

So
Si

La derniere proposition signifie que si ’on se donne un corps de nombres
K fixé, alors Sr(G, K) est borné pour G = Z /137, Z/16Z ou Z /187 puisqu’il
n’existe qu’un nombre fini de courbes elliptiques avec cettes torsions. Ceci
est une conséquence directe du théoreme de Faltings (voir [5]).

2.2. Forme normale de Tate. Soit E une courbe elliptique définie sur
le corps K de la forme

E: y2 +aizy +azy = z? +a2$2 + aqx + ag.
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Supposons aussi que la courbe possede un point rationnel non trivial sur K.
Une transformation birationnelle ramene ce point a l'origine et de plus
I’équation de E devient

Eye:y* + (1 —c)zy + by = 2° + ba”.
C’est la forme normale de Tate. Le discriminant de Ej . est donné par
Ap,, =b*(—c" +3c¢® + (=8b— 3)c® + (—20b + 1)c + (—16b> + b)) # 0.

I1 est clair que le point Py = (0,0) est sur la courbe Ej, .. Pour une discussion
plus détaillée, voir par exemple [13, Chapitre V].

REMARQUE 2. Notons que dans ’équation de la courbe Ej ., b doit étre
nécessairement non nul puisque dans le cas contraire, la courbe serait sin-
guliere.

2.3. Description générale

Les cas A = (N), N > 4. Partant de la forme normale de Tate Ep ., on
s’arrange a ce que le point Py = (0,0) soit un point de torsion en utilisant
la loi du groupe :

e Cas ou N est pair : on utilise la relation [N/2]Py = [-N/2]P,.
e Cas ou N est impair : on utilise alors [(N + 1)/2]Py = [—(N — 1)/2]|P.

Notons que nous utilisons PARI [2] pour les calculs :

1. Initialiser la courbe Ej, . = [1 —¢,b,b,0,0].
2. Initialiser le point Py = [0, 0].
3. Prendre le contenu du vecteur M[Fy| — [N]F.

On obtient ainsi une certaine équation U . = 0 en b et c. Cette équation
ne définit pas forcément une courbe irréductible sur Q. On regarde ensuite
chacune des composantes irréductibles qui correspondent essentiellement
aux diviseurs de V. L’équation obtenue est alors X1 (), que 'on peut réduire
en utilisant I’algorithme de van Hoeij [7].

Les cas A = (2,2N). On commence par regarder la paramétrisation des
courbes avec un point d’ordre 2NV, puis on remarque alors que le point Q =
[N]Py est d’ordre 2. Cela suggere un changement de variable convenable,
pour se ramener & une forme du type

E:y?=xz(2® + fr+g).

Pour avoir la 2-torsion complete (E[2] C E(K)), nous imposons a ce que les
trois racines de z(z? + fx + g) soient dans K, c’est-a-dire f2 — 4g soit un
carré dans K*.

Les cas A = (3,3N) avec N € {1,2}. Pour obtenir la 3-torsion complete
(E[3] € E(K)), nous utilisons la paramétrisation des courbes correspondant
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au type A = (3N) ou N = 1,2, ainsi que le 3¢me polynéome de division
correspondant.

Le cas A = (4,4). Partant de la forme générale des courbes du type
(2,4), on résout une équation de la forme P = [2]Q.

Pour les réductions et minimisation des courbes de genre 1 (resp. 2), on
peut par exemple utiliser 'algorithme de van Hoeij [6] (resp. [8]).

3. Les torsions des courbes elliptiques dans Q. Dans [14], Kubert
a donné les paramétrisations des structures de torsion pour le cas K = Q.
Nous indiquons ici plus de détails sur ces paramétrisations.

3.1. Le cas Tors(E/K) 2 Z/2Z. Prenons la forme de Weierstrass
réduite
E:y? = f(z) = 2° + asx® + asx + ag.

Supposons que P(zp,yp) € E(K)|[2]. Le changement de variable z — x—xp
ramene a la forme générale

(3.1) E@ 2 = 2(a® + sz + 1),
ou s,t € K sont tels que
Agzy = 16t%(s* — 4t) # 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 2.
3.2. Le cas Tors(E, K) D Z/3Z. Nous connaissons par exemple depuis

13 p. 146] que les courbes elliptiques avec un point d’ordre 3 ont la forme
générale

(3.2) EG) y? 4 spy 4ty = 28
avec s,t € K tels que
Ag = 13(s® — 27t) £ 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 3.
3.3. Le cas Tors(E, K) D Z/47Z. On sait que si E est donnée par son

modele de Tate Ej, alors b # 0 (voir remarque[2)), et I'égalité [2] Py = [-2] Py
équivaut alors a

Uy :c=0.
On en déduit alors la forme générale des courbes
(3.3) EW 2 4 ay+ ty = 2° + ta?

avec t € K tel que
Agwy = (—16t + 1)t £ 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 4.
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3.4. Le cas Tors(E, K) D Z/5Z. L’égalité [3]Py = [-2]Py sur la forme
normale de Tate Ej . est équivalente a

Upe:b+c=0.
On en déduit la forme générale des courbes
(3.4) EC 2 4 (1 =ty — ty = 2° — ta?

avec t € K tel que
Agsy = t2(t2 — 11t — 1) # 0.

Le point Py = (0,0) est d’ordre 5 sur £®),

3.5. Le cas Tors(E, K) D Z/6Z. L’égalité [3|Py = [—3]Fp sur la forme
normale de Tate Ej . équivaut a

Upe: b+c+c2=0.
On en déduit la forme générale
(3.5) EO g2 4+ (1 —t)ay —t(t+ 1)y = a® — t(t + 1)2?
avec t € K tel que
Agey = t0(t +1)3(9t + 1) # 0.

Le point Py = (0,0) € £©) est d’ordre 6.

3.6. Le cas Tors(E, K) D Z/7Z. L’égalité [4]Py = [—3]Fp sur la forme
normale de Tate Ej . équivaut a

U : A +be+ b2 =0.
Cela définit une courbe de genre 0, et donc paramétrisable. L’algorithme [7]
donne ensuite
(b,c) = (2(1 —t),t* —t).
On en déduit la forme générale des courbes
ED 2 — (12—t — Day — 2t — Dy = 2° — t2(t — 1)2?,
out € K est tel que
Agery =t7(t — 1) (t> — 82 + 5t + 1) #0.

Le point Py = (0,0) est d’ordre 7.

3.7. Le cas Tors(E,K) D Z/8Z. Pour que Py = (0,0) soit d’ordre 8

sur la courbe elliptique Ey ., il faut que be # 0, puisque sinon Py = (0, 0) est
d’ordre 4 d’apres [2.2] et L’égalité [4]P = [—4]P équivaut alors a

Up.e : 2b% + bc® + 3be + ¢ = 0,
que l'on peut parametrer grace a [7] par

(b,c) = (—6 — Tu — 2u?, _6—1—7u—|—2uQ>

1+u
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On obtient alors la forme
202 — 4t + 1
t
Puis en posant t = v — 1, et en faisant le changement de variable

Ty
e (2.2).
on obtient la forme générale plus simple
E®) g2 (22 — a4t + Dy — (2t — 1) (t — D)3y = 2 — (2t — 1) (¢t — 1)t%2?,
ot t € K est tel que le discriminant de £® est donné par
Ay = t3(t — 1)¥(2t — 1)*(8¢* — 8t +1) # 0.

Le point Py = (0,0) est d’ordre 8.

3.8. Le cas Tors(E,K) 2 Z/97Z. Soient b # 0 et Py = (0,0) tel que

ord(Py) # 3. L’égalité [5]Py = [—4]FPy sur la forme normale de Tate Ej .
équivaut a

£yt - zy— (2t —1)(t — 1)y = 2® — (2t — 1)(t — 1)2°.

U : b3+ 3b%c+ b +3b? + &+t + 3 =0.

En utilisant I’algorithme [7], on trouve la paramétrisation suivante :

(byc) = (—t2(t = 1)(#* =t + 1), £%(t — 1)).
On obtient alors la forme générale
(3.6) ED 2 4 (32 Doy — 2t - 1) —t+ 1)y

=23 — 2t — 1)t — t + 1)2?,
out € K est tel que
Agoy =t2(t = 1)P(#2 —t + 1)3(t — 612 + 3t + 1) # 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 9.
3.9. Le cas Tors(E, K) D Z/10Z. Soient b # 0 et Py = (0,0) tel que

ord(Py) ¢ {2,5}. L’égalité [5|P = [—5]P sur la forme normale de Tate Ej .
est équivalente a

Up : b° + 3b%¢* + 2b%c + be + 3bc® + be® — ¢ = 0.

Cette équation définit une courbe de genre 0. L’algorithme [7] permet de
trouver la paramétrisation

(b.c) = —t3(t—1)(t—2) —t(t—1)(t—2)
’ (t2—6t+4)2  t2-6t+4 )
On obtient alors la forme
3 —2t2 — 4t +4 vy (t—1)(t—2)t3 Y= (t—1)(t—2)t3 2
t2—6t+4 (t2 — 6t + 4)2 (82 —6t+4)2 ° 7

FALO y2—|—
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et le changement de variable

z Yy
(@,9) = ((t2 — 6t +4)2 (2 - 6t+4)3)

donne la forme générale plus simple

(3.7)  EUO g2 4 (13 — 2 — b+ )y — (t — 1)(t — 2)(t2 — 6t + D)ty
=2 — (t - 1)(t — 2)t*2?,

out € K est tel que

Agaoy = (t—1)5(t — 2)10410(#% —t — 1)(¢? — 6t +4)% £ 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 10.
3.10. Le cas Tors(E, K) 2 Z/12Z. On suppose que b # 0 et soit Py =

(0,0) tel que ord(Py) ¢ {2,3,4,6}. Alors I'égalité [6]Py = [—6]F sur la
forme normale de Tate Ej . équivaut a
Up, : 3b + b3c? 4+ 9b3¢ + 106%¢2 — bt + 5bc3 + & + ¢t = 0.
Cette équation définit une courbe de genre 0. L’algorithme [7] permet de
trouver la paramétrisation
—12t0 + 3067 — 34t +214% — T2 + ¢ —6t* + 93 — 5t* + ¢
(b, C) = )
(t—-1)* (t-1)°

On obtient alors la forme

€02, 2 4 6t — 813 4 212 + 2t — 1

(t—1) Y
—125 + 30t° — 34¢* + 213 — T2 + ¢
(t—1)" !
o —12t0 + 30t — 34t 4 21¢% — 72 + ¢ 2

(t—1)*

Enfin, le changement de variable

o~ (o o)

donne la forme générale, sans dénominateur
(3.8) £ :y? 4 (611 — 8% + 212 4+ 2t — 1)y
4 (—1215 + 3065 — 34t* + 2183 — T2 +-1)(t — 1)y
= a3 (—12t% +30t° — 341 + 2183 — 72 + 1) (¢t — 1),
out € K est tel que
Agazy = 12t — 1)12(2t — 1)°(26% — 2t +1)3(3t% — 3t + 1)*(6¢* — 6t + 1) # 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 12.




Courbes elliptiques sur les corps quadratiques 25

3.11. Le cas Tors(E,K) D Z/2Z x Z/2Z. La forme générale pour cette
structure est bien connue :

£ 2 = p(x — s)(x — 1)
avec s,t € K tels que

Age2) = 165%t%(s — t)? # 0.
Les points (0,0), (s, 0), (¢,0) sont d’ordre 2.

3.12. Le cas Tors(E, K) D Z/2Z x Z./4Z. Considérons la forme de Tate
des courbes avec un point d’ordre 4 :

eW cy? Fay +ty = 2+t

Cette courbe est birationnellement équivalente a
1
EW 2 = gfi(zx) = m<a:2 + <—2t + 4>x +t2>.

Pour que cette courbe admette une 2-torsion complete, il faut et il suffit que

le discriminant de f;(x) soit un carré dans K* :
1
A(ft(a;)):—t+1—6:u2, ounu € K*.

La forme générale des courbes elliptiques dont la partie de torsion contient
cette structure s’ensuit :

1 1
(24) . 2 (2 _ 3 (.2 2
(3.9) & YT+ oy (t 16>y x (t 16)93 ,

out € K est tel que
Agay = %tz(u — D4t + 11 #0.
Les points
Py=(0,0) et Qo= (1(4t - 1), i(4t — 1)2>
8 32
sont d’ordre 4 et 2 respectivement et engendrent un sous-groupe isomorphe
aZ/27 x 7.]AZ.

3.13. Le cas Tors(E,K) D Z/2Z x Z/6Z. Considérons la forme des
courbes avec un point d’ordre 6 :
EO 2 4 (1 —t)ay —t(t+ 1)y = 2® — t(t + 1)2>.

Cette courbe est birationnellement équivalente a

-3 3 1
EW yt =uxfi(x) IL‘<:L’ +<4t +2t+4>x t).
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Pour avoir la 2-torsion compléte, nous imposons que le discriminant de fi(x),

Alfi(z)) = %(t R0 + 1),

soit un carré. On considere alors la courbe
X1(2,6) : (t+1)(9t +1) —u® = 0.
Cette courbe est de genre 0. L’algorithme [7] permet de trouver la paramé-
trisation
22—z 3224221
(t,u) = : ;
3z+1 3z+1

puis le changement de variable

(2,y) — <(3Z i 12’ (32 i 1)3)

donne la forme générale simplifiée

(3.10)  E3O) y? 4 (—t2 44t + Doy —t(t — 1)(t+1)2Bt + 1)y
=23 —t(t — 1)(t + 1)%2?,
out € K est tel que
Agy = 19(t = 1)5(t +1)5(3t — 1)%(3t +1)* £ 0.

Les points
Py=(0,0) et Q= <i(t —1)(3t + 1)(t + 1)?, g(t — 123t + 1)(t + 1)3>,

sont d’ordre 6 et 2 respectivement et on a
(Q, Py) ~ 727 x 7/6Z.
3.14. Le cas Tors(E,K) 2 7Z/27Z x 7Z./8Z. Considérons la forme des

courbes avec un point d’ordre 8 :

2

t
Cette courbe est birationnellement équivalente &
£y = 2fy(a)
o Stt—16t3 + 16t — 8t + 1
=x|r”+
4t2

Pour que la 2-torsion compléte soit définie sur K, il faut et il suffit que le
discriminant de fi(x),

A(fi(@)) =

zy — (2t — 1)t — )y =2® — (2t — 1)(t — 1)z°.

x+t4—4t3+6t2—4t+1>.

(2t — 1)*(8t2 — 8t + 1)
16t ’
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soit un carré. Nous considérons alors la courbe
X1(2,8):8t2 =8t —u’ +1=0.

Cette courbe est de genre 0; en utilisant I’algorithme [7], on obtient la

paramétrisation
22422 —22-8-8z
(t,u) = , .
—8+227 8422
La forme générale des courbes elliptiques avec cette structure est ainsi
donnée par

c28) . 2 z4—2422—642—64$y_2(z2+4z+8)(z+4)
' 2(2+2)(22 - 8) (2 - 8)2
7x3_2(z2+4z+8)(z+4) )
- (2> - 8)? |

Avec le changement de variable

x
e~ (Cerae—or e raE—Ty)

puis en substituant z par t, on se rameéne a la forme plus simple
(3.11)  EB® g2 4 (1* — 24¢% — 64t — 64)xy

— 2(t2 + 4t + 8)(t + 4)(t* — 8)(t + 2)3t3y

=% — 2% + 4t + 8)(t + 4)(t + 2)*t%2?,
out € K est tel que
Agizsy = 2283 (t +2)3(t + 4)3(#* — 8)2(1* + 4t + 8)*(+* + 8t + 8)? # 0.
Les points
Py =(0,0),
0= (—23(7; +4)(22 +8)(22 +42+8) 24z +4)2(22 +8)3(22 + 42 + 8)2>
4(22 - 8) ’ 8(22 —8)2 ’
sont d’ordre 8 et 2 respectivement, et on a
(Q, Py) ~ 727 x 7./8Z.

4. Les torsions supplémentaires pour [K : Q] = 2. La paramétrisa-
tion des courbes avec un point d’ordre 11 est donc un peu différente des cas
précédents puisque le genre de X7 (11) est 1 et non plus 0. Nous reprenons ici
la forme vue dans [I8, p. 190] ou [16] pour plus détails des transformations
utilisées. Soit maintenant la courbe modulaire X;(11) (ou courbe 11a3 dans
la table de Cremona [3]) définie par

Xi(11): 82 —s =13 — 12
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Les expressions de b et a = 1 — ¢ deviennent
~1)(s — )
s(s—1)(s t)’ a:l—c:8t+t s°
t t
La forme générale des courbes avec un point d’ordre 11 est donnée par
(41)  EMW 2 4 (st+t— sD)ay + s(s — 1)(s — t)t%y

=23+ 5(s — 1)(s — t)ta?,

b=

ou P = (t,s) € Xi(11) est tel que

t(t — 1)(t° — 18t* + 35t3 — 16t% — 2t 4+ 1) # 0.
Il est bien connu qu’il n’existe pas de courbes elliptiques définies sur Q avec
un point d’ordre 11. En effet, la courbe modulaire X;(11) est de rang 0 sur

Q et admet exactement cinq points rationnels sur Q (voir le rang de 11a3
dans la table de Cremona [3]) :

X1(11)(Q) ={0,(0,0), (1,0), (0,1), (1, 1)}.
De plus, ces points induisent des courbes singulieres dans la paramétrisation
(4.1) ci-dessus.
LEMME 4.1. Soit K un corps de nombres quadratique. Alors
Tors(X;(11), K) = Tors(X;(11),Q) ~ Z/5Z.
Preuve. Nous utilisons le modele
C:y? = f(z) = 2> — 432z + 8208
pour la courbe modulaire X;(11). On observe d’abord que
Tors(X;(11), K) D Tors(X;(11),Q) ~ Z/5Z.

Par le théoreme les seules structures possibles pour Tors(X;(11), K)
sont Z/57, 7./27 x 7|57, 7./]3Z x Z]5Z ou 7 /27 x Z/10Z. Pour prouver le
lemme, il suffit donc de voir que X;(11) n’a pas de point d’ordre 2, ni 3.

Le polynome f est de degré 3 et est irréductible sur Q, il est donc
irréductible sur toutes les extensions quadratiques de QQ, d’ou 'on tire que
X1(11) ne possede pas de point de 2-torsion sur K.

Soit ¥3 le polynome de 3-division de C' :

Ws(z) = 2t — 8642 + 32832 — 62208.

Si C(K) a un point d’ordre 3, alors ¥3 a un facteur linéaire sur K, donc

VY3 a un facteur quadratique sur Q. Or W3 est irréductible sur Q, il ne peut
donc avoir de point d’ordre 3 dans C(K). u

REMARQUE 3. Il est clair que si K est tel que X;(11)(K) = X1(11)(Q),
alors il n’existe pas de courbe elliptique sur K avec un point d’ordre 11.
En revanche, si le rang de X;(11) sur K est non nul, cela permet d’affirmer
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immédiatement qu’il existe une infinité de courbes elliptiques sur K avec un
point d’ordre 11.

EXEMPLE 1. La courbe Cy : y? = 23 — 4dx? + 16d> est isomorphe (sur
Q(v/d)) & la courbe X (11), de plus si P3 = (a,b) est un point non trivial
sur Cy(Q), on trouvera que le point

a bWd 1
P:(t7s): <4d7&d2+2>

est un point de X1 (11)(Q(+/d)). On peut utiliser cette méthode pour obtenir
des points d’ordre infini sur X;(11)(K).

Nous utilisons ici le programme de Simon [19] pour trouver le rang et
des points sur les courbes modulaires de genre 1.

Une liste des structure de groupe de la courbe elliptique X;(11) sur
K = Q(V/d) avec |d| < 10 est donnée dans la table ci-dessous.

Table 1. X;(11)(Q(vd)), —10 < d < 10

d Q(V4d) X1 (11)(Q(Vd)) Point d’ordre infini
-10 6*4+10=0 Z/5Z X Z (28, -850+ )
-7 6*+7=0 Z/5Z x Z (&2, 1120
-6 6°+6=0 Z/5Z X L (-2, 181390
-5 #+5=0 7./5Z -
-3 6°+3=0 7./57 -
-2 #*+2=0 Z/5Z X Z (-3.29)
-1 0 +1=0 7./5Z -
2 02-2=0 Z/57 x 7 (1,359
3 6*-3=0 7./57Z -
5 62-5=0 7/5Z —
6 6*-6=0 757 x 7 (=76 + 18, —4260 + 103)
7T 0*P-7=0 Z/57 x 7. (—260 + 5, —60 + 16)
10 6°-10=0 Z/5Z x L (5, 50553%)

Nous avons maintenant le théoreme suivant :

THEOREME 4.2. Soit d € {—3239,—599, —47,6,7,22,73,193}. Alors il
existe au moins une courbe elliptique définie sur Q(\/&) de rang 1 et dont le
groupe de torsion est isomorphe a Z/117Z :

Sr(Z/11Z,Q(Vd)) > 1.
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Preuve. Pour K = Q(1/—3239), soit 6 avec §2—0-+810 = 0. On considere

la courbe

823041
E_3939:y% =23 + <33109 + >x2

— (229963056 + 502211745)x + 204471924756 — 784526490225.

A noter que cette courbe est obtenue en faisant ¢ = —9 dans 1’ expression
de €M) ci-dessus. Puis un calcul de 2-descente en utilisant le programme
[21] montre que rang(FE_3239, K) < 1 et comme le point P} = (—1626 + 162,
—1006026 —96228) n’est pas un point de 11-torsion, il est donc d’ordre infini
d’apres la liste des torsions possibles du théoreme Le rang vaut donc
exactement 1.

Pour K = Q(v/—599), soit 0 avec 62 — 6 + 150 = 0, et soit la courbe
30625
E_599 : y2 =23 + (3249 + 4) 2
— (2043756 + 3046875)x + 386718750 — 439453125.

Le rang de F_599 sur Q(v/—599) est 1. On peut vérifier facilement que
Q2 = (0, —18756 — 9375) est d’ordre 11. Le point

Py, = (=600 — 750, —73950 — 68250)

est d’ordre infini.
Pour K = Q(v/—47), soit § avec 62 — 0 + 12 = 0 et E_47 la courbe
elliptique

B gyt =23+ ( 0+ 46);5 — (246 + 1344)x + 28806 — 4608.

Le rang de E3 sur Q(1/—47) est 1. Le point Q3 = (0, —246 — 48) est d’ordre
11 et le point
Py = (—360 4 15,—306 — 18)

est d’ordre infini.
Soit maintenant le corps K = Q(v/6), et soit 6 avec §2 — 6 = 0. Con-
sidérons alors la courbe

Be : y® = 2% + (27257515200 — 6998236812)x
— 1251878646245760 + 308865461210640.
Le rang de Eg sur Q(v/6) est 1. Le point
Q7 = (83286 — 3390, —64800006 + 14580000)
est d’ordre 11 et le point
P; = (191286 — 46590, 69984006 — 15681600)

est d’ordre infini.
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Pour K = Q(V/7), soit 6 avec §2 — 7 = 0, et soit la courbe :
Er :y? = 23 — (4058899200 + 1039492656) =
—+ 70627371586560 + 18719722947456.
Le rang de E7 sur Q(v/7) est 1. Le point
Qs = (88806 + 27420, —15759366 — 3691008)

est d’ordre 11 et le point

_ (27600, , 115908 4852224 ) 2985984
6=\ "7 7 49 7

est d’ordre infini.
Pour K = Q(1/22), soit 0 avec 6% — 46 — 18 = 0, et soit la courbe :

59 621 81 6561 177147
E222y2:l‘3+<(9— ) 2 Ox

128”256 )% T 2013”7 " 8102” T 32768
Le rang de Eg9 sur Q(v/22) est 1. Le point Q4 = (0, —2%«9—1— %‘g) est d’ordre

11 et le point
81 4779 4131
P = —_— _—— —
! <4’ 2560 T 128)
est d’ordre infini.
Pour K = Q(\/73), soit # avec #2 —§ — 18 = 0, et soit la courbe :

351
Er:y? =2°+ <409 — 4>x2 + (15390 + 6561) — 328050 + 177147.

Le rang de Er3 sur Q(v/73) est 1. Le point Q5 = (0, —816 + 243) est d’ordre
11 et le point
Ps = (=220 + 90, —540 + 486)

est d’ordre infini.

Pour K = Q(1/193), soit # avec §2 — 6§ — 48 = 0, et soit la courbe :
513
4
Le rang de Fjg93 sur Q(1/193) est 1. Le point Qg = (0, —3846 + 1536) est

d’ordre 11 et le point Ps = (80, —15660 — 576) est d’ordre infini. =

Eios:y% = x3+< 0—176) 22 4(—203520+122880)2—10321920+9437184.

4.1. Le cas Tors(E, K) D Z/13Z. La condition [7]Py = [-6]F sur la
forme normale de Tate Ej . équivaut a

(4.2) Uy : b7 4 6cb° + (4¢® +15¢2)0° + (9¢° + 15¢* +20¢%)b?
+ (57 +24¢5 + 21¢° + 15610 + (¢ 4+ 65 + 217 + 13¢5 + 6¢7)b?
+ (6 +3c" + )b — 1Y = 0.
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Cette équation définit une courbe de genre 2. En utilisant I’algorithme de van
Hoeij [8], on montre qu’'une transformation birationnelle permet de réécrire
la courbe Uy, . par

X1(13) : 8% =% — 265 ¢4 — 263 + 612 — 4t + 1,
et oli les b et ¢ dans Ej . sont fonctions de s et t :

(t—=1)2(£2+t—1)s—t7+2t0+3t5 —2¢* 563492 —51+1
25 9

a=1—-—c=
(4.3)

b— (t=1)2((#5+2¢* =52 +4t—1)s—t8 7 +4¢5 4265444 —13t3+ 1442 —6t+1)

= 249 :
La forme générale des courbes elliptiques avec un point d’ordre 13 est ainsi
donnée par
(4.4) EM) 2 4 azy + by = 2% + ba?
avec a,b donnés par (4.3), P = (t,s) € X1(13) et
tt—1)(t> -4t +t+1)#0

Le point Py = (0,0) est d’ordre 13. Pour une forme sans dénominateur, on
pourra faire le changement de variable (z,y) — (4t'%2, 8t'5y).

THEOREME 4.3. Soit K = Q(V/193). Alors il existe une courbe elliptique
définie sur K de rang 2 et dont le groupe de torsion est isomorphe a Z/13Z :

Sr(Z/13Z,K) > 2.
Preuve. Soit 6 tel que #2 — 193 = 0 et soit la courbe

9 215 21 2277

2

: S B g 2l
Oy +’< >xy*_(1024 1024>y

21 . 2277
- _ 2
- (10249 1024)37‘

Le point Py = (0,0) est sur la courbe C' et il est d’ordre 13. Un calcul de
2-descente montre que ’ordre du 2-groupe de Selmer de la courbe C' est 4
(car Sel>(C/K) ~ 727 x Z/2Z), ce qui permet de majorer le rang :

rang(C, K) < 2.

On vérifie alors que les points

p_(_69, 87 5361, 17547
~\ 196 49’ 10976 10976 )
( 21, 267 1623, 22281)

Q=

64 647 2048 2048

sont d’ordre infini puisqu’ils ne sont pas de 13-torsion. De plus, P et () sont
indépendants. On conclut donc que rang(C, K) =2.
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4.2. Le cas Tors(F,K) D Z/14Z. Soit P = (0,0) tel que l'ordre de P
n'est ni 2 ni 7, et b # 0. L’égalité [7|Py = [—7]FPp sur la forme normale de
Tate Fy . est équivalente a
(4.5)  Upe: b5 +6b°c2 4 56°c + 5btct 4 2501 + 1004 + b3 + 1663¢°

+406%ct + 106 + 4b*c” + 170 + 30b%¢® + 5b*c* + be?
+ 3bc® + 6bc” 4 10bc® 4 be® + ¢ = 0.
En utilisant ’algorithme de van Hoeij [6], on montre qu’une transformation
birationnelle permet de réécrire la courbe U, . définie par (4.5)) par
X1(14): 8> +st+s=13—t

et on a

t4—st34+(25—4)t2 —st+1
t+1)(#B—2t2—t+1) >

b— —t7T 4210+ (25— 1)t0+(—25— 1)t 4+ (—25+2)t3+(35—1)t2 —st
- (t+1)2(t3—2t2—t+1)2 :

a=1—c=

(4.6)

A noter que cette courbe est la courbe 14a4 dans la table de Cremona [3.

La forme générale des courbes elliptiques avec un point d’ordre 14 est
ainsi donnée par
(4.7) 51(;.14) 2 + axy + by = 2 + ba?
avec a,b donnés par (4.6), P = (t,s) € X1(14) et

tt =D+ 1) =92 —t + 1) (3 =22 —t +1) #0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 14.

La courbe modulaire X (14) est de rang 0 sur Q et admet exactement six
points rationnels sur Q (voir la table de Cremona [3] pour 14a4). Clairement
X1(14)(Q) = Tors(X;(14),Q) ~ Z/6Z, et de plus, ces points induisent des
courbes singulieres dans la paramétrisation (4.7]) ci-dessus :

X1(14)(Q) = {O’ (L 0)7 (07 0)7 (_17 0)’ (Oa _1)7 (17 _2)}'

LEMME 4.4. Soit K une extension quadratique de Q. Alors
7)6Z st K #Q(v-17),

Z)27 x L]6Z si K = Q(v/—T7).

Preuve. Soit K un corps quadratique. Nous utilisons alors le modele de
Weierstrass réduit de X;(14) :

C:y? = f(z) = 23 — 675z + 13662.
On observe d’abord que
Tors(X1(14), K) O Tors(X;(14),Q) ~ Z/6Z.

Par le théoréme|1.3] les seules structures possibles pour Tors(X(14), K) sont
7.)6Z, 7.)12Z, 7.]18Z, 7,)2Z x T./61, 7./ 27 x Z./12Z. Tl suffit donc de montrer

Tors(X1(14), K) ~ {
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que X1(14)(K) n’a pas de 2-torsion complete sur K (sauf si K = Q(v/—7)),
ni de 4-torsion, ni de 9-torsion.

C(K) possede une 2-torsion complete si et seulement si Yo = f se scinde
sur K. Or f(x) = (z + 3)(z% — 332 + 414) ne se scinde complétement que si
K = Q(v/=7). C’est donc le seul corps quadratique tel qu'on ait la 2-torsion
complete.

La factorisation du polynéme de 4-division de C' en facteurs irréductibles
sur Q est donnée par

Wy(z) = (2% 4 662 — 1503)(z? — 6623 + 248422 + 10098z + 788859).

Il en résulte que ¥y n’a de zéros sur K que lorsque K = Q(+/—7). Soit alors
K = Q(v/-=7). Un calcul simple montre que si x(P) = 6 est la premiere
coordonnée d’un point P tel que 6% + 666 — 1503 = 0, alors la deuxiéme
coordonnée y(P) n’est pas dans K puisque f(f) n’est pas un carré dans
Q(V=T).

Dans la factorisation sur Q du polynéme de 9-divisions sur @, il n’y
apparailt pas de facteur de degré < 2, il résulte donc que C' ne posseéde pas
de point de 9-torsion sur K. =

ExEMPLE 2. La table |2 montre les structures de groupe de la courbe
elliptique X1(14) sur K = Q(v/d) avec |d| < 10.

Table 2. X;(14)(Q(vd)), =10 < d < 10

d Q(\/&) X1(14)(Q(\/8)) Point d’ordre infini

-10 6°+10=0 Z/6Z X T (—207, 97648 4 1156
-7 0*+7=0 Z/2ZxZ/6Z -
-6 >+6=0 7./67 X 7 (-3, 204+ %)
-5 0°+5=0 Z/6Z x . (—22¢ + 22, 3089 _ 190
-3 0*+3=0 Z/67 -
-2 0*+2=0 Z/6Z -
-1 6°+1=0 Z/6Z -
2 0°-2=0 Z/6Z —
3 0°-3=0 7)6Z x 7 (—260 + 3,60 — 10)
5 0°-5=0 Z/6Z -
6 0°-6=0 Z/6Z X Z (30— 2, — 720+ 152)
7T 0*-7=0 Z/6Z X T (-1,-20-1)
10 62-10=0 7.)6Z x 7. (20+3,-26-22)

THEOREME 4.5. Soit K € {Q(v/—23),Q(v/265)}. Alors il existe au moins
une courbe elliptique définie sur K de rang 1 et dont le groupe de torsion
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est isomorphe a Z/147 :
Sr(Z/147,K) > 1.

Preuve. Pour K = Q(v/—23) et 0 tel que 6% + 368 = 0, un calcul de
2-descente montre que la courbe d’équation

. sy (5 B0, (AT, 52
_93: — 0+ — |z — 0+ —
Y 18727 " 168 )Y T\ 18252° " 4563 )Y

47 527
3 2
—r = p4 2
(18252 4563>‘T

est au plus de rang 1 et puisque le point
1 17 17 133
P=—-— —0+—
(312 78" 6084 + 1521)

n’est pas de 14-torsion, il est d’ordre infini et donc le rang de la courbe vaut
exactement 1.

Soient maintenant K = Q(\/%) et 0 tel que % + 50 — 60 = 0. Alors
calcul de 2-descente montre que la courbe d’équation

36 193 1452 1872
Eaes : y° + <—0+)xy+ <9 )y

145 ' 145 21025 4205
1452 1872
_ .3 _ 2
- (210250 4205)x

est au plus de rang 1. On vérifie facilement que le point

10, 6 202, 3846
P=(—g4 2 2p 00
(299+ 29" “sarl T 841)

est d’ordre infini puisqu’il n’est pas de torsion (un calcul simple montre qu’il
n’est pas d’ordre 14). Le point Py = (0,0) est d’ordre 14 et le rang vaut 1. m

4.3. Le cas Tors(E, K) D Z/15Z. Soient b # 0 et Py = (0,0) tel que
ord(Py) ¢ {3,5}. La condition [8]Py = [-T7]FPy sur Ej . équivaut alors a
(4.8) Uye: — B4+ (b—1)c? + (=0* +3b— 1) + (=3b% — 2b — 1)

+ (70> — 196 — 8b — 1) + (—36b> — 37b* — 9b)c®

+ (—18b* — 730> — 36b%)c” + (—62b* — 74b%) P

+ (—196° — 81b* + %) + (—45b° + 5b1)c?

+ (—106% +106°)c® + 106°¢* + 507 ¢ + bE.
En utilisant ’algorithme de van Hoeij [6], on montre qu’une transformation
birationnelle permet de réécrire la courbe Uy, . défini par (4.8)) par

Xi1(15) : s* + st + 5 =134+ 12
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et on a
(2 —t)s+ (15 + 511+ 93 + Tt2 + 4t + 1)
(t+1)3(2+t+1) ’
ttt =202 —t —Ds+ 3+ 1) (3 + 32+t +1)
(t+1)5(2+t+1)
La courbe X;(15) est la méme que 15a8 dans la table de Cremona [3].
La forme générale des courbes elliptiques avec un point d’ordre 15 est

a=1—c=
(4.9)
b:

(4.10) 8},15) 22 4 axy + by = 2 + ba?
avec a,b donnés par ([L.9), P = (t,s) € X1(15) et
tt4+ D)+t + 1)+ 383 4 42 2t + 1)t — 713 — 6t + 2t + 1) #£ 0.
Le point Py = (0,0) est d’ordre 15.
La courbe modulaire X;(15) est de rang 0 sur Q et admet exactement

quatre points rationnels sur Q. Clairement X;(15)(Q) = Tors(X;(15),Q) ~
Z/AZ et de plus ces points induisent des courbes singulieres dans la para-

métrisation ci-dessus :
X1(15)(Q) = {0,(0,0),(-1,0), (0, -1)}.
LEMME 4.6. Soit K une extension quadratique de Q. Alors
7.)27. x 7.JAZ  si K = Q(v/—15),
Tors(X1(15), K) ~ { 7/87Z si K € {Q(v=3),Q(v5)},
Z7]AZ sinon.

Preuve. Soit K un corps quadratique. Nous utilisons alors le modele de
Weierstrass réduit de X;(15) :

C:y? = f(z) = 2> — 27z + 8694.
On observe d’abord que
Tors(X7(15), K) D Tors(X;(15),Q) ~ Z/4Z.

Par le théoreme [I.3] les seuls sous-groupes de torsion possibles sur K sont :
ZJAZ, 7/8Z, 7.J127, /167, Z./27 x L]AZ, 7.]27 % Z./8Z, /27 x 7./12Z,
Z]AZ x ZJAZ. Le polynéme de 3-division de C,

W3(z) = 32t — 16222 + 104328z — 729,
est irréductible sur Q et donc n’a pas de zéro sur K. Il en résulte que les
cas Z/12Z et 7/27 x 7Z./127 sont & écarter puisque C'(K) ne peut avoir de
point de 3-torsion.

La factorisation du polynome de 8-division en facteurs irréductibles sur
Q est donnée par

Wy () = 8(z — 15)(x + 57) (2% — 662 — 531) (2% + 62 + 981) £ £ P g,
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ol fil), f) et hig sont des polynomes de degré deg( il)) = deg(ff)) =4et
deg(h16) = 16. Un calcul simple montre que les points d’abscisse x(P) = 15
sont d’ordre 4 sur C(Q) et les points d’abscisse z(P) = —57 sont d’ordre 4
sur C(Q(v/—15)). Si K = Q(v/5) et 0; est tel que #7 — 666, — 531 = 0, alors
les points tels que z(P) = 6, sont d’ordre 8 sur C(K). Si K = Q(v/—3) et
02 est tel que 63 + 66 + 981 = 0, alors les points tels que z(P) = 65 sont
d’ordre 8 sur C(K).

La factorisation sur QQ en facteurs irréductibles du polynome

V() (3) £(4) (1) (2)(1)
0\ 9 h
s (7) Ti 14 916 916 Ped

avec fi(j ), gz(k) et hgl) de degré i implique qu’on ne peut pas obtenir des

points d’ordre 16 si I'on se restreint a des extensions quadratiques. Main-
tenant, pour obtenir la 2-torsion complete, il faut et il suffit que f se scinde
completement dans K. Comme on a

y(z) = f(x) = (x + 21) (2% — 21z + 414),

il en résulte que C'(K) D C[2] si et seulement si K = Q(v/—15). On montre
de plus que si K = Q(v/—15) alors Tors(X1(15), K) ~ Z/2Z x Z/AZ puisque
le polynome de 4-division ne se scinde pas completement sur K. =

EXEMPLE 3. La table [3] montre les structures de groupe de la courbe
elliptique X;(15) sur K = Q(v/d) avec |d| < 10.

Table 3. X;(15)(Q(vd)), =10 < d < 10

d Q(Vd) X1(15)(Q(+/d))  Point d’ordre infini
-10 6*+10=0 ZJAZ X Z (-3, -30+3)
-7 0*+7=0 ZJAZ x T (30— 3,550+ 3)
-6 0°+6=0 Z/AZ x T (=5, -30+%)
-5 0*+5=0 7./AZ -

-3 0*+3=0 7,/8Z —

-2 0*+2=0 7./AZ -

-1 #+1=0 7/AZ -

2 6°-2=0 Z7./AZ —

3 6°-3=0 Z/AZ x Z (-3,-30—- 1)

5 6*°-5=0 7,/87 -

6 6°—6=0 Z/AZ -

7 0P-7=0 ZJAZ X 7. (3,30-1)

10 6*-10=0 L/AZ X L (-3,30- %)
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4.4. Le cas Tors(E, K) D Z/16Z. Soient P = (0,0) tel que ord(P) ¢
{2,4,8} et ¢ # 0. L’égalité [8] Py = [—8] Py sur la forme normale de Tate Ey .
équivaut alors a
(4.11)  Upe: (b— 1) + 3be™ + (4b* + 10b)c™ + (206 + 6b)c”

+ (106% 4 1562 + 3b)c® 4 (106% 4 14b? + b)c”
+ (300 + T0%) 5 + (40b* + 22b%)® + (b + 35b° + 40b*)*
+ (186 + 45b°)c® + (407 + 3165)c? + 1207 ¢ + 26° = 0.
Une transformation birationnelle ramene a la forme minimale
X1(16) : 8> = t(t* + 1)(t* + 2t — 1),

ou a et b sont fonctions de s et de ¢ :

_ (=D +2t3+6t—-1) s+ 2+t 1413 4612 +9t+-1

T (1) +2t-1) (t+1)® ’

b— (t—1)3(3t4 4813 —2t24+-8t—1) t(t—1)3(¢24+1) (t*+8t3+10t> —8t+5)
- (t+1)8(#2+2t—1) (t+1)8(t2+2t—1) :

a=1—c¢
(4.12)
s+

La forme générale des courbes elliptiques avec un point d’ordre 16 est
51(316) y? + azy + by = x° + ba?
avec a,b donnés par [{1.12), P = (t,s) € X1(16) et
tt— 1)+ D)2+ 1)(t2 -2t —1)(t> + 2t — 1) #0.

Le point Py = (0,0) est d’ordre 16.
Pour une forme sans dénominateur, on pourra faire le changement de
variable

@y) = ((t + 1)10(t§+ 2t— 1)2 (t+ 1)15(t§/+ 2 — 1)3)'
THEOREME 4.7. Soit K = Q(v/10). Alors il existe une courbe elliptique
définie sur K de rang 1 et dont le groupe de torsion est isomorphe a Z/16Z :
Sr(Z/16Z,K) > 1.
Preuve. Soit 6 tel que 82 — 10 = 0 et soit la courbe elliptique
E:y* + (390 + 121)xy — (11070 + 3510)y = 2 — (11070 + 3510)z%.

Un calcul de 2-descente permet d’obtenir que rang(E,Q(v/10)) < 1, et
puisque le point
P = (—960 — 24,29700 + 9402)

n’est pas de 16-torsion, il est d’ordre infini. Le rang vaut donc exactement 1.
On vérifie facilement que le point (0,0) est d’ordre 16. m
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4.5. Le cas Tors(E, K) O Z/18Z. Soient b # 0 et P = (0,0), supposons
que ord(P) ¢ {2,3,6} sur Ep.. L'égalité [9]Py = [-9]F dans la forme
normale de Tate E . équivaut alors a
(4.13) Upe:— '+ 2+ (=% + 70— 1)ct + (8% — 11b)c!”

+ (=7b* — 3763 — 55b%)® 4 (—50b* — 128b%) 8
+ (—18b° — 143b* + 8b%)c” + (b5 — 670° 4 41b* + b%)c°
+ (=05 4 84b° + 6b*)c® 4 (667 + 8665 + 156°)c*
+ (4407 4 200%)® 4 (96° + 1567 )c? + 6b%¢ + b° = 0.
En utilisant ’algorithme de van Hoeij [8], on montre qu’une transformation
birationnelle permet de réécrire Uy . donné par (4.13) par la forme plus
simple
X1(18) : 8% =% 4+ 2¢° 4 5¢* + 1063 + 1062 + 4t + 1

avec
a=1—-c
—t2 — 3t —2 (2% + ¢4 + 1063 + 11¢2 + 11t + 5)
Tosd _3t—1)" 22(13 — 3t — 1) ’
(4.14) N (2 (G S D+ 262 —t+ 1) )

2t5(t3 — 3t — 1)2
(t+ 1)+t +1)(t7 + 30+ 465 + 611 + 443 — 12—t — 1)
2t5(t3 — 3t — 1)2 ’
La forme générale des courbes elliptiques avec un point d’ordre 18 est finale-
ment donnée par

5(18) y? + axy + by = 23 + ba?
avec a,b donnés par ([L.14)), P = (t,s) € X1(18)(K) et
t(t + D)2t 1) -3t —1) £0.

Le point Py = (0,0) est d’ordre 18. Pour une forme sans dénominateur, on
pourra faire le changement de variable

(z,y) — : : Y :
At6(13 — 3t — 1)47 8t9(t3 — 3t — 1)6

4.6. Le cas Tors(E,K) 2 Z/2Z x Z/10Z. D’apres la proposition [1] le
genre de la courbe modulaire X;(2,10) est 1. Notre premier résultat est le
suivant :

THEOREME 4.8. La courbe modulaire X1(2,10) est donnée par l’équation
X1(2,10) : 82 =3+ — ¢
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Preuve. Considérons la forme des courbes avec un point d’ordre 10 :
£(10) y2+t3 — 22 — 4t + 4 vy (t—1)(t-2) Y= (t—1)(t—2)t3 2
t2 — 6t +4 (t2 — 6t + 4)2 (t2 — 6t + 4)2
Cette courbe est birationnellement équivalente a
—16 + 8t5 — 20t* + 20t — 16t + 8
2(t2 — 6t + 4)2 *
t5(t —2)5
6(2 — 6t +4)3
Le discriminant de f;(z) est donnée par
4 5(42
At = 2 R

et doit étre un carré. Pour que F[2] C E(K), nous considérons la courbe
Usy:s* —(t—1)* -t —1) =0.
Le genre de U est 1, et le changement de variable
(s,t) — (s,t+1)
donne la forme minimale de la courbe X7(2,10) : 2 =3+t —t. u

La courbe X;(2,10) est appelée 14a4 dans la table de Cremona [3].
La forme des courbes elliptiques avec un sous-groupe de torsion isomor-
phe a Z/27 x 7Z/10Z est donnée par

3412 — 4t +1 tt—1)(t+1)3 tt—1)(t+1)3
5(2,10) o2 _ I 2
Pt e T T T e e VT T e — 2 ¢

Pour obtenir une forme plus simple, faisons le changement de variable

T Y
(z,y) — <(t2_4t_1)2’ (t2—4t—1)3>.

On obtient alors la forme

(415)  E00 g2 = g fy(x) = 2% +

1

(4.16)  EPO 2 4 (B 42— At 4 Day — (it — D)(E+ 13 — 4t — 1)y
=23 —t(t —1)(t +1)322,
ou P = (t,s) € X1(2,10) est tel que
Agezao) = O = )12 — 4t — 1)2(#> +t — 1)? # 0.
Les points
Py=1(0,0) et Q= ((—2t+s—1)(s+1t,(s+1)*((s+1)t* -2t — 25%)),
sont d’ordre 10 et 2 respectivement, et on a

(Q,Py) ~ 7,)27 x Z/10Z.
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La courbe modulaire X(2,10) est de rang 0 sur Q et admet exactement
six points rationnels sur Q (voir la table de Cremona pour la courbe 20a2) :

X1(2,10)(Q) = {0, (~1,1), (1, 1), (0,0), (1, 1), (~1, ~)}.
Ces points induisent des courbes singuliéres dans la paramétrisation
ci-dessus.
LEMME 4.9. Soit K une extension quadratique de Q. Alors
7)27 x 7.J67  si K = Q(\/5),
7.]6Z sinon.

Preuve. Soit K un corps de nombres quadratique. Nous utilisons le
modele de Weierstrass réduit de X;(2,10) :

C:y? = f(z) = 2> — 1728z + 19008.

On observe d’abord que
Tors(X1(2,10), K) D Tors(X;(2,10),Q) ~ Z/6Z.
Par le théoreme , les seules structures possibles pour Tors(X;(2,10), K)
sont Z/6Z, /127, Z.J18Z, Z]27 x ZL]6Z, 7|27 x L]/12Z, 7./37 x 7.]6Z.
Pour obtenir la 2-torsion complete, il faut que f se scinde completement

sur K. Comme on a

Wy(z) = f(x) = (x —12) (2 + 122 — 1584),
il faut donc que K O Q(v/5). On a ensuite la factorisation sur Q du polynéme

(z)
WQ((IZ)

Tors(X1(2,10), K) ~ {

I

= (2? — 24z + 1440) £V

il) est un polynome irréductible de degré 4. Les points dont I’abscisse
z(P) est égale & 0 avec 02 — 240 + 1440 = 0 n’ont pas leurs ordonnées dans
K = Q(0) = Q(v/—1). Il ne peut donc y avoir de point d’ordre 4.

La factorisation du polynéme de 3-division de C' en facteurs irréductibles
sur Q est donnée par

Ws(x) = (z — 48)(2® 4 4822 — 1152z + 20736).

Cela implique que quel que soit K, on ne peut avoir la 3-torsion complete.
Enfin, la factorisation du polyndéme de 9-division est donnée par

Yy(x) = fofor¥s(z),

ou fy et for sont des polynomes irréductibles sur Q, de degré 9 et 27 respec-
tivement. Il ne peut donc y avoir de point d’ordre 9 sur K. =

ExEMPLE 4. La table 4] montre les structures de groupe de la courbe
elliptique X;(2,10) sur K = Q(V/d) avec |d| < 10.
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Table 4. X;(2,10)(Q(+/d)), =10 < d < 10

d Q(V4d) X1(2,10)(Q(V/d))  Point d’ordre infini

-10 60*+10=0 7./6Z -

-7 0*+7=0 7/6Z -
-6 0°+6=0 7./67Z -
-5 +5=0 7,/6Z -
-3 0*+3=0 7./6Z -
-2 *+2=0 Z7/6Z x 7 (-2, —6)
-1 #+1=0 7/6Z -

2 6*-2=0 7/6Z —

3 0°-3=0 7/6Z -

5 6*-5=0 7./27 x 7./6Z -

6 0°—6=0 7)6Z x 7 (—20 + 7,80 — 23)

7T 6*-7=0 7./67 -
10 62-10=0 Z)6Z x 7 (2, -0)

4.7. Le cas Tors(E,K) D Z/2Z x Z/12Z. Considérons la forme des
courbes avec un point d’ordre 12 :

6t — 83+ 212+ 2t — 1

4.17) €02 .2
(4.17) Yo+ 1) zy
—12t6 + 30¢° — 34¢* + 2143 — TH2 + ¢
(t—1)
g —12t0 43085 — 34tt 2183 — T2+t
(t—1)1

Cette courbe est birationnellement équivalente a

(418)  E02 .42 = g fi(2)
3, 24¢8 — 96t7 + 216t0 — 312¢5 + 288t% — 168t + 60t — 12t + 1 2
416 — 2415 + 60t* — 803 + 60t2 — 24t + 4
9t — 187 + 15¢° — 6¢7 + 1
16— 615 + 1564 — 2003 + 1562 — 66 + 1
Le discriminant de f;(z) est donné par
(2t — 1)5(2t2 — 2t + 1)3(6t% — 6t + 1)
16(t — 1)12 ’
Pour que E[2] C E(K), nous imposons que ce discriminant soit un carré
dans K, ce qui nous amene a considérer la courbe

+

A(fi(@)) =
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(4.19) I:s? = (22 — 2t 4 1)(6t> — 6t + 1).

La courbe modulaire X;(2,12) est appelée 24a4 dans la table de Cre-
mona [3].
Nous trouvons la forme simplifiée en utilisant la méme méthode que
dans [1] :
I:s? =12t% — 2483 + 206> — 8t + 1.

Le point (0,1) est sur I" et, en posant
1\ !

t:<T+2> et s=St%

on trouve que I est birationnellement équivalente a

I 82 =T4%—4T% — 8T — 4,

qui ensuite est birationnellement équivalente a

_$3+g$+l
B 3 27’

2

par le changement de variable

1 2
T:y+1 et S=-T>+4+2z+ =,

En faisant le changement de variable

e (s L)

on obtient efin la forme minimale I'” : 3% = 23 — 22 + 2.

THEOREME 4.10. La courbe modulaire X1(2,12) est donnée par l’équa-
tion
X1(2,12) : 2 =13 — 12 4 ¢.

Preuve. Voir la discussion ci-dessus. m

Bien qu’il y ait une correspondance entre les points rationnels de X1 (2, 12)
et ceux de la courbe I', par souci de commodité, nous allons utiliser la
paramétrisation des courbes elliptiques avec 2-torsion complete et un point
d’ordre 12 par la courbe I

La forme des courbes elliptiques avec un sous-groupe de torsion isomor-
phe & Z /27 x 7./127 est donnée par
(4.20) £V 2 4 (6tf — 813 4 262 + 2t — 1)y

4 (—12t% 4+ 3065 — 34 4 2183 — T2 + 1) (t — 1)°y
=23 4 (—12% 4+ 3065 — 34¢* 4 2143 — 712 + 1) (¢t — 1)%2?
avec P = (t,s) € I'(K) tel que
Agaz = 2t —1)12(2t = 1)%(22 — 2t +1)3(3t> — 3t + 1)*(6t* — 6t + 1) # 0.
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Les points Py = (0,0) et
Q= <712((—3632 — 125 + 12)3 4 (4252 + 185 — 22)t?
+ (=125 — 125% — 125 + 16)t + (65> — 45 + 35 — 5)),

1
@((14434 — 10853 4 725% — 125 4+ 16)t3

+ (—180s* + 21053 — 1205 + 265 — 28)t>

+ (365° + 965 — 13253 4 885? — 205 + 20)t

+ (65° — 215 + 415> — 275% + 75 — 6)))
sont d’ordre 12 et 2 respectivement, et on a

(Q, Ry) ~7./27 x 7./]12Z.

La courbe modulaire X(2,12) est de rang 0 sur Q et admet exactement
quatre points rationnels sur Q. Clairement X (2,12)(Q)="Tors(X;(2,12),Q)
~ 7/AZ et de plus ces points induisent des courbes singuliéres dans la

paramétrisation (4.20)) ci-dessus :
X1(27 12)(@) = {07 (17 1)7 (07 0)7 (17 _1)}
LEMME 4.11. Soit K une extension quadratique de Q. Alors

Z/8Z si K € {Q(v—1),Q(V3)},
Tors(X1(2,12), K) ~ ¢ Z/2Z x ZJAZ si K = Q(v/—=3),
Z]AZ sinon.

Preuve. Soit K un corps de nombres quadratique. Nous utilisons le

modele de Weierstrass simplifié de X;(2,12) :
C:y? = f(z) = 2° + 864z + 12096.
On observe d’abord que
Tors(X1(2,12), K) D Tors(X1(2,12),Q) ~ Z/4Z.

Par le théoreme les seuls sous-groupes de torsion possibles sont Z/4Z,
Z)87, 7.J127, 7./16Z, Z.]27 X ZJAZ, 7.]27 X 7|87, 7|27 x Z/127, Z.]AZ X
Z]AZ.

Pour obtenir la 2-torsion complete, il faut et il suffit que

y(z) = f(x) = (x + 12)(x? — 122 + 1008)

se scinde complétement dans K, c’est-a-dire K = Q(v/—3).
La courbe C ne peut avoir un point d’ordre 3 puisque le polynéme de
3-division
W3(z) = 't + 172822 + 483842 — 248832

est irréductible sur Q et donc ne peut posséder de racines sur K.
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La factorisation du polynome de 4-division en facteurs irréductibles sur
Q est donnée par

Uy(z) = (v — 24)(z + 48) fuW¥a(z),

ou fy est un polynome irréductible de degré 4 sur Q. Les points d’abscisse
z(P) = 24 sont dans C(Q) et les points d’abscisse z(P) = —48 appartiennent
a C(Q(v=3))[4]\ C(Q)[4]. Comme ¥y (z) possede un facteur irréductible de
degré 4, on ne peut donc avoir la 4-torsion complete sur K.

La factorisation du polynéme de 8-division est

Wy (z) = (22 — 1202 — 288)(22 + 24z + 1440) £? £ @0, (C),

ol les fi(] ) sont de degré i et sont irréductibles sur Q. Soient K = Q(v/3) et 6,
tel que 02 —1200; —288 = 0. Alors les points d’abscisse z(P) = #; sont d’ordre
8 sur C'(K). De méme, si K = Q(v/—1) et 05 est tel que 62 + 2460+ 1440 = 0,
alors les points d’abscisse x(P) = 2 sont d’ordre 8 sur C(K).

La factorisation sur Q du polynéme de 16-division est donnée par

Ug(z) = 1O £ 9 1O p D (),

ou les fi(j ) sont des polynémes irréductibles de degré i. Ceci montre qu’il ne
peut y avoir de point d’ordre 16 sur K. =

EXEMPLE 5. La table [5 montre les structures de groupe de la courbe
elliptique X1(2,12) sur K = Q(v/d) avec |d| < 10.

Table 5. X1(2,12)(Q(Vd)), —10 <d < 10

d Q(Vd) X1(2,12)/Q(Vd) Point d’ordre infini

~10 02 + 10=0 Z/4Z % 7 (16085%;50497 209?&%;;3?637)
-7 +7=0 7./AZ. -
-6  0°+6=0 7./AZ -
-5 #*+5=0 7./AZ -
-3 0*+3=0 Z/2Z x7Z/AZ -
-2 0+2=0 7./AZ —
-1 #+1=0 7./87Z -

2 #*-2=0 7.JATZ -
3 6*-3=0 7./87 —
5 6°-5=0 Z/AZ _
6 62—-6=0 7/AZ x 7 (2,-6)
7T 6*-7=0 7.JAZ -

10 6*-10=0 ZJAZ X 7. (2,506)
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4.8. Le cas Tors(E,K) D Z/3Z x Z/3Z. Dans [14], Kubert a proposé
une paramétrisation pour cette structure comme suit :

C:yP=a+ax’>+br+ec, avec
2t v? + 3s?

3 1 1
a:z(r—i—s),bzi(rs—i—t),c:zrt,rzS_U,tz 12

Nous proposons ici une autre approche. Rappelons que la forme d’une courbe
avec 3-torsion est donnée par

£d . Y2 + sxy 4+ ty = 2°.

Grace au changement de variable

(1) 52 sx 4+t
> — — Yy —
x?@/ x 127y 2 b
on obtient
1 1 1 1
0(3): 2 =43 ——st 12t A
Y z° + 483—1- sx+864s 245 +4

On impose maintenant E[3] € E[K]. En factorisant complétement le poly-
nome de 3-division associé

3 52
Ty(r) = ro (@ — 2= ) By (1) = 0,
3() = 576 <$ 12) 3.5(2,1) =0

on est ramené a résoudre
Oy : @3 4(2,t) = 57623 + 485222 4 (5765t — 20s1)x + (57612 — 4853t + 5°).

En considérant s comme un parametre, I’algorithme de van Hoeij [7] permet
de trouver
4v(1445% — 24vs* + 432vs + 43202 + 0250 — 36v%s3)

t =
(vs? —12)3 ’
— 480283 + 57602 + v2s5 — 24vs? + 5T6vs + 14452
Tr=—
4(vs? — 12)2 ’

ou v € K est tel que vs? — 12 # 0. Avec le changement de variable

z Yy
(@,9) = <(v32 —12)27 (vs? — 12)3>’

on obtient la forme générale
(4.21)  EGP 42 4 s(vs® — 12)ay

+ 4v(1445% — 24vs* + 43205 + 4320% 4+ 0255 — 360253 )y = 22,
ou v,s € K sont tels que

Agsz = 2503 (vs® — 36v — 125)°
x (144s% — 24vs* + 432vs + 4320 + 025 — 36025)% £ 0.
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Les points
Py = (07 0)7
Q= < —48v%53 + 57602 + v255 — 24vs* 4 576vs + 14452
= (= 1 ,
(V=3 +3)(vs® + (—=6v/—3 — 18)v — 125)2(vs> + (6/—3 — 18)v — 125)>
18v3

sont d’ordre 3, et engendrent un sous-groupe isomorphe a Z/3Z x Z/3Z.

THEOREME 4.12. Soit K = Q(\/—3), alors il existe une courbe elliptique
définie sur K de rang 2 et avec un sous-groupe de torsion isomorphe d
Z)3L x 1L]3Z :

Sr(Z/3Z x 7./37,K) > 2.

Preuwve. En substituant v par —3 et s par 1 dans I’équation (4.21]), nous

obtenons la courbe elliptique
E :y? — 152y — 29916y = =°.
En utilisant le programme [19], nous trouvons que le rang vaut 2. Les points

14958 3941433
49 7 343

P, = (—180,-13392) et Py = (—

sont d’ordre infini et indépendants. De plus,
25761 17451 >

(0,0) et <—831,2\/—3+2

sont d’ordre 3 et engendrent un sous-groupe isomorphe & Z/37Z x 7Z/37. =
4.9. Le cas Tors(E, K) D Z/3Z x Z/6Z. Le principe pour le cas Z/3Z x

Z/6Z est le méme que précédemment. Rappelons que la forme des courbes
elliptiques avec un point d’ordre 6 est

EO 2 4 (1 —t)ay —t(t+ 1)y = 2® — t(t + 1)2>.

Cherchons d’abord une forme du type y? = 2®+ A(t)x + B(t). Cela s’obtient
en faisant le changement de variable

(z,y) — <x+3t2+3t_17y_ (1—t)a:—t(t+1)>.

4 2 4 2

On obtient alors I’équation

3, 1. 5, 1 1
4.22 6) .2 — g3 (244 243 22 L,
(4.22) Oy = ot  —qet — gt gt g )"

(-t Lty oy Dy 1y 1
327 16 32 24 96 48 ' 864)
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Le polynoéme de 3-division de cette courbe est donné par
3 35 1 1
avec

(4.23) B3(w,t) = 5762 + (43212 + 288t + 48)x?
+ (108t + 14413 — 504t — 240t — 20)x
+ (9t° 4+ 18t° + 63t* + 60t + 87¢% + 18 + 1).

La courbe C : &3(x,t) = 0 est de genre 0 et la paramétrisation de cette

courbe, donnée par I'algorithme [7], induit que ¢ doit étre de la forme
(3v—2)(3v2 +4) |
t=— K\ {2}.
900 — ) ouve K\ {2}

On obtient alors la forme générale

£66) . 2 1 2(9v3 — 3002 + 60v — 40)

9(v—2)3 o
~ 16(3v = 2)(3v° +4)(3v® — 6v +4)
81(v — 2)6 Y
_ s 16(3v- 2)(3v2 4 4)(3v? — 6v + 4) 2
81(v — 2)6 '

Le changement de variable

z Y
(@,9) = <81(v — )6 729(v — 2)9>
nous ramene a la forme plus simple
(4.24)  ECGY 42 4 2(90% — 300% 4 60v — 40)zy
— 144(3v — 2)(3v% 4+ 4)(3v* — 6v + 4) (v — 2)3y
= 23— 16(3v — 2)(3v% + 4)(3v? — 60 + 4)2?,

olt v € K est tel que le discriminant de £3:9) | donné par
Agey = 2123503 (v — 2)%(3v — 2)%(3v% 4 4)5(30? — 6v + 4)3,
est non nul. Les points Py = (0,0) et

Q= (-12@ —2)%(3v% — 16v + 4)(3v% 4 4),

2\/—73>2<v— %\/—73— 1)

(324v/=3 + 972)(v — 2)? <v —
X <v - é\/TS— 1>2<u - §¢?3>2>
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sont d’ordre 6 et 3 respectivement, et engendrent un sous-groupe isomorphe
aZ/37 x 7.]6Z.

THEOREME 4.13. Soit K = Q(v/=3). Alors il existe une courbe elliptique
définie sur K de rang 3 et avec un sous-groupe de torsion isomorphe d
Z7)37 X L]6Z :

Sr(Z/3Z x Z/6Z,K) > 3.

Preuve. En substituant v par —% dans I’équation , nous obtenons

la courbe elliptique

E:yQ——4 xy 16

En utilisant le programme de Simon [20], on trouve

rang(E,Q) =1 et rang(E(*:g)’Q) =1.

1823 136325007 44161 ,
e + ——a

Les points
7927256701 873716268258379
< 6400 512000 )’
(_112359 36776619 B 34252725)
4 7 16 16 ’
<2570841 37181756439 B 4141343115>
16’ 128 128
sont d’ordre infini et indépendants. De plus, les points
Py = (O> O)a
499359 64417311 365031429
©= <_ 6 1s VT 1 )

sont d’ordre 6 et 3 respectivement, et on a
(Q, Py) ~7/3Z x 7/6Z.

4.10. Le cas Tors(FE,K) 2 Z/4Z x Z./4Z. On commence par considérer
la forme générale des courbes elliptiques dont le sous-groupe de torsion est
isomorphe & Z/27Z x Z/AZ :

1 1
(24) .,2 (2 Y, o3 (2 )2
(4.25) & (YT +xy (t 16>y x <t 16)33 .

Notons
1

Py =(0,0) et P,= <4(4t ~1), 3%(475 - 1)2>.

Nous avons vu (section [3.12) que les points Py et P, sont d’ordre 4 et 2
respectivement, et de plus

(Py, Py) ~ 727 x 7.JALZ.
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Pour obtenir la 4-torsion complete, il nous faut alors résoudre 1’équation
P, =[2]Q.
LEMME 4.14. Soit E une courbe elliptique sur un corps K, définie par
[’équation
E:y’=(z—a)(z - B)(z )
ot o, B,y € K, et soit P = (xp,yp) € E(K). Alors il existe un point

Q € E(K) tel que P = [2]Q si et seulement s’il existe u,v,z € K avec

tp—a=ul, zp—B=0v? | xp—~=2>

Preuve. Voir [13, page 85]. m

Nous utilisons maintenant le modele

1 11 11
C:yP=(a—t"+—|la—zt+ “t+ =
Y (x —1—16><x 5 +8><m+2 +8>

pour la surface elliptique €34 Le point Py = (%t— é, 0) est d’ordre 2 sur la
courbe C'. Grace au lemme [4.14] une condition nécessaire et suffisante pour
que ce point soit le double d’un autre point Q est que t = 22 et (t— %)2 = —?
avec v,z € K.

REMARQUE 4. La derniere condition signifie que —1 doit étre nécessaire-
ment un carré dans le corps K. Cela veut dire que le seul corps quadratique
tel qu’il existe une courbe elliptique dont le sous-groupe de torsion est iso-
morphe & Z /47 x 7./4AZ est Q(v/—1) (voir le théoreme .

La discussion ci-dessus permet de trouver la forme générale des courbes
elliptiques avec une torsion isomorphe a Z/47Z x Z/AZ :

1 1
(44) ., 2 (4 _ 3[4 2
(4.26) E T A (t 16>y x <t 16):1: ,

out € K est tel que

Agany = 2—12t4(2t — D2t + D42 + 1)1 #£o0.
Les points
P =(0,0),
2 2
Q= (é(% +1)(4t2 + 1), ﬁ(t + ;) <t — \/2?1> (t + V;))

sont générateurs de la 4-torsion compléete :
(P,Q) ~ ZJAZ x Z]AZ.

THEOREME 4.15. Soit K = Q(v/—1). Alors il existe une courbe elliptique
E définie sur K de rang 3 et telle que Tors(E, K) ~ Z/AZ x Z]AZ :

St(Z/AZ x ZJAZ, K) > 3.
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Preuve. En substituant ¢ par 11 dans 1’équation (4.26|), nous obtenons
la courbe elliptique

234255 234255
E:yQ—i-a:y—Ty::v?’—TxQ.

En utilisant le programme de Simon [20], nous trouvons que rang(E, Q) =1
et rang(E(Y, Q) = 2. Les points

< 1699800809 42124907328091 >

73984 7 20123648
<_424005 726647625/ —1 2975625>

784 10976 * 392
(_203021 10057348/ —1 2514337)
72 ’

’ 27 * 288
sont indépendants sur E(K) et de plus

11155 2822215y/—1 256565
<(070)><(— T G + =55 >> ~ ZJAZ X 7/AZ. w
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