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1. Introduction. Le développement en fraction continue d’un réel θ =
[0, a1, . . . , an, . . .] appartenant à l’intervalle [0, 1] vérifie trois propriétés fon-
damentales.

(1) Soit T l’application x ∈ ]0, 1] 7→ {1/x} ({1/x} désigne la partie
fractionnaire de 1/x). Pour tout entier n ≥ 1 on a

an = [Tn(x)]

([Tn(x)] désigne la partie entière de Tn(x)).
(2) (L’unimodularité) Deux réduites consécutives pn/qn et pn+1/qn+1

satisfont

det
(
pn pn+1

qn qn+1

)
= ±1.

(3) (La propriété de meilleure approximation) Une fraction a/b est une
réduite de x si et seulement si

∀p ∈ Z, ∀q ∈ {1, . . . , b− 1}, |bx− a| < |qx− p|.
La définition d’un développement en fractions continues multidimension-

nel privilégie certaines de ces propriétés. L’algorithme de Jacobi–Perron
est le premier exemple de développement en fractions continues multidi-
mensionnel, son point de départ est l’application (x, y) ∈ [0, 1] × ]0, 1] 7→
({1/y}, {x/y}), il vérifie la propriété d’unimodularité mais il ne possède pas
la propriété de meilleure approximation. De nombreux autres algorithmes
ont été proposés, en général ils sont unimodulaires mais ne vérifient pas
la propriété de meilleure approximation. Lagarias a montré que ces deux
propriétés sont incompatibles en dimension 2 ([4]). Il est le premier à avoir
étudié de manière systématique la suite des meilleures approximations d’un
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élément du tore Td = (R/Z)d ([4]–[7]). Ce travail se situe dans la même
perspective et a pour objectif :

1) étendre les théorèmes métriques de Khinchin et Borel–Bernstein sur
la croissance des dénominateurs des réduites et des coefficients du dévelop-
pement en fraction continue d’un réel,

2) étudier les extensions de la minoration qn+1|qnθ − pn| ≥ 1/2 en di-
mension d ≥ 2.

1.1. Notations. Soit d un entier ; munissons Rd d’une norme ‖·‖ et Td de
la distance quotient. Nous utiliserons la notation standard ‖θ‖ pour désigner
la distance dans Td, de 0 à θ. |A| désigne la mesure de Lebesgue d’une partie
A de Rd où Td.

Si A est une partie d’un espace métrique (X, d), appelons

r(A) = inf{d(x, y) : x 6= y, x, y ∈ A}, e(A) = sup{d(x,A) : x ∈ X}.
Lorsque θ ∈ Td notons

r(n, θ) = r({0, θ, . . . , nθ}), e(n, θ) = e({0, θ, . . . , nθ}).
Soient G un groupe et A une partie ou un élément de G ; 〈A〉 désigne le

sous-groupe engendré par A.
Soient m et n deux entiers ; m∧n désigne le plus grand diviseur commun

de m et n.
Soient n et k deux entiers ; d(n), σk(n), et φ(n) désignent les fonctions

arithmétiques usuelles, c’est-à-dire

d(n) =
∑

q|n
1, σk(n) =

∑

q|n
qk, φ(n) =

∑

q∧n=1, q≤n
1.

1.2. Définition des meilleures approximations et des coefficients

Définition 1.1. Soit θ un élément de Td. Une meilleure approximation
de θ est un entier q supérieur ou égal à 1 tel que ‖qθ‖ < ‖kθ‖ pour tous les
entiers k compris entre 1 et q − 1.

Soit θ un élément de Rd. Un entier q est une meilleure approximation de
θ si q est une meilleure approximation de la projection de θ dans Td.

Ordonnons par ordre croissant la suite des meilleures approximations.
Posons q0(θ) = 1 et désignons par qn(θ) la n+ 1-ième meilleure approxima-
tion de θ si elle existe. Dans la suite, l’écriture qn(θ) suppose implicitement
que qn(θ) existe. La notation

rn(θ) = ‖qn(θ)θ‖
sera utilisée dans tout le texte et lorsqu’il n’y pas d’ambigüıté nous écrirons
simplement qn et rn.
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Par définition des meilleures approximations les boules ouvertes du tore
B(kθ, rn(θ)/2), k = 0, . . . , qn+1(θ)− 1, sont disjointes. Lorsque Rd est muni
de la norme sup, l’inégalité fondamentale

qn+1(θ)rdn(θ) ≤ 1

(cf. [1]) se déduit facilement de cette observation.

Remarque 1. Soit θ un élément de Rd. La suite des meilleures appro-
ximations de θ est infinie si et seulement si θ 6∈ Qd. D’autre part, des
exemples simples montrent que la suite des meilleures approximations
dépend de la norme choisie.

Soit x = [a0, . . . , an, . . .] un réel. Les relations

an =
[
qn(x)
qn−1(x)

]
=
[
rn−2(x)
rn−1(x)

]

suggèrent deux manières de définir les coefficients d’un élément θ de Td,

an(θ) =
qn(θ)
qn−1(θ)

et bn(θ) =
(
rn−2(θ)
rn−1(θ)

)d
.

L’exposant d est naturel car qn(θ)rdn−1(θ) est proportionnel à la mesure de la
réunion des boules B(kθ, rn−1(θ)/2), k = 0, . . . , qn(θ)−1. Le quotient an/bn
représente donc le rapport des mesures de deux régions du tore. Lorsque ces
régions ont une mesure de l’ordre de 1, c’est-à-dire lorsque qn(θ)rdn−1(θ) et
qn−1(θ)rdn−2(θ) ne sont pas trop petits, les coefficients an et bn sont du même
ordre de grandeur.

1.3. Croissance de meilleures approximations et des coefficients. Sup-
posons d ≥ 2 et Rd muni de la norme sup.

Lagarias a montré que la croissance de la suite (qn(θ))n∈N est au moins
exponentielle pour les éléments θ du tore Td dont les coordonnées ne sont
pas toutes rationnelles ([5]). En dimension 1, Khinchin a montré que la
croissance de la suite (qn(x))n∈N est au plus exponentielle pour presque
tous les x de T1. Cette majoration s’étend aux dimensions supérieures :

Théorème 1. Il existe une constante C ne dépendant que de la dimen-
sion, telle que pour presque tout θ ∈ Td, et pour n assez grand , qn(θ) ≤ Cn.

Ce théorème sera utile pour notre objectif principal qui est d’étendre
le résultat de Borel–Bernstein sur la croissance des coefficients du dévelop-
pement en fraction continue monodimensionnel :

Désignons par (an)n≥0 la suite des coefficients du développement en frac-
tion continue du réel x, x = [a0, a1, . . .]. Soient g et h deux applications de
N dans R+ telles que

∑
n≥0 g(n) <∞ et

∑
n≥0 h(n) =∞.
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1) Pour presque tout réel x il existe au plus un nombre fini de n tels que

an ≥ 1/g(n).

2) Pour presque tout réel x il existe une infinité de n tels que

an ≥ 1/h(n).

Théorème 2. Soit g et h deux applications décroissantes de N dans R+

telles que
∑
n≥0 g(n) <∞ et

∑
n≥0 h(n) =∞.

1) Pour presque tout θ ∈ Td il existe au plus un nombre fini de n tels
que

bn+1(θ) =
(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1
g(n)

.

2) Pour presque tout θ ∈ Td il existe une infinité de n tels que

bn+1(θ) =
(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1
h(n)

.

En dimension 1, l’application T : x ∈ ]0, 1] 7→ {1/x} ∈ [0, 1] rend inu-
tile l’hypothèse de monotonie sur g et h. En dimension d ≥ 2, un résultat
intermédiaire remplace l’application T :

Théorème 3. Soit g et h deux applications décroissantes de N dans R+

telles que
∑
n≥0 g(n) <∞ et

∑
n≥0 h(n) =∞.

1) Pour presque tout θ ∈ Td il existe au plus un nombre fini d’entiers n
tels que (

rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1
qn(θ)g(qn(θ))

.

2) Pour presque tout θ ∈ Td il existe une infinité d’entiers n tels que
(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1
qn(θ)h(qn(θ))

.

Pour d = 1, ce théorème se déduit facilement du théorème métrique de
Khinchin sur les approximations diophantiennes et de l’inégalité qn|qnx−pn|
≥ 1/2. Mais lorsque d ≥ 2 les résultats de la sous-section 1.4 montrent que
cette inégalité n’admet pas d’analogue satisfaisant. Il faut donc faire une
démonstration directe du théorème précédent.

Les coefficients (an) et (bn) sont liés par l’inégalité facile à prouver

qn(θ)
qn−1(θ)

≥ rn−2(θ)− rn(θ)
rn−1(θ)

(cf. [1]), d’où le corollaire :
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Corollaire 1. Pour presque tout θ appartenant à Td la suite qn+1/qn
n’est pas bornée.

1.4. Minoration de qn(θ)rdn−1(θ). Soit x ∈ T1. La relation qn−1(x)rn(x)
+ qn(x)rn−1(x) = 1 montre que

qn(x)rn−1(x) ≥ 1/2.

Cette inégalité a de nombreuses applications, en particulier elle fournit une
démonstration simple en dimension 1 du théorème 3. En dimension d = 2
la situation est plus complexe (cf. [1] et [2]) car :

• Il existe θ ∈ T2 tel que limn→∞ qn(θ)r2
n−1(θ) = 0.

• Soit θ ∈ T2. Si Zθ est dense dans T2 alors il existe une infinité d’entiers
n tels que qn(θ)rn−1(θ)rn−2(θ) ≥ 1/100.
• L’ensemble des θ appartenant à T2 tels que Zθ soit dense dans T2 et

lim inf
n→∞

qn(θ)rn−1(θ)rn−2(θ) = 0,

contient un Gδ dense.

En dimension d = 3 l’analogue de la deuxième affirmation est faux :

Proposition 1.1. Il existe θ ∈ T3 tel que Zθ soit dense dans T3 et

lim
n→∞

qn(θ)rn−1(θ)rn−2(θ)rn−3(θ) = 0.

Donnons maintenant des inégalités presque sûres.

Théorème 4. Il existe une constante c > 0 ne dépendant que de la
dimension telle que pour presque tout θ de Td on ait

lim sup
n→∞

qn(θ)rdn−1(θ) ≥ c.

Théorème 5. Pour presque tout θ de Td on a

lim inf
n→∞

qn(θ)rdn−1(θ) = 0.

Combiné avec les inégalités sur les minima successifs d’un réseau le
théorème 4 a pour conséquence :

Corollaire 2. Il existe une constante C ne dépendant que de la di-
mension telle que pour presque tout θ de Td il existe une infinité de n tels
que e(n, θ) ≤ Cr(n, θ).

Ce corollaire renforce un résultat de [1] dans lequel la constante C dépend
de θ. Un passage au complémentaire et un principe de transfert entre ap-
proximations diophantiennes homogènes et non homogènes simplifient no-
tablement la démonstration que nous avions donnée dans [1]. Mais une
amélioration de la méthode de [1] conduit à une constante C indépendante
de θ.
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2. Démonstration du théorème 1. Ce théorème repose sur une esti-
mation remarquable de W. M. Schmidt ([8], p. 61) qui contient le théorème
métrique de Khinchin sur les approximations diophantiennes simultanées :

Soit δ une application décroissante de N∗ dans R+ telle que
∑
n>0 δ(n)

=∞. Posons

∆(n) =
∑

1≤k≤n
δ(k), Ω(n) =

∑

1≤k≤n
δ(k)/k

et , pour θ ∈ Td,
N(θ, n) = card({1 ≤ k ≤ n : ‖kθ‖d ≤ δ(k)}).

Pour ε > 0,

N(θ, n) = 2d∆(n) +O(∆(n)1/2Ω(n)1/2(ln∆(n))2+ε)

pour presque tout θ de Td.

Utilisons l’estimation précédente avec δ(n) = 1/n. Pour presque tout θ
il existe un entier n0(θ) tel que

∀n ≥ n0, N(θ, n) ≤ 2d+1 lnn.

Minorons N(θ, qn(θ)) pour θ ∈ Td.
Soit p est un entier compris entre 1 et (qk+1(θ)/qk(θ))1/(d+1) et q =

pqk(θ). Comme qk+1(θ)rk(θ)d ≤ 1 nous avons

q‖qθ‖d ≤ qk(θ)pd+1‖qk(θ)θ‖d ≤ qk+1(θ)rk(θ)d ≤ 1,

et donc

N(θ, qn(θ)) ≥
∑

0≤k≤n−1

[(
qk+1(θ)
qk(θ)

)1/(d+1)]

≥
∑

0≤k≤n−1

(
qk+1(θ)
qk(θ)

)1/(d+1)

− n.

La moyenne arithmétique est supérieure à la moyenne géométrique, donc

N(θ, qn(θ)) ≥ n(q1/(n(d+1))
n (θ)− 1).

D’où, pour presque tout θ,

qn(θ) ≥ n0(θ) ⇒ 2d+1 ln qn(θ) ≥ n(q1/(n(d+1))
n (θ)− 1).

En posant qn(θ) = exp(nAn), nous obtenons

2d+1An ≥ exp(An/(d+ 1))− 1

et donc An ≤ C(d) où C(d) ne dépend que de d.
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3. Un lemme sur la répartition des sous-groupes de Td. Munis-
sons Z/nZ de la distance quotient, i.e.

d(a, b) = inf{|x− y| : x ∈ a et y ∈ b}.
Soit d un entier supérieur ou égal à 2. Munissons (Z/nZ)d de la distance

d((a1, . . . , ad), (b1, . . . , bd)) = sup{d(ai, bi) : i ∈ {1, . . . , d}}.
Lemme 1. Soient n un entier , d un entier supérieur ou égal à 2 et α un

réel appartenant à l’intervalle ]0, 1]. Posons

B(n) = {a = (a1, . . . , ad) ∈ (Z/nZ)d : ordre(a1) = n, r(〈a〉) ≥ αn1−1/d}.
On a

card(B(n)) ≥ φ(n){nd−1 − 22d−1αdnd−2σ1(n)}.
Démonstration. La démonstration de ce lemme est une simple adap-

tation du cas d = 2 qui a été prouvé dans [1]. Identifions (Z/nZ)d et
Z/nZ× (Z/nZ)d−1. Notons

B(n) = {z = (x, y) ∈ (Z/nZ)d :

ordre(x) = n, 〈(x, y)〉 ∩B(0, αn1−1/d) 6= {0}}.
Nous avons

card(B(n)) = nd−1φ(n)− card(B(n)).

Majorons le cardinal de B(n). Soit x un élément de Z/nZ d’ordre n. Posons

m(x) = {y ∈ (Z/nZ)d−1 : 〈(x, y)〉 ∩B(0, αn1−1/d) 6= {0}}.
Nous avons

y ∈ m(x) ⇔ ∃(a, b) ∈ B(0, αn1−1/d) \ {0}, ∃k ∈ Z, a = kx et b = ky

⇔ ∃(a, b) ∈ B(0, αn1−1/d) \ {0}, b = (x−1a)y = a(x−1y),

donc m(x) est en bijection avec

M = {z ∈ (Z/nZ)d−1 : ∃(a, b) ∈ B(0, αn1−1/d) \ {0}, b = az}.
Par conséquent card(B(n)) = φ(n) card(M).

Il nous faut majorer le cardinal de M . Associons à chaque (a, b) ∈
B(0, αn1−1/d) \ {0} l’ensemble E(a, b) = {z ∈ (Z/nZ)d−1 : b = az}. Nous
avons

card(M) ≤
∑

(a,b)∈B(0,αn1−1/d)\{0}
card(E(a, b)).

Soit (a, b) ∈ Z/nZ × (Z/nZ)d−1 tel que a soit d’ordre p. Le nombre de
solutions de l’équation b = az est (n/p)d−1 si b ∈ (〈a〉)d−1 et 0 si b 6∈
(〈a〉)d−1. Comme 〈a〉 = 〈n/p〉, le nombre de b ∈ (〈a〉)d−1 dont la distance à 0
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est inférieure à αn1−1/d est (2[αn1−1/d/(n/p)] + 1)d−1. Ainsi le nombre de
couples (a, b) ∈ B(0, αn1−1/d) \ {0} tels que a soit d’ordre d et b ∈ (〈a〉)d−1,
est

2[αn1−1/d/(n/p)](2[αn1−1/d/(n/p)] + 1)d−1.

Comme [αn1−1/d/(n/p)] est un nombre entier nous avons

2[αn1−1/d/(n/p)](2[αn1−1/d/(n/p)] + 1)d−1

≤ 2[αn1−1/d/(n/p)](4[αn1−1/d/(n/p)])d−1.

Finalement, nous obtenons

card(M) ≤
∑

p|n
(n/p)d−122d−1αd(n−1/dp)d

≤ 22d−1αdnd−2
∑

p|n
p = 22d−1αdnd−2σ1(n).

4. Démonstration du théorème 3. La démonstration de ce théorème
est une adaptation d’une méthode classique. Le principe de base est exposé
dans le livre de Sprindžuk ([9], pages 18 à 28).

1) Si r ∈ [0, 1/2] la mesure de l’ensemble des θ ∈ Td tels que ‖qθ‖ ≤ r
est (2r)d. Par conséquent, d’après le lemme de Borel–Cantelli pour presque
tout θ ∈ Td il existe un nombre fini d’entiers q tels que ‖qθ‖ ≤ (g(q))1/d.
Ainsi rdn(θ) > g(qn(θ)) pour n assez grand. Or qn(θ)rdn−1(θ) ≤ 1, donc

(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≤ 1
qn(θ)g(qn(θ))

.

2) Préliminaire sur les séries. Si h ne vérifie pas limn→∞ nh(n) = 0,
posons h̃(n) = min(h(n), 1/n). La fonction h̃ est décroissante et

∑
n≥0 h̃(n)

=∞ car(
h̃ décroissante et

∑

n≥0

h̃(n) <∞
)
⇒ lim

n→∞
nh̃(n) = 0

⇒ h̃(n) = h(n) pour n assez grand

⇒
∑

n≥0

h(n) <∞.

La suite Sn =
∑n
p=0 h̃(p) tend vers l’infini quand n→∞, donc S−1/2

n nh̃(n)

tend vers 0. De plus S−1/2
n h̃(n) décrôıt avec n et

∑
n≥0 S

−1/2
n h̃(n) =∞ car

N∑

n=1

S−1/2
n h̃(n) ≥

N∑

n=1

Sn − Sn−1

S
1/2
n + S

1/2
n−1

=
N∑

n=1

(S1/2
n − S1/2

n−1) = S
1/2
N − S1/2

0 .
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La fonction H(n) = S
−1/2
n h̃(n) vérifie les conditions :

(a) H est décroissante et H(n) ≤ h(n) pour n assez grand,
(b)

∑
n≥0H(n) =∞,

(c) limn→∞ nH(n) = 0.

Il suffit de prouver le théorème avec la fonction H à la place de h. Posons
f(n) = (nH(n))1/d. Alors f(n) tend vers 0 quand n tend vers l’infini et∑
n>0 f(n)d/n = ∞. Enfin, quitte à multiplier H par un réel suffisamment

petit, on peut supposer que f(n) ≤ 1/2 pour tout n ∈ N.
Notons T l’endomorphisme défini par T : x ∈ Td 7→ 2x ∈ Td. Soit α un

réel strictement positif qui sera choisi plus loin. Pour n ∈ N∗, soient

G(n) = {x ∈ Td : nx = 0},
B(n) = {a ∈ G(n) : ordre(a) = n, r(〈a〉) ≥ αn−1/d},
E(n) = {x ∈ Td : d(x,B(n)) ≤ f(n)n−1−1/d},
E′(n) = {x ∈ Td : d(x,B(n)) ≤ 2f(n)n−1−1/d}.

Appelons A l’ensemble des θ de Td appartenant à une infinité de E(n)
avec n impair, A′ l’ensemble des θ de Td appartenant à une infinité de
E′(n) avec n impair et A l’ensemble des θ ∈ Td pour lesquels il existe
une infinité de meilleures approximations consécutives qn−1 < qn telles que
r(qn, θ) ≤ (2/α)f(qn)r(qn−1, θ). Nous devons prouver que A est de mesure
1 ; pour cela nous montrons successivement que :

(1) A ⊂ A,
(2) A est de mesure 0 ou 1,
(3) A est de mesure strictement positive.

Notons que la décroissance de H est utile pour effectuer des transformations
d’Abel dans l’étape (3).

Preuve de (1). Soit x ∈ E(n). Si y ∈ B(n) est tel que l’on a d(x, y) ≤
f(n)n−1−1/d, alors ‖nx‖ ≤ f(n)n−1/d car ny = 0. Pour tout m < n nous
avons
‖mx‖ = ‖m(y + x− y)‖ ≥ ‖my‖ − ‖m(x− y)‖ ≥ αn−1/d −m‖x− y‖

≥ αn−1/d − f(n)n−1/d ≥ (α− f(n)){‖nx‖/f(n)}.
Comme f(n)→ 0 quand n→∞, pour n assez grand nous avons

‖mx‖ ≥
(
α

2

)‖nx‖
f(n)

.

Ainsi n est une meilleure approximation de x. Appelons m la meilleure
approximation qui précède n. Nous avons

r(m,x)
r(n, x)

≥ α

2f(n)
.
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Preuve de (2). Le lemme suivant se trouve dans [9], page 21 ; il repose
essentiellement sur le théorème de densité de Lebesgue.

Lemme 2. Soient (Bk) une suite de boules de Rd muni de la norme sup
et δ un nombre strictement positif. Supposons que diam(Bk) tende vers 0
quand k tend vers l’infini. Si (Ck) est une suite de parties de Rd telles que

Ck ⊂ Bk et |Ck| ≥ δ|Bk|,
alors lim supk→∞Bk = lim supk→∞ Ck à un ensemble de mesure nulle près.

Utilisons le lemme pour montrer que A est de mesure 0 ou 1.
Lorsque n est impair l’application T envoie B(n) dans lui-même et E(n)

dans E′(n), donc T (A) ⊂ A′. L’ensemble B(n) est fini donc E(n) est la
réunion finie des boules B(y, f(n)n−1−1/d), y ∈ B(n), la limite supérieure
des E(n) est donc la même que celle des boules qui composent E(n). Le
même résultat est valable pour E′(n). Par conséquent, d’après le lemme
précédent, A et A′ diffèrent d’un ensemble de mesure nulle et comme T est
ergodique et conserve la mesure, A est de mesure 0 ou 1.

Preuve de (3). Quelques lemmes sont nécessaires.

Lemme 3 ([9], p. 17). Soit (Ω, T , µ) un espace mesuré de mesure totale
finie. Si (Ap) est une suite de parties mesurables telles que

∞∑

q=1

µ(Aq) =∞,

alors

µ(lim sup
n→∞

An) ≥ lim sup
m→∞

(
∑

1≤q≤m µ(Aq))2

∑
1≤p,q≤m µ(Ap ∩Aq)

.

Lemme 4 ([9], p. 52). Pour r entier notons Tr l’application x 7→ rx de
T1 dans lui même. Soient A et B deux intervalles de T1, et p et q deux
entiers. On a

|T−1
p A ∩ T−1

q B| = |A| · |B|+O

(
|A|p ∧ q

p

)

où la constante implicite du O(. . .) ne dépend ni des intervalles A et B, ni
des entiers p et q.

Lemme 5. Soit k un entier supérieur ou égal à 1. On a
∑

1≤n≤N
σk(n) = O(Nk+1),

∑

1≤n impair≤N
φ(n) ∼ cN2,

∑

1≤n impair≤N
nkφ(n) ≥ ANk+2

où A et c sont des constantes strictement positives ne dépendant pas de N .
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La première estimation est standard (cf. [3]) et la troisième se déduit
facilement de la seconde. La seconde inégalité se montre en adaptant la
démonstration de l’estimation classique

∑
1≤n≤N φ(n) ∼ (3/π2)N2.

Convention. Dans toute la suite du paragraphe 4 les indices de somma-
tion sont supposés ne prendre que des valeurs impaires.

Appliquons le lemme 3 à la suite (An = E(n)). Il suffit de prouver
∑

p≥1

|E(p)| =∞ et
∑

1≤p,q≤N
|E(p) ∩E(q)| ≤ C

{ ∑

1≤p≤N
|E(p)|

}2

où C ne dépend pas de N.
1) D’après le lemme 1, nous avons

card(B(p)) ≥ φ(p)(pd−1 − 22d−1αdpd−2σ1(p)),

d’où∑

1≤p≤N
|E(p)| ≥

∑

1≤p≤N
card(B(p))(2f(p)p−1−1/d)d

≥
∑

1≤p≤N
f(p)dp−1−d(pd−1φ(p)− 22d−1αdpd−2σ1(p)φ(p)),

et comme φ(p) ≤ p, nous obtenons
∑

1≤p≤N
|E(p)| ≥

∑

1≤p≤N
f(p)dp−1−d(φ(p)pd−1 − 22d−1αdpd−1σ1(p))

≥
∑

1≤p≤N
f(p)dp−d(pd−2φ(p)− 22d−1αdpd−2σ1(p)).

Posons

D(q) =
(
f(q)
q

)d
−
(
f(q + 2)
q + 2

)d
=
H(q)
qd−1 −

H(q + 2)
(q + 2)d−1

(nous ne considèrons que les q impairs),

G(q) = qd−2φ(q)− 22d−1αdqd−2σ1(q), S(p) =
∑

1≤q≤p
G(q), S(−1) = 0.

Une transformation d’Abel montre que
∑

1≤p≤N
f(p)dp−dG(p) =

∑

1≤p≤N−2

S(p)D(p) + f(N ′)N ′−dS(N ′)

où N ′ = N−1 ou N . D’après le lemme 5, nous avons S(p) ≥ Apd−αdO(pd).
Choisissons α suffisamment petit pour que Apd − αdO(pd) ≥ cpd où c est
une constante strictement positive. Comme H est décroissante, D(q) ≥ 0
pour tout q, donc
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∑

1≤p≤N
|E(p)| ≥

∑

1≤p≤N−2

D(p)(Apd − αdO(pd)).

D’où l’inégalité ∑

1≤p≤N
|E(p)| ≥ c

∑

1≤p≤N−2

D(p)pd.

2) Soit Ip l’intervalle [−f(p)p−1/d, f(p)p−1/d]. Nous avons E(p) ⊆
{T−1

p (Ip)}d. D’où, d’après le lemme 4,

|E(p) ∩ E(q)| ≤ |{T−1
p (Ip)}d ∩ {T−1

q (Iq)}d| = |{T−1
p (Ip) ∩ T−1

q (Iq)}d|

≤
{
|Ip| · |Iq|+O

(
min

(
|Ip|

p ∧ q
p

, |Iq|
p ∧ q
q

))}d

≤ 2d{|Ip| · |Iq|}d + 2d
{
O

(
min

(
|Ip|

p ∧ q
p

, |Iq|
p ∧ q
q

))}d
.

Estimons les deux termes de cette dernière expression après sommation sur
1 ≤ p, q ≤ N .

3) On a
∑

1≤p,q≤N
(|Ip| · |Iq|)d =

{ ∑

1≤q≤N
|Iq|d

}2
=
{ ∑

1≤q≤N
2dq−1f(q)d

}2
.

4) De plus,

∑

1≤p,q≤N
O

(
min

(
|Ip|

p ∧ q
p

, |Iq|
p ∧ q
q

))d

=
∑

1≤p≤q≤N
O

(
|Iq|

p ∧ q
q

)d
≤

∑

1≤p≤q≤N
O

(
f(q)q−1/d p ∧ q

q

)d

= O
( ∑

1≤p≤q≤N
f(q)dq−1−d(p ∧ q)d

)

≤ O
( ∑

1≤q≤N
f(q)dq−1−d ∑

1≤p≤q
(p ∧ q)d

)

≤ O
( ∑

1≤q≤N
f(q)dq−1−d∑

m|q
md

∑

k≤q/m
1
)

≤ O
( ∑

1≤q≤N
f(q)dq−1−d∑

m|q
mdq/m

)

= O
( ∑

1≤q≤N
f(q)dq−d

∑

m|q
md−1

)
= O

( ∑

1≤q≤N
(f(q)/q)dσd−1(q)

)
.
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Posons R(p) =
∑

1≤q≤p σd−1(q), R(−1) = 0. Une transformation d’Abel
montre que

∑

1≤p≤N
f(p)dp−dσd−1(p) =

∑

1≤p≤N−2

R(p)D(p) + f(N ′)dN ′−dR(N ′)

où N ′ = N − 1 ou N . Lorsque d ≥ 2, avec le lemme 5 nous obtenons
∑

1≤q≤N
(f(q)/q)dσd−1(q) = O

( ∑

1≤q<N−2

D(q)qd
)

+ f(N ′)dO(1).

5) Nous avons
∑

1≤q<N−2

D(q)qd =
∑

1≤q<N−2

(
f(q)d

qd
− f(q + 2)d

(q + 2)d

)
qd

=
∑

1≤q<N−2

f(q)d

qd
qd −

∑

3≤q<N

f(q)d

qd
(q − 2)d

=
∑

3≤q≤N−2

(
f(q)
q

)d
(qd − (q − 2)d)

+ f(1)d − f(N ′)d

N ′d
(N ′ − 2)d.

Comme f(n)→ 0 quand n→∞, pour N assez grand nous avons

∑

1≤q<N−2

D(q)qd ≥
∑

3≤q≤N−2

f(q)d

qd
(d(q − 2)d−1 · 2) ≥ c

∑

3≤q≤N−2

f(q)d

q

où c est une constante strictement positive. Par conséquent, d’après 1),
∑

p≥1

|E(p)| =∞,

et d’après 1) et 3),
∑

1≤p,q≤N
(|Ip| · |Iq|)d = O

({ ∑

1≤p≤N
|E(p)|

}2)
.

De plus, 1) et 4) montrent que

∑

1≤p,q≤N
O

(
min

(
|Ip|

p ∧ q
p

, |Iq|
p ∧ q
q

))d
= O

({ ∑

1≤p≤N
|E(p)|

}2)
,

d’où ∑

1≤p,q≤N
|E(p) ∩ E(q)| ≤ C

{ ∑

1≤p≤N
|E(p)|

}2
,

ce qui achève la démonstration.
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5. Démonstration du théorème 2

1) Prolongeons la fonction g à R+ en une fonction décroissante ; nous
avons

� ∞
g(t) dt < ∞. Le changement de variable t = 1

C ln s (C est la con-
stante apparaissant dans le théorème 1) donne

∞�
g

(
1
C

ln s
)
ds

s
<∞.

En posant g̃(s) = g
(

1
C ln s

)
/s, nous obtenons

� ∞
g̃(s) ds < ∞ et

∑
q>0 g̃(q)

<∞. Le théorème 3 montre alors que pour presque tout θ ∈ T1, et pour n
assez grand, nous avons

(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≤ 1
qn(θ)g̃(qn(θ))

.

Grâce au théorème 1 nous obtenons

bn+1 =
(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≤ 1
qn(θ)g̃(qn(θ))

=
1

g
(

1
C ln qn(θ)

) ≤ 1
g(n)

.

2) Prolongeons h à R+ en une fonction décroissante ; nous avons
� ∞
h(t) dt

=∞. Lagarias a montré dans [5] qu’il existe une constante c > 0 telle que

∀θ ∈ Td, ∀n ∈ N, qn ≥ ecn.
Le changement de variable t = 1

c ln s donne
∞�
h

(
1
c

ln s
)
ds

s
=∞.

En posant h̃(s) = h
(

1
c ln s

)
/s, nous obtenons

� ∞
h̃(s) ds = ∞ et

∑
q>0 h̃(q)

= ∞. Le théorème 3 montre alors que pour presque tout θ ∈ T1 il existe
une infinité de n tels que

(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1

qn(θ)h̃(qn(θ))
.

D’après la minoration de Lagarias pour une infinité de n,

bn+1 =
(
rn−1(θ)
rn(θ)

)d
≥ 1

qn(θ)h̃(qn(θ))
=

1
h
(

1
c ln qn(θ)

) ≥ 1
h(n)

.

6. Démonstration du théorème 4. C’est une simple adaptation de la
démonstration du théorème 3. Soit α vérifiant la même condition que dans
la démonstration précédente. Choisissons f telle que f(n) ≤ α/2, f décroit
vers 0 et

∑
n≥0 f(n)d/n = ∞. Soit x est un élément de E(n). Choisissons

y ∈ B(n) tel que d(x, y) ≤ (α/2)n−1−1/d. Nous avons

‖nx‖ ≤ (α/2)n−1/d
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et, pour tout m ∈ {1, . . . , n− 1},
‖mx‖ = ‖m(y + x− y)‖ ≥ αn−1/d − ‖m(x− y)‖

> αn−1/d − α

2
n−1/d =

α

2
n−1/d.

L’entier n est donc une meilleure approximation de x. Comme
∑
n≥1 f(n)d/n

=∞, l’ensemble A est de mesure 1 et par définition de A nous avons

∀x ∈ A lim inf
n→∞

qn(x)rn−1(x)d ≥
(
α

2

)d
.

7. Démonstration du théorème 5. C’est encore une adaptation de la
même méthode mais il faut remplacer le lemme 1. Ce lemme donne une mi-
noration du nombre de sous-groupes bien répartis de (Z/nZ)k, alors qu’une
minoration du nombre de sous-groupes mal répartis est nécessaire (voir le
corollaire 3 plus loin). Un théorème de Dirichlet affirme l’existence, pour tout
réel x et tout entier N , d’un entier q ∈ {1, . . . , N − 1} tel que ‖qx‖ < 1/N.
La proposition 7.1 est un complément partiel de ce résultat, elle donne une
minoration de la mesure de

{x ∈ Td : ∃k ∈ {1, . . . , N}, ‖kx‖ ≤ r}
lorsque Nrd ≤ 1.

Lemme 6. Soit (Ω, T , µ) un espace mesuré. Si (Ap)1≤p≤k est une suite
finie de parties mesurables, alors

µ
( ⋃

1≤p≤k
Ap

)
≥

(
∑

1≤q≤k µ(Aq))2

∑
1≤p,q≤k µ(Ap ∩Aq)

.

Démonstration. On peut déduire cette inégalité du lemme 3 mais on
peut aussi la prouver directement à partir de l’inégalité de Cauchy–Schwarz
qui est l’ingrédient essentiel du lemme 3. Posons E =

⋃
1≤i≤k Ai ; d’après

l’inégalité de Cauchy–Schwarz nous avons
( ∑

1≤i≤k
µ(Ai)

)2
=
( �

E

∑

1≤i≤k
1Ai(x) dµ(x)

)2

≤
( �

E

dµ(x)
) �

E

( ∑

1≤i≤k
1Ai(x)

)2
dµ(x)

= µ(E)
�

E

( ∑

1≤i,j≤k
1Ai(x)1Aj (x)

)
dµ(x)

= µ(E)
∑

1≤i,j≤k
µ(Ai ∩ Aj).
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Proposition 7.1. Soient r un réel appartenant à l’intervalle [0, 1/2] et
N un entier tels que Nrd ≤ 1. Appelons E l’ensemble

{x ∈ Td : ∃k ∈ {1, . . . , N}, ‖kx‖ ≤ r}.
(1) E est une réunion de boules de rayons supérieurs à r/N .
(2) |E| ≥ cNrd où c ne dépend que de d.

Démonstration. D’après le lemme 5 nous avons
∑

1≤n≤N σk(n) =
O(Nk+1) pour k ≥ 1. Si k = 0 alors σ0(n) = d(n) et

∑
1≤n≤N d(n) =

O(N lnN) ; ce facteur lnN oblige à distinguer les cas d = 1 et d ≥ 2.
Supposons d = 1. Appelons Ak = {x ∈ T1 : ∃m ∈ {0, . . . , k − 1},

m ∧ k = 1 et d(x,m/k) ≤ r/k} et Ek = {x ∈ T1 : ∃m ∈ {0, . . . , k − 1},
d(x,m/k) ≤ r/k}. Nous avons

⋃
1≤k≤N Ak = A =

⋃
1≤k≤N Ek = E et

chaque Ek est la réunion de k intervalles de longueurs 2r/k. Il reste à minorer
|E| ; pour cela minorons |A|. Soit k′ < k ≤ N . Reproduisons un argument
du livre de Sprindžuk ([9]) pour estimer la mesure de Ak ∩ Ak′ . Il est clair
que

|Ak ∩ Ak′ | ≤ 2
r

k
N(k, k′)

où N(k, k′) est le nombre de couples (a, a′) tels que
∣∣∣∣
a

k
− a′

k′

∣∣∣∣ ≤
r

k
+
r

k′
, a ∧ k = a′ ∧ k = 1, 0 < a < k, 0 < a′ < k′.

Si l’égalité ak′−a′k = m est vraie pour un certain m, alors d = k∧k′ divise
m, et en posant k = jd, k′ = j′d, m = ld, nous obtenons aj′ − a′j = l. Cela
montre que si (b, b′) est un autre couple tel bk′ − b′k = m alors

a = b+ ij, a′ = b′ + ij′,

où i est un entier. Le nombre total de couples (a, a′) appartenant à {1, . . . ,
k − 1} × {1, . . . , k′ − 1} tels que ak′ − a′k = m est donc inférieur à d.

Comme a ∧ k = a′ ∧ k = 1 et |a/k − a′/k′| ≤ r/k + r/k′ nous avons

1 ≤ |m| ≤ r(k + k′).

Nous ne devons considérer que les m multiples de d, donc

N(k, k′) ≤ 2r(k + k′)
d

d = 2r(k + k′),

|Ak ∩ Ak′ | ≤ 4r(k + k′)
r

k
≤ 8r2.

Comme
∑

1≤p≤n φ(p) ≥ c1n2, une transformation d’Abel montre que

∑

1≤p≤n

φ(p)
p
≥ c2n.
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Finalement, l’inégalité N ≤ 1/r et le lemme 6 montrent que

|A| ≥
{∑1≤k≤N |Ak|}2∑
1≤k,k′≤N |Ak ∩ Ak′ |

≥
{∑1≤k≤N (φ(k)/k)(2r)}2

{∑1≤k,k′≤N 8r2}+ 2Nr

≥ c2r
2N2

8N2r2 + 2Nr
≥ c2r

2N2

10Nr
= cNr.

Supposons d ≥ 2. Pour 1 ≤ k ≤ N , désignons par Fk l’ensemble {x ∈
Td : ‖kx‖ ≤ r}. Nous avons |Fk| = (2r)d. Comme Fk = (Ek)d, le lemme 4
montre que

|Fk ∩ Fk′ | = |Ek ∩Ek′ |d ≤
(
|Ek| · |Ek′ |+O

(
|Ek|

k ∧ k′
k

))d

≤ 2d
(

(|Ek| · |Ek′ |)d +O

(
|Ek|

k ∧ k′
k

)d)

≤ 23dr2d + Crd
(
k ∧ k′
k

)d

où C ne dépend que de d. On a
∑

1≤k′≤k≤N

(
k ∧ k′
k

)d
≤

∑

1≤k≤N

∑

m|k

(
m

k

)d ∑

1≤l≤k/m
1

=
∑

1≤k≤N

∑

m|k

(
m

k

)d−1

=
∑

1≤k≤N

σd−1(k)
kd−1 .

Une transformation d’Abel et le lemme 5 montrent que
∑

1≤k′≤k≤N

(
k ∧ k′
k

)d
≤ CN ,

où C est une nouvelle constante ne dépendant que de d. Grâce au lemme 6
nous obtenons

|E| ≥
(
∑

1≤k≤N |Fk|)2

∑
1≤k′,k≤N |Fk ∩ Fk′ |

≥ N2(2r)2d

23dN2r2d + CrdN
=

Nrd

2dNrd + C2−2d

et comme Nrd ≤ 1 cela prouve que |E| ≥ cNrd.
Lemme 7. Soient n un entier et (B(xi, ri))1≤i≤m une suite finie de

boules de Td de rayons strictement supérieurs à 1/(2n). Appelons E =⋃
1≤i≤mB(xi, ri) et C = {x ∈ E : nx = 0}. On a

card(C) ≥ 1
4d
|E|nd.

Démonstration. Comme diamTd = 1 nous pouvons supposer que les
rayons ri sont inférieurs à 1/2. Pour chaque i désignons par yi le représentant
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de xi, appartenant à ([0, 1[)d. Rappelons que Rd est muni de la norme sup.
Posons F =

⋃
1≤i≤mB(yi, ri) ; nous avons |F | ≥ |E|. De plus, F est inclus

dans ([−1/2, 3/2[)d, donc tout x de E a au plus 2d représentants dans F et

card
(
F ∩

(
1
n
Z
)d)

≤ 2d card(C).

Minorons A = card
(
F ∩

(
1
nZ
)d)

.
Soient B une boule Rd de rayon r strictement supérieur à 1/(2n), et

B = I1 × . . .× Id où I1, . . . , Id sont des intervalles de longueurs 2r. Chaque
intervalle Ij a une longueur strictement supérieure à 1/n, donc chaque in-
tervalle Ij est inclus dans la réunion

⋃
x∈Ij∩(1/n)ZB(x, 1/n), par conséquent

B ⊂
⋃

x∈B∩[(1/n)Z]d

B(x, 1/n).

D’où
F ⊂

⋃

x∈F∩[(1/n)Z]d

B(x, 1/n)

et |E| ≤ |F | ≤ card(F ∩ [(1/n)Z]d)(2/n)d ≤ (4/n)d card(C).
Proposition 7.2. Soient n et N deux entiers et s un réel positif. Sup-

posons 2N ≤ s ≤ n/2 et Nsd ≤ nd. Appelons E l’ensemble

{x ∈ (Z/nZ)d : ∃k ∈ {1, . . . , N}, d(0, kx) ≤ s}.
On a card(E) ≥ cNsd, où c est une constante qui ne dépend que de d.

Démonstration. Posons E = {x ∈ Td : ∃k ∈ {1, . . . , N}, d(0, kx) ≤
s/n}. Identifions (Z/nZ)d à G = {x ∈ Td : nx = 0} et E à E = G ∩ E. La
proposition 7.1 montre que E est une réunion de boules de rayons supérieurs
à s/(nN) ≥ 2/n et |E| ≥ cN(s/n)d, donc d’après le lemme précédent nous
avons

card(E) ≥ nd

4d
cN

(
s

n

)d
= c′Nsd.

Corollaire 3. Soient n un entier et α un réel compris entre 4n−1+1/d

et 1. Appelons D l’ensemble

{x = (x1, x
′) ∈ (Z/nZ)d : ordre(x1) = n et

∃k ∈ {1, . . . , n− 1}, d(0, kx) ≤ αn1−1/d}.
Pour n assez grand on a

card(D) ≥ cαdφ(n)nd−1,

où c est une constante strictement positive qui ne dépend que de d.
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Démonstration. Posons

E = {x = (1, y) ∈ (Z/nZ)d : ∃k ∈ {1, . . . , n− 1}, d(0, kx) ≤ αn1−1/d}.
Remarquons que

D =
⋃

u∈Z/nZ, ordre(u)=n

uE ,

d’où cardD = φ(n) card(E). Pour minorer card(E) utilisons la proposition
précédente en dimension d− 1 avec s=αn1−1/d et N=[s/2]. Il est clair que

{1} × {y ∈ (Z/nZ)d−1 : ∃k ∈ {1, . . . , N}, d(0, ky) ≤ s} ⊂ E .
Les hypothèses de la proposition 7.2 sont satisfaites car pour n assez grand

n/2 ≥ n1−1/d ≥ s ≥ 2N et Nsd−1 ≤ αdnd(1−1/d) ≤ nd−1,

donc nous avons

card{y ∈ (Z/nZ)d−1 : ∃k ∈ {1, . . . , N}, d(0, ky) ≤ s} ≥ cNsd−1.

De plus α ≥ 4n−1+1/d, donc s ≥ 4 et N ≥ s/4. Finalement

card{y ∈ (Z/nZ)d−1 : ∃k ∈ {1, . . . , N}, d(0, ky) ≤ s} ≥ c

4
sd =

c

4
αdnd−1.

Fin de la démonstration du théorème 5. Soient α et β deux réels tels
que α ∈ ]0, 1/4[ et α > 4β. Pour n ∈ N∗, soient

G(n) = {x ∈ Td : nx = 0},
B(n) = {a = (a1, . . . , ad) ∈ G(n) : ordre(a1) = n,

βn−1/d ≤ r(〈a〉) ≤ αn−1/d},
E(n) = {x ∈ Td : d(x,B(n)) < (β/2)n−1−1/d},
E′(n) = {x ∈ Td : d(x,B(n)) ≤ βn−1−1/d}.

Soit x appartenant à E(n). Un argument de la démonstration du théorème 3
montre que n est une meilleure approximation de x. De plus par définition
de E(n) il existe q < n tel que

‖qx‖ ≤ αn−1/d + q
β

2
n−1−1/d ≤ 2αn−1/d.

Donc, si m est la meilleure approximation de x précédant n, nous avons

n‖mx‖d ≤ n‖qx‖d ≤ (2α)d.

Ainsi un élément x de Td appartenant à une infinité de E(n) vérifie

lim inf
n→∞

qn(x)rdn−1(x) ≤ (2α)d,

pour démontrer le théorème il suffit donc de prouver que pour tout α > 0 la
mesure de lim supn→∞E(n) est 1. Cela se démontre comme le théorème 3
car, d’après le lemme 1 et le corollaire 3, nous avons

card(B(n)) ≥ φ(n)(cαdnd−1 − 22d−1βdnd−2σ1(n)).
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8. Preuve de la proposition 1.1. Pour un entier strictement positif
k posons :

x(k) =





(2−a(k), 0, 0) si k ≡ 1 ou 2 mod 6,
(0, 3−a(k), 0) si k ≡ 3 ou 4 mod 6,
(0, 0, 5−a(k)) si k ≡ 5 ou 0 mod 6,

y(k) =
k∑

i=1

x(i),

où a est une fonction strictement croissante de N dans N. Posons

θ =
∞∑

i=0

x(i).

La série
∑∞
i=0 x(i) converge car la fonction a est strictement croissante.

Dans la suite des conditions supplémentaires seront imposées à la fonction
a ; ces conditions sont réalisées pour des fonctions croissant suffisamment
rapidement. Pour tout k ≥ 1, y(k) est un élément de T3 d’ordre fini, appelons
n(k) son ordre. Nous avons pour k ≥ 1,

n(k) =





2a(k−4)3a(k−2)5a(k) si k ≡ 0 mod 6,
2a(k)3a(k−3)5a(k−1) si k ≡ 1 mod 6,
2a(k)3a(k−4)5a(k−2) si k ≡ 2 mod 6,
2a(k−1)3a(k)5a(k−3) si k ≡ 3 mod 6,
2a(k−2)3a(k)5a(k−4) si k ≡ 4 mod 6,
2a(k−3)3a(k−1)5a(k) si k ≡ 5 mod 6.

Construisons la fonction a(k) par récurrence. Supposons a(k − 1) con-
struit. Envisageons le cas k ≡ 1 mod 6, les autres cas se traitent de la même
façon. Une petite perturbation de y(k − 1) ne change pas les meilleures ap-
proximations de y(k − 1). Plus précisement, il existe un nombre εk > 0 tel
que, pour tout x de T3 de norme ≤ εk, les deux propriétés suivantes aient
lieu :

(1) ∀q ∈ {1, . . . , n(k − 1)}, q meilleure approximation de y(k − 1)⇔
q meilleure approximation de y(k − 1) + x,

(2) ∀m < n(k − 1), ‖m(y(k − 1) + x)‖ ≤ 2‖my(k − 1)‖.

Choisissons a(k) tel que ‖x(k)‖ = 2−a(k) ≤ 1
2εk. Nous pouvons supposer que

la suite (εk) vérifie εk+1 ≤ 1
2εk. Comme θ = limk→∞ y(k) nous obtenons

‖θ − y(k − 1)‖ ≤ εk pour tout k ≥ 2. La condition (1) montre que la suite
(n(k)) est une sous-suite de la suite des meilleures approximations de θ et que
les meilleures approximations de θ inférieures ou égales à n(k−1) sont celles
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de y(k−1). La condition (2) montre que si q est une meilleure approximation
de θ strictement inférieure à n(k − 1) alors ‖qθ‖ ≤ 2‖qy(k − 1)‖.

Evaluons qmrm−1rm−2rm−3:

Lemme 8. Soit x = (x1, x2, x3) ∈ T3. Si le sous-groupe 〈(x2, x3)〉 a un
cardinal inférieur à N , alors pour tout n tel que qn(x) soit définie on a
qn(x)rn−1(x) ≤ N .

Soit qm la plus petite meilleure approximation de θ appartenant à l’inter-
valle ]n(6p), n(6p+ 2)].

Posons k = 6p. Le lemme montre que

qm(y(k + 1))rm−1(y(k + 1)) ≤ 3a(k−2)5a(k),

qm−1(y(k))rm−2(y(k)) ≤ 2a(k−4)3a(k−2),

qm−2(y(k))rm−3(y(k)) ≤ 2a(k−4)3a(k−2);

comme qm−1 = n(k) < n(k + 1) et qm−2 < n(k), la condition (2) montre
que

qm(θ)rm−1(θ) ≤ 2 · 3a(k−2)5a(k),

qm−1(θ)rm−2(θ) ≤ 2 · 2a(k−4)3a(k−2),

qm−2(θ)rm−3(θ) ≤ 2 · 2a(k−4)3a(k−2).

Nous avons qm−1 = n(k) et qm−2 ≥ n(k − 1), donc

qm(θ)rm−1(θ)rm−2(θ)rm−3(θ)

≤ (2 · 3a(k−2)5a(k))(n(k)−12 · 2a(k−4)3a(k−2))(n(k − 1)−12 · 2a(k−4)3a(k−2))

≤ 8 · 3a(k−2)5a(k)2−a(k−4)3−a(k−2)5−a(k)2a(k−4)3a(k−2)

× 2−a(k−4)3−a(k−2)5−a(k−1)2a(k−4)3a(k−2)

= 8 · 3a(k−2)5−a(k−1).

Soit qp(θ) une meilleure approximation de θ comprise entre qm et n(k + 2).
Le lemme montre que

qp(y(k + 2))rp−1(y(k + 2)) ≤ 3a(k−2)5a(k),

de plus rp−2(θ) ≤ rm−2(θ) et rp−3(θ) ≤ rm−3(θ), le calcul précédent montre
donc que

qp(θ)rp−1(θ)rp−2(θ)rp−3(θ) ≤ 8 · 3a(k−2)5−a(k−1).

En choisissant a(k − 1) suffisamment grand devant a(k − 2), le membre de
gauche est aussi petit que l’on veut. Un raisonnement identique montre le
même résultat pour les meilleures approximations appartenant aux inter-
valles ]n(6p+ 2), n(6p+ 4)] et ]n(6p+ 4), n(6p+ 6)].
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