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formelles quadratiques sur Fq(X)

par

Mohamed Mkaouar (Sfax)

Introduction. Soient p un nombre premier et Fq le corps à q éléments
et de caractéristique p. L’ensemble Fq((X−1)) représente le corps des séries
formelles à coefficients dans Fq. Un élément f ∈ Fq((X−1)) est donc de la
forme

f =
+∞∑

j=s

fjX
−j

où s ∈ Z. On note par [f ] la partie polynomiale de f , deg f = s et σ(f) =
fs. Il est clair que si P est un polynôme de degré n dans Fq[X] tel que
P = anX

n + . . .+ a0, alors σ(P ) = an. Si f est une série formelle vérifiant
l’équation

(E) Amf
m + . . .+ A1f +A0 = 0

où les Ak sont des polynômes de Fq[X] non tous nuls, on dit que f est
algébrique sur Fq(X). Si de plus l’équation (E) vérifie degAk < degAm−1

pour tout k ∈ {0, . . . ,m} \ {m − 1} et f est de degré m, on dit que f
est une série formelle algébrique de type (I). Soit f ∈ Fq((X−1)) ; alors
f = f0 = [f ] + (f − [f ]). Soient a0 = [f0] et f1 = (f − [f ])−1, on définit
par la suite fn = an + f−1

n+1 et an = [fn]. Finalement, il est clair qu’on peut
écrire f sous la forme

f = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

= [a0; a1, a2, . . .].

Cette nouvelle écriture de f est appelé développement en fraction continue
de f , et la suite de polynômes (an)n≥0 est appelé suite de quotients partiels
de f . Il est clair que deg ai ≥ 1 pour tout entier strictement positif.
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Soit f une série formelle quadratique ∈ Fq((X−1)). Alors la suite de
quotients partiels de son développement en fraction continue est ultime-
ment périodique (i.e. f = [b0; b1, . . . , bs, a1, . . . , at]). Nous poserons T (f) =
max1≤i≤t deg ai et Per(f) = t sa période. On dit aussi qu’une série formelle
quadratique f est purement périodique si sa suite de quotients partiels est
périodique (i.e. f = [a1; a2, . . . , at, a1]) ; si de plus f = [a1; a2, . . . , at, a1])
= [at; at−1, . . . , a1, at]), on dit que f est palindromique.

Dans le cas réel Schinzel [8] a montré l’existence de la quantité

S(N,n) = sup
Per(x)=n

Per(Nx),

où x est un nombre réel quadratique. Un peu plus tard Cohen [4] a redé-
montré l’existence de S(N,n) ; de plus, il a évalué la quantité S(N,n), il a
prouvé l’existence de

R(N) = sup
n≥1

(
S(N,n)

n

)
= sup
x∈Q

(
Per(Nx)
Per(x)

)
,

et il a donné la valeur exacte de R(N) pour une infinité d’entiers N . D’autre
part Cohn a étudié dans [5] la longueur de la période du développement en
fraction continue de d1/2, où d est un entier qui n’est pas un carré parfait ;
il a montré que

Per(
√
d) <

7
2π2

√
d log d+O(

√
d).

Dans [6] Lewittes a caractérisé les nombres réels quadratiques qui sont palin-
dromiques et il a évalué le nombre A(n) des réels qui sont palindromiques
et dont le discriminant est égal à n.

Dans le cas des séries formelles, il est démontré dans [7] que si f est
une série formelle quadratique sur F2(X) vérifiant Af2 +Bf +C = 0, alors
Per(f) ≤ (2degB − 1)2.

L’objectif de ce travail est de donner dans le cas des séries formelles
l’équivalent du théorème de Galois pour le cas quadratique : à savoir la ca-
ractérisation des séries formelles quadratiques qui admettent un développe-
ment en fraction continue purement periodique. D’autre part, on généralise
le résultat établi par Mkaouar [7] sur F2((X−1)), dans Fq((X−1)), où la
caractéristique p du corps > 2 est de donner un majorant à la période d’une
série formelle quadratique de type (I) en fonction des coefficients de son
polynôme minimal. De plus, si p ≥ 3, on donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un polynôme Q ∈ Fq[X] admet une racine carré dans
Fq((X−1)) et que la période du développement en fraction continue de celle-
ci est un O(q2 degQ). Finalement, on donne une caractérisation des séries
formelles quadratiques palindromiques.
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Enoncé des résultats

Théorème 1. Soit f une série formelle quadratique sur Fq(X) et [f ]
6= 0. Alors f admet un développement en fraction continue purement pério-
dique si et seulement si f est de type (I).

Théorème 2. Soit f une série formelle quadratique sur Fq(X) de type
(I), vérifiant Af2 +Bf + C = 0. Alors

Per(f) ≤ (qdegB − 1)2q2 degB et T (f) ≤ degB.

Théorème 3. Soit f une série formelle algébrique de type (I) et de
degré m sur Fq(X), telle que [f ] 6= 0 et Amfm + . . . + A1f + A0 = 0.
Alors [f ] = −[Am−1/Am] et la série formelle h = 1/(f − [f ]) est une série
formelle de type (I).

Théorème 4. Soient q ≥ 3 et Q un polynôme de degré pair avec σ(Q)
un carré parfait. Alors Q admet au moins une racine carrée f ∈ Fq((X−1)) ;
de plus si Q n’est pas un carré parfait dans Fq[X], alors toute racine carrée
f de Q vérifie

Per(f) ≤ q2 degQ et T (f) ≤ 1
2 degQ.

Théorème 5. Soit f une série formelle quadratique sur Fq(X). Alors f
est palindromique si et seulement si elle vérifie une équation de type Af2 +
Bf −A = 0 avec A,B ∈ Fq[X] et degB > degA. De plus si A(n, q) désigne
le nombre de séries formelles palindromiques dont le discriminant est de
degré 2n, alors

A(n, q) = O

(
q2n

nα
√

log 2n

)
avec α = 1− 1 + log log 2

log 2
si p ≡ 1 (mod 4)

et

A(n, q) = O

(
q2n
√
n

)
si p ≡ 3 (mod 4).

Démonstration du théorème 3. Posons g = f − [f ]. Alors

0 =
m∑

j=0

Aj([f ] + g)j

=
m∑

j=0

Aj

j∑

k=0

(
j

k

)
[f ]j−kgk =

m∑

k=0

( m∑

j=k

Aj

(
j

k

)
[f ]j−k

)
gk.

Soit

(1) Ck =
m∑

j=k

Aj

(
j

k

)
[f ]j−k.

Comme deg f > 0 alors degAkfk < degAm−1f
m−1 pour k < m − 1, et

par suite d’après (E), degAmfm = degAm−1f
m−1. Ceci donne deg f =
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degAm−1 − degAm et

f = −Am−1/Am −
m−1∑

j=1

lj

avec lj = Am−j−1/Amf
j . D’où

deg lj = degAm−j−1 + (j − 1) degAm − j degAm−1 < 0,

ce qui donne que [f ] = −[Am−1/Am].
Soit h = 1/(f − [f ]), alors la série formelle h vérifie l’équation

m∑

k=0

Cm−kh
k = 0.

Comme f est algébrique et degré m, alors h l’est aussi. Donc pour montrer
que h est de type (I), il suffit de montrer que degC1 > degCk pour tout
k ∈ {0, . . . ,m}\{1}. Comme [f ] = −[Am−1/Am], alors Am−1 = −[f ]Am+R
avec degR < degAm. D’après (1),

C0 =
m∑

j=0

Aj [f ]j =
(m−2∑

j=0

Aj [f ]j
)

+R[f ]m−1

et

C1 =
m∑

j=0

jAj [f ]j−1 =
(m−2∑

j=0

jAj [f ]j−1
)

+Am[f ]m−1 + (m− 1)R[f ]m−2.

Il est clair que degC1 = (m − 2) deg[f ] + degAm−1 et que degC0 ≤
(m− 2) deg[f ] + degAm−1. Comme degCk ≤ degAm−1 + (m−k− 1) deg[f ]
pour tout k ∈ {1, . . . ,m}, alors, pour tout k ∈ {1, . . . ,m} \ {1}, on a
degCk < degC1.

Application

Corollaire 1. Soient n ∈ N∗ et f une série formelle algébrique sur
Fq(X) vérifiant [f ] 6= 0 et Af q

n+1 +ABf q
n

+ 1 = 0, avec degB > 0. Alors
f = [a0; a1, . . .], où

as = (−1)sA(qsn−(−1)s)/(qs+1)Bq
sn

.

Preuve. Soit f0 = f , a0 = [f0], P0 = A, Q0 = AB, R0 = 0, S0 = 1 et
fs+1 = 1/(fs − [fs]). Alors d’après le théorème 3, fs est de type (I) et vérifie
l’équation Psf q

n+1
s +Qsf

qn

s +Rsfs + Ss = 0, avec

Ps+1 = Psa
qn+1
s +Qsa

qn

s +Rsas + Ss, Qs+1 = Psa
qn

s ,

Rs+1 = Qs + asPs, Ss+1 = Ps, as+1 = −
[
Qs+1

Ps+1

]
.
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A l’aide d’une récurrence simple sur s on montre que

Ps = A(1+(−1)s)/2, Qs = (−1)sA(1−(−1)s)/2A(qsn+(−1)sqn)/(qn+1)Bq
sn

,

Rs = 0, Ss = A(1−(−1)s)/2

et que

as = (−1)sA(qsn+(−1)s)/(qn+1)Bq
sn

.

Corollaire 2 ([1], théorème 6). Soit n ∈ N. Alors l’équation

f2n+1 +Qf2n + Pf + PQ+ 1 = 0

admet une racine unique dans F2((X−1)), et

f = [Q;Q22n
+ P 2n , Q23n

+ P 22n
, . . .].

Preuve. Il suffit de remarquer que la série formelle g = 1/(f −Q) vérifie

g2n+1 + (Q2n + P )g2n + 1 = 0

d’après le corollaire 1 : il suffit de prendre A = 1, B = Q2n + P et q = 2.

Démonstration du théorème 1. Ici, on donne l’équivalent du théorème
de Galois pour le cas quadratique sur Fq((X−1)). Il est clair que si f est
périodique alors f vérifie l’équation Qnf

2 + (Qn−1 − Pn)f − Pn−1 = 0, où
f = [a1; a2, . . . , at, a1] et Pn/Qn = [a1; a2, . . . , an]. On a alors degQn <
deg(Pn −Qn−1) = degPn et degPn−1 < degPn.

On suppose maintenant que f est de type (I) et vérifie Af 2 + Bf
+ C = 0. Alors f est ultimement périodique, donc f est de la forme f =
[a1; a2, . . . , at, ft+1], où ft+1 est une série formelle périodique. Soit f = f1 et
fn+1 = 1/(fn − an). Comme f est de type (I), alors d’après le théorème 3,
fn l’est aussi et vérifie l’équation Hnf

2
n +Knfn +Hn−1 = 0, avec H0 = C,

H1 = A, K1 = B, a1 = −[K1/H1], et

Hn+1 = a2
nHn + anKn +Hn−1,(2)

Kn+1 = 2anHn +Kn,(3)

an+1 = −[Kn+1/Hn+1].(4)

Soit Per(f) = Per(ft+1) = l. Alors Ht+j = Ht+l+j , Kt+j = Kt+l+j et
at+j = at+j+l, pour tout j ≥ 1. Ceci donne d’après la formule de récurrence
(2) pour Ht+l+2 et Ht+2 que

Ht = Ht+l.(5)

Par suite,

Kt+l+1 = 2at+lHt+l +Kt+l = 2at+lHt +Kt+l = Kt+1 = 2atHt +Kt,
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ce qui donne

(6) 2(at+l − at)Ht = Kt −Kt+l.

Soit alors

(7) Kt = [Kt/Ht]Ht +Rt = −atHt +Rt,

avec degRt < degHt, et

(8) Kt+l = [Kt+l/Ht+l]Ht+l +Rt+l = −at+lHt+l +Rt+l,

avec degRt+l < degHt. En remplaçant Kt+l et Kt par leurs expressions
dans (6), on obtient

(9) (at+l − at)Ht = Rt −Rt+l.
Comme deg(Rt − Rt+l) < degHt, (9) nous permet de dire que at = at+l
et Rt = Rt+l, ce qui donne d’après (5), (7) et (8), Kt = Kt+l et par suite
d’après les formules de récurrence (2), (3) et (4), Ht−1 = Ht−1+l, . . . ,H1 =
H1+l, Kt−1 = Kt−1+l, . . . ,K1 = K1+l et at−1 = at−1+l, . . . , a1 = a1+l, ce
qui montre que f est périodique.

Démonstration du théorème 2. Pour la démonstration de ce théorème,
on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1. Soit f une série formelle de type (I) vérifiant (E) : Af 2 +
Bf+C = 0. Alors f et −(f+B/A) sont les seules solutions de (E). De plus
si f = [a1; a2, . . . , an, a1 ], alors −(f +B/A) = [0;−an,−an−1, . . . ,−a1 ].

Preuve. Il est facile de vérifier que si f est solution de (E), alors
−(f +B/A) l’est aussi, donc on peut supposer sans perte de généralité que
[f ] 6= 0. Dans ce cas d’après le théorème 3, [f ] = −[B/A] = a1. Soit
Pn/Qn = [a1; a2, . . . , an]. Il est clair que

f = [a1; a2, . . . , an, f ] =
Pnf + Pn−1

Qnf +Qn−1
,

ce qui donne Qnf2+(Qn−1−Pn)f−Pn−1 = 0. On a Pn−1/Pn = [0; an, an−1,
. . . , a1] et Qn−1/Qn = [0; an, . . . , a2]. Posons h = [0;−an, . . . ,−a1 ] ; alors
h = [0;−an, . . . ,−a1 + h], ce qui donne −h = (Pn−1 −Qn−1h)/(Pn −Qnh)
et par suite h vérifie l’équation Qnh2 + (Qn−1 − Pn)h− Pn−1 = 0. Comme
f vérifie la même équation que h, elles sont conjuguées et par conséquent
h = −(f +B/A).

Suite de la démonstration du théorème 2. Soit f ∈ Fq((X−1)) de type
(I) vérifiant Af2 + Bf + C = 0. On peut supposer que [f ] 6= 0. Soit
f = [a1; a2, . . . , al, a1 ], f = f1 et fn+1 = 1/(fn − an). Alors d’après le
théorème 3, pour tout n ∈ N∗, la série fn est de type (I) et elle vérifie
l’équation

Hnf
2
n +Knfn +Hn−1 = 0
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où les suites de polynômes Hn et Kn sont définies par les relations de
récurrences données par (2), (3) et (4). La division euclidienne de Kn par
Hn donne Kn = −anHn+Rn avec degRn < degHn. Or (3) nous permet de
dire que Kn+1 = −Kn + 2Rn, ce qui donne que pour tout entier positif n,

(10) degKn = degB.

Comme f est de type (I), alors d’après le théorème 1, f est purement
périodique, donc d’après (10), la suite Wn = (Hn,Kn) l’est aussi et partage
la même période l que f . Soit t ∈ N ; alors Wt+l = Wt et Wt+l+1 = Wt+1.
Soit donc s ∈ N∗ le plus petit entier tel que Wt+s = Wt et Wt+s+1 = Wt+1.
Les formules de récurrences qui relient Hn+1 et Kn+1 à Hn, Kn, an montrent
que Ht+s+2 = Ht+2, Ht+s+3 = Ht+3, . . . ,Ht+2s = Ht+s, Kt+s+2 = Kt+2,
Kt+s+3 = Kt+3, . . . , et que Kt+2s = Kt+s. Ceci montre que s est la
période de la suite Wn = (Hn,Kn) et par suite s = l. Comme Hn 6= 0
et d’après (10), degHn < degKn = degB, le nombre de termes distincts
de la suite Wn est majoré par (qdegB − 1)qdegB . Alors le nombre de cou-
ples (Wn,Wn+1) distincts est majoré par (qdegB − 1)2q2 degB . Donc dans
les (qdegB − 1)2q2 degB + 1 premiers termes de la suite (Wn,Wn+1), on
trouve deux couples identiques (Wt,Wt+1) = (Wt+s,Wt+s+1), ce qui donne
l = s ≤ (qdegB − 1)2q2 degB . D’autre part, pour tout entier strictement
positif n on a deg an = degKn − degHn, et d’après (10), on déduit que
T (f) ≤ degB.

Démonstration du théorème 4. Pour la démonstration de ce théorème,
on a besoin de quelques lemmes.

Lemme 2. Soit q ≥ 2. Alors l’équation (E) : AY 2 + BY + C = 0 avec
A,B,C ∈ Fq[X] \ {0} et degB > degA,degC admet au moins une racine
f dans Fq((X−1)) telle que deg[f ] ≥ 1.

Preuve. Soient Hn,Kn et an les suites de polynômes définies par H0 =
C, H1 = A, K1 = B et a1 = −[K1/H1], Hn+1 = a2

nHn + anKn + Hn−1,
Kn+1 = 2anHn + Kn et an+1 = −[Kn+1/Hn+1]. Il est clair que les termes
Hn+1,Kn+1 et an+1 ne sont définis que si Hn 6= 0. Pour cela, on suppose
que Hn 6= 0 pour n ≤ m. Soient P0 = 1, Q0 = 0, Pn/Qn = [a1, . . . , an] et

Un = AP 2
n +BPnQn + CQ2

n,

Vn = 2PnPn−1A+ (PnQn−1 +QnPn−1)B + 2QnQn−1C.

Montrons que pour tout n ∈ {1, . . . ,m},
Un = Hn+1,(αn)

Vn = Kn+1.(βn)

Les propriétés (αn) et (βn) sont vraies pour n = 1. On les suppose vraies
pour n < s ≤ m. Alors en utilisant le fait que pour tout s ∈ N, Ps =
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asPs−1 + Ps−2 et Qs = asQs−1 +Qs−2, on aura

Us = A(asPs−1 + Ps−2)2 +B(asPs−1 + Ps−2)(asQs−1 +Qs−2)

+ C(asQs−1 +Qs−2)2

= a2
s(AP

2
s−1 +BPs−1Qs−1 + CQ2

s−1) + (AP 2
s−2 +BPs−2Qs−2 + CQ2

s−2)

+ as(2APs−1Ps−2 +B(Ps−1Qs−2 +Qs−1Ps−2) + 2CQs−1Qs)

= a2
sHs + asKs +Hs−1

= Hs+1.

De même

Vs = 2(asPs−1 + Ps−2)Ps−1A+ 2(asQs−1 +Qs−2)Qs−1C

+ ((asPs−1 + Ps−2)Qs−1 + (asQs−1 +Qs−2)Ps−1)B

= 2as(P 2
s−1A+ Ps−1Qs−1B +Q2

s−1C) + 2Qs−2Qs−1C

+ 2Ps−2Ps−1A+ (Ps−2Qs−1 +Qs−2Ps−1)B

= 2asHs +Ks

= Ks+1.

Il est clair maintenant que si An 6= 0 pour tout n ≤ m, alors

A

(
Pm
Qm

)2

+B

(
Pm
Qm

)
+ C =

1
Q2
m

Am+1.

• S’il existe m ≥ 1 tel que An 6= 0 pour tout n ≤ m et Am+1 = 0, alors

A

(
Pm
Qm

)2

+B

(
Pm
Qm

)
+ C = 0,

ce qui donne que (Pm/Qm) = [a1; . . . , am] est solution de (E).
• Si An 6= 0 pour tout n ∈ N, alors on considère la série formelle f =

lim(Pn/Qn) = lim[a1; . . . , an], et par conséquent

Af2 +Bf + C = limA

(
Pn
Qn

)2

+B

(
Pn
Qn

)
+ C

= lim
1
Q2
n

An+1

= 0 (car pour tout n ∈ N, degAn < degB).

Lemme 3. Soient q ≥ 3 et Q un polynôme dans Fq[X]. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) degQ est pair et σ(Q) est un carré parfait.
(ii) Il existe deux couples distincts (T, S) ∈ Fq[X]2 tels que deg T > degS

et Q = T 2 − S.
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Preuve. (i)⇒(ii). Soit % une racine carré de σ(Q). Posons

Q =
2n∑

k=0

αkX
k, α2n = %2,

T% =
n∑

k=0

βkX
k, βn = %.

Dire que deg(Q− T 2
% ) < deg T% signifie pour tout k ∈ {n, n+ 1, . . . , 2n},

(11)
∑

0≤i≤j≤n
i+j=k

(2− εij)βiβj = αk,

où εij vaut 1 si i = j et 0 sinon. Si on suppose les βt connus pour s ≤ t ≤ n,
alors on sait déterminer d’une manière unique βs−1 si s > 0. En effet, d’après
(11),

2βs−1 = αn+s−1 −
∑

0≤i≤j<n
i+j=n+s−1

(2− εij)βiβj ,

or d’après notre supposition, tous les βi, βj sont connus dès que 0 ≤ i ≤ j
< n et i+ j = n+ s− 1, ce qui détermine entièrement les coefficients de T%
en fonction de ceux de Q. L’existence de deux couples (T, S) vérifiant (ii)
vient du fait que si σ(Q) est un carré parfait ∈ Fq, alors les seules racines
carrées de σ(Q) sont % et q − % et par conséquent (T%, S%) et (Tq−%, Sq−%)
sont les seuls couples vérifiant (ii).

(ii)⇒(i). Il est clair que degQ = 2 deg T et que σ(Q) = σ(T 2) = σ2(T ).

Suite de la démonstration du théorème 4. Soit Q un polynôme de degré
pair et σ(Q) est un carré parfait. Alors d’après le lemme 3, il existe T, S ∈
Fq[X] tels que deg T > degS et Q = T 2−S. D’après le lemme 2, l’équation
(F) : SY 2 + 2TY + 1 = 0 admet au moins une racine g dans Fq((X−1))
telle que deg[g] ≥ 1. Soit donc f = T + 1/g, qui vérifie l’équation f 2 =
T 2 − S = Q. Comme Q n’est pas un carré parfait dans Fq[X], alors d’après
le théorème 2, toute racine carrée f de Q vérifie

Per(f) ≤ (qdeg T − 1)2q2 deg T < q2 degQ

et
T (f) ≤ deg T = 1

2 degQ.

Corollaire 3. Soient q ≥ 3 et A,B,C ∈ Fq[X]. Soient ∆ = B2−4AC
et (E) l’équation algébrique AY 2 +BY +C = 0. Alors (E) admet au moins
une solution dans Fq((X−1)) si et seulement si deg∆ est pair et σ(∆) est
un carré parfait.

Preuve. Il est clair que si deg∆ est pair et σ(∆) est un carré parfait,
alors d’après le théorème 4, ∆ admet une racine carrée δ ∈ Fq((X−1)).
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On vérifie facilement que les séries formelles (−B ± δ)/(2A) sont les seules
solutions de (E).

Réciproquement, si f est une solution de (E), il est clair que l’on a ∆ =
(2Af+B)2, ce qui donne que deg∆ est pair et que σ(∆) est un carré parfait.

Par la suite ∆ désigne le discriminant de la série formelle quadratique
solution de (E).

Un nombre réel x est dit quadratique s’il est irrationnel et vérifie une
équation du type ax2 + bx + c = 0 avec a, b, c des entiers relatifs premiers
entre eux. On note par la suite ∆(x) = b2 − 4ac le discriminant de x.
Lewittes [6] a montré les deux théorèmes suivants :

Théorème. Soit x un nombre réel quadratique. Alors les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) x est palindromique.
(ii) Norme(x) = −1.
(iii) ∆(x) est la somme de deux carrés.

Théorème. Soient A(n) l’ensemble des nombres quadratiques x dont le
discriminant ∆(x) égal à n et w(n) le nombre de facteur premier de n. Si
16 |n ou si n admet un facteur premier ≡ 3 (mod 4), alors A(n) = 0. Si
tout facteur premier de n ≡ 1 (mod 4), alors A(n) = A(4n) = 2w(n)−1 et
A(8n) = 2w(n).

Cela donne dans le cas des séries formelles le théorème 5 :

Démonstration du théorème 5. Soit f une série formelle palindromique.
Alors elle est de type (I), donc elle vérifie une équation de type Af 2 +
Bf + C = 0 avec degB > degA,degC. D’après le lemme 1, si f =
[a1; a2, . . . , an, a1 ], alors (f + B/A)−1 = [an; an−1, . . . , a1, an ]. Puisque f
est palindromique, on a f = (f + B/A)−1. D’autre part si A(n, q) est le
nombre de séries formelles palindromiques dont le degré du discriminant est
égal à 2n, alors A(n, q) est majoré par B(n, q), le nombre de représentations
des polynômes de degré 2n sous la forme de la somme de deux carrés dont
le degré ≤ n. Mireille Car [2], [3] a donné une formule asymptotique de
B(n, q), à savoir : si p ≡ 1 (mod 4), alors

B(n, q) = O

(
q2n

nα
√

log 2n

)
avec α = 1− 1 + log log 2

log 2
,

et si p ≡ 3 (mod 4), alors

B(n, q) ∼ a q
2n
√
nπ

avec a =
∏

P∈I
(1− q−2 degP )−1/2

et I est l’ensemble de polynômes unitaires et irréductibles dans Fq[X].
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