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Approximations rationnelles des valeurs
de la fonction Gamma aux rationnels : le cas des puissances

par

TANGUY RIvOAL (Saint-Martin-d’Heres)

1. Introduction. Le but de cet article est de présenter des suites de
nombres rationnels qui convergent rapidement vers le nombre I'(a/b)?, pour
n’importe quel rationnel a/b € Z donné, b > 1, et dont les séries génératrices
sont des G-fonctions. Dans la suite, on supposera que 0 < a/b < 1 (ce qui
ne fait rien perdre en généralité) mais pas que (a,b) = 1 (hypothese inutile
qui ferait d’ailleurs perdre en généralité).

Posons

(sn)12(tn)1? T (%)
(rn)! 2im

% S (T)rn I'(z)
_ —b B b

4 (% - Sn)anrl(zT - Sn)anrl(%)tn bxF(%)
ou les parametres n,r,s,t,3 sont des entiers positifs, avec s > 1 et avec
0 < B < b. Par définition, (@), = a(a+1)--- (o +m — 1). Le lacet €
entoure dans le sens direct les zéros du polynéme (en x)

<”f‘a_sn> (m_n>
b sn+1 b sn—i-l’

c’est-a-dire les entiers a + kb et b+ kb, k = 0,..., sn, et il n’entoure aucun
autre pole de I'intégrande, i.e., aucun provenant de F(a:)/(F(a:/b)b(x/b)tﬁ)
Comme [ < b, les seuls autres poles possibles de 'intégrande sont parmi les
poles de I'(z) aux entiers négatifs.

(1.1) I, =

dzx,

La forme de l'intégrale I,, est motivée par certaines intégrales apparais-
sant dans l'interpolation rationnelle des fonctions méromorphes, telles que
la fonction zéta d’Hurwitz > o2, 1/(n+ x)® (voir [13]). Dans le cas présent,
on utilise la fonction I'(z)(b*I'(x/b)?) mais I’aspect “interpolation” ne sera
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pas développé ici. Le point essentiel est que I, est une forme linéaire en 1
et I'(a/b)® & coefficients rationnels. Pour définir ceux-ci, posons

S (=1)5 kL Lo (kb +rn+a — 1)!
e 350 (o) )

2 e\ k (rn) kP
" (sn)! kb (tn)!P
(b=snt§ = Doir () (+ )

et

s (1R fsn (bk + 145 — 1))
= k (rn)!k!®

" (sn)! (tn)!8
(k —sn+ 1- %)sn—‘rl (k + 1)?71

Le résultat principal de cet article est le suivant.

THEOREME 1.1. On se place a priori dans les conditions ci-dessus.

(i) On a
a b a b
I, = an(b) —Dn € QF<b> + Q.

(ii) Supposons que 2s + St > r. Si bt <1 ou si [bt =1 # 0 et § # b),
alors

tﬁt 2s bro — )"
limsup L[V < — LS00 )"
00 r7(zg — t)Pt(xo + )28

ot xo est l'unique solution réelle > r/b de l’équation algébrique
b
(z + 5)? <a: - Z) — 2Pz — )P =0.

(iii) Supposons que 2s + Bt > r et que bt < r. Alors

tﬁts%(r + bxq)"
(s — x1)25(t + 21)Pt

: 1/n
I 1P

= lim |g|V/" = > 1,
n—-+00

ot x1 est l'unique solution réelle dans |0, s[ de ’équation algébrique

b
(s — x)? <x + Z) — 2P 4P =o.

(iv) Pour tout entier n > 0, un dénominateur commun de p, et q, est

. pbtbn b &
D, :=b dbsn+bfadbsn+adb(s+t)n+af1’

ot dy, := ppem(l, ..., n).
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(v) Les suites (pn)n>0, (qn)n>0 €t (In)n>0 vérifient une méme récur-
rence linéaire d’ordre fini a coefficients dans Z[n] (qui dépend du
choiz des parametres).

REMARQUES 1.2. (a) Les points (iii), (iv) et (v) impliquent que les séries
YonsoPnz" €t Y <o anz" sont des G-fonctions, solutions d’une méme équa-
tion différentielle. (Voir la fin de cette introduction pour plus de détails
A ce sujet, ainsi que la note (?).) Pour cela, on utilise (iv) sous la forme
lim,, Drl/" — pbeb(b+1)s+Bb(s+t)

(b) 1l ne semble pas facile de déterminer si limsup,, |I,|"/™ < 1 sous les
conditions de (ii) bien que cela soit le cas sur de nombreux exemples.

1/n

On présente maintenant une application du théoreme précédent, qui cor-
respond & un cas ou xg et x1 sont facilement explicitables.

COROLLAIRE 1.3. Sir=b,s=2,t=1¢et 3=0b—2, alors

b
_ onli+o(1) @\ _ Pl 1 __ 1
avec
44 V17)? log(1
Q.= LOEVIT it 00061 et poom 1+ 2800 © 1 ug303,
(7 — V174 log(Q)

REMARQUE 1.4. On ne peut pas déduire l'irrationalité de I'(a/b)? du
corollaire [L.3| car p, et ¢, ne sont pas des entiers et leur dénominateur
commun est trop gros. Le choix le plus simple possible r =t =0, s = 1
n’est pas couvert par le théoreme (ii). Dans ce cas particulier, on montrera
dans la partie [5{1a majoration I, = O(n%?%2), dont découle déja un résultat
non trivial :

b
_ gn(1+o(1)) ay" _pof__ 1
(1.2) gn = 4 ot ‘r(b) s o

Il est possible de donner explicitement les récurrences vérifiées par
(Pn)n>0 €t (gn)n>0 pour tout choix de a,b,r,s,t, 5 de tailles raisonnables.
On en présente quelques-unes dans la partie 6, dont la suivante prouvée dans
la sous-partie [6.2

THEOREME 1.5. Posonsr =t=0, s =1 et a/b=1/3. Alors les suites
(Pn)n>0 et (qn)n>0 vérifient toutes les deux la récurrence d’ordre 2
3(n +2)(27n% 4 36n + 13)(3n + 4)3up 0=
(10935n5+801901° +-238545n* +368550n3 +312552n2 +138648n-+25408) 1 1
—162n(2n + 1)(27n% + 90n + 76)(n + 1)2u,,,
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avec pour valeurs initiales po = 1/2, p1 = 93/10 et qo = 1/9, ¢1 = 13/27.
Cette récurrence se traduit par la fraction continue irréguliére

1\° _ 9/2| A0)BQ) A(n)B(n +1)
p<3> _ o _

~[c [ em Clnt1) 7
avec

A(n) = 3(n +2)(27n? + 36n + 13)(3n + 4)°,

B(n) = 162n(2n + 1)(27n* + 90n + 76)(n + 1),

C(n) = 10935n° + 80190n° + 238545n*
+ 368550n° + 312552n% + 138648n + 25408,

dont les réduites p,/q, convergent vers I'(1/3)3 en 4=(1F0(1)

Il est naturel de se demander si ces résultats peuvent servir a prouver
I'irrationalité des nombres I'(a/b)?, dont on ne sait pas grand chose & ’heure
actuelle en dehors de la transcendance de I'(1/2)? = &, I'(1/3)3, I'(1/4)*
et les valeurs que 'on obtient en appliquant les équations fonctionnelles a
ces trois nombres @ Comme les rationnels p,, et ¢, ne sont pas des entiers,
il faudrait montrer que D, I, — 0. Malheureusement, I’expression obtenue
pour D,, semble interdire cette possibilité mais il reste toujours la possibilité
que I, soit plus petit que la borne obtenue dans le théoreme (ii) et que
D,, soit surestimé.

La construction donnée ici présente un intérét théorique dans le contex-
te des suites de G-approximations rationnelles d’un réel. Par cela, on peut
entendre deux choses :

— ou bien des suites de rationnels (an)n>0 €t (bp)n>0 telles que ay /by,
— « pour un certain réel a et ) o a,2" et Y -;bp2" sont des

G-fonctions @,

— ou bien des suites de rationnels (an)n>0 €t (bn)n>0 telles que |b,| —
+00 et bya—a, — 0 pour un certainréel et Y~ anz™et > ~;b,2"
sont des G-fonctions.

L’ensemble des nombres « qui vérifient la seconde possibilité est a priori
plus restreint que celui des nombres qui vérifient la premiere. En plus des

(*) On sait en fait que 7, e™, I'(1/4), respectivement , e”ﬁ, I'(1/3), sont algébrique-
ment indépendants sur Q. C’est une conséquence du théoréme de Nesterenko [I1]. On sait
aussi que I'(1/3) et I'(1/4) ne sont pas des nombres de Liouville [6].

(*) Rappelons qu’une série F/(2) = Y, o, unz" € Q[[z]] est une G-fonction si (un)n>0
a une croissance au plus géométrique et est solution d’une récurrence linéaire d’ordre fini &
coefficients dans Z[n], et si la suite d’entiers (D, )n>0 vérifiant Dyu; € Z pour j =0,...,n
a une croissance au plus géométrique. Les deux premieres conditions signifient que le rayon
de convergence de F' est non nul et fini, et que F' est solution d’une équation différentielle
linéaire & coefficients polynomiaux. Voir [2, Chapitre 1].
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nombres log(2), ((2) et ((3), pour lesquels la seconde possibilité est vérifiée
depuis Apéry, elle est vraie pour ((4) (Cohen et Rhin [7]) et pour la constante
de Catalan G (Zudilin [18]). Fischler et 'auteur I'ont également vérifiée pour
une tres large classe de nombres algébriques réels (voir [9, partie 6]). Grace
au corollaire elle est donc également vraie pour I'(a/b)’. Or tous ces
nombres sont des périodes au sens géométrique du terme (voir [3, partie
III]). Devant tous ces exemples (parmi beaucoup d’autres, voir [I], [I7]), on
peut se poser les questions suivantes : Est-ce que toute période admet des
G-approzimations rationnelles ? Réciproqguement, les réels admettant des G-
approzrimations rationnelles peuvent-ils étre décrits a l'aide des périodes ¢
Cette question a naturellement sa place dans la “philosophie des périodes”
développée par Kontsevich et Zagier [10].

11 est fortement suspecté que les nombres I'(a/b), a/b € Q\Z, ne sont pas
des périodes (voir [3], p. 212]) mais les remarques précédentes ne signifient pas
qu’on ne trouvera pas d’approximations de I'(a/b) issues d’une récurrence
linéaire d’ordre fini & coefficients polynomiaux @ Aptekarev et ses collab-
orateurs [4] ont récemment obtenu une telle récurrence d’ordre 3 pour la
constante d’Euler . Cependant, le dénominateur des solutions rationnelles
(un)n>0 de cette récurrence croit comme une puissance de n! et Zn>0 Up 2"
n’est donc pas une G-fonction. L’auteur [14] a obtenu un résultat similaire
pour v + log(z) pour tout rationnel x > 0. Les auteurs de [10] estiment que
~ n’est probablement pas une période et on peut raisonnablement penser
que c’est aussi le cas du nombre 7 + log(z) pour n’importe quel rationnel
x> 0.

Enfin, terminons avec la remarque suivante. On montrera que sous la
condition 2s +t > r et pourvu que n soit assez grand, on a

it (@) = (=D)F(n)”
I, = (-1) +1F<b) > eI

k=rn _E)tn
(k‘ —rn+ 1)7% (sn)!Z
(rn)! (HTa)snnLl(%)anrl

Cette série présente une grande ressemblance formelle avec celle utilisée
dans [B, 12] (sauf les facteurs de symétrie very-well-poised) afin de mon-
trer lirrationalité d’une infinité de valeurs de la fonction zéta aux entiers
impairs. On peut donc espérer qu'une généralisation adéquate de I, per-
mettra d’obtenir de nouveaux résultats concernant la nature arithmétique
des nombres I"(a/b)®.

(*) L’auteur a d’ailleurs construit de telles approximations dans [15]. La méthode est
totalement différente de celle présentée ici et est beaucoup plus dans esprit de [4] [14].



352 T. Rivoal

2. Une construction générale. On remplace provisoirement rn, sn, tn
par des entiers quelconques 7, s,t > 0. Posons

I=1(rs,t,0;a,b)
_F@fg (2), I(z)

= dx
) z—a T— T - z\b
2im % ( b 8)s+1( bb - 3)s+1(3)f b F(E)

avec 0 < 8 < b. Le lacet ¥ est défini comme dans 'introduction.
On se servira de diverses propriétés classiques de la fonction Gamma,
telles que :

T
@+r) =@ I@), DI -2)= o
(La seconde identité est connue comme la formule des compléments.)

LEMME 2.1. Dans les conditions décrites ci-dessus, on a

b
IeQ+Qr (Z) )
Démonstration. Par le théoreme des résidus, on vérifie sans difficulté que
s b
(e
1= (1t (kb + b),I"(kb+ b) ; (%) :
— k(s — k) (k—s— ¢+ 1), (k+ 1) p0rok I'(k+1)
s a\b
_ Z(_l)skarl (kb + a)rf(kb + CL) F(g) )
r Bl(s = RNk = s+ § = 1)y (B o+ )0 Pkt 9)]

La premiere somme est dans QI'(a/b)? et on peut I’écrire sous la forme
simplifiée QI'(a/b)® avec

(2.1) Q=Q(rs,t,0;a,b)

1 g btk [ (kb+b+7r—1)!
— (_1)5 kb b bk( > - )
S!kZ:O k (k—s—g—i—l)sﬂk!b_ﬁ(k—l-t)!ﬁ

On peut écrire la seconde somme comme
(2.2) P = P(r,s,t,0B;a,b)

1 ¢ k1 —a—bk [ S (kb+a+r—1)!
::72(_1)3 kJrlb a bk( > =3 7
et F (k=s+5 1)1 (8)  (5)ise

qui est dans Q.
On a donc bien obtenu

b b
I:QF(Z) —Pe@F(Z) +Q

comme annoncé. m
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On prouve maintenant une expression de I'intégrale I sous forme de série,
qui sera plus maniable pour les majorations futures.

LEMME 2.2. Supposons que 2s + 3t —r — (b—1)/2 > 1. Alors,
b o0 k
a (—b) (k—r+1),
(2.3) I= (—1)T+1F<> Z b ita Teth
b k—r k‘F(—%) (_%)tﬁ (%)s—i—l(%)s—l—l

Démonstration. Notons T = bN + 1/2 pour tout entier N > 0. On
considere l'intégrale

arb
=10

S (2), I'(z)
2 (5= 9, (55 =) () 0 (3)

ou Z est le contour rectangulaire de sommets +7 4+ ¢7", T' > 0. Pour sim-
plifier, on note f l'intégrande de J(7T') :

a\’ (2)r I'(z)
fw=r(%)
<b> (%—8)8+1(%_17—8)8+1( ) b$F( )

Comme les poles de f aux entiers négatifs sont ceux de I'(z) (qui sont
simples, avec résidu (—1)*/k! au point —k), on a

(7]

J(T) = I+ Res,— 4(f(2)),

k=r
pourvu que T soit assez grand (ce que 1’on supposera) pour que les autres
poles de f aux entiers a + kb et b+ bk, k =0, ..., n, aient une contribution
égale a I.
On vérifie immédiatement que
b
(—ka(g) (=F)r
k+b
D (=5) (=), (55 = 9)a (557 — 9)o
_ V”WF@) (k—r+1),
B B [kt k+b :
R (-5)° (=57 (559) 0 (5 o1

Donc le lemme revient & montrer que J(T') tend vers 0 quand T tend vers
+oo puisqu’alors on obtient I'identité attendue (2.3) :

— Rese—i(f()).
k=r

Pour cela, on décompose J(T') en la somme des quatre intégrales sur
les quatre cotés de Z. Les intégrales sur les trois cotés [-T — T, T — iT],
[T —iT, T+ iT) et [T +iT,—T +iT] se traitent simultanément. On utilise

Resp—x(f(x)) =
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la formule de Stirling sous la forme

I'(z) =2%e 721 /2 (1+ O(1/]z])),

avec |arg(z)| < m et la branche principale du logarithme, afin d’obtenir
I'(z)

bl (z/b)b

ot la constante implicite ne dépend pas de T. L’intégrande f(x) vérifie donc

< || O=1/2,

()] < T2s4Bt—r—(b-1)/2

sur les trois cotés en question. Les trois intégrales correspondantes tendent
donc vers 0 pourvu que 2s + 8t —r — (b—1)/2 > 1, ce qui est la condition
de I’énoncé.

Sur le co6té C = [T +iT,—T — ¢T], on ne peut pas utiliser la formule
de Stirling car on sort du secteur angulaire |arg(z)| < 7. Pour contourner
ce probleme, on remarque tout d’abord que

P _ sin(rg)” bor(-3)
bxf(%)b m=lsin(rz) I'(1—x)

i

ce qui découle d’une double application de la formule des compléments.
Lorsque la partie réelle de = est négative, ce qui est le cas sur le coté C, la
formule de Stirling montre que

bor(l— ) 1 1
d < :
-z |z|(0-1)/2 T(—-1)/2
On vérifie de plus que pour tout x = —T + iy € C, on a

sin(mz) = (—1)"N*1i cosh(my),

sin <7r 3;) = (_1)N(€—i7r/2be—7ry/b _ ei7r/2be7ry/b).

1l vient donc que |sin(wz)| > €™l et |sin(ma/b)| < e™¥I/P, Aot

sin(w%)b

’ = 0(1)

sin(mz)

sur C, indépendamment de T'. Finalement, on a

|f(2)] < T2s+Bt—r+(b—1)/2

et l'intégrale sur C tend vers 0 quand T' — 400 pourvu que 2s + Gt — r +
(b—1)/2 > 1, ce qui est plus faible que la condition de I’énoncé.
Ceci termine la démonstration du lemme 2.2 =



Approzimations des valeurs de Gamma auz rationnels 355

3. Démonstration du théoréme On se replace maintenant dans
le contexte du théoreme et 'on remplace r par rn, s par sn et t par
tn, ou n,r,s,t sont des parametres entiers. (En fait, on pourrait méme se
contenter de demander que r, s, t soient des rationnels et n un entier tels que
rn, sn,tn soient des entiers.)

3.1. Démonstration de (i). L’intégrale I, définie en (1.1]) s’écrit

(sn)1?(tn)1P
(rn)!

b
a
I, = an(b) — Pn,

Dy = (sn)1?(tn)1?
(
)

I, = I(rn,sn,tn,(3;a,b),

si bien que

avec
rn)' P(Tn,sn,tn,ﬁ;a,b),

~ (sn)?(tn)?
In = (rn)!

ou les rationnels P et @) sont définis en (2.2]) et (2.1)) au cours de la preuve
du lemme Ceci prouve le point (i) du théoreme

Q(rn, sn,tn, B;a,b),

3.2. Démonstration de (ii). Puisque 2s+ 5t —7r > 0, 'inégalité 2sn +
Btn —rn — (b—1)/2 > 2 est vérifiée pour n assez grand (ce que I'on peut
supposer ici) et donc, grace au lemme on déduit que

b > —bYe(tn)1B
I, = (_1)rn+11—1(a> Z ( b)k (tn)
b k=rn k'F(_B ( )
(k—rn+1)m, (sn)!?
(’FTL)' (%)sn—i-l (%)sn-{-l
On remarque tout d’abord que
(=b)F@n)” (=b)*(tn)!”

HO(=)" (=)0 RO(=E)"0(F +m)”
sin7(tn — A (sin(—m b—p
=:unﬂﬁc—mk( (t kﬂﬁ) ( ( k/@)

7T T
ra+5""ra+%—wm)’
k! '

X
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(De nouveau, on se sert de la formule des compléments.) Donc

b pkitn)18 k\b=B E_40\P
|In|§F<Z> Zb(m). F1+5)"7"r1+%—tn)

k!

L(k+1) (sm)P 1 (552) T (552)
(rn)!0(k —rn+1) I(52 4+ sn+ 1)1 (52 + sn+ 1)
La série a droite, que 'on note J,, étant a termes positifs et grace a la
formule de Stirling (qui s’applique & I'(1 + k/b — tn) car on suppose que
k > rn > btn), on peut appliquer la méthode de Laplace discrete @ pour
déduire que
pT ot h— (z/b—t) p)=(b—B+2)/b 25
VSN €l e a0
T>T 7«7‘(1, )z T($/b—|—8) (z/b+s)
bbxtﬁt<$— )ﬁ(:p t) px(b—B+2) ¢2s
< ’I”T(b.ill‘ _ T)br—r(x 4 8)2(z+s) >

k=rn

(3.1)

n—-+o0o

= Imax
x>r/b

(Voir par exemple la seconde preuve du lemme 3 de [5] dans un contexte
treés similaire.) On note g la fonction de z sur la seconde ligne de (3.1)).
Pour déterminer les points critiques de g dans |r/b,4+o0[, il est plus facile
de déterminer ceux de log(g) puisque

9@ _ oalaV (2 = lo b (z — t)Bad—P+2
T — Gowto)) (@) = tox ()

Ceci conduit a résoudre I’équation algébrique

(x+s)° (:c - Z)b —(z—t)fat P2 =0

dont les solutions sont exactement les points critiques de g. On va montrer
un peu plus loin que cette équation a exactement une seule solution réelle
xo > r/b. Un rapide calcul montre alors que

tPts25 (brg — r)"
r(zo — t)Bt(xg + 5)28’

g(wo) =

et donc que
lim sup |I,,|'/™ < hm JHM = g(x0).

n—-+o00

Il nous reste & montrer que le polynéme (z+5)? (z — %)b— (z—1t)Bab=0+2
s’annule une seule fois dans Uintervalle |r/b, +00[. Pour simplifier, on pose
u = r/b. Puisque = > r/b > t > 0, il est équivalent de montrer que la

(*) Cette méthode demande que le ou les extrema soient atteints en des points de
Pintervalle ouvert |r/b, +0o[. C’est bien le cas sous les hypothéses du théoréme ii).
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fonction rationnelle
(z + 5)%(x —u)®
(;(; — t)ﬁxb—,@-f—Q

R(z) :=

prend une seule fois la valeur 1 sur |r /b, 400 dans les conditions du théoreme.
(Au passage, on note que c’est manifestement faux lorsque u =t et § =0
car alors R(x) = (z + s)?/22.) On vérifie que

2s 4 Bt — 1
R)—14 2F002r +O<2)
T x
lorsque * — 400, et donc que f(z) > 1 pour tout x assez grand puisque
I’on a supposé que 2s + Gt —r > 0.
On suppose dans un premier temps que v > t. On a

R'(z) 2 b B b-p+2 p(x)
R(x) x+s w—u zx—t x (x4 s)(z—u)(z—t)x’
ou p(x) = —(2s + ft — r)x? + --- est un polynome de degré 2. Comme

p(u) = bu(u + s)(u —t) > 0 (par 'hypothese u > t) et lim; o p(z) = —00,
p s’annule une et une seule fois sur 'intervalle |u, +00[. Puisque R(u) = 0 et
R(x) > 0 pour & > u, on déduit de tout ce qui précede que R est croissante
sur un certain intervalle [u, ], puis décroissante sur [«, +00[. Comme elle est
> 1 a partir d’'un certain rang, il suit que R prend une seule fois la valeur 1
sur l'intervalle |u, 4o00].

Supposons maintenant que u =t # 0 et 3 < b. On a

R(z) 2 +b—ﬁ_b—ﬂ—l—2_ p(x)
R(x) x+s x—t x (w4 s)(x—t)z’
ou p(z) = —(2s + ft — bt)x + (b — Bs + 2)ts s’annule en
_ (b—p+2)ts
25+ Bt —bt

(L’inéquation X > u équivaut a (b— (3)s > —(b— ()¢, qui est manifestement
vraie sous la condition b # (3.) On conclut alors comme dans le cas précédent.

3.3. Démonstration de (iii). On donne la preuve pour (¢,)n>0 et on
laisse le soin au lecteur de 'adapter dans le cas de (py)n>0. Rappelons que

L= (1R fen (b + 4+ b — 1)
=2 g | k1 (rn)!

(sn)!I'(k—sn+1—%) (tn)!PI(k 4 1)°
r'(k+2-9%) T(k+tn+1)8"
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Par la formule des compléments,

a m
F(k—3n+1— b) B F(sn—k+%)sin7r(sn—k+%)
(_1)sn—kﬂ.

F(sn —k+ %) sin(w%)

et donc

™ o (sn (bk +rn+b—1)!
k k1P (rn)pbk+o
k=0

" (sn)! (tn)8T(k 4 1)8
Nk+2-9I'(sn—k+%) I'(k+tn+1)8"
On observe maintenant que ¢, est en fait une somme de termes positifs (au
facteur constant 7 /sin(mwa/b) pres), en utilisant ’hypothese que 0 < a/b < 1
pour le terme I'(k+2—a/b)I'(sn — k+a/b). Grace a la formule de Stirling,
on peut de nouveau appliquer la méthode de Laplace discréte (modulo la
remarque faite en note (*)), qui nous donne

lim |g ‘1/” = max | — s> (T+bx)T+bx ¢t g0
n—too 0<o<s \ bPT 22 (g — g)205—2)  gbepr (g4 )8+ )

Notons h(z) la fonction dont on cherche le maximum. Pour déterminer les
points critiques de h dans [0, s], il suffit de déterminer ceux de log(h) puisque

W(z) ooy 1o (s =) (r + ba)
Wz) (log(h))'(z) = IOg(bbzb,BJrQ(x + t)ﬁ)'

Ceci conduit a résoudre I’équation algébrique
(s — x)2(z + 7/b)’ = 22 P+2(z 4 1)P

pour z € |0, s[. On procede alors comme pour I’étude de la fonction R au
cours de la preuve du point (i) du théoreme en étudiant les variations
de la fonction rationnelle S(x) := (s — z)?(x + r/b)?/2P=P+2(x + )% afin
de montrer qu’elle prend une seule fois la valeur 1 dans l'intervalle |0, s[.
Clairement, S(z) > 0 sur I'intervalle |0, s| avec limg S(x) = +oo et S(s) = 0.
De plus,

S'(x) 2s b b—03+2 g o(x)

S@)  s—z z4rb p i+l 2—2) @t O)@trb)

ott o(z) = —(25 + Bt —r)z® + - -+ est un polynéme de degré 2 tel que
o(—t) = pt(t+s)(r —bt) > 0,
o(0) = —rst(b—F+2) <0,
o(s)=—s(s+t)(bs+r)<0
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et

lim o(z) = —o0.
z—+o00

L’ensemble de ces propriétés de o implique que o ne s’annule pas dans [0, s]
et qu’elle est donc < 0. Il s’ensuit que la fonction S est décroissante et elle
prend une seule fois la valeur 1 en un point que l'on note x1. Un rapide
calcul montre alors que

tﬂtsgs(r + bxy)"
(s — x1)25(t + 21)Pt”

Il faut maintenant montrer que l'on a h(z;) > 1. Pour tout = € [0, s],
définissons la fonction

h(z1) =

tﬂts%’br(x +7r/b)"
r(x +t)Pt(s — x)2s’
de sorte que H(z1) = h(z1). Comme H(0) =1 et lims H(z) = 400, il nous
suffit de montrer que H est strictement croissante sur [0, s[. On constate que
H'(z) r Bt 2s —o(z)

H(x) x+r/b_x+t+5—x C(x—r/b)(z+t)(s — )

donc H'(x) > 0 sur [0, s[, ce qui termine la preuve du point (iii).

H(x) =

3.4. Démonstration de (iv). On va obtenir une estimation distincte
des dénominateurs de p, et ¢,. L’expression proposée d’'un dénominateur
D,, suit immédiatement.

LEMME 3.1. On a

bb+b8n dbsn+bfadﬁ

(s+t)nqn €z

et

b b
bt Sndbsn+b—adbsn+ad§(s+t)n+a—1pn
&)

(s+t)n’

€ Z.

B
b(s+t)n+a—1’

Démonstration. On commence par traiter le cas de ¢g,. On a

B sn _1\sn—kp—b—bk SN (k‘b +b+rn— 1)|
(32) o= kzo( 1)k ( ' ) e
(sn)! (tn)!?
(k —sn—g+ 1)sn+1 (k+ 1)tﬁn

Lorsque t = 0, on peut remplacer d respectivement d par 1.

X

Comme b — 1 > 0, il est clair que
(kb+b+rn—1)!
(rn)!k!b
puisque c¢’est un multiple entier d’un coefficient multinomial.

€ Z,
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Par ailleurs,
(tn)! i (=) ()
(k+ 1), = k+j
et donc, puisque k varie de 0 a sn, on voit que
3 (tn)\?

——— € Z.

Sit=0,ona (tn)!/(k+ 1), = 1 et le dénominateur cherché est seulement 1
De méme,

(sn)!
(k—sn—%+1)

sn+1

_Zk_f” (%)

7 + 1-— j
et donc, lorsque k varie de 0 a sn,

(sn)!
k—sn—%+1)

dbsn+b—a € Z.

( sn+1
En recollant les divers morceaux, on obtient le dénominateur annoncé
pour g,.

Passons maintenant a p,, qui s’exprime comme

sn

B (—1)5”_]“'1 sn (kb+a+1rn—1)(s
(33) pn=) ( . ) -

pbk+a
k=0

n)!(tn)”
: k_8n+%_1)sn+l(%)b ﬁ(Z)ﬁ

k+tn
_i (—1)5”_”“'1 sn\ (kb+a+rn—1)!
- pbk+a k (rn) k!

k=0

(sn)! kb (tn)!?
_ a _ b B
(k—sn+§-1),., (3)y (k+8)m
Par les mémes méthodes que pour g,, on vérifie que
(kb+a+rn—1)!

(sn)!
€EZ et dy — € 7.
b sn—+b—a
(rn)!k! (k—sn+¢— 1)Sn+1
De plus,
g
= It
d’ou
k1P
b
bsn+a , b € Z.
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Enfin,
(tn) i (=1)"(7)J
(k+9), “k+g+j-1

ce qui nous donne
3 (tn)!ﬁ
b(s+t)n+a—1 8
(k+ %)

tn

€ Z.

L’estimation du dénominateur de p, en découle. m

3.5. Démonstration de (v). Les expressions des suites (¢n)n>0 et
(Pn)n>0 données en (3.2) et (3.3]) sont des sommes hypergéométriques. On
voit en effet que
o (rn+b=D(sn)II(1—sn— %)

bo(rn)!(2 — ¢)

34) qu=(-1)

rn+b rn+b+1 rn+2b—1
b b ’” b + 1.

ey

o F [—sn,l—sn—‘g, 1]
bratb 2- 91, Litn+1,... tn+l ’

(avec b — 3 parametres 1 et 3 parametres tn + 1) et
(rn+a—1)(sn)!T (¢ —1— sn)F(%)ﬁ(tn)!ﬁ

ba(rn)!T(2) T (tn + 2)°
rn+a rn+a+l rnt+a+b—1
+a el | rnte ;1]

(3_5) Pn = (_l)sn—i-l

a
—sn,y — 1 —sn, ,

Xb”FbH[ @Sttt
(avec b— 341 parametres a/b et 3 parametres tn+ 7) 11 résulte donc de
la théorie développée par Wilf et Zeilberger [16] que chacune de ces suites
vérifie une récurrence linéaire & coefficients polynomiaux (qui dépendent
de a,b,r,s,t et (), dont l'ordre est majoré par une fonction de b. Il est
alors bien connu que 'on peut trouver une récurrence linéaire a coefficients
polynomiaux (d’ordre éventuellement plus grand) dont (pp)n>0 €t (gn)n>0
sont simultanément solutions. Comme I,, est une combinaison linéaire de p,,
et gn, (In)n>0 vérifie aussi cette récurrence.

Sur tous les exemples calculés (voir la section @, il s’avere que les suites
(Pr)n>0 €t (gn)n>0 vérifient la méme récurrence minimale.

4. Démonstration du corollaire On va en fait montrer un peu
plus. On suppose qu’il existe un nombre rationnel k tel que 0 < kK < 1 et
t =1r/b = ks. Le corollaire correspond au cas x = 1/2.

(%) L’intégrale I,, est quant & elle une somme de b séries hypergéométriques.
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On applique tout d’abord le théoreme ( i), dont la condition 2s + St
> r se réduit a s > t, ce qui est automathuement vérifié ici puisque t = ks
avec k < 1. On vérifie que xo = st/(s — t) = sk/(1 — k) puisque dans ce cas
I’équation algébrique & résoudre se met sous la forme (z —t)*=2((z + s)?(z
)2 — 2%) = 0. Il en découle que

tia  2\s—t\ 2
lim sup |I,,|'/™ < (t(St)) = (K"(1 — k)12,

n—-4o0o tt
On applique ensuite le théoreme (iii) dans lequel I’équation algébrique
a résoudre est
(x4 ((x — s)*(x +1)? —2*) = 0.
On déduit facilement que

s —t+ V52 + 6st + t2
x] = 1 = w(K)s.

Il en découle que

ce qui termine la preuve.

5. Démonstration des estimations (1.2). Lorsquer =t =0et s =1
(ce que I'on suppose dans la suite), la condition 2sn+pgtn—rn > 1+(b —1)/2
du lemme est vérifiée pour n assez grand (lorsque l'on remplace r, s, t
par rn, sn, tn respectivement). On a donc

b oo k 2
—b) n!
n=-r(f) 3
) 2y (59 )

On ne peut pas appliquer le théoréeme (ii) et on va montrer directement
que

W1+ k)

(5.1) 1,,| < c(a,b) W“Z T

ou ¢(a, b) est une constante 1ndependante de n et ou la série est convergente
(comme on le voit par une application de la formule de Stirling).
Rappelons tout d’abord que

M CORNUES )N AL
(5.2) ]{;!F(—%)b_ = b 81n<—7rb>.

Par ailleurs, pour tout £ > 1, on a

k+a a afa a
(5.3) ( ) > () _ ( + 1) > %
b n+1 b n+1 b\b n b
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De plus, pour tout k£ > 1 et tout n tel que n —[b/2] —2 >0, on a

k+b k+b kE+b b
oo (57),, 7 () e [2]+2)
b )i b Jpz+s\ b 2 n—[b/2]—2

> b/ 23— 16/21=3( _ [p/2] — 2)1.
11 découle de ((5.2)—(5.4) que
‘ (—b)k n!?
b (k+ta k+b
k'F(_%) (%)nJrl(T)nJrl
pLHIb/2+3 B (1 4 E)b ol
< b
- arw kklb/2+3] (n— [g] -2)!
b
piH1b/2+3 o [b/242 (14 4)
- am E!k[b/2]+3
(14 5)
klgpb/2+2 7

< C((l, b)nb/2+2

ce qui prouve (5.1]).

Pour obtenir le comportement asymptotique de ¢, on peut en revanche
appliquer le théoreme (iii). On obtient ;1 = 1/2 puisque ’équation
algébrique & résoudre se réduit a 2°((1 — x)% — 2%) = 0. 11 vient alors que

li Un — 4,
JHm gy

On a donc bien I, = O(nb/?12) = qz(l), ce qui termine la preuve des esti-

mations ((1.2)).

6. Récurrences linéaires. Les fonctions hypergéométriques en (|3.4))
et étant d’ordre b + 2, il faut s’attendre a obtenir des récurrences
linéaires d’ordre au moins b + 2 en général, bien que cela puisse étre moins
dans certains cas. Dans cette section, on présente des récurrences pour
a/b = 1/2, 1/3 et 1/4, avec a chaque fois r =0, s = 1,t =0, § = 0.
Dans les deux premiers cas, les récurrences sont d’ordre 2, ce qui conduit
a des fractions continues irrégulieres pour I'(1/2)? = 7 et I'(1/3)3 dont
(Pn/@n)n>0 sont les réduites. La vitesse de convergence des diverses suites
Pn/qn vers leurs limites respectives est en 4—n(+o(1)  puisque 'on est dans

le cadre des estimations (|1.2)).

6.1. Une récurrence linéaire d’ordre 2 pour I'(1/2)? = 7. L’algo-
rithme Ekhad de Zeilberger [8] appliqué aux suites (p,)n>0 €t (¢n)n>0 montre
qu’elles vérifient toutes les deux la récurrence d’ordre 2 suivante :
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4(4n + 3)(2n + 3)*upgz
= —(16n* —192n3 —872n% —1088n — 411ty 1 + (4n+3) (4n+1)(2n+3)%u,,.
Les valeurs initiales sont pg = 1, p1 = 14/3 et ¢qo = 1/2, ¢1 = 3/2.

6.2. Une récurrence linéaire d’ordre 2 pour I'(1/3)3. Cette partie
contient la preuve du théoreme L’algorithme Ekhad appliqué aux suites

(Pn)n>0 €t (gn)n>0 montre qu’elles vérifient toutes les deux la récurrence
d’ordre 2 suivante :

3(n + 2)(27n? 4 36n + 13)(3n + 4)3u, 10 =
(109351°4-801901° 423854504 +368550n° 431255212 +138648n+25408) 1y, 4 1
—162n(2n + 1)(27n? + 90n + 76)(n + 1)u,.

Les valeurs initiales sont pg = 1/2, p1 = 93/10 et g9 = 1/9, ¢1 = 13/27.
Cette récurrence peut se traduire par la fraction continue irréguliere

r<1>3: 9/2| AO)B()]  AmBmn+1)
3 [co) [ c@) C(n+1) ’

avec
A(n) = 3(n +2)(27n? + 36n + 13)(3n + 4)°,
B(n) = 162n(2n + 1)(27n* + 90n + 76)(n + 1),
C(n) = 10935n° 4+ 80190n° + 238545n*
+ 3685501 4 312552n2 + 138648n + 25408.

6.3. Une récurrence linéaire d’ordre 3 pour I'(1/4)*. L’algorithme
Ekhad appliqué aux suites (pn)n>0 €t (¢n)n>0 montre qu’elles vérifient toutes
les deux la récurrence d’ordre 3 suivante :

—512(4n + 1)(4n — 1)(18432n° + 208896n* + 936832n° + 2072304n?
122533481 + 959715)(n + 2)(n + 1)u,, + 8(42467328n° + 655884288n°
443660738561 + 1638178406415 + 38033003520n° + 56442202112n"
4533516594561 + 30889737792n2 + 99302263560
+1353935925)(n 4+ 2)% 41 — (2264924160 + 4794089472010
+45521829888n" + 2556165488648 + 941567410176n"
+2383767474176n5 + 4220315685888n° + 5204016664704n*
+4354235126272n3 + 2333220107040n% + 710068731174n
190532639413 )1 2 + 8(18432n° + 1167360 + 285568n° 4 330864n>
+175812n + 32303)(n + 3)%(4n + 9)* 113 = 0.

Les valeurs initiales sont pg = 1/3, p1 = 676/211 et qo = 1/32, g1 = 47/256.
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