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Capitulation des 2-classes d’idéaux de Q(
√
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√
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où d est un entier naturel sans facteurs carrés

par
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1. Introduction. Soient K un corps de nombres, K(1) le corps de
classes de Hilbert de K, p un nombre premier et K(1)

p le p-corps de classes
de Hilbert de K. Parmi les plus grands théorèmes concernant le problème
de capitulation, on trouve “le théorème de l’idéal principal” qui s’énonce
comme suit : Toutes les classes de K capitulent dans K(1). Ce théorème a
été conjecturé par D. Hilbert et démontré par P. Furtwangler.

Si L est une sous-extension propre de K(1)/K, alors la propriété que
chaque classe de K capitule dans L n’est pas toujours vérifiée. En effet, il
suffit de choisir un corps de nombres dont la p-partie du groupe de classes
est non élémentaire.

L’existence d’une sous-extension propre de K(1)/K où toutes les classes
capitulent est équivalente à l’existence d’un premier p divisant le nombre
de classes de K et d’une sous-extension propre de K

(1)
p /K où toutes les

p-classes capitulent.
Plusieurs mathématiciens se sont intéressés à l’étude du problème de

capitulation pour des cas particuliers de corps de nombres. On note les
travaux suivants sur des corps ayant une 2-partie du groupe de classes de
type (2, 2).

H. Kisilevsky [Ki-76] a étudié le problème de capitulation pour les corps
de nombres ayant un 2-groupe de classes de type (2, 2). En utilisant un
calcul sur le transfert, il a lié le problème de capitulation à la structure
du groupe Gal(K(2)

2 /K) où K
(2)
2 désigne le deuxième 2-corps de classes de

Hilbert deK. A. Derhem [De-92] a étudié le problème pour des corps quadra-
tiques réels dont le 2-groupe de classes est de type (2, 2) et le discriminant
n’est divisible par aucun premier q ≡ −1 (mod 4). A. Azizi [Az-93] a étudié
le problème de capitulation des 2-classes d’idéaux des corps K = Q(

√
d, i)

où d un entier naturel sans facteurs carrés et le 2-groupe de classes de K
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est de type (2, 2) ; en utilisant les unités, il a trouvé le nombre des classes
de K qui capitulent dans les sous-extensions propres de K

(1)
2 /K, ensuite

il a déterminé la structure du groupe Gal(K(2)
2 /K). I. Benhamza [Be-97] a

étudié le même problème pour les corps K = Q(
√
d,
√
−2) où d est un entier

naturel sans facteurs carrés et le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2).
Enfin, E. Benjamin et C. Snyder [Be-Sn-95] ont étudié le problème pour des
corps quadratiques réels dont le 2-groupe de classes est de type (2, 2) et le
discriminant est divisible par un premier q ≡ −1 (mod 4).

Ici, on s’intéresse au problème de capitulation des 2-classes d’idéaux des
corps biquadratiques de la forme Q(

√
2,
√
d) où d est un entier naturel sans

facteurs carrés.
Soient K = Q(

√
2,
√
d) un corps biquadratique où d est un entier naturel

sans facteurs carrés, K(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K, K(2)

2 le 2-
corps de classes de Hilbert de K

(1)
2 et K(∗) le corps de genres de K. On

suppose que Gal(K(1)
2 /K) ' Z/2Z × Z/2Z. D’après la théorie des groupes

K(∗) 6= K (car sinon le 2-groupe de classes de K serait cyclique) et par suite
[K(∗) : K] = 2 ou K(∗) = K

(1)
2 .

Dans cet article, on va étudier le problème de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les sous-extensions propres de K(1)

2 /K, en distinguant
les cas où [K(∗) : K] = 2 et K(∗) = K

(1)
2 . On commence par rappeler quel-

ques résultats utiles dans le reste de ce travail.

2. Résultats préliminaires. Le premier résultat concerne le rang du
2-groupe de classes de certains corps de nombres.

Soient M un corps de nombres dont le nombre de classes est impair, L
une extension quadratique de M , r le nombre des idéaux premiers de M
ramifiés dans L, NL/M l’application norme par rapport à l’extension L/M
et EM le groupe des unités de M .

Proposition 1 ([Gr-73]). Avec les notations ci-dessus, le rang du 2-
groupe de classes C2,L de L est donné par la formule suivante :

rang(C2,L) = r − 1− e où 2e = [EM : NL/M (L∗) ∩ EM ].

Le résultat suivant concerne une propriété intéressante du symbole du
reste normique.

Proposition 2 ([Ha-30]). Soient k un corps de nombres contenant les
racines m-ièmes de l’unité, k une extension finie de k, α ∈ k∗ et β ∈ k∗. On
note P un idéal premier de k, et P un idéal premier de k au-dessus de P.
Alors
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∏

P|P

(
β, α

P

)

m

=
(Nk/k(β), α

P

)

m

,

où le produit est pris sur tous les premiers de k qui sont au-dessus de P.

Proposition 3 ([Be-Le-Sn-98]). Soient p, p′, p′′ des premiers tels que
pour tout i ∈ {1, 2, 3} on a pi 6≡ −1 (mod 4) et

( p
p′
)

=
( p′
p′′
)

= −
( p
p′′
)

= 1.
Si on note ε l’unité fondamentale de Q(

√
pp′p′′), alors on a :

NQ(
√
pp′p′′)/Q(ε) = −1 ⇒

(
p

p′

)

4

(
p′

p

)

4
=
(
p

p′′

)

4

(
p′′

p

)

4
.

Proposition 4 ([Be-Le-Sn-98]). Soient L un corps de nombres dont le
2-groupe de classes est de type (2m, 2n) où m et n sont deux entiers stricte-
ment positifs, et L(1) le 2-corps de classes de Hilbert de L. S’il existe une
extension quadratique non ramifiée de L dont la 2-partie du nombre des
classes est égale à 2m+n−1, alors la 2-partie du nombre des classes des trois
extensions quadratiques non ramifiées de L est égale à 2m+n−1 et la suite
des 2-corps de classes de Hilbert de L s’arrête en L(1).

Le résultat suivant concerne le problème de capitulation pour un corps
de nombres dont le 2-groupe de classes est de type (2, 2).

Soient K un corps de nombres, L une extension cyclique non ramifiée de
K, K(1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K et K(2)
2 le 2-corps de classes

de Hilbert de K(1)
2 . On pose G = Gal(K(2)

2 /K). Alors G′ = Gal(K(2)
2 /K

(1)
2 )

et G/G′ ' Gal(K(1)
2 /K). On note CK (resp. CL) le groupe de classes de K

(resp. L).
Soit j l’application de CK vers CL qui fait correspondre à la classe d’un

idéal I de K l’idéal dans L engendré par I ; on désigne par N la norme de
L/K.

On dit que K est de type (A) si |Ker(j) ∩ N (CK)| > 1, est de type (B)
si |Ker(j) ∩ N (CK)| = 1, où N (CK) est l’image de CK par N .

On suppose que le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2), c’est-à-dire
G/G′ est de type (2, 2). Alors d’après [Ki-76], le groupe G est isomorphe à
Qm, Dm ou Sm avec :

Qm = 〈x, y〉 où x2m−2
= y2 = a, a2 = 1, y−1xy = x−1,

Dm = 〈x, y〉 où x2m−1
= y2 = 1, y−1xy = x−1,

Sm = 〈x, y〉 où x2m−1
= y2 = 1, y−1xy = x2m−2−1.

Dans tous ces cas on a G′ = 〈x2〉 et les trois sous-groupes d’indice 2 de G
sont H1 = 〈x〉, H2 = 〈x2, y〉 et H3 = 〈x2, xy〉.

Soient K1/K, K2/K et K3/K les trois sous-extensions de K(1)
2 /K tels

que Ki est le sous-corps de K(2)
2 laissé fixe par Hi et ji l’application défini
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pour L = Ki. Si K(2)
2 6= K

(1)
2 , alors il existe une sous-extension M de

K
(2)
2 /K

(1)
2 de degré 2 sur K(1)

2 .

Théorème 1 ([Ki-76]). On suppose que G/G′ est de type (2, 2). Alors
on a :

(i) Si K(2)
2 = K

(1)
2 , alors les corps Ki sont de type (A), |Ker(ji)| = 4

pour i = 1, 2, 3 et G est de type (2, 2).
(ii) Si Gal(M/K) ' Q3, alors chaque Ki est de type (A), |Ker(ji)| = 2

pour i = 1, 2, 3 et G ' Q3.
(iii) Si Gal(M/K) ' D3, alors K2 et K3 sont de type (B) et |Ker(j2)| =

|Ker(j3)| = 2. De plus si M1 est de type (B), alors |Ker(j1)| = 2 et G ' Sm.
Si M1 est de type (A) et |Ker(j1)| = 2, alors G ' Qm. Enfin si M1 est de
type (A) et |Ker(j1)| = 4, alors G ' Dm.

Proposition 5. Avec les notations précédentes, on a :

(i) Il existe une sous-extension propre de K(1)
2 /K dont le 2-groupe de

classes est cyclique.
(ii) Les 2-groupes de classes de K2 et de K3 sont cycliques si et seulement

si G est abélien ou bien G ' Q3.
(iii) Si G est diédral , alors H2 et H3 sont diédrals.
(iv) Si G est quaternionique, alors H2 et H3 sont quaternioniques.
(v) Si G est semi-diédral , alors H2 est diédral , tandis que H3 est quater-

nionique.

Proposition 6 ([Ki-76]). Soient K un corps de nombres dont le 2-
groupe de classes est de type (2, 2), et K1, K2 et K3 les trois extensions
quadratiques non ramifiées de K. Alors on a l’une des propriétés suivantes :

(i) Les 2-groupes de classes des corps K1, K2 et K3 sont cycliques.
(ii) Le 2-groupe de classes de K1 est cyclique et les 2-groupes de classes

de K2 et de K3 sont de type (2, 2).

3. 2-Groupe de classes de Q(
√

2,
√
d). Soient d 6= 2 un entier naturel

sans facteurs carrés, K = Q(
√

2,
√
d) un corps biquadratique et C2,K le

2-groupe de classes de K. Pour m un entier naturel, on note e(m) la norme
par rapport à l’extension Q(

√
m)/Q de l’unité fondamentale de Q(

√
m).

Dans ce paragraphe, on va detérminer tous les entiers d pour lesquels C2,K
est de type (2, 2). On aura besoin de certains résultats sur les unités qu’on
va démontrer dans ce qui suit :

3.1. Lemmes sur les unités

Lemme 1. Soient p et p′ deux premiers différents tels que p ≡ p′ ≡ 1
(mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′). Alors on a :
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(i) L’indice des unités QK de K est égal à 1 ou 2.
(ii) Si e(2pp′) = 1 et

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, alors QK = 2.

Preuve. Soient ε1, ε2 et ε3 les unités fondamentales respectives deQ(
√

2),
Q(
√
pp′) et Q(

√
2pp′).

(i) On sait d’après [Kub-56] que QK ∈ {1, 2, 4} ; alors il suffit de montrer
que QK 6= 4. Comme e(2) = −1, d’après [Kur-43] on a QK = 4 si et
seulement si ε2 et ε3 sont des carrés dans K.

On pose ε2 = x/2+(y/2)
√
pp′ où x et y sont deux entiers. Si e(pp′) = −1,

alors ε2 n’est pas un carré dans K. Si e(pp′) = 1, alors (x−2)(x+2) = pp′y2,
par suite s’il existe quatres entiers y1, y2, m et n tels que :

{
x± 2 = 2my2

1,

x∓ 2 = 2ny2
2,

où y1y2 = y et mn = pp′,

alors ny2
2−my2

1 = ±2 et par suite y1 et y2 sont de même parité. Or p ≡ p′ ≡ 1
(mod 4) implique que ny2

2 −my2
1 ≡ 0 (mod 4). Donc on a une contradiction.

S’il existe deux entiers y1 et y2 tels que :
{
x± 2 = pp′y2

1,

x∓ 2 = y2
2,

où y1y2 = y et mn = pp′,

alors en posant W = y1
√
pp′ + y2, on trouve que W 2 = 4ε2. Ainsi

√
ε2 =

W/2 ∈ Q(
√
pp′). Ceci contredit le fait que ε2 est l’unité fondamentale de

Q(
√
pp′). Par conséquent, il existe deux entiers y1 et y2 tels que :

{
x± 2 = py2

1,

x∓ 2 = p′y2
2,

où y1y2 = y.

Alors en posant W = y1
√
p+ y2

√
p′, on trouve que W 2 = 4ε2. Ainsi

√
ε2 =

1
2(y1
√
p+ y2

√
p′) 6∈ K. D’où QK ∈ {1, 2}.

(ii) On suppose que
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= 1 et e(2pp′) = 1. On pose ε3 =
x′ + y′

√
2pp′ où x′ et y′ sont deux entiers. On a (x′ − 1)(x′ + 1) = 2pp′y2.

Comme
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, nécessairement il existe deux entiers
naturels y1 et y2 tels que :

{
x± 1 = y2

1,

x∓ 1 = 2pp′y2
2,

où y1y2 = y.

Alors en posant W = y1 + y2
√

2pp′, on trouve que W 2 = 2ε3. Ainsi
√
ε3 =

(y1/2)
√

2 + y2
√
pp′ ∈ K. D’où le résultat.

Lemme 2. Soient p, q1, q2 des premiers différents tels que p ≡ −q1 ≡
−q2 ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pq1q2). Si

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( p
q1

)
=
( p
q2

)
=

−1 et
(2
p

)
= 1, alors QK = 2.

Preuve. Soit ε1 = x/2+(y/2)
√
pq1q2 l’unité fondamentale de Q(

√
pq1q2)

où x et y sont deux entiers. On a e(pq1q2) = 1 et donc (x − 2)(x + 2) =
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pq1q2y
2. Comme

( p
q1

)
=
( p
q2

)
= −1, il existe deux entiers naturels y1 et y2

tels que {
x− 2 = py2

1,

x+ 2 = q1q2y
2
2,

où y1y2 = y.

En posant W = y1
√
p+ y2

√
q1q2, on a W 2 = 4ε1. Par suite,

(1)
√
ε1 =

y1
√
p

2
+
y2

2
√
q1q2.

Soit ε2 = z+ t
√

2pq1q2 l’unité fondamentale de Q(
√

2pq1q2). On a e(2pq1q2)
= 1 et donc (z− 1)(z+ 1) = 2pq1q2t

2. Comme
( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( p
q1

)
=
( p
q2

)
=

−1 et
(2
p

)
= 1, on a trois possibilités. La première est

{
z − 1 = 2pt21,

z + 1 = q1q2t
2
2,

où t1t2 = t ;

alors on trouve que

(2)
√
ε2 = t1

√
p+

t2
2

√
2q1q2.

De (1) et (2), on tire que
√
ε1ε2 ∈ K, par conséquent on a QK = 2.

La deuxième possibilité est
{
z − 1 = 2q1q2t

2
1,

z + 1 = pt22,
où t1t2 = t ;

alors on trouve que

(3)
√
ε2 = t1

√
q1q2 +

t2
2

√
2p.

De (1) et (3), on conclut que
√
ε1ε2 ∈ K. Ainsi, QK = 2.

La troisième possibilité est
{
z − 1 = t21,

z + 1 = 2pq1q2t
2
2,

où t1t2 = t ;

alors on trouve que
√
ε2 = t2

√
pq1q2 +

t1
2

√
2.

Par conséquent
√
ε2 ∈ K, ainsi QK = 2 et le lemme est démontré.

Lemme 3. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 ≡ q2 ≡
q3 ≡ −1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
q1q2q3). Si

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1 et( q1

q2

)( q1
q3

)
=
( q2
q1

)( q2
q3

)
= −1, alors QK 6= 1.

Preuve. Soit ε = x + y
√

2q1q2q3 l’unité fondamentale de Q(
√

2q1q2q3).
On a e(2q1q2q3) = 1, par suite (x − 1)(x + 1) = 2q1q2q3y

2. Comme
( 2
q1

)
=
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( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1 et

( q1
q2

)( q1
q3

)
=
( q2
q1

)( q2
q3

)
= −1, la seule possibilité est :

{
x− 1 = y2

1,

x+ 1 = 2q1q2q3y
2
2,

où y1y2 = y.

Si on pose z = y1 + y2
√

2q1q2q3, alors z2 = 2ε. Par suite,
√
ε = (

√
2/2)y1 +√

q1q2q3y2 ∈ K, ainsi ε est un carré dans K. D’où QK 6= 1.

Lemme 4. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 ≡ q2 ≡
q3 ≡ −1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
q1q2q3). Si

( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
= −

( 2
q3

)
= 1 et( q1

q2

)( q1
q3

)
= −1, alors QK = 1.

Preuve. On suppose que
( 2
q1

)
=−

( 2
q2

)
=−

( 2
q3

)
= 1 et

( q1
q2

)
=−

( q1
q3

)
= 1.

Soient ε1 = x + y
√
q1q2q3 l’unité fondamentale de Q(

√
q1q2q3) et ε2 = u +

v
√

2q1q2q3 l’unité fondamentale de Q(
√

2q1q2q3). Les égalités e(q1q2q3) =
e(2q1q2q3) = 1 impliquent (x − 1)(x + 1) = y2q1q2q3 et (u − 1)(u + 1) =
2q1q2q3v

2. Si
( q2
q3

)
= 1, alors les seules possibilités sont :
{
x− 1 = q2y

2
1,

x+ 1 = q1q3y
2
2,

où y1y2 = y,

et {
u− 1 = 2q1q2v

2
1,

u+ 1 = q3v
2
2,

où v1v2 = v.

Si on pose z1 = y1
√
q2 + y2

√
q1q3 et z2 = v1

√
2q1q2 + v2

√
q3, alors z2

1 = 2ε1

et z2
2 = 2ε2. Par suite,

√
ε1 = z1

√
2/2 et

√
ε2 = z2

√
2/2. Par conséquent,√

ε1 6∈ K,
√
ε2 6∈ K et

√
ε1ε2 6∈ K, ainsi QK = 1.

Si
( q2
q3

)
= −1, alors les seules possibilités sont :

{
x− 1 = 2q2y

2
1,

x+ 1 = 2q1q3y
2
2,

où 2y1y2 = y,

et {
u− 1 = q1q2v

2
1,

u+ 1 = 2q3v
2
2,

où v1v2 = v.

Si on pose z3 = y1
√

2q2 +y2
√

2q1q3 et z4 = v1
√
q1q2 +v2

√
2q3, alors z2

3 = 2ε1

et z2
4 = 2ε2, par suite

√
ε1 = z3

√
2/2 et

√
ε2 = z4

√
2/2. Par conséquent,√

ε1 6∈ K,
√
ε2 6∈ K et

√
ε1ε2 6∈ K, ainsi QK = 1.

Lemme 5. Soient p, p′, q des premiers différents tels que p ≡ p′ ≡ −q ≡
1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′q). Si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1, alors
QK = 1.

Preuve. On suppose que
( q
p

)
= −

( q
p′
)

= −
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= 1. Soient
ε1 = x + y

√
pp′q l’unité fondamentale de Q(

√
pp′q) et ε2 = z + t

√
2pp′q
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l’unité fondamentale de Q(
√

2pp′q). Comme e(pp′q) = e(2pp′q) = 1, alors
(x− 1)(x+ 1) = pp′qy2 et (z − 1)(z + 1) = 2pp′qt2. On distingue deux cas :

1)
( p
p′
)

= 1. Alors les seules possibilités sont :
{
x− 1 = 2p′qy2

1,

x+ 1 = 2py2
2,

où 2y1y2 = y,

et {
z − 1 = 2p′t21,

z + 1 = pqt22,
où t1t2 = t.

Par suite, on trouve que

(1)
√
ε1 = y1

√
p′q + y2

√
p

et

(2)
√
ε2 = t1

√
p′ +

t2
2

√
2pq.

De (1) et (2), on conclut que
√
ε1 6∈ K,

√
ε2 6∈ K et

√
ε1ε2 6∈ K. Par

conséquent, QK = 1.
2)
( p
p′
)

= −1. Alors les seules possibilités sont :
{
x± 1 = py2

1,

x∓ 1 = p′qy2
2,

où y1y2 = y,

et {
z ± 1 = p′t21,

z ∓ 1 = 2pqt22,
où t1t2 = t.

Par suite, on trouve que

(3)
√
ε1 =

y1

2

√
2p+

y2

2

√
2p′q

et

(4)
√
ε2 =

t1
2

√
2p′ + t2

√
pq.

De (3) et (4), on conclut que
√
ε1 6∈ K,

√
ε2 6∈ K et

√
ε1ε2 6∈ K. Par

conséquent, QK = 1.

Lemme 6. Soient q, p deux premiers différents tels que p ≡ −q ≡ 1
(mod 4) et L = Q(

√
q,
√

2p). Alors on a :

(i) e(2p) = 1⇒ QL = 4.
(ii) e(2p) = −1⇒ QL = 2.

Preuve. (i) Soient ε1, ε2 et ε3 les unités fondamentales réspectives de
Q(
√
q), Q(

√
2p) et Q(

√
2pq). On vérifie facilement qu’il existe deux nombres

rationnels a1 et a2 tels que

(1)
√
ε1 = a1

√
2 + a2

√
2q.
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Comme e(2p) = 1, il existe deux nombres rationnels b1 et b2 tels que

(2)
√
ε2 = b1

√
2 + b2

√
p.

D’autre part il existe deux nombres rationnels c1 et c2 tels que

(3)
√
ε3 = c1

√
m+ c2

√
n

où m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que mn = 2pq.
De (1) et (2), on déduit que

√
ε1ε2 ∈ L et de (1) et (3), on déduit que√

ε3 ∈ L ou bien
√
ε1ε3 ∈ L. Par conséquent, QL = 4.

(ii) Puisque e(2p) = −1, d’après (i), on a
√
ε1 6∈ L et

√
ε3 ∈ L ou bien√

ε1ε3 ∈ L. Par suite QL = 2.

Lemme 7. Soient p, p′ deux premiers différents tels que p ≡ p′ ≡ 1
(mod 4) et L = Q(

√
p,
√

2p′).

(i) Si e(2pp′) = e(2p′) = 1, alors QL = 2.
(ii) Si

( p
p′
)

= −1 et e(2pp′) = −e(2p′) = 1, alors QL = 1.

Preuve. Soient ε1, ε2 et ε3 les unités fondamentales respectives de
Q(
√
p), Q(

√
2p′) et Q(

√
2p′q). On a e(p) = −1, par suite ε1 n’est pas un

carré dans L.
(i) Comme e(2p′) = 1, il existe deux nombres rationnels x et y tels que

(1)
√
ε2 = x

√
2 + y

√
p′.

Comme e(2pp′) = 1, il existe deux nombres rationnels z et t tels que

(2)
√
ε3 = z

√
m+ t

√
n

où m et n sont deux entiers naturels premiers entre eux tels que mn = 2pp′.
De (1) et (2), on tire que

√
ε3 ∈ L ou

√
ε2
√
ε3 ∈ L, ainsi QL = 2.

(ii) Comme e(2p′) = −1, ε2 n’est pas un carré dans L. On pose ε3 =
u+ v

√
2pp′ où u et v sont deux entiers. Comme e(2pp′) = 1, (u− 1)(u+ 1)

= 2pp′v2. On suppose que ε3 est un carré dans L. Alors il existe deux entiers
v1 et v2 tels que :

{
u± 1 = 2pv2

1,

u∓ 1 = p′v2
2,

où v1v2 = v.

On trouve que ±2 = p′v2
2−2pv2

1 et comme
( p
p′
)

= −1, on a une contradiction
et par suite QL = 1.

Lemme 8. Soient q1, q2, p des premiers différents tels que p ≡ −q1 ≡
−q2 ≡ 1 (mod 4) et L = Q(

√
q1q2,

√
2p). Si e(2p) = 1, alors QL = 2.

Preuve. Soit ε1 l’unité fondamentale de Q(
√
q1q2). Comme e(q1q2) = 1,

on vérifie facilement qu’il existe deux nombres rationnels y1 et y2 tels que

(1)
√
ε1 = y1

√
q1 + y2

√
q2.
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Soit ε2 l’unité fondamentale de Q(
√

2p). Comme e(2p) = 1, il existe deux
nombres rationnels t1 et t2 tels que

(2)
√
ε2 = t1

√
2 + t2

√
p.

Soit ε3 l’unité fondamentale de Q(
√

2pq1q2). Comme e(2pq1q2) = 1, il existe
deux nombres rationnels v1 et v2 et deux entiers naturels m et n premiers
entre eux tels que mn = 2pq1q2 et

(3)
√
ε3 = v1

√
m+ v2

√
n.

De (1)–(3), on tire qu’il existe trois entiers naturels uniques i, j et k tels

que {i, j, k} ⊂ {0, 1}, i+ j + k 6= 0 et
√
εi1ε

j
2ε
k
3 ∈ L ; par suite, QL = 2.

Lemme 9. Soient q1, q2, p des premiers différents tels que p ≡ −q1 ≡
−q2 ≡ 1 (mod 4) et L = Q(

√
q1q2,

√
2p). On suppose que e(2p) = −1.

(i) Si
( 2
q1

)( 2
q2

)
=
( p
q1

)( p
q2

)
= −1,

(2
p

)
= 1 et

( 2
q1

)
=
( p
q1

)
, alors QL = 2.

(ii) Si
(2
p

)
= 1,

[( 2
q1

)
= −1 ou

( 2
q2

)
= −1

]
,
[( p
q1

)
= −1 ou

( p
q2

)
= −1

]

et
( 2
q1

)
6=
( p
q1

)
, alors QL = 1.

Preuve. Soit ε1 et ε2 les unités fondamentales respectives de Q(
√
q1q2)

et de Q(
√

2pq1q2).
(i) On sait qu’il existe deux nombres rationnels y1 et y2 tels que

(1)
√
ε1 = y1

√
q1 + y2

√
q2.

Soit w un entier naturel sans facteurs carrés tel que NQ(
√

2pq1q2)/Q(1 + ε2) =
wt2 où t est un entier naturel. D’après les tables de [Be-Sn-95], on a w ∈
{2pq1, 2pq2, q1, q2}, par suite il existe deux nombres rationnels u et v tels
que

(2)
√
ε2 = u

√
w + v

√
2pq1q2

w
.

De (1) et (2), on tire que
√
ε1ε2 ∈ L et puisque e(2p) = −1, l’unité fonda-

mentale de Q(
√

2p) n’est pas un carré dans L et par conséquent QL = 2.
(ii) D’après les tables de [Be-Sn-95], on a w ∈ {2q1q2, 2q1, 2q2, pq1, pq2},

par suite il existe deux nombres rationnels u′ et v′ tels que

(3)
√
ε2 = u′

√
w + v′

√
2pq1q2

w
.

De (1) et (3), on tire que
√
ε1 6∈ L,

√
ε2 6∈ L et

√
ε1ε2 6∈ L et donc QL = 1.

Dans la suite on désigne par m un entier naturel, h(m) (resp. h′(m))
le 2-nombre de classes du corps quadratique Q(

√
m) (resp. le nombre de

classes de Q(
√
m)) et h(K) (resp. h′(K)) le 2-nombre de classes de K (resp.

le nombre de classes de K). Soit E (resp. Ei) le groupe des unités du corps



Capitulation des 2-classes d’idéaux 37

K (resp. Q(
√
mi)) où m1 = 2, m2 = d, m3 = 2d et i = 1, 2, 3. On note

QK = [E :
∏3
i=1Ei] l’indice des unités de K. Alors, d’après [Wa-66], on a

(∗) h′(K) =
QKh

′(2)h′(d)h′(2d)
4

.

Dans ce paragraphe, on va déterminer les conditions nécessaires et suffisantes
sur d pour que le 2-groupe de classes C2,K de K soit de type (2, 2). Alors
dans la suite on suppose que le 2-groupe de classes de K est d’ordre 4 et on
distingue les cas [K(∗) : K] = 2 et K(∗) = K

(1)
2 .

3.2. 2-groupe de classes dans le cas où [K(∗) : K] = 2. On suppose que
C2,K est d’ordre 4 et [K(∗) : K] = 2 ; alors d’après la théorie des genres, les
formes possibles de d sont :

(I) d = pq où p ≡ −q ≡ 1 (mod 4).
(II) d = pp′ où p ≡ p′ ≡ 1 (mod 4).

(III) d = pq1q2 où p ≡ q1 ≡ q2 ≡ −1 (mod 4).

On suppose que K est de type (I).

Théorème 2. Soient p et q deux premiers tels que p ≡ −q ≡ 1 (mod 4)
et K = Q(

√
2,
√
pq). Alors le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2) si

et seulement si
(2
p

)
= −

( q
p

)
= 1.

Preuve. D’après [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de K est de rang 2 si
et seulement si

(2
p

)
= 1. Alors, dans ce qui suit, on suppose que

(2
p

)
= 1.

Si
( q
p

)
= 1, alors d’après [Ka-76], on a 4 |h(pq) et 4 |h(2pq). D’autre part,

d’après [Az-00], l’indice des unités QK de K est différent de 1, par suite 8
divise h(K). Ainsi le cas

( q
p

)
= 1 est à rejeter. Si

( q
p

)
= −1, alors d’après

[Ka-76], on a h(pq) ≡ h(2pq) ≡ 2 (mod 4). D’autre part d’après [Kub-56],
on a QK ∈ {1, 2, 4} et comme rang(C2,K) = 2, alors 4 |h(K) et par suite
QK = 4 et h(K) = 4. Ainsi le théorème est démontré.

On suppose que K est de type (II).

Théorème 3. Soient p et p′ deux premiers différents tels que p ≡ p′ ≡ 1
(mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′), alors le 2-groupe de classes de K est de type

(2, 2) si et seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i)
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1 et
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8.

(ii)
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou b 6≡ 0

(mod 8) et
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 = −

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8.

(iii)
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou b 6≡ 0

(mod 8),
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 =

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8 = −1 et e(2pp′) = −1.

(iv)
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

=
( p
p′
)

= 1,
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 et

(p′
p

)
4 6=

( p
p′
)

4.
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Preuve. On sait, d’après [Az-Mo-1] que rang(C2,K) = 2 si et seulement
si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(a)
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= 1 et
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8.

(b)
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= 1 et
[(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8 ou

( 2
p′
)

4 6= (−1)(p′−1)/8
]
.

Dans la suite, on suppose que p et p′ vérifient l’une des conditions précé-
dentes. Puisque l’extension K/Q(

√
2pp′) est non ramifiée, h(K) ≡ 4 (mod 8)

implique que h(2pp′) ≡ 4 (mod 8) ou h(2pp′) ≡ 8 (mod 16).
Supposons que (a) soit vérifiée. Si

( p
p′
)

= −1, alors d’après [Ka-76], on a
h(2pp′) ≡ 4 (mod 8) et comme K/Q(

√
2pp′) est une extension non ramifiée

et rang(C2,K) = 2, d’après la proposition 6, le 2-groupe de classes de K est
de type (2, 2). Si

( p
p′
)

= 1 et
( p
p′
)

4 =
(p′
p

)
4, alors d’après [Kuč-95], 4 |h(pp′).

Si de plus 8 |h(2pp′), alors d’après la formule (∗) citée précédemment, on
trouve que 8 |h(K) ; si h(2pp′) ≡ 4 (mod 8), alors d’après [Az-Mo-1], on a
rang(C2,M) = 3 où M = Q(

√
p,
√

2p′) ; or M/Q(
√

2pp′) est une extension
non ramifiée, alors d’après la proposition 6, on obtient une contradiction. Par
conséquent le cas

( p
p′
)

4 =
(p′
p

)
4 est à rejeter. Si

( p
p′
)

= 1 et
( p
p′
)

4 6=
(p′
p

)
4,

alors d’après la proposition 3, on a e(2pp′) = 1 (car
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8), par

suite, d’après [Ka-76], h(2pp′) ≡ 4 (mod 8) et d’après [Kuč-95], h(pp′) ≡ 2
(mod 4) ; alors en utilisant la formule (∗), on a h(K) = 2QK . Or rang(C2,K)
= 2, alors 4 |h(K) et d’après le lemme 1, on trouve QK = 2 et h(K) ≡ 4
(mod 8).

Supposons maintenant que (b) soit vérifiée. Si
( p
p′
)

= 1, alors d’après
[Ka-76], 8 |h(2pp′) et si e(2pp′) = −1, alors 16 |h(2pp′). On sait que C2,K '
Z/2Z×Z/2Z implique h(2pp′) ≡ 4 (mod 8) ou h(2pp′) ≡ 8 (mod 16). Par la
suite on suppose que e(2pp′) = 1 ; alors 8 |h(2pp′) et QK = 2 (voir lemme 1),
ainsi 8 |h(K) et le cas

( p
p′
)

= 1 est à rejeter. Dans la suite on suppose que( p
p′
)

= −1 ; on pose pp′ = a2 + b2 où a et b sont deux entiers naturels. Si
a ≡ ±1 (mod 8) et b ≡ 0 (mod 8), alors d’après [Ka-76], 8 |h(2pp′) et si
e(2pp′) = −1, alors 16 |h(2pp′) ; par suite comme dans le cas où

( p
p′
)

= 1,
on trouve que h(K) 6≡ 4 (mod 8) et donc le cas a ≡ ±1 (mod 8) et b ≡ 0
(mod 8) est à rejeter. On suppose que a 6≡ ±1 (mod 8) ou b 6≡ 0 (mod 8) ;
alors si

(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 = −

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8, on a d’après la proposition 3,
e(2pp′) = −1 et d’après [Ka-76], on a h(2pp′) ≡ 4 (mod 8). D’après [Kuč-95],
on a h(pp′) ≡ 2 (mod 4) ; comme rang(C2,K) = 2, alors QK = 2 (car QK 6= 4,
voir lemme 1) et h(K) ≡ 4 (mod 8). Si

(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 =

( 2
p′ )4(−1)(p′−1)/8 =

−1, alors d’après [Ka-76], on a e(2pp′) = −1 et h(2pp′) ≡ 8 (mod 16). Soit
M = Q(

√
p,
√

2p′) ; puisque M/Q(
√

2pp′) est une extension non ramifiée,
alors d’après la proposition 4, on a h(K) ≡ 4 (mod 8)⇔ h(M) ≡ 4 (mod 8).
D’autre part, d’après [Kuč-95], on a h(2p′) ≡ 2 (mod 4) et e(2p′) = 1. Or
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e(2p′) = 1 implique qu’il existe deux nombres rationnels x et y tels que√
εpp′ = x

√
2 + y

√
p′ 6∈ M et comme les unités fondamentales de Q(

√
p) et

de Q(
√

2pp′) sont de normes −1, alors QM = 1 et h(M) ≡ 4 (mod 8), donc
h(K) ≡ 4 (mod 8). Ainsi le théorème est démontré.

On suppose que K est de type (III).

Théorème 4. Soient p, q1 et q2 des premiers différents tels que p ≡
−q1 ≡ −q2 ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pq1q2). Alors le 2-groupe de classes

de K est de type (2, 2) si et seulement si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :

(i)
(2
p

)
= −1,

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
= 1 et

( p
q1

)
=
( p
q2

)
= −1.

(ii)
(2
p

)
= −1,

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
= 1 et

( p
q1

)( p
q2

)
= −1.

(iii)
(2
p

)
= −

( q1
p

)
= −

( q2
p

)
= 1 et

( 2
q1

)( 2
q2

)
= −1.

(iv)
(2
p

)
= 1,

( q1
p

)( q2
p

)
= −1,

( 2
q1

)( 2
q2

)
= −1 et

( 2
q1

)
=
( q1
p

)
.

(v)
(2
p

)
= 1,

( q1
p

)( q2
p

)
= −1,

( 2
q1

)
6=
( p
q1

)
et
[( 2
q1

)
= −1 ou

( 2
q2

)
= −1

]
.

Preuve. D’après [Az-Mo-1], on a rang(C2,K) = 2 si et seulement si l’une
des conditions suivantes est vérifiée :

(a)
(2
p

)
= 1 et

[( 2
q1

)
= −1 ou

( 2
q2

)
= −1

]
.

(b)
(2
p

)
= −1 et

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
= 1.

Dans la suite on suppose que p, q1 et q2 vérifient l’une des conditions pré-
cédentes.

Supposons que (a) soit vérifiée. Si
( p
q1

)
=
( p
q2

)
= 1, alors d’après [Ka-

76], on a 4 |h(pq1q2). De plus, d’après [Be-Sn-95], 8 |h(2pq1q2), par suite
8 divise l’ordre de C2,K . Ainsi le cas

( p
q1

)
=
( p
q2

)
= 1 est à rejeter. Si( p

q1

)
= −1 ou bien

( p
q2

)
= −1, alors, d’après [Ka-76], on a h(pq1q2) ≡ 2

(mod 4). De plus, si
( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( p
q1

)
=
( p
q2

)
= −1, alors d’après [Be-

Sn-95], on a 8 |h(2pq1q2) et d’après le lemme 2, QK = 2, d’où 8 divise
l’ordre de C2,K . Ainsi, le cas

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( p
q1

)
=
( p
q2

)
= −1 est à rejeter.

Si
( 2
q1

)( 2
q2

)
= −1 ou bien

( p
q1

)( p
q2

)
= −1, alors, d’après [Be-Sn-95], on

a h(2pq1q2) ≡ 4 (mod 8). D’autre part, d’après la théorie des genres, le
2-groupe de classes de Q(

√
2pq1q2) est de type (2, 2) et comme C2,K est

de rang 2 et K est une extension quadratique non ramifiée de Q(
√

2pp′q),
alors d’après la proposition 6, on trouve que C2,K est de type (2, 2). Par
conséquent, si

(2
p

)
= 1, alors C2,K est de type (2, 2) si et seulement si[( 2

q1

)
= −1 ou

( 2
q2

)
= −1

]
,
[( p
q1

)
= −1 ou

( p
q2

)
= −1

]
et
[( 2
q1

)( 2
q2

)
= −1

ou
( p
q1

)( p
q2

)
= −1

]
.

Supposons maintenant que (b) soit vérifiée. Si
( p
q1

)
=
( p
q2

)
= 1, alors

4 |h(pq1q2) et d’après [Be-Sn-95], on a 8 |h(2pq1q2). Par suite 8 divise l’ordre
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de C2,K , ainsi le cas
( p
q1

)
=
( p
q2

)
= 1 est à rejeter. Si

( p
q1

)
= −1 ou

bien
( p
q2

)
= −1, alors d’après [Be-Sn-95], h(2pq1q2) ≡ 4 (mod 8) et comme

rang(C2,K) = 2 et K/Q(
√

2pq1q2) est une extension quadratique non rami-
fiée, d’après la proposition 6, C2,K est de type (2, 2).

3.3. 2-groupe de classes dans le cas où K(∗) = K
(1)
2 . On suppose que

C2,K est d’ordre 4 et K(∗) = K
(1)
2 . Alors on a [K(∗) : Q] = 16.

Soient p, p′, q, q1, q2, q3 et q4 des premiers impairs. D’après la théorie
des genres, les formes possibles de d sont :

1) d = q1q2q3 où q1 ≡ q2 ≡ q3 ≡ −1 (mod 4).
2) d = pp′q où p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4).
3) d = p1p2p3 où p1 ≡ p2 ≡ p3 ≡ 1 (mod 4).
4) d = q1q2q3q4 où q1 ≡ q2 ≡ q3 ≡ q4 ≡ −1 (mod 4).
5) d = pp′q1q2 où p ≡ p′ ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ 1 (mod 4).

Les cas 3), 4) et 5) sont à rejeter. En effet : D’après la théorie des genres
on a 4 |h(d) et 8 |h(2d), par suite 8 |h(K). Pour les cas 1) et 2) on a 4 |h(d)
et 4 |h(2d), par suite h(K) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si h(d) ≡ h(2d) ≡ 4
(mod 8) et QK = 1.

Étude du cas 1). En ce cas, d’après [Az-Mo-1], C2,K est de rang égal à
2 si et seulement si au plus un élément de

{( 2
q1

)
,
( 2
q2

)
,
( 2
q3

)}
est égal à 1.

On suppose que
( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1. Alors d’après [Be-Le-Sn-98]

on a :
h(q1q2q3) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si

( q1
q2

)( q1
q3

)
=
( q2
q1

)( q2
q3

)
= −1,

h(2q1q2q3) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
( q1
q2

)( q1
q3

)
=
( q2
q1

)( q2
q3

)
= −1.

Proposition 7. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 ≡
q2 ≡ q3 ≡ −1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
q1q2q3). Si

( 2
q1

)
=
( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1

et
( q1
q2

)( q1
q3

)
=
( q2
q1

)( q2
q3

)
= −1, alors C2,K ne peut jamais être de type (2, 2).

Preuve. On a h(q1q2q3) ≡ h(2q1q2q3) ≡ 4 (mod 8). D’après le lemme 3,
on a QK 6= 1, par suite 8 divise l’ordre de C2,K . Ainsi le résultat.

On suppose que
( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
= −

( 2
q3

)
= 1. Alors d’après [Be-Le-Sn-98]

on a :
h(q1q2q3) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si

( q1
q2

)
= −1 ou

( q1
q3

)
= −1,

h(2q1q2q3) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
( q1
q2

)
= 1 ou

( q1
q3

)
= 1.

Ainsi h(q1q2q3) ≡ h(2q1q2q3) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1.

Proposition 8. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 ≡
q2 ≡ q3 ≡ −1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
q1q2q3). Si

( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
= −

( 2
q3

)
=

1 et
( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1, alors C2,K est de type (2, 2).
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Preuve. On a h(q1q2q3) ≡ h(2q1q2q3) ≡ 4 (mod 8). D’après le lemme 4,
on a QK = 1, par suite h(K) ≡ 4 (mod 8). Puisque C2,K est de rang 2, C2,K
est de type (2, 2).

Étude du cas 2). En ce cas, d’après [Az-Mo-1], C2,K est de rang égal à
2 si et seulement si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1. On sait d’après la théorie des genres
que 4 |h(pp′q) et 4 |h(2pp′q), par suite h(K) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
h(pp′q) ≡ h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8) et QK = 1. On suppose dans la suite que(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1. D’après [Be-Sn-95], on a :

h(pp′q) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
( q
p′
)

=−1 ou
( q
p

)
=−1,

h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si on n’a pas
( q
p′
)

=
( q
p

)
=
( 2
p′
)

=
(2
p

)
.

Par conséquent, h(pp′q) ≡ h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8) si et seulement si
(2
p

)
=( 2

p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1.

Proposition 9. Soient p, p′, q des premiers différents tels que p ≡ p′ ≡
−q ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′q). Si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1,
alors C2,K est de type (2, 2).

Preuve. On a h(pp′q) ≡ h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8). D’après le lemme 5,
QK = 1, par suite h(K) ≡ 4 (mod 8). Puisque C2,K est de rang 2, C2,K est
de type (2, 2).

En résumé, on énonce le théorème qui détermine tous les corps biquadra-
tiques de la formeK = Q(

√
2,
√
d) ayant un 2-groupe de classes de type (2, 2)

et de corps de genres de degré 4 sur K. On note par p, p′, q, q1, q2, q3 des
premiers différents vérifiant p ≡ p′ ≡ −q ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ −q3 ≡ 1 (mod 4).

Théorème 5. Soient d un entier naturel sans facteurs carrés, K =
Q(
√

2,
√
d), K(∗) le corps de genres de K et K(1)

2 le 2-corps de classes de
Hilbert de K. On suppose que K(∗) = K

(1)
2 . Alors H est de type (2, 2) si et

seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1) d = q1q2q3,
( 2
q1

)
= 1,

( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1 et

( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1,

2) d = pp′q,
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1.

Exemples numériques : Soient K = Q(
√

2,
√
d) où d est un entier naturel

sans facteurs carrés et C2,K le 2-groupe de classes de K. Dans ce qui suit,
on va donner des exemples numériques illustrant chaque cas des théorèmes
2, 3, 4 et 5.

(1) Soient p = 17, q = 3 et d = pq. On a
(2
p

)
= 1 et

( q
p

)
= −1 ; par suite,

d’après le théorème 2, C2,K est de type (2, 2).
(2) Soient p = 113, q = 19 et d = pq. On a

(2
p

)
= 1 et

( q
p

)
= −1 ; par

suite, d’après le théorème 2, C2,K est de type (2, 2).
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(3) Soient p = 113, p′ = 5 et d = pp′. On a
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1 et(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1 ; par suite, d’après le théorème 3, C2,K est de type

(2, 2).
(4) Soient p = 17, p′ = 73 et d = pp′. On a pp′ = a2 + b2 où a = 4 6≡ 0

(mod 8) et b = 35 6≡ ±1 (mod 8) et
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1. De plus,(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8 et

( 2
p′
)

4 6= (−1)(p′−1)/8. Ainsi, d’après le théorème 3,
C2,K est de type (2, 2).

(5) Soient p = 41, p′ = 17 et d = pp′. On a pp′ = a2 + b2 où a = 16 ≡ 0
(mod 8) et b = 21 6≡ ±1 (mod 8) et

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1. De plus,(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 et

( 2
p′
)

4 6= (−1)(p′−1)/8. Ainsi, d’après le théorème 3,
C2,K est de type (2, 2).

(6) Soient p = 337, p′ = 37 et d = pp′. On a
(2
p

)
=
( p
p′
)

= −
( 2
p′
)

= 1. De

plus,
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1 et

( p
p′
)

4 6=
(p′
p

)
4. Ainsi, d’après le théorème 3,

C2,K est de type (2, 2).
(7) Soient p = 5, q1 = 7, q2 = 47 et q = pq1q2. On a

(2
p

)
=
( q1
p

)
= −1 et( 2

q1

)
=
( 2
q2

)
= 1. Ainsi, d’après le théorème 4, C2,K est de type (2, 2).

(8) Soient p = 17, q1 = 7 et q2 = 11. On a
(2
p

)
=
( 2
q1

)
= 1 et

( 2
q2

)
=( p

q1

)
= −1, donc, d’après le théorème 4, C2,K est de type (2, 2).

(9) Soient q1 = 7, q2 = 3, q3 = 11 et d = q1q2q3. On a
( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
=

−
( 2
q3

)
= 1 et

( q1
q2

)
= −

( q1
q3

)
= 1. Ainsi, d’après le théorème 5, C2,K est de

type (2, 2).
(10) Soient p = 5, p′ = 13, q = 11 et d = pp′q. On a

(p
q

)
= 1 et

(p′
q

)
=
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1. Ainsi, d’après le théorème 5, C2,K est de type
(2, 2).

4. Capitulation des 2-classes d’idéaux de Q(
√

2,
√
d). Soient

Q(
√

2,
√
d) où d est un entier naturel sans facteurs carrés, K(1)

2 le 2-corps
de classes de Hilbert de K, K(2)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K(1)
2 et

K(∗) le corps de genres de K. On suppose que Gal(K(1)
2 /K) ' Z/2Z×Z/2Z.

Alors, d’après la théorie des groupes, K(∗) 6= K, car sinon le 2-groupe de
classes deK serait cyclique. Dans ce qui suit, on va étudier le problème de ca-
pitulation des 2-classes d’idéaux de K, en distinguant les cas [K (∗) : K] = 2
et K(∗) = K

(1)
2 .

4.1. Cas où [K(∗) : K] = 2. On sait d’après les théorèmes 2, 3 et 4
déterminer tous les corps K = Q(

√
2,
√
d) dont le 2-groupe de classes est

de type (2, 2) et [K(∗) : K] = 2. On commence par donner les conditions
nécessaires et suffisantes pour que K(1)

2 6= K
(2)
2 .
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4.1.1. Conditions pour que K(1)
2 6= K

(2)
2 . On suppose que d remplie les

conditions du théorème 2.

Théorème 6. Soient p, q deux premiers tels que p ≡ −q ≡ 1 (mod 4)
et K = Q(

√
2,
√
d). Si

(2
p

)
= −

( q
p

)
= 1, alors K(1)

2 6= K
(2)
2 si et seulement

si
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8.

Preuve. Soit L = Q(
√
q,
√

2p). Alors le 2-groupe de classes de L est
cyclique. En effet, Q(

√
q) est de nombre de classes impair et d’après la

proposition 1, on a rang(C2,L) = r − 1 − e où r est le nombre des pre-
miers de Q(

√
q) ramifiés dans L et e est l’entier naturel défini par 2e =

[EQ(
√
q) : NL/Q(

√
q)(L∗)∩EQ(

√
q)] où EQ(

√
q) est le groupe des unités de Q(

√
q)

et NL/Q(
√
q) est l’application norme par rapport à l’extension L/Q(

√
q).

Comme
( q
p

)
= −1 et 2 se ramifie totalement dans L, on a r = 2 et par suite

rang(C2,L) = 1− e. D’autre part, L/Q(
√

2p) est une extension quadratique
ramifiée, donc d’après la théorie des corps de classes h(2p) divise h(L). Or
h(2p) est pair, d’où le nombre de classes de L est pair. Par suite e = 0 et
rang(C2,L) = 1.

D’autre part, l’extension K
(1)
2 /L est non ramifiée, par suite et d’après

[Ta-37], K(1)
2 et L ont le même 2-corps de classes de Hilbert qui est K(2)

2 .
Ainsi h(K(1)

2 ) = 1
4h(L) et par conséquent on a

K
(1)
2 6= K

(2)
2 ⇔ 2 |h(K(1)

2 )⇔ 8 |h(L).

Alors on se ramène à calculer la 2-partie du nombre de classes de L.
On a h(q) = 1 et d’après [Ka-76], h(2pq) ≡ 2 (mod 4). On a h(L) =

QL
4 h(2pq)h(2p). Si on suppose que

(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8, alors d’après

[Kuč-95], h(2p) ≡ 2 (mod 4) et e(2p) = 1. D’autre part, d’après le lemme 6,
on a QL = 4. Ainsi, h(L) ≡ 4 (mod 8), par suite K(1)

2 = K
(2)
2 . Si on suppose

que
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8, alors d’après [Kuč-95], 4 |h(2p). On distingue deux

cas :

(i)
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1. Alors d’après [Kuč-95], on a : Si e(2p) = −1,

alors 8 |h(2p) et d’après le lemme 6, on a QL = 2 et par conséquent 8 |h(L).
Si e(2p) = 1, alors, d’après le lemme 6, on a QL = 4 et par conséquent
8 |h(L).

(ii)
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = −1. Alors d’après [Kuč-95], on a h(2p) ≡ 4

(mod 8) et e(2p) = −1. D’autre part, d’après le lemme 6, on a QL = 2. Par
suite h(L) ≡ 4 (mod 8), d’où K

(1)
2 = K

(2)
2 . Ainsi le théorème est démon-

trée.

On suppose que d remplie les conditions du théorème 3.
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Proposition 10. Soient p et p′ deux premiers différents tels que p ≡
p′ ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′). Alors on a :

• Si
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1 et
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8, alors K(1)

2 6= K
(2)
2

si et seulement si 8 |h(2p) ou [QL = 2 et h(2p) ≡ 4 (mod 8)] où L =
Q(
√
p′,
√

2p).
• Si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou b 6≡ 0

(mod 8) et
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 = −

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8 = −1, alors K(1)
2 6= K

(2)
2

si et seulement si
( 2
p′
)

4 = (−1)(p′−1)/8 = 1.

• Si
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou b 6≡ 0

(mod 8),
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 =

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8 = −1 et e(2pp′) = −1, alors

K
(1)
2 = K

(2)
2 .

• Si
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

=
( p
p′
)

= 1,
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 et

(p′
p

)
4 6= ( pp′ )4, alors

K
(1)
2 6= K

(2)
2 si et seulement si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1.

Preuve

• Si
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1 et
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8, alors d’après

[Ka-76], on a h(2pp′) = 4. D’après [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L =
Q(
√
p′,
√

2p) est cyclique. L’extension K
(1)
2 /L est une extension abélienne,

non ramifiée, donc K(1)
2 et L ont le même 2-corps de classes de Hilbert qui

est K(2)
2 . Par suite, K(2)

2 6= K
(1)
2 si et seulement si 8 |h(L). D’après [Ka-76],

h(2pp′) ≡ 4 (mod 8), par suite h(L) = QLh(2p) et on trouve que 8 |h(L) si
et seulement si 8 |h(2p) ou [QL = 2 et h(2p) ≡ 4 (mod 8)].
• Si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou

b 6≡ 0 (mod 8) et
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 = −

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8, alors d’après

[Ka-76], h(2pp′) = 4 et e(2pp′) = 1. Si on suppose que
(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8,

alors, d’après [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L = Q(
√
p,
√

2p′) est
cyclique et d’après [Kuč-95], 4 |h(2p′). Si

( 2
p′
)

4 = (−1)(p′−1)/8 = −1, alors
d’après [Kuč-95], on a h(2p′) ≡ 4 (mod 8) et e(2p′) = −1 et d’après le
lemme 7, on a QL = 1, par suite h(L) ≡ 4 (mod 8) et donc K(1)

2 = K
(2)
2 .

Si
( 2
p′
)

4 = (−1)(p′−1)/8 = 1, alors d’après [Kuč-95], e(2p′) = −1 implique

8 |h(2p′) et par suite 8 divise h(L), ainsi K(1)
2 6= K

(2)
2 . Si e(2p′) = 1, alors

d’après le lemme 7, on a QL = 2 et par suite 8 |h(L) et donc K(1)
2 6= K

(2)
2 .

Par conséquent, 8 |h(L) si et seulement si
( 2
p′
)

4 = (−1)(p′−1)/8 = 1.

• Si
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
( p
p′
)

= 1, pp′ = a2 + b2, a 6≡ ±1 (mod 8) ou

b 6≡ 0 (mod 8),
(2
p

)
4(−1)(p−1)/8 =

( 2
p′
)

4(−1)(p′−1)/8 = −1 et e(2pp′) = −1,
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alors d’après [Ka-76], on a h(2pp′) = 8 et d’après la proposition 4, on a
K

(1)
2 = K

(2)
2 .

• Si
(2
p

)
= −

( 2
p′
)

=
( p
p′
)

= 1,
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 et

(p′
p

)
4 6=

( p
p′
)

4,
alors on a h(2pp′) = 4. D’après [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de L =
Q(
√
p′,
√

2p) est cyclique et K(1)
2 6= K

(2)
2 si et seulement si 8 |h(L) ; alors

comme précédemment, 8 |h(L) si et seulement si
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1.

Ainsi la proposition est démontrée.

On suppose que d remplie les conditions de l’un des cas du théorème 4.

Théorème 7. Soient p, q1 et q2 des premiers différents tels que p ≡
−q1 ≡ −q2 ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pq1q2). Alors on a :

• Si K vérifie les cas (i) ou (ii) du théorème 4, alors K(1)
2 6= K

(2)
2 si

et seulement si 8 |h(2q1q2) ou [h(2q1q2) ≡ 4 (mod 8) et QL = 2] où L =
Q(
√
p,
√

2q1q2).

• Si K vérifie les cas (iii) ou (v) du théorème 4, alors K(1)
2 6= K

(2)
2 si et

seulement si
(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1.

• Si K vérifie le cas (iv) du théorème 4, alors L = Q(
√

2p,
√
q1q2) et

K
(1)
2 6= K

(2)
2 si et seulement si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8.

Preuve
• Supposons que K vérifie les cas (i) ou (ii) du théorème 4. Alors d’après

[Az-Mo-1], le corps L = Q(
√
p,
√

2q1q2) est de 2-groupe de classes cyclique.

On a K(1)
2 6= K

(2)
2 si et seulement si 8 |h(L). D’autre part, d’après [Ka-76]

on a h(2pq1q2) ≡ 4 (mod 8), par suite h(K) = QLh(2q1q2) et on trouve que
8 |h(L) si et seulement si 8 |h(2q1q2) ou [h(2q1q2) ≡ 4 (mod 8) et QL = 2].
• Supposons K vérifie les cas (iii) ou (v) du théorème 4. D’après [Ka-

76], le 2-groupe de classes de Q(
√

2pq1q2) est de type (2, 2) et l’extension
M = Q(

√
p,
√

2q1q2)/Q(
√

2pq1q2) est une extension quadratique non rami-
fiée. D’après [Az-Mo-1], le 2-groupe de classes de M est de rang 2 ; or K
est une extension quadratique non ramifiée de Q(

√
2pq1q2) dont le 2-groupe

de classes est de type (2, 2), alors d’après la proposition 6, la troisième
extension quadratique non ramifiée de Q(

√
2pq1q2) qui n’est autre que L =

Q(
√

2p,
√
q1q2) doit avoir un 2-groupe de classes cyclique. On a K(1)

2 6= K
(2)
2

si et seulement si 8 |h(L). On a h(L) = QLh(2p). Si
(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8, alors

d’après [Kuč-95], on a h(2p) ≡ 2 (mod 4) et d’après le lemme 8, QL = 2, par
suite h(L) ≡ 4 (mod 8) et donc K(1)

2 = K
(2)
2 . Si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = −1,

alors d’après [Kuč-95], h(2p) ≡ 4 (mod 8) et d’après le lemme 9, QL = 1,
par suite h(L) ≡ 4 (mod 8) et donc K(1)

2 = K
(2)
2 . Si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1,

alors d’après [Kuč-95], si e(2p) = −1, on a 8 |h(2p) et dans ce cas 8 |h(L).
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Si e(2p) = 1, alors d’après le lemme 8, on a QL = 2, par suite 8 |h(L) et
donc K(1)

2 6= K
(2)
2 .

• On suppose que K vérifie le cas (iv) du théorème 4. D’après [Ka-76],
h(2pp′) ≡ 4 (mod 8). Comme dans le cas précédent, on vérifie que le 2-
groupe de classes de L = Q(

√
2p,
√
q1q2) est cyclique. On a K(1)

2 6= K
(2)
2 si

et seulement si 8 |h(L). Si
(2
p

)
4 6= (−1)(p−1)/8, on a h(L) = QLh(2p) ; alors

d’après [Kuč-95], h(2p) ≡ 2 (mod 4) et d’après le lemme 8, QL = 2, par suite
h(L) ≡ 4 (mod 8) et donc K(1)

2 = K
(2)
2 . Si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = −1, alors

d’après [Kuč-95], h(2p) ≡ 4 (mod 8) et d’après le lemme 9, QL = 2, par suite
8 |h(L) et donc K(1)

2 6= K
(2)
2 . Si

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1, alors comme dans

le cas précédent, on trouve que K(1)
2 6= K

(2)
2 .

4.1.2. Structure du groupe Gal(K(2)
2 /K). Soit K = Q(

√
2,
√
d) un corps

biquadratique dont le 2-groupe de classes est de type (2, 2) et [K (∗) : K]
= 2. Dans le cas où K/Q(

√
2d) est non ramifiée (dans ce cas d remplie les

conditions des théorèmes 3 et 4), d’après [Az-Mo-2], le 2-groupe de classes
de Q(

√
2d) est de type (2, 22) ou (2, 2). Si ce groupe est de type (2, 22), alors

K
(1)
2 est le 2-corps de classes de Hilbert de Q(

√
2d) et d’après la proposi-

tion 4, la suite des 2-corps de classes de Hilbert de Q(
√

2d) s’arrète en K(1)
2 et

donc le groupe Gal(K(2)
2 /K) est abélien. Si le 2-groupe de classes de Q(

√
2d)

est de type (2, 2), alors K(∗) est le 2-corps de classes de Hilbert de Q(
√

2d)
et on sait d’après [Az-Mo-2] que le 2-groupe de classes de K (∗) est cyclique,
par suite K(2)

2 est le 2-corps de classes de Hilbert de K(∗). Ainsi K(2)
2 est

le deuxième 2-corps de classes de Hilbert de Q(
√

2d). D’après [De-92] et
[Be-Sn-95], on sait déterminer la structure du groupe Gal(K (2)

2 /Q(
√

2d)) et
comme Gal(K(2)

2 /K) est un sous-groupe d’indice 2 dans Gal(K(2)
2 /Q(

√
2d)),

le groupe Gal(K(2)
2 /K) est bien déterminé.

En utilisant [De-92] et [Be-Sn-95], on retrouve les deux théorèmes sui-
vants :

Théorème 8. Soient p et p′ deux premiers différents tels que p ≡ p′ ≡ 1
(mod 4),K = Q(

√
2,
√
pp′) et G = Gal(K(2)

2 /K). Alors on a :

• Si K vérifie le cas (i) du théorème 3 et K(1)
2 6= K

(2)
2 , alors G est diédral

si e(2p) = 1 ou [e(2p) = −1 et QL = 1], sinon G est quaternionique.
• Si K vérifie le cas (ii) du théorème 3 et K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors G est

diédral.
• Si K vérifie le cas (iii) du théorème 3, alors G est abélien.
• Si K vérifie le cas (iv) du théorème 3 et K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors G est

diédral si e(2p) = −1, sinon G est quaternionique.
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Preuve. Supposons que K vérifie le cas (i) du théorème 3. D’après
[Ka-76], on a h(2pp′) ≡ 4 (mod 8). Si K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors d’après [De-92],

Gal(K(2)
2 /Q(

√
2pp′)) est diédral si e(2p) = 1 ou [e(2p) = −1 et QL = 1],

sinon Gal(K(2)
2 /Q(

√
2pp′)) est quaternionique. Comme G est un sous-groupe

d’indice 2 dans Gal(K(2)
2 /Q(

√
2pp′), on a le résultat.

Pour les cas (ii) et (iv) du théorème 3, d’après [Ka-76] on a h(2pp′) ≡ 4
(mod 8). Alors de même comme dans le cas (i) du théorème 3, en utilisant
[De-92], on trouve le résultat.

Pour le cas (iii) du théorème 3, d’après [Ka-76] on a h(2pp′) ≡ 8 (mod 16)
et dans ce cas la tour des 2-corps de classes de Hilbert de Q(

√
2pp′) s’arrète

en K
(1)
2 . Par conséquent, le groupe G est abélien.

Dans le théorème qui suit on désigne par u l’entier naturel sans fac-
teurs carrés défini par NQ(

√
2q1q2)/Q(1 + ε2q1q2) = un2 où ε2q1q2 est l’unité

fondamentale de Q(
√

2q1q2) et n un entier naturel.

Théorème 9. Soient p, q1 et q2 des premiers différents tels que p ≡
−q1 ≡ −q2 ≡ 1 (mod 4), K = Q(

√
2,
√
pq1q2) et G = Gal(K(2)

2 /K). Alors
on a :

• Si K vérifie le cas (i) du théorème 4 et K(1)
2 6= K

(2)
2 , alors G est

quaternionique si u = 2, sinon G est diédral.
• Si K vérifie le cas (ii) du théorème 4 et K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors G est

quaternionique si u ∈ {2q1, 2q2}, sinon G est diédral.

• Si K vérifie le cas (iii) du théorème 4 et K(1)
2 6= K

(2)
2 , alors G est

diédral.
• Si K vérifie le cas (iv) du théorème 4 et K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors G est

quaternionique si e(2p) = −1, sinon G est diédral.

• K vérifie le cas (v) du théorème 4 et K(1)
2 6= K

(2)
2 , alors G est diédral.

Preuve. Supposons que K vérifie le cas (i) du théorème 4. Alors d’après
[Be-Sn-95], on a h(2pq1q2) ≡ 4 (mod 8). Si K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors d’après

[Be-Sn-95], Gal(K(2)
2 /Q(

√
2pq1q2)) est semi-diédral si u = 2, et diédral sinon.

De plus, G est quaternionique si u = 2, et diédral sinon. Pour les autres
cas du théorème 4, on a toujours h(2pq1q2) ≡ 4 (mod 8), alors en utilisant
[Be-Sn-95], on trouve le résultat.

Dans ce qui suit, on va étudier le problème de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K = Q(

√
2,
√
pq) où p ≡ −q ≡ 1 (mod 4) et

(2
p

)
= −

( q
p

)
= 1.

D’après [Ka-76], on a h(pq) ≡ h(2pq) ≡ 2 (mod 4), par suite les méthodes
utilisées dans les cas précédents pour déterminer la structure du groupe
Gal(K(2)

2 /K) ne sont pas valables dans ce cas.
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Dans la suite, on va déterminer les classes engendrant le 2-groupe de
classes de K. On note par OM l’anneau des entiers d’un corps M .

Comme
(2
p

)
= 1, on a pOQ(

√
2) = P1P2 où P1 et P2 sont deux idéaux

premiers différents de Q(
√

2). De plus, pour i ∈ {1, 2} on a PiOK = Y 2
i où

Yi est un idéal premier de K.

Proposition 11. Avec les mêmes notations, si K(1)
2 6= K

(2)
2 , alors le

2-groupe de classes de K est engendré par les classes d’idéaux de Y1 et
de Y2.

Preuve. On sait que le nombre de classes de Q(
√

2) est égal à 1. Comme
P1 et P2 sont deux idéaux premiers de Q(

√
2), ils sont principaux. Or pour

i ∈ {1, 2} on a PiOK = Y 2
i , donc les classes [Y1] et [Y2] sont des 2-classes

de K. Montrons que Y1 n’est pas principal.
On vérifie facilement que Y1 reste inerte dans K(∗) = Q(

√
2,
√
p,
√
q),

alors d’après la loi de réciprocité d’Artin appliquée à l’extension K (∗)/K,
l’idéal Y1 n’est pas principal. Montrons que Y1Y2 n’est pas principal.

On a NK/Q(
√

2)(Y1Y2) = P1P2 = pOQ(
√

2). Si Y1Y2 est principal, alors il

existe une unité u de Q(
√

2) tel que pu est norme dans l’extension K/Q(
√

2).
Cela est impossible. En effet, en utilisant le symbole du reste normique, on
sait que pu est norme dans K/Q(

√
2) si et seulement si

(pu,pq
Q
)

= 1 pour
tout premier Q de Q(

√
2) ramifié dans K (voir [Az-Mo-1]). D’autre part,

l’idéal premier P1 de Q(
√

2) se ramifie dans K et on a
(−1, pq
P1

)
=
(−1, p
P1

)
=
(−1
p

)
= 1

et (
ε2, pq

P1

)
=
(
ε2, p

P1

)(
ε2, q

P1

)
=
(
ε2, p

P1

)
.

Dans [Az-Mo-1], on démontre que
(
ε2, p

P1

)
=
(

2
p

)

4
(−1)(p−1)/8.

Comme K(1)
2 6= K

(2)
2 , d’après la proposition 10 on a

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = 1,

par suite
(ε2,p
P1

)
= 1 et donc

(ε2,pq
P1

)
= 1. Ainsi l’unité u de Q(

√
2) vérifie(u,pq

P1

)
= 1. De plus,

(
p, pq

P1

)
=
(
p, p

P1

)(
p, q

P1

)
=
(
q

p

)
= −1.

D’où
(pu,pq
P1

)
= −1, par conséquent on a une contradiction. Ainsi Y1Y2 n’est

pas principal et la proposition est démontrée.
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Dans la suite, on va déterminer les 2-classes de K qui capitulent dans
K(∗).

On sait que Y1 et Y2 restent inertes dans K(∗), donc Y1OK(∗) = Q1 et
Y2OK(∗) = Q2 où Q1 et Q2 sont deux idéaux premiers de K(∗). D’autre part
on a pOL = Q2 où L = Q(

√
q,
√

2p) et Q est un idéal premier de L, par
suite QOK(∗) = Y1Y2.

Proposition 12. Avec les mêmes notations, les idéaux premiers Q1 et
Q2 sont principaux si et seulement si l’idéal premier Q est principal.

Preuve. On sait que si Q1 est principal, alors Q = NK(∗)/L(Q1) est
principal.

Inversement, si l’idéal premier Q est principal, on raisonne comme suit.
On sait que le 2-groupe de classes de L est cyclique et K(∗) et L ont le
même 2-corps de classes de Hilbert qui est K(2)

2 . D’autre part, d’après la
théorie des corps de classes de Hilbert, le noyau de l’application d’Artin dans
l’extension K(2)

2 /L est réduit au groupe des idéaux fractionnaires principaux
de L. Comme l’idéal premier Q est principal, Q se décompose complète-
ment dans K(2)

2 , par suite les idéaux premiers Q1 et Q2 se décomposent
complètement dans K(2)

2 . Comme K(2)
2 est le 2-corps de classes de Hilbert

de K(∗), le noyau de l’application d’Artin dans l’extension K
(2)
2 /K(∗) est

réduit au groupe des idéaux fractionnaires principaux de K (∗). Ainsi Q1 et
Q2 sont principaux et la proposition est démontrée.

Théorème 10. Soient p et q deux premiers tels que p ≡ −q ≡ 1 (mod 4),(2
p

)
= −

( q
p

)
= 1 et K = Q(

√
2,
√
pq). Si K(1)

2 6= K
(2)
2 , alors toutes les 2-

classes de K capitulent dans K(∗). Par suite, le groupe G = Gal(K(2)
2 /K)

est diédral.

Preuve. Le 2-groupe de classes de K est engendré par les classes d’idéaux
[Y1] et [Y2] définis dans la proposition 11. Montrons que Y1Y2 capitule dans
K(∗).

On a pOQ(
√

2pq) = P2 où P est un idéal premier de Q(
√

2pq), par suite
POK = Y1Y2. Ainsi, il existe deux 2-classes ambigues de K relativement à
Q(
√

2pq), la classe triviale et la classe [Y1Y2]. Comme K(∗)/Q(
√

2pq) est une
extension abélienne et K(∗)/K est une extension non ramifiée, K(∗) est le
2-corps de genres relatif à l’extension K/Q(

√
2pq). D’après [Te-71], toutes

les 2-classes ambigues de K(∗)/Q(
√

2pq) capitulent dans K(∗). Ainsi la classe
[Y1Y2] capitule dans K(∗). Montrons que Y1 capitule dans K(∗).

On sait que Y1OK(∗) = Q1 où Q1 est un idéal premier de K(∗) et que
pOL = Q2 où Q est un idéal premier de L. D’après la proposition 12,
Y1 capitule dans K(∗) si et seulement si Q est principal. Montrons que Q
est principal. Soit ε l’unité fondamentale de Q(

√
q). Alors il existe deux
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nombres rationnels y1 et y2 tels que √εq = y1
√

2 + y2
√

2q. De plus, pOL =
(
√
p
√
ε)2ε−1OL = Q2. Comme

√
p
√
εq est un entier de L, l’idéal Q est

principal, par suite l’idéal Q1 est principal. Ainsi, toutes les 2-classes de K
capitulent dans K(∗). Comme K(1)

2 6= K
(2)
2 , d’après le théorème 1 le groupe

Gal(K(2)
2 /K) est diédral.

4.2. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K = Q(
√

2,
√
d) où K(∗) =

K
(1)
2 . On suppose que le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2) et

que K(∗) = K
(1)
2 . On va étudier le problème de capitulation des 2-classes

d’idéaux de K dans les sous-extensions propres de K(1)
2 /K.

D’après le théorème 5, le 2-groupe de classes de K est de type (2, 2) si
et seulement si d vérifie l’un des deux cas suivants :

Cas 1 : d = q1q2q3 où q1 ≡ q2 ≡ q3 ≡ −1 (mod 4),
( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
=

−
( 2
q3

)
= 1 et

( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1.

Cas 2 : d = pp′q où p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et( q
p

)( q
p′
)

= −1.

Dans la suite, on désigne par :

• h(m) la 2-partie du nombre de classes du corps quadratique Q(
√
m),

• h(M) la 2-partie du nombre de classes du corps M ,
• Ker(φE/S) le noyau de l’application d’Artin dans l’extension abélienne,

non ramifiée E/S,
• OM l’anneau des entiers du corps M ,
• L.R.A. la loi de réciprocité d’Artin.

Dans la suite, on va étudier le problème de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les cas 1 et 2.

4.2.1. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K = Q(
√

2,
√
q1q2q3). On

suppose que K = Q(
√

2,
√
q1q2q3) où q1, q2 et q3 sont des premiers vérifiant

les conditions du cas 1. Les trois extensions quadratiques de K contenues
dans K(1)

2 sont K1 = Q(
√

2,
√
q1,
√
q2q3), K2 = Q(

√
2,
√
q2,
√
q1q3) et K3 =

Q(
√

2,
√
q3,
√
q1q2). On sait que 2 se ramifie totalement dans K, donc 2OK =

P4 où P est un idéal premier de K. De plus, q1OK = P2
1P2

2 où P1 et P2
sont deux idéaux premiers différents de K. Dans la suite, on suppose que( q1
q2

)
= −1 et

( q1
q3

)
= 1.

Proposition 13. Avec les notations précédentes, le 2-groupe de classes
de K est engendré par les classes [P] et [P1].

Preuve. Montrons que P n’est pas principal. Comme
( 2
q1

)
= 1 et

( 2
q2

)
=

−1, l’idéal premier P est inerte dans K3/K. Or l’extension K3/K est abé-
lienne et non ramifiée, donc, d’après L.R.A. appliquée à K3/K, P n’est



Capitulation des 2-classes d’idéaux 51

pas principal. De plus, la classe [P] est une 2-classe, car P4 est principal.
Montrons que P1 n’est pas principal.

On sait que
( q1
q3

)
= −

( q1
q2

)
= 1, donc P1 est inerte dans K3/K. De même

en appliquant L.R.A. à l’extension K3/K, on trouve que P1 n’est pas prin-
cipal. De plus, la classe de P1 est une 2-classe. En effet, comme

( 2
q1

)
= 1,

q1 se décompose complètement dans Q(
√

2). On pose q1OQ(
√

2) = Y1Y2 où

Y1 et Y2 sont deux idéaux premiers différents de Q(
√

2). Puisque le nom-
bre de classes de Q(

√
2) est égal à 1, Y1 et Y2 sont principaux. De plus,

Y1OK = P2
1 , par conséquent la classe de P1 est une 2-classe non triviale de

K. Montrons que PP1 n’est pas principal. Comme
( 2
q2

)
=
( 2
q3

)
= −1, P

se décompose complètement dans K1. D’autre part,
( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1, donc

P1 est inerte dans K1. Si PP1 est principal, alors d’après L.R.A. appliquée
à l’extension K1/K, on trouve que PP1 ∈ Ker(φK1/K), ce qui est impos-
sible.

Théorème 11. Soient q1, q2, q3 des premiers différents tels que q1 ≡
q2 ≡ q3 ≡ −1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
q1q2q3). Si Gal(K(1)

2 /K) ' Z/2Z ×
Z/2Z, alors le groupe Gal(K(2)

2 /K) est abélien.

Preuve. D’après [Az-Mo-1], le nombre de classes de L = Q(
√

2,
√
q1) est

impair. Comme 2 se ramifie totalement dans L, on a 2OL = Q4 où Q est un
idéal premier de L. Par suite, Q est principal. De plus, QOK1 = POK1 , par
conséquent P capitule dans K1.

D’autre part,
( 2
q1

)
= 1, donc q1OL = Q2

1Q2
2 où Q1 et Q2 sont deux

idéaux premiers différents de L. Comme dans la proposition 13, on vérifie
que les classes [Q1] et [Q2] sont des 2-classes de L, donc elles sont triviales.
Ainsi Q1 et Q2 sont principaux. D’où Q1OK1 = P1OK1 est principal. Par
conséquent toutes les 2-classes de K capitulent dans K1. Pour montrer que
Gal(K(2)

2 /K) est abélien, il suffit de montrer que toutes les 2-classes de K
capitulent dans K3 (voir théorème 1). Montrons que P capitule dans K3.
D’après [Az-Mo-1], le rang du 2-groupe de classes de L′ = Q(

√
2,
√
q3) est

égal à 0 ; donc de la même façon que dans le cas précédent, on vérifie que P
capitule dans K3.

Montrons que P1 capitule dans K3. D’après [Az-Mo-1], le nombre de
classes de L′′ = Q(

√
2,
√
q1q2) est impair. D’autre part,

( 2
q1

)
= 1, donc

q1OL′′ = B2
1B2

2 où B1 et B2 sont deux idéaux premiers différents de L′′.
Comme dans la proposition 13, on vérifie que les classes [B1] et [B2] sont des
2-classes. Or

( q1
q3

)
= 1, donc B1 est inerte dansK3/L

′′. D’où B1OK3 = P1OK3

est principal. Par suite, P capitule dans K3. Par conséquent, toutes les 2-
classes de K capitulent dans K3. Ainsi le théorème est démontré.
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4.2.2. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K = Q(
√

2,
√
pp′q). On

suppose que K = Q(
√

2,
√
pp′q) vérifie les conditions du cas 2. Les trois ex-

tensions quadratiques de K contenues dans K(1)
2 sont K1 =Q(

√
2,
√
q,
√
pp′),

K2 = Q(
√

2,
√
p,
√
qp′) et K3 = Q(

√
2,
√
p′,
√
qp). On va étudier le problème

de capitulation des 2-classes d’idéaux de K dans les extensions K1/K,K2/K
et K3/K.

On note par ε2, εp et ε2p les unités fondamentales réspectives de Q(
√

2),
Q(
√
p) et Q(

√
2p).

On sait que le nombre de classes de M = Q(
√

2,
√
p) est impair. De

plus, h(2p) ≡ 2 (mod 4), h(2) = 1 et h(p) est impair. En utilisant la formule
de (∗) (page 37), on trouve que l’indice des unités QM de M est égal à 2.
Par conséquent et d’après les systèmes fondamentales donnés dans [Kur-43],
{ε2, εp,

√
ε2εpε2p} est un système fondamental des unités de M .

Dans toute la suite on suppose que
( q
p

)
= 1 et

( q
p′
)

= −1. Comme( q
p

)
= 1, on a qOQ(

√
p) = Q′1Q′2 où Q′1 et Q′2 sont deux idéaux premiers

différents de Q(
√
p). Si

(2
q

)
= −1, alors Q′1OM = Q1 et Q′2OM = Q2 où Q1

etQ2 sont deux idéaux premiers deM . Si
( p
p′
)

= 1, alors p′OQ(
√
p) = P ′1P ′2 où

P ′1 et P ′2 sont deux idéaux premiers différents de Q(
√
p). De plus,

( 2
p′
)

= −1,
donc P ′1OM = P1 et P ′2OM = P2 où P1 et P2 sont deux idéaux premiers de
M . Si

( p
p′
)

= −1, alors
(2p
p′
)

= 1, par suite p′OQ(
√

2p) = B′1B′2 où B′1 et B′2
sont deux premiers différents de Q(

√
2p). De plus, on pose B′1OM = B1 et

B′2OM = B2 où B1 et B2 sont deux idéaux premiers de M. Comme
(2
p

)
= −1,

on a 2OM = P2 où P est un idéal premier de M et on pose 2OQ(
√
p) = P ′ où

P ′ est un idéal premier de Q(
√
p). On conclut ainsi que si

(2
q

)
= −1, alors

les premiers de M qui se ramifient dans K2 sont :



Q1,Q2,P1,P2 et P si
(
p

p′

)
= 1,

Q1,Q2,B1,B2 et P si
(
p

p′

)
= −1.

Proposition 14. Sous les hypothèses de ce paragraphe, on a toujours
K

(1)
2 6= K

(2)
2 .

Preuve. On montre que le 2-groupe de classes de K2 n’est pas cyclique.
On sait que le nombre de classes du corps M est impair. Soit C2,K2 le
2-groupe de classes de K2. D’après la proposition 1, on a rang(C2,K2) =
r − 1 − e, où r est le nombre des premiers de M ramifiés dans K2 et e
l’entier défini par 2e = [EM : NK2/M (K∗2) ∩ EM ], où EM est le groupe des
unités de M . De plus, {ε2, εp,

√
ε2εpε2p} est un système fondamental d’unités

de M . La détermination de l’entier e revient à chercher quand est ce que
les éléments ±εi12 εi2p

√
ε2εpε2p

i3 où {i1, i2, i3} ⊂ {0, 1} sont des normes ou
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non dans l’extension K2/M . Par suite, l’entier e est compris entre 0 et 4.
En utilisant les propriétés du symbole du reste normique, on distingue deux
cas :

(i)
(2
q

)
= 1. Comme

( q
p

)
= 1, le nombre r des premiers de M ramifiés

dans K2 est égal à 7. Ainsi rang(C2,K2) = 6− e et comme e ≤ 4, le 2-groupe
de classes de K2 n’est pas cyclique.

(ii)
(2
q

)
= −1. On a r = 5, par suite rang(C2,K2) = r − 1 − e = 4 − e.

Montrons que −1 est norme dans l’extension K2/M . On sait que K2 =
M(
√
p′q) et pour i ∈ {1, 2}, d’après la proposition 2,

(−1, p′q
Qi

)
=
(NM/Q(

√
p)(−1), p′q

Q′i

)
=
(

1, p′q
Q′i

)
= 1.

De même (−1, p′q
P

)
=
(

1, p′q
P ′

)
= 1,

et on a : 



(−1, p′q
Pi

)
= 1 si

(
p

p′

)
= 1,

(−1, p′q
Bi

)
= 1 si

(
p

p′

)
= −1.

Par conséquent, −1 est norme dans l’extension K2/M , d’où e 6= 4 et par
suite e ≤ 3. On a e = 3 si et seulement si pour tout {i1, i2, i3} ⊂ {0, 1},
εi12 ε

i2
p
√
ε2εpε2p

i3 n’est pas norme dans l’extension K2/M . Montrons que εp
est norme dans l’extension K2/M .

D’après la proposition 2, pour i ∈ {1, 2} on a
(
εp, p

′q
Qi

)
=
(NM/Q(

√
p)(εp), p′q

Q′i

)
=
(
ε2
p, p
′q

Q′i

)
= 1

et de même (
εp, p

′q
P

)
=
(
ε2
p, p
′q

P ′
)

= 1.

De plus on a




(
εp, p

′q
Pi

)
=
(NM/Q(

√
p)(εp), p′q

P ′i

)
=
(
ε2
p, p
′q

P ′i

)
= 1 si

(
p

p′

)
= 1,

(
εp, p

′q
Bi

)
=
(NM/Q(

√
2p)(εp), p

′q

B′i

)
=
(−1, p′q
B′i

)
= 1 si

(
p

p′

)
= −1.

Par conséquent, εp est norme dans l’extension K2/M . Ainsi, on a e < 3,
d’où rang(C2,K2) > 1 et le 2-groupe de classes de K2 n’est pas cyclique.

Donc, K(1)
2 6= K

(2)
2 .
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Dans la suite, pour étudier le problème de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K, on distingue deux cas.

Cas 1 :
(2
q

)
= 1. On pose 2OK = P4, qOK = Q2

1Q2
2 où P,Q1 et Q2 sont

des premiers différents de K.

Proposition 15. Si
(2
q

)
= 1, alors le 2-groupe de classes de K est

engendré par les classes [P] et [Q1].

Preuve. On sait que P est inerte dans K2/K et que l’extensionK2/K est
abélienne, non ramifiée. Alors d’après la L.R.A. appliquée à cette extension,
on trouve que P n’est pas principal. Comme P4 est principal, la classe
[P] est une 2-classe non triviale de K. D’autre part, Q1 reste inerte dans
K1/K, alors comme pour P, l’idéal Q1 n’est pas principal. De plus, q se
décompose dans Q(

√
2), qui est de nombre de classes égal à 1, donc Q2

1
est principal. Ainsi [Q1] est une 2-classe non triviale de K. Comme Q1
est inerte dans K1/K et P se décompose dans K1/K, d’après la L.R.A.
appliquée à l’extension K1/K, on trouve que Q1P n’est pas principal. Ainsi
la proposition est démontrée.

Théorème 12. Soient p, p′, q des premiers différents tels que p ≡ p′ ≡
−q ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′q). Si

(2
q

)
= −

(2
p

)
= −

( 2
p′
)

= 1 et
( q
p

)
= −

( q
p′
)

= 1, alors le groupe Gal(K(2)
2 /K) est diédral.

Preuve. On pose L = Q(
√

2,
√
q). D’après [Az-Mo-1], le nombre de

classes de L est impair. De plus, 2 se ramifie totalement dans L, donc
2OL = Y4 où Y est un idéal premier principal de L. Comme YOK1 = POK1 ,
P capitule dans K1. D’autre part,

(2
q

)
= 1, donc qOL = Y2

1Y2
2 où Y1 et Y2

sont deux idéaux premiers principaux de L. Comme Y1OK1 = Q1OK1 , Q1

capitule dans K1. Ainsi toutes les 2-classes de K capitulent dans K1 et
comme K(1)

2 6= K
(2)
2 le théorème 1 montre que Gal(K(2)

2 /K) est diédral.

Corollaire 1. Le 2-groupe de classes de K1 est cyclique, tandis que
les 2-groupes de classes de K2 et de K3 ne sont pas cycliques.

Preuve. Comme toutes les 2-classes deK capitulent dansK1, le 2-groupe
de classes de K1 est cyclique. Comme K(2)

2 6= K
(1)
2 le théorème 4(i) montre

que les 2-groupes de classes de K2 et de K3 ne sont pas cycliques.

Cas 2 :
(2
q

)
= −1. On a 2OK = P4 où P est un idéal premier non

principal de K (car P est inerte dans K2 et K2/K n’est pas ramifiée).

Proposition 16. Avec les notations précédentes, le 2-groupe de classes
de K1 est cyclique et le groupe Gal(K(2)

2 /K) est diédral ou quaternionique.

Preuve. On sait que P n’est pas principal et se décompose dans K1.
Comme dans la preuve du théorème 11, on montre que P capitule dans
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K1, par suite K1 est de type (A). Donc, d’après le théorème 1, le 2-groupe
de classes de K1 est cyclique. De plus, d’après la proposition 14, K(2)

2 6=
K

(1)
2 , donc d’après le théorème 1, le groupe Gal(K(2)

2 /K) est diédral ou
quaternionique.

Remarque 1. Les 2-groupes de classes de K2 et de K3 ne sont pas
cycliques.

Preuve. D’après la preuve de la proposition 14, le 2-groupe de classes de
K2 n’est pas cyclique et puisque le 2-groupe de classes de K1 est cyclique, la
proposition 6 montre que le 2-groupe de classes de K3 n’est pas cyclique.

Proposition 17. Soient p, p′ et q des premiers différents tels que p ≡
p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4) et K = Q(

√
2,
√
pp′q). Si

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1, alors 2h(pp′) | |Gal(K(2)
2 /K)|.

Preuve. Soit K1 = Q(
√

2,
√
pp′,
√
q). D’après le corollaire 1 et la propo-

sition 16, le 2-groupe de classes de K1 est cyclique et par suite K(2)
2 est

son 2-corps de classes de Hilbert. D’autre part, 2 se ramifie totalement
dans Q(

√
2,
√
q) et ne se ramifie pas dans Q(

√
pp′). Par suite, il existe

un premier de Q(
√
pp′) qui se ramifie totalement dans K1 et d’après la

théorie des corps de classes on a h(pp′) |h(K1) (voir [Ja-73, p. 195]). Or
|Gal(K(2)

2 /K)| = [K(2)
2 : K] = 2h(K1), d’où le résultat.

Dans la suite, pour résoudre le problème de capitulation dans le cas où(2
q

)
= −1, on aura besoin d’autres corps biquadratiques, à savoir les corps

E = Q(
√
q,
√

2pp′) et S = Q(
√

2p′,
√
qp).

Proposition 18. Soient p, p′ et q des premiers différents tels que p ≡
p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)
= −

( q
p′
)

= 1 et E =
Q(
√
q,
√

2pp′). Alors le 2-groupe de classes de E est de type (2, 2).

Preuve. On sait d’après [Kuč-95] et [Be-Sn-95] que h(2pp′) ≡ 4 (mod 8)
et h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8). Soit ε1, ε2 et ε3 les unités fondamentales respectives
des corps Q(

√
q), Q(

√
2pp′) et Q(

√
2pp′q). On a e(2pp′) = −1, par suite ε2

n’est pas un carré dans E et il existe deux nombres rationnels x et y tels
que

(1)
√
ε1 = x

√
2 + y

√
2q.

D’autre part, d’après la preuve du lemme 5, il existe deux nombres rationnels
t1 et t2 et deux entiers naturels m et n premiers entre eux tels que

(2)
√
ε3 = t1

√
m+ t2

√
n où m ∈ {p′, 2p′} et mn = 2pp′q.

De (1) et (2), on tire que les unités ε1, ε2 et ε1ε2 ne sont pas des carrés
dans E, par suite QF = 1 et donc h(E) ≡ 4 (mod 8). D’autre part, K(1)

2 /E
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où K
(1)
2 = Q(

√
2,
√
p,
√
p′,
√
q) est une extension abélienne non ramifiée de

degré 4, donc le 2-groupe de classes de E est de type (2, 2).

Le corps K
(1)
2 est aussi le 2-corps de classes de Hilbert du corps E

et les trois extensions quadratiques de E contenues dans K(1)
2 sont K1 =

Q(
√

2,
√
q,
√
pp′), E1 = Q(

√
p,
√
q,
√

2p′) et E2 = Q(
√
p′,
√
q,
√

2p).

Théorème 13. On garde les notations et hypothèses de la proposition
précédente. Soient K(1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K et K(2)
2 le 2-

corps de classes de Hilbert de K(1)
2 . Si

( p
p′
)

= −1, alors le 2-groupe de classes

de E1 est cyclique. De plus, Gal(K(2)
2 /K) ' D3 et Gal(K(2)

2 /E) ' Q3.

Preuve. On sait que le 2-groupe de classes de K1 est cyclique. On veut
montrer que le 2-groupe de classes de E1 est cyclique.

On pose M = Q(
√
q,
√
p). D’après [Az-Mo-1], le nombre de classes de M

est impair. On note C2,E1 le 2-groupe de classes de E1. On a rang(C2,E1) =
r−1−e où r et e sont les entiers naturels définies relativement à l’extension
E1/M (voir proposition 1). Comme

(2
p

)
=
( q
p′
)

= −1, on a r = 3, ainsi
rang(C2,E1) = r − 1 − e = 2 − e. Montrons que e 6= 0, c’est-à-dire il existe
une unité de M qui n’est pas norme dans l’extension E1/M . Soit ε = x +
y
√
qp l’unité fondamentale de Q(

√
qp). On sait que e(pq) = 1, par suite

(x − 1)(x + 1) = pqy2. Comme
( q
p

)
= −

(2
p

)
= 1, il existe deux entiers

naturels y1 et y2 tels que
{
x− 1 = 2qy2

1,

x+ 1 = 2py2
2,

où 2y1y2 = y.

Alors, on trouve que
√
ε =
√
q y1 +

√
p y2 ∈M . Par conséquent, il existe un

élément u ∈ Q(
√
pq) tel que ε = qu2 où u = y1 + (y2/q)

√
pq.

D’autre part, on pose p′OM = P1P2 où P1 et P2 sont deux idéaux
premiers différents de M . Comme

( p
p′
)

=
( q
p′
)

= −1, p′ se décompose dans
Q(
√
pq). Par suite, p′OQ(

√
pq) = P ′1P ′2 où P ′1 et P ′2 sont deux idéaux premiers

de Q(
√
pq) et P ′1OM = P1 et P ′2OM = P2. Alors d’après la proposition 2,

on a
(√

ε, p′q
P1

)
=
(NM/Q(

√
pq)(
√
ε), p′q

P ′1

)
=
(−ε, p′q
P ′1

)
=
(−qu2, p′q

P ′1

)

=
(−q, p′q
P ′1

)
=
(−q, p′
P ′1

)
=
(
q

p′

)
= −1.

Par suite,
√
ε n’est pas norme dans l’extension E1/M . D’où e 6= 0 et puisque

l’extension K(1)
2 /E1 est abélienne, non ramifiée, on a e = 1, ce qui donne la

première partie du théorème.
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La proposition 5 implique que Gal(K(2)
2 /E) est abélien ou isomorphe

à Q3. Comme K(1)
2 6= K

(2)
2 , Gal(K(2)

2 /E) est isomorphe à Q3. De plus, les
2-groupes de classes de K2 et de K3 ne sont pas cycliques, donc, d’après la
proposition 5, Gal(K(2)

2 /K) ' D3.

On pose 2OE = B2 où B est un idéal premier de E = Q(
√
q,
√

2pp′) et
qOE = B2

1B2
2 où B1 et B2 sont deux idéaux premiers différents de E.

Proposition 19. Soit E = Q(
√
q,
√

2pp′) où p, p′ et q sont des premiers
différents tels que p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)
=

−
( q
p′
)

= 1. Si
(2
q

)
= −1, alors le 2-groupe de classes de E est engendré par

les classes [B] et [Bl1] où l est la partie impaire du nombre de classes de E.

Preuve. La démonstration est la même que celle de la proposition 15.
Le nombre l intérvient pour que [Bl1] soit une 2-classe de E.

On suppose que
( p
p′
)

= 1. Dans tout ce qui suit on suppose que
(
p

p′

)
=
(
q

p

)
= −

(
q

p′

)
= 1 et

(
2
p

)
=
(

2
p′

)
=
(

2
q

)
= −1.

Proposition 20. Soient E = Q(
√
q,
√

2pp′) où p, p′ et q sont des pre-
miers différents tels que p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et( q
p

)
= −

( q
p′
)

= 1, E1 = Q(
√
q,
√
p,
√

2p′) et E2 = Q(
√
q,
√
p′,
√

2p). Si(2
q

)
= −1 et

( p
p′
)

= 1, alors les 2-groupes de classes de E1 et de E2 ne sont

pas cycliques et le groupe Gal(K(2)
2 /E) est diédral ou quaternionique.

Preuve. Le nombre des premiers de M = Q(
√
p,
√
q) ramifiés dans E1

est r = 3. Soit C2,E1 le 2-groupe de classes de E1. Alors rang(C2,E1) =
r− 1− e = 2− e. Soit εm l’unité fondamentale de Q(

√
m). Alors √εpq ∈M

(voir preuve du théorème 13). Comme εp et εq ne sont pas des carrés dans
M , {εp, εq,√εpq} est un système fondamental des unités de M . D’autre part,
−1, εp, εq et √εpq sont des normes dans l’extension E1/M . En effet, on pose
2OM = Q2 où Q est un idéal premier de M , p′OQ(

√
p) = P ′1P ′2 où P ′1 et

P ′2 sont deux idéaux premiers différents de Q(
√
p). De plus, P ′1OM = P1 et

P ′2OM = P2 où P1 et P2 sont deux idéaux premiers de M . Alors les premiers
de M qui se ramifient dans E1 = M(

√
2p′) sont Q,P1 et P2.

Pour i ∈ {1, 2}, on a
(−1, 2p′

Pi

)
=
(NM/Q(

√
p)(−1), 2p′

P ′i

)
=
(

1, 2p′

P ′i

)
= 1 et

(−1, 2p′

Q

)
= 1.

Par conséquent, −1 est norme dans l’extension E1/M . Aussi,
(
εp, 2p′

Pi

)
=
(NM/Q(

√
p)(εp), 2p′

P ′i

)
=
(
ε2
p, 2p

′

P ′i

)
= 1 et

(
εp, 2p′

Q

)
= 1.
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Par conséquent εp est norme dans l’extension E1/M . De plus,
(
εq, 2p′

Pi

)
=
(NM/Q(

√
p)(εq), 2p′

P ′i

)
=
(

1, 2p′

P ′i

)
= 1 et

(
εq, 2p′

Q

)
= 1.

Par conséquent εq est norme dans l’extension E1/M . Finalement,
(√

εpq, 2p′

Pi

)
=
(NM/Q(

√
p)(
√
εpq), 2p′

P ′i

)
=
(±1, 2p′

P ′i

)
=
(±1
p′

)
= 1

et (√
εpq, 2p′

Q

)
= 1.

Par conséquent √εpq est norme dans l’extension E1/M .
Ainsi e = 0 et donc le 2-groupe de classes de E1 n’est pas cyclique. On

sait queK1 est une extension quadratique non ramifiée de E dont le 2-groupe
de classes est cyclique (voir proposition 16). Alors d’après la proposition 6,
le 2-groupe de classes de E2 n’est pas cyclique. Ainsi on a la première partie
de la proposition.

Montrons que Gal(K(2)
2 /E) est diédral ou quaternionique. L’idéal B se

décompose dans K1. De plus, le corps L = Q(
√

2,
√
q) est de nombre de

classes impair. Si on pose 2OL = Y4 où Y est un idéal premier de L, alors
YOK1 = BOK1 est principal. D’où B capitule dans K1 et donc K1 est de
type (A). Donc, d’après le théorème 1, le groupe Gal(K (2)

2 /E) est diédral
ou quaternionique.

Proposition 21. Soit S = Q(
√

2p′,
√
pq) où p, p′ et q sont des premiers

différents tels que p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)
=

−
( q
p′
)

= 1. Si
( p
p′
)

= 1, alors le 2-groupe de classes de S est de type (2, 2).

Preuve. On sait d’après [Be-Sn-95] que h(2pp′q) ≡ 4 (mod 8) et d’après
[Ka-76], on a h(pq) ≡ 2 (mod 4), de plus d’après [Kuč-95], h(2p′) ≡ 2
(mod 4). Soit ε1, ε2 et ε3 les unités fondamentales réspectives de Q(

√
2p′),

Q(
√
pq) et Q(

√
2pp′q). On a e(2p′) = −1 et par suite ε1 n’est pas un carré

dans S. Comme
( q
p′
)

=
( 2
p′
)

= 1, on vérifie facilement qu’il existe deux
nombres rationnels x et y tels que

(1)
√
ε2 = x

√
2p′ + y

√
2q.

D’autre part, puisque
( p
p′
)

= 1, d’après la preuve du lemme 5, il existe deux
nombres rationnels t1 et t2 tels que

(2)
√
ε3 = t1

√
p′ + t2

√
2pq.

De (1) et (2), on tire que les unités ε2, ε3 et ε2ε3 ne sont pas des carrés
dans S, par suite QS = 1 et donc h(S) ≡ 4 (mod 8). D’autre part, K(1)

2 /S
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où K
(1)
2 = Q(

√
2,
√
p,
√
p′,
√
q) est une extension abélienne non ramifiée de

degré 4, d’où le 2-groupe de classes de S est de type (2, 2).

Dans toute la suite S = Q(
√

2p′,
√
pq) et les trois extensions quadratiques

non ramifiés de S sont E1 = Q(
√
q,
√
p,
√

2p′), S1 = Q(
√

2p′,
√
pq,
√

2p) et
K3 = Q(

√
2,
√
p′,
√
pq).

Comme 2 se ramifie totalement dans S, on a 2OS = G4 où G est un idéal
premier de S. D’autre part,

(2
q

)
=
(p′
q

)
= −1, donc qOS = G2

1G2
2 où G1 et

G2 sont deux idéaux premiers différents de S.

Proposition 22. Avec les notations précédentes, si
(2
p

)
=
( 2
p′
)

=
(2
q

)

=
(p′
q

)
= −1 et

( q
p

)
=
(p′
p

)
= 1, alors le 2-groupe de classes de S est

engendré par les classes [G] et [Gm1 ] où m est la partie impaire du nombre
de classes de S.

Preuve. Il est clair que [G] et [Gm1 ] sont des 2-classes de S. De plus,
comme G est inerte dans E1/S, alors d’après L.R.A. appliquée à l’extension
E1/S, G est non principal. Puisque G1 est inerte dans K3 et m est im-
pair, alors la L.R.A. appliquée à l’extension K3/S montre que Gm1 est non
principal. D’autre part, G se décompose dans S1 et G1 est inerte dans S1,
donc, d’après L.R.A. appliquée à l’extension S1/S, GGm1 est non princi-
pal.

Proposition 23. Avec les hypothèses de la proposition précédente, le
2-groupe de classes de S1 = Q(

√
2p′,
√

2p,
√
pq) est cyclique. De plus, GGm1

capitule dans S1.

Preuve. Les trois extensions quadratiques non ramifiés de S sont K3, E1

et S1. D’après la proposition 20, le 2-groupe de classes de E1 n’est pas
cyclique. De plus, d’après la remarque 1, le 2-groupe de classes de K3 n’est
pas cyclique. Par conséquent, le 2-groupe de classes de S1 doit être cyclique
(voir proposition 5). Montrons que GGm1 capitule dans S1.

Soit L = Q(
√

2q,
√

2p′). Comme 2 se ramifie totalement dans L, on a
2OL = H4 où H est un idéal premier de L. Comme

(2
q

)
=
(p′
q

)
= −1, on

a qOL = H2
1H2

2 où H1 et H2 sont deux idéaux premiers différents de L.
D’autre part, on vérifie facilement que le 2-nombre de classes de L est égal
à 2 et que L(1)

2 = Q(
√

2,
√
q,
√
p′) est le 2-corps de classes de Hilbert de L.

Puisque H reste inerte dans L(1)
2 , d’après la théorie des corps de classes de

Hilbert (le noyau de l’application d’Artin de l’extension L
(1)
2 /L est réduit

au groupe des idéaux fractionnaires principaux), l’idéal premier H n’est pas
principal et donc [H] est une 2-classe non triviale de L. De plus,H1 est inerte
dans L(1)

2 , donc l’idéal premier H1 n’est pas principal et donc [Hm1 ] est une
2-classe non triviale de L. Comme la 2-partie du nombre de classes de L est
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égal à 2, HHm1 est principal. D’autre part, L ⊂ S1 et HHm1 OS1 = GGm1 OS1

est principal. Ainsi GGm1 capitule dans S1.

Corollaire 2. Avec les hypothèses précédentes, le groupe Gal(K(2)
2 /S)

est diédral ou semi-diédral.

Preuve. L’idéal GGm1 capitule dans S1. Comme G se décompose com-
plétement dans S1 et G1 est inerte dans S1, la classe de GGm1 ne peut pas
être norme de la classe d’un idéal de S1. Par suite, S1 est de type (B) ou
bien toutes les 2-classes de S capitulent dans S1. Ainsi, par application du
théorème 1, Gal(K(2)

2 /S) est diédral ou semi-diédral.

Proposition 24. Avec les hypothèses et les notations précédentes, le
groupe Gal(K(2)

2 /S) est semi-diédral si et seulement si le groupe Gal(K(2)
2 /E)

est quaternionique.

Preuve. Soient S = Q(
√

2p′,
√
pq) et E = Q(

√
q,
√

2pp′). On sait que le
2-groupe de classes de E est engendré par les classes des idéaux B et Bl1 où
2OE = B4, qOE = B2

1B2
2 et l est la partie impaire du nombre de classes de E.

De plus, le 2-groupe de classes de S est engendré par les classes des idéaux
G et Gm1 où 2OS = G4, qOS = G2

1G2
2 et m la partie impaire du nombre de

classes de S.
D’après la preuve de la proposition 20, B capitule dans K1 = Q(

√
2,
√
q,√

pp′). De plus, d’après la proposition 23, GGm1 capitule dans S1. Ainsi
Gal(K(2)

2 /E) est quaternionique si et seulement si Bl1 ne capitule pas dans

K1. De plus, Gal(K(2)
2 /S) est semi-diédral si et seulement si Gm1 ne capitule

pas dans S1. D’où on est ramené à montrer que Bl1 capitule dans K1 si et
seulement si Gm1 capitule dans S1.

On sait que K1 et S1 ont des 2-groupes de classes cycliques et K(2)
2 est

leurs 2-corps de classes de Hilbert. Si Bl1 capitule dans K1, alors Bl1OK1 = B′l1
où B′1 est un idéal premier de K1 et B′l1 est principal. Par suite, l’application
d’Artin dans l’extension K(2)

2 /K1 vérifie φ
K

(2)
2 /K1

(B′l1 ) = 1. Comme l est im-

pair et l’extensionK(2)
2 /K1 est de degré une puissance de 2, on a φ

K
(2)
2 /K1

(B′1)

= 1, ainsi B′1 se décompose complètement dans K
(2)
2 /K1. D’autre part,

Gm1 OS1 = G′m1 où G′1 est un idéal premier de S1 et le degré résiduel fK1/Q(B′1)

= fS1/Q(G′1) = 2. Comme B′1 se décompose complètement dans K(2)
2 /K1,

G′1 doit se décomposer complètement dans K(2)
2 /S1. Par suite, l’application

d’Artin dans l’extension K(2)
2 /S1 vérifie φ

K
(2)
2 /S1

(G′m1 ) = 1. Par conséquent,

l’idéal G ′m1 est principal. De même, si G ′m1 capitule dans S1, on montre que
B′l1 capitule dans K1. Ainsi la proposition est démontrée.

Finalement on énonce le théorème suivant.
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Théorème 14. Soit K = Q(
√

2,
√
pp′q) où p, p′ et q sont des premiers

tels que p ≡ p′ ≡ −q ≡ 1 (mod 4),
(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

=
(2
q

)
= −1.

Si
( p
p′
)

= 1, alors le groupe Gal(K(2)
2 /K) est diédral.

Preuve. Les trois extensions quadratiques, non ramifiés de K sont K1 =
Q(
√

2,
√
q,
√
pp′), K2 = Q(

√
2,
√
p,
√
qp′) et K3 = Q(

√
2,
√
p′,
√
qp). Les trois

extensions quadratiques non ramifiés de E sont K1 = Q(
√

2,
√
q,
√
pp′),

E1 = Q(
√
q,
√
p,
√

2p′) et E2 = Q(
√
q,
√
p′,
√

2p). De plus, les trois ex-
tensions quadratiques non ramifiés de S sont S1 = Q(

√
2p′,
√

2p,
√
pq),

E1 = Q(
√
q,
√
p,
√

2p′) et K3 = Q(
√

2,
√
p′,
√
qp). D’après le corollaire 2,

Gal(K(2)
2 /S) est diédral ou semi-diédral.

Si Gal(K(2)
2 /S) est diédral, alors Gal(K(2)

2 /K3) est diédral. Puisque
Gal(K(2)

2 /K) est diédral ou quaternionique (voir proposition 16), la propo-

sition 5 montre que Gal(K(2)
2 /K) est diédral.

Si Gal(K(2)
2 /S) est semi-diédral, d’après la proposition 5, Gal(K (2)

2 /S1)
est cyclique, donc Gal(K(2)

2 /E1) est quaternionique (resp. Gal(K(2)
2 /K3) est

diédral) ou bien Gal(K(2)
2 /E1) est diédral (resp. Gal(K(2)

2 /K3) est quaternio-

nique). D’après la proposition 24, Gal(K(2)
2 /E) est quaternionique, par suite

Gal(K(2)
2 /E1) est quaternionique (voir proposition 5), ainsi Gal(K (2)

2 /K3)
est diédral. De plus, d’après la proposition 16, Gal(K (2)

2 /K) est diédral ou

quaternionique, donc Gal(K(2)
2 /K) est diédral.

En résumé on a le théorème suivant :

Théorème 15. Soient p, p′, q, q1, q2 et q3 des premiers différents tels
que p ≡ p′ ≡ −q ≡ −q1 ≡ −q2 ≡ −q3 ≡ 1 (mod 4),K = Q(

√
2,
√
d) où d est

un entier naturel sans facteurs carrés, K(∗) le corps de genres de K, K(1)
2 le

2-corps de classes de Hilbert de K et K(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de

K
(1)
2 . Si K(∗) = K

(1)
2 et Gal(K(1)

2 /K) ' Z/2Z × Z/2Z, alors Gal(K(2)
2 /K)

est abélien ou diédral. Plus précisément on a :

(i) Gal(K(1)
2 /K) est abélien si et seulement si d = q1q2q3 avec

( 2
q1

)
=

−
( 2
q2

)
= −

( 2
q3

)
= 1 et

( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1.

(ii) K(2)
2 6= K

(1)
2 et Gal(K(1)

2 /K) est diédral si et seulement si d = pp′q
avec

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −1 et
( q
p

)( q
p′
)

= −1. De plus, si
( p
p′
)

= −1, alors

Gal(K(2)
2 /K) ' D3.

Exemples numériques

(1) Soient p = 3313 et q = 11. On a
(2
p

)
= 1,

(p
q

)
= −1,

(2
p

)
4 =

(−1)(p−1)/8 = 1 et h(2p) = 16. De plus, L = Q(
√
q,
√

2p) est de 2-groupe de
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classes cyclique et e(2p) = −1, par suite QL = 2 (lemme 6). Ainsi d’après
la proposition 10, on a K(2)

2 6= K
(1)
2 . D’autre part, |Gal(K(2)

2 /K)| = h(L) =

h(2p) = 16 et d’après le théorème 10, le groupe Gal(K (2)
2 /K) est diédral

d’ordre 16.
(2) Soient p = 41 et q = 19. On a

(2
p

)
= 1 et

( q
p

)
= −1, de plus

(2
p

)
4 = (−1)(p−1)/8 = −1, alors, d’après la proposition 10, K(1)

2 = K
(2)
2 et le

groupe Gal(K(2)
2 /K) est abélien.

(3) Soient q1 = 7, q2 = 3 et q3 = 11. On a
( 2
q1

)
= −

( 2
q2

)
= −

( 2
q3

)
= 1

et
( q1
q2

)( q1
q3

)
= −1, donc, d’après le théorème 5, le 2-groupe de classes de

K = Q(
√

2,
√
q1q2q3) est de type (2, 2). De plus, d’après le théorème 11, le

groupe Gal(K(2)
2 /K) est abélien.

(4) Soient p = 13, p′ = 5 et q = 3. On a
(2
p

)
=
( 2
p′
)

=
( p
p′
)

= −1 et
( q
p

)
= −

( q
p′
)

= 1, alors d’après le théorème 13, le groupe Gal(K (2)
2 /K) ' D3

et Gal(K(2)
2 /E) ' Q3 où K = Q(

√
2,
√
pp′q) et E = Q(

√
q,
√

2pp′).
(5) Soient p = 29, p′ = 181 et q = 23. On a

(2
p

)
=
( 2
p′
)

= −
(2
q

)
= −1,( p

p′
)

= 1 et
( q
p

)
= −

( 2
p′
)

= 1. De plus on a h(29.181) = 8 et d’après

la proposition 17, 16 divise |Gal(K(2)
2 /K)|. Donc, d’après le théorème 12,

Gal(K(2)
2 /K) est isomorphe à Dn où n ≥ 4.

(6) Soient p = 101, p′ = 3917 et q = 19. On a
(2
p

)
=
( 2
p′
)

=
(2
q

)
=

−1,
( p
p′
)

= 1 et
( q
p

)
= −

( 2
p′
)

= 1. De plus on a h(101.3917) = 16 et d’après

la proposition 17, 32 divise |Gal(K(2)
2 /K)|. Donc, d’après le théorème 14, G

est isomorphe à Dn où n ≥ 5.
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Reçu le 21.12.2001
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