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Bornes optimales pour la différence entre la hauteur de Weil
et la hauteur de Néron—Tate sur les courbes elliptiques sur Q

par

PETER BRUIN (Ziirich)

1. Introduction. Soit E une courbe elliptique sur Q@ donnée par une
équation de Weierstrals généralisée :

(1.1) E 9?4+ ajzy + asy = 2° + aga® + agx + ag.

On supposera toujours que les a; soient des entiers algébriques.
On s’intéresse & la hauteur de Weil (ou hauteur naive) et la hauteur de
Néron—Tate (ou hauteur canonique)

h.h: E(Q) - R;

voir ci-dessous pour les normalisations. La différence h — h est une fonction
bornée sur E(Q).

Des majorations explicites de h — h sont utiles pour calculer des groupes
de Mordell-Weil de courbes elliptiques sur les corps de nombres ; voir Silver-
man [0, Chapter X|. Des méthodes pour borner h— h ont été développées par
Dem’yanenko [3], Zimmer [12], Silverman [7], Siksek [5], Cremona, Prickett
et Siksek [2], et Uchida [II]. Le lecteur est renvoyé a l'introduction de [2]
pour plus de détails.

Dans cet article, on décrit un algorithme pour calculer le supremum et
Iinfimum de la fonction h — A sur E(Q) avec une précision préscrite. On
obtient donc des bornes optimales pour h — h sur I'ensemble des Q-points. Si
K est un corps de définition de F, ces bornes ne sont pas en général optimales
pour les K-points. Pour certaines courbes, elles améliorent néanmoins les
bornes pour les K-points produites par les méthodes existantes.

1.1. Notations. Dans cet article, étant donné un corps de nombres K,
on fixe les notations suivantes :
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2k, (2?(’“, Qian I’ensemble de toutes les places de K, resp. des places
finies, resp. des places infinies,
Ly I’anneau des entiers de K.
Pour chaque place v :

| |» la valeur absolue normalisée sur K correspondant a v,

K, le complété v-adique de K,

€,  le degré local [K, : Q,], oul p est la caractéristique résiduelle de v,

p,  l'idéal maximal {z € Zk | |z|, < 1} de Zg si v est finie.
Soit E une courbe elliptique sur @ donnée par une équation . On définit
les coefficients b, by, bg, le discriminant Ag et U'invariant jg par les formules
usuelles ; voir par exemple Tate [10] §2].

1.2. Hauteurs. La hauteur (logarithmique) d'un point z € P}(Q) est
définie comme suit : soit z = (xo : 1) avec zp et x; dans un corps de
nombres K C @ ; alors

hp1 (z) = [KIQ]UEZQ log max{|zo|y, |T1|v}-

Le membre de droite est invariant par extension du corps K et par multi-
plication des x; par une constante, de sorte que hp1 est une fonction bien
définie sur PH(Q).

Soit E une courbe elliptique sur @ donnée par une équation de Weier-

straff (1.1)), et soit P € F(Q). La hauteur de Weil (ou hauteur naive) de P

est définie par
h(P) = hpi(xz(P)).
La hauteur de Néron—Tate (ou hauteur canonique) de P est définie par
h(P) = lim n~2h(nP).
n—o0
Notre fonction h coincide avec celle de larticle de Cremona, Prickett et

Siksek [2] ; elle est double de celle utilisée dans I’article [7] et le livre [8] de
Silverman.

2. La différence h — h

2.1. Hauteurs locales. Soit E une courbe elliptique sur @ donnée par
une équation de Weierstral (1.1]), et soit K C @ un corps de nombres tel
que E soit définie sur K. Alors on a des hauteurs locales

Ayt E(K,) = R pour tout v € 2
et une décomposition de & en termes locaux

[K:QIh(P)=2 > e,(P) pour tout P € E(K).

VENK
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La normalisation des A, que nous utiliserons est celle du livre de Silverman
[8, Chapter VIJ.
Pour v € 2k et P € E(K,), notons

by (P) = €, logmax{1, |z(P)|,} — 2\, (P).

Alors on a
[K : Q)(h(P) — h(P)) = Y (logmax{1, [z(P)]s} — 26,A,(P))
veENRK
= > edu(P).
VENRK

2.2. Le discriminant stable. Soient F et K comme ci-dessus. Quitte &
élargir K, on peut supposer que E ait réduction semi-stable. Pour toute place
finie v de K, on note n,, le nombre de composantes géométriques irréductibles
de la réduction de F modulo v ; cette réduction est donc un n,-gone. On note
AN e discriminant minimal de E sur K, ¢’est-a-dire 'idéal de Zg défini

E/K
=11 v

par
Ve Qg‘g’

La norme Nm Ag‘/’f}( de cet idéal est donc

NmAphe = [ (Zk :p)™.
venln
On définit
A%able — (Nm A%l;l}()l/[K@]

On note que ASEtable ne dépend pas du choix de K et peut étre calculé & partir
de la factorisation (ou l'idéal dénominateur) de jg dans n’importe quel corps
de nombres contenant jg; il n’est pas nécessaire de connaitre un corps K
sur lequel E a réduction semi-stable.

2.3. Formules pour l’'infimum et le supremum de h — h

THEOREME 2.1 (cf. Cremona, Prickett et Siksek |2, Theorem 1]). Soit
E une courbe elliptique sur Q donnée par une équation de Weierstrafs a
coefficients algébriquement entiers. Alors pour tout corps de nombres K C Q
tel que E soit définie sur K, on a

R 1
K inf (h(P)—h(P)) = €y Inf ¢, — =log|Ng,0lE|,
QL o ()= HP) = 32 o tuf = Glog Nipode
K

[K:Q] sup (h(P)—h(P))= > e sup ¢, + [K : Q]

PEE(D) vent B(E) 12

log A%able.
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Démonstration. Quitte & élargir K, on peut supposer que K soit totale-
ment complexe, que E ait réduction semi-stable scindée sur K et que tous
les n,, soient pairs. Pour chaque place finie v de K, 'hypothése que le modéle
de Weierstraf soit entier par rapport & v implique

1

1 .
2.1 inf = —1 A — 1 Amin .
(2.1) e =g og|Aplv, ;(1;3)% Toc, 108 1A% Kclv:

voir |2, Proposition 8|. (Dans [2] les résultats sont donnés en termes de la
fonction ¥, (P) = €,¢y(P) + #log |Ag|,.) On en déduit que

o 1
[K : Q|(h(P) = h(P)) > Z €y Ei(I}{fv)% ~3 log [Nk /AEl,

veQian
7 1 .
K- Q(A(P) —h(P) < ) e sup ¢y + — logNm AR
in E(K'u)

veint

K
- Z €y Sup ¢y + K : Q) log Astable,
veinf E(Kv) 12

Il reste & démontrer que ces bornes localement optimales donnent des bornes
globalement optimales. A cet effet, on utilise ’approximation sur P'. Pour
toute place finie v, la fonction ¢, atteint son maximum aux points de F(K,)
dont la x-coordonnée est dans un certain ouvert non vide U, de IP’I(KU), avec
U, = P(K,) pour toutes les v € _Q?(“ sauf un nombre fini. De fagon analogue,
pour toute place infinie (complexe) v et tout € > 0, la fonction ¢, sur F(K,)
est e-proche de son supremum aux points de E(K,) dont la z-coordonnée
est dans un certain ouvert non vide U, de P'(K,). Par approximation, il
existe 7. € P}(K) dont I'image dans P!(K,) est dans U, pour toute place v.
Soit P. € E(Q) un point avec x(P.) = x; on note que P, est défini sur une
extension quadratique de K. En faisant ¢ — 0, on obtient une suite de points
P. pour lesquels h(P.) — h(P.) converge vers la borne supérieure désirée. Le
méme argument marche pour la borne inférieure. m

Vu le théoreme il reste & étudier les fonctions ¢, sur F(K,) pour v
une place archimédienne.

3. Préliminaires sur les réseaux. Soit A un réseau dans C. On note

? _
voly, = 3 S dz NdZz.
c/A

Soit 5§ la (1,1)-forme canonique sur C/A, définie par

1 ¢
G = ——-dz NdZ.
Ha voly 2 FRaE



Différence entre hauteurs sur les courbes elliptiques 389

Rappelons la définition des fonctions o, ( et p de Weierstraf :

z z 22
oalz) =z H <1 — w) exp(w + 2w2>’
o 1 1z
=B =1+ ¥ (Zorirs).
oA z 2w W w
weA\{0}

pa(z) = =Ch(2) = 5 + Z < (jg)

weA\{0}
La fonction g4 est périodique par rapport & A, et la fonction (4 est quasi-
périodique : il existe un homomorphisme 74 : A — C tel que

Ca(z +w) = Ca(z) + na(w)  pour tout w € A.
Soient ga2(A) et g3(A) les nombres complexes tels que
pa(2)* = 4pa(2)° — g2(A)pa(2) — g3(4),
et soit
Ay = go(A)3 = 27g3(A)2.
Soit Q4 : C — R T'unique forme R-quadratique satisfaisant a
Qa(w) =R(w - -na(w)) pour tout w € A.
On définit une fonction réelle A4 sur C/A\ {0} par
M(2) = —logloa(2)| + 3Qa(2) — 13 log|Aal.
Cette fonction est lisse sur C/A\{0} et posséde une singularité logarithmique
en 0. Elle satisfait & I’équation différentielle

2100\, = 27 (" — do)
avec la normalisation
[ A =0,
c/A

Comme Ay prend des valeurs réelles, il existe une unique fonction lisse (mais
non holomorphe) Z, : C/A\ {0} — C telle que

(3.1) dAn(z) = —5(Za(2)dz + Za(2)dz).
Il existe Cy € C et Dy € R tels que
e
et donc

ZpA(z) = Ca(z) — Cpz — Dyz.
Soit (w1, ws) une Z-base de A avec I(wy/w2) > 0. Alors on a

voly = S(wiwe).
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On pose

m =na(w) =2Ca(w1/2),  m2 =na(w2) = 2¢a(w2/2).
En utilisant la relation de Legendre
Now1 — Mwe = 27,
on montre facilement que
Mw2 — N2w1 m

C = D —_ .
A 2ivoly, A= oy

4. Etude des fonctions ¢, aux places archimédiennes. Soit K un
corps de nombres, et soit I une courbe elliptique sur K donnée par une
équation de Weierstraf . Soit v une place archimédienne de K. On fixe
un plongement K — C correspondant & v, et on regarde E comme courbe
elliptique sur C au moyen de ce plongement.

Soit A, C C le réseau des périodes de F par rapport a la 1-forme standard
dz/(2y+ai1x+asz) du modéle de Weierstraf donné. On note p,, la fonction de
Weierstraf relative au réseau A,,, vue comme fonction méromorphe sur C/A,,.
Pour P € E(C), on note zp le point correspondant de C/A,. Alors on a

ov(zp) = x(P) 4 b /12.
La hauteur locale A\, est
Av(2) = An, (2) 3
voir Silverman [§, Theorem VI.3.2].
La fonction ¢, est donnée par

ou(z) = logmax{1, |py,(2) — b2/12|} — 2X\,(2) pour tout z € C/A,.

Soient t1,ty € C/A, les zéros de la fonction g, (z) — by/12; on a t; + to = 0.
Alors les deux fonctions log |, (z) —ba /12| et 2, (2) — A\y(2 —t1) — Ay (2 —12)
ont méme image sous l'opérateur laplacien, a savoir 27(d;, + dy, — 2dp). 11
s’ensuit que

log |pu(2) — b2 /12| = 2X,(2) — A\y(2 — t1) — Ay(2 — t2) + I,
ou

I= | log|py(z) — bo/12|u5™.
C/ Ay

Cela implique

11 o) -

On pose

Moz —t1) = Ap(z —t2) + I, si|pu(z) —bo/12] > 1,
—2Xy(2) si |po(2) — b2/12] < 1.

S = {Z € C/Av | ‘pv(z) - b2/12| = 1}'
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On peut utiliser (4.1) pour calculer ¢,(z). La constante I, peut étre déter-
minée en comparant les deux expressions pour ¢,(z) pour n’importe quel
z€S.
En utilisant les formules (4.1)) et (| , on voit que la dérivée de ¢, est
(4.2) doy(z) = Wy(z )dz + W, (2) )dz pour |p,(2) — ba/12| # 1,
ou W, est la fonction continue sur C/A, \ S définie par
(2) = { 3(Za,(z = t1) + Z4, (2 = t2))  silpu(z) = b2/12] > 1,
! Za,(2) si |po(z) — bo/12] < 1.
LEMME 4.1. La dérivée de Z4, est
dZA ( ) = (—pv(z) — CAv)dZ — DAUdE.
La dérivée de 3(Za,(z —t1) + Za, (2 — t2)) est

d(;(ZAv(Z —t1) + Za, (2 — 752)))

b2 by be )
( Ca, = 12 2(pu(z) — b2 /12) n 2(pv(2) — b2/12)2>dz — Djdz.

Démonstration. La premiére partie suit de la définition de Z,, et du fait
que ¢}y (2) = —pu(2).
En remplacant z par z — ¢, on obtient

dZp,(z —t) = (—pu(z —t) — Ca,)dz — Dy, dz,

de sorte que

%d(ZAv(z ) 4 Za (2 — 1)

_ oz =)+ pu(z
2
La loi d’addition permet, par un calcul standard, d’exprimer la fonction
pu(z —t1) + po(z — t2) en pu(2) et pu(t1) = py(ta) = ba/12 comme suit :
ba b4 be
oz —t (2 —ty) = 2 .
ool =) oule m 1) =5+ U 12 Y (o) — baf 12

Ceci implique la deuxiéme partie. m

o) _ C’Av)dz — Dy, dz.

On note que la fonction W, est harmonique. Il s’ensuit que pour borner
la fonction |W,| sur C/A, \ S, il suffit de borner les deux fonctions |Z4, (2)]
et 5|Z,(z —t1) + Za,(z — t2)| sur S. Pour chacune de ces deux fonctions,
le lemme suivant donne une majoration de sa valeur absolue sur S a partir
d’une seule évaluation et d’une majoration de quelques nombres réels associés
aFE.
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LEMME 4.2. Pour tout p,q € S, on a
1Za,(@)] < |Za,(p )|+M1J
11(Za(a—t1) + Za, (g — t2))] < |3(Za,(p— t1) + Za, (p — t2))| + Mo,
ou
M, =|Cyp, +b2/12| + | Dy, | + 1,
My = |Ca, + b2/12| + [Dy, | + [bal /2 + |bs| /2,
2 do

J = .
(S) |4 exp(3i0) + by exp(2i6) + 2by exp(if) + bg|1/2

Démonstration. Quitte & remplacer p par —p (ce qui a pour effet de
multiplier Z4,(p) par —1), on peut supposer qu’il existe un chemin ~ de p
a ¢ dans S tel que la fonction p,(2) — ba/12 identifie v avec un segment du
cercle unité dans C. On a

¥ ¥

Pour tout z € S, le lemme implique
[90(2) + Ca, | < lpu(2) = b2/12] +|Ca, + b2/12] = 14 [Cy, + b2/12].

On en déduit que

1Z4,(9)] <124, (p)| + M | |dz|.

¥
De fagon analogue, on obtient
13(Za, (g — t1) + Za,(q —12)] < |[5(Za, (0 —t1) + Za, (p — t2))| + M2 | |dz2|.
¥

En utilisant la formule
2y + a1z + a3)2 = 42> + boa® + 2byx + b,
on montre facilement que

|dz|

S|dz| = S ) 12y + a1x + as|

v |z|=

21 do

- (S) |4 exp(3i6) + by exp(2i6) + 2by exp(if) + bg|L/2

=J =

COROLLAIRE 4.3. Soit p € S. Pour tout z € C/A, \ S, on a
(Wo(2)] < max{|Za,(p)| + MiJ, |5(Za,(p — t1) + Za,(p — t2))| + Ma2J }.



Différence entre hauteurs sur les courbes elliptiques 393

Les résultats suivants ne sont pas strictement nécessaires, mais permet-
tent d’obtenir un algorithme plus efficace ci-dessous.

LEMME 4.4. Soit R un sous-ensemble conveze de C, et soient z, zg € R.
(a) St |py(2') —b2/12| < 1 pour tout 2’ € R, on a

(Wo(2) = Wilz20)] < (ICa, +b2/12] + D | + )]z — 2]
(b) Si |pu(Z") — ba/12| > 1 pour tout 2’ € R, on a

byl +|b
W(2) = Wy(z0)]| < (rcAv T by/12] + D | + ‘4'26')\ )

Démonstration. Dans chacun des deux cas, la fonction W, est différen-
tiable sur R, et il suffit de borner sa dérivée. Le lemme implique que pour
lou(z) —b2/12| <1, 0n a

90(2) + Ca,| < lpu(2) = b2/12] +[Ca, +b2/12] <1+ |Ca, + b2/12].
Pour |p,(2) — b2/12| > 1, le lemme implique

Po(2 — 1) + pu(2 — t2)
2

On considére maintenant des parallélogrammes de la forme
R(Zo, 21, ZQ) = {Zo + 8121 + S229 ‘ 81,82 € [—1/2, 1/2]}

pour zg, 21, 22 € C tels que z1 et zo soient R-linéairement indépendants. On
note

+Ca,| <[Ca, +b2/12| + [ba] /2 + |b6| /2. w

d(z1,22) =  sup |z — 20| = & max{|z1 — 22, |21 + 22|}
z€R(z0,21,22)

COROLLAIRE 4.5. Soit R = R(z9, 21, 22) comme ci-dessus, et soit z € R.
(a) Si|py(2) — b2/12] < 1 pour tout 2’ € R, on a

(Wy(2)] < [Wa(z0)| + (ICa, + b2/12| + [Da,| + 1)d(21, 22).
(b) Si |py(2') — ba/12] > 1 pour tout 2’ € R, on a

ba| + |b
W)l < Wutao)l + (1, + o120 + P e o)

5. Un algorithme. L’étude de ¢, ci-dessus permet de construire un
algorithme pour calculer le supremum de ¢, avec une précision préscrite e.
On a un algorithme complétement analogue pour calculer I'infimum.

Notre algorithme, dont I'idée fondamentale est inspirée de 1’algorithme
de Cremona, Prickett et Siksek [2, §9], fonctionne par dichotomie récursive.
On commence avec un domaine fondamental R(0,w;,ws), o (wi,ws) est
une Z-base de A,, et on pose j = ¢,(0). A chaque étape, on considére un
parallélogramme R(zp, 21, 22). On remplace p par max{u, ¢,(z0)}, de sorte
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que p est toujours la plus grande valeur de ¢, qu’on a rencontré jusque-la.
De plus, on calcule un majorant M de la fonction |W,| sur R(zo, 21, 22) par

le corollaire [£.3ou le corollaire .5 Pour tout z € R(z, 21, 22), on a par (4.2)
(5.1) [00(2) — du(20)| < 2d(21,22) sup  [Wo| < 2d(z1, 22) M.

R(z0,21,22)
Dans le cas ou
Dv(20) + 2d(21,29) M < p+ e,

on conclut grace a que ¢, est inférieur a p + € sur tout le parallélo-
gramme R(zp, 21, 22). Dans le cas opposé, on coupe R(zp,21,22) en deux
nouveaux parallélogrammes le long de la droite qui passe par le centre zg et
qui est paralléle & un c6té de longueur minimale de R(zp, 21, 22), et on ap-
plique le processus de fagon récursive a ces nouveaux parallélogrammes. On
vérifie facilement que cet algorithme termine et produit un g qui satisfait a

Sup ¢y — € < p < sup ¢y
C/Ay T/ Ay

6. Exemples. Voici quelques exemples. Nous avons utilisé PARI/GP [4]
pour la plupart des calculs, et Sage [9] pour calculer la hauteur canonique
de points définis sur des corps de nombres.

6.1. La courbe 11a3. Cette courbe a un modéle globalement minimal
donné par I’équation
E:y*+y=a®—22
On a
—Ap = Ajable = 11

Notre algorithme donne

inf ¢, =—0.156..., sup ¢, =0.597....
B©) E(C) o

En utilisant le théoréme [2.1] on obtient

—0.556 < h(P) — h(P) < 0.798 pour tout P € E(Q).
Pour comparaison, la majoration trouvée par l’algorithme de Silverman [7]
est

h(P) — h(P) < 4.695,
et celle trouvée par l'algorithme de Cremona, Prickett et Siksek [2] pour les
Q-points est
h(P) — h(P) < 0.300.
Par approximation dans P! comme dans la preuve du théoréme , on
peut trouver des points P,@Q € E(Q) tels que h(P) — h(P) est trés proche
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de —0.556 et que h(Q) — E(Q) est trés proche de 0.798. On prend
P=(-1,a) avec o +a +2 =0,

253377
Q= (37/61,8) avec B2+ 3+ =

Le point P est défini sur le corps quadratique Q(v/—7); le point @ est défini
sur Q(v/7-11-17-61-73). On a

0.

h(P) =0, h(Q) = log61,
h(P) = 0.5556807 . .., h(Q) = 3.3130740.. . .,
h(P) — h(P) = —0.5556807..., h(Q) — h(Q) = 0.7977997 . ...

6.2. La courbe 15a4. Voici un exemple pour montrer que notre mé-
thode donne parfois une meilleure majoration de h — h pour les Q-points que
celle de Cremona, Prickett et Siksek [2] pour les Q-points.

La courbe 15a4 a un modéle globalement minimal donné par I’équation

E:y?+ay+y=a+a2®+ 35z —28.
On a
_AE — ASEtable — 32 . 58'
Notre algorithme donne

inf ¢, =0.584..., sup ¢, =2.512....
E(C) E(C)

En utilisant le théoréme [2.1] on obtient

—1.928 < h(P) — h(P) < 3.769  pour tout P € E(Q).

Pour comparaison, la majoration trouvée par I’algorithme de |2] est

h(P) — h(P) < 3.915 pour tout P € E(Q).

6.3. La courbe 5077al. Cette courbe, déja étudiée par Buhler, Gross
et Zagier [1], a un modéle globalement minimal donné par 1'équation

E:y?>+y=a>—Tz+6.
On a
Ap = ASable — 5077,
Notre algorithme donne

inf ¢, =0.217..., sup ¢, =1.422....
E(C) E(C)

En utilisant le théoréme |2.1] on obtient

—1.206 < h(P) — h(P) < 2.134  pour tout P € E(Q).
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Des bornes optimales pour les Q-points ont déja été calculées dans [I]. En
fait, on a

~

—1.2050811... < h(P) — h(P) <0 pour tout P € E(Q),

ou la borne inférieure est atteinte par le point (—1,3) et la borne supérieure
par le point & l'infini.
Par approximation dans P!, on trouve le point

P = (5169,0) avec o+ o — 138108205632 = 0,
défini sur Q(v/7 - 5077 - 15544411). On a
h(P) = log 5169,
h(P) = 6.4174217 .. .,
h(P) — h(P) = 2.1330128.. ..

6.4. Une courbe étudiée par Cremona, Prickett et Siksek. Notre
dernier exemple est une courbe elliptique de rang 4 sur Q étudiée par Cre-
mona, Prickett et Siksek dans [2], §11] :

E % = 2 — 4592% — 3478z + 169057.

Cette courbe n’est pas semi-stable sur Q, le conducteur étant 22 - 199 -
362793983647. On a

Ap =2%.199 - 362793983647,  ASaPle — 199 . 362793983647.
Notre algorithme donne

inf ¢y = 0.879..., sup b, = 5.780. ...
E(C) E(C)
En utilisant le théoréme 2.1 on obtient

—4.901 < h(P) — h(P) < 8.440  pour tout P € E(Q).

Les bornes trouvées par Cremona, Prickett et Siksek [2] sont
—6.532 < h(P) — h(P) < 0.4621  pour tout P € E(Q).
Ils ont également trouvé un point P € E(Q) pour lequel
h(P) — h(P) = —4.9001533 ... ..
De l'autre co6té, le point
Q = (—45092013952912, «x)

avec

o = —199 - 1601 - 22133 - 362793983647 - 35838855272124651419
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satisfait a

h(Q) = 31.4397262. . .,
h(Q) = 23.0000267 ...,
Q) — h(Q) = 8.4396995. ...
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