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D’une mesure d’approximation simultanée à une mesure
d’irrationalité : le cas de Γ (1/4) et Γ (1/3)

par

Sylvain Bruiltet (Paris)

Nous donnons une mesure d’indépendance algébrique de quantités liées
à un réseau de C et en déduisons des mesures d’irrationalité pour des valeurs
particulières de la fonction Γ .

Introduction. Soit Ω un réseau de C d’invariants g2 et g3 algébriques
et soit ω une période non nulle de quasi-période associée η. L’indépendance
algébrique des nombres π/ω et η/ω a été démontrée en 1976 par G. V.
Chudnovsky [2], puis des mesures d’indépendance algébrique de plus en
plus fines furent données, par G. V. Chudnovsky lui-même et G. Philibert
[9], [6]. Une idée de G. V. Chudnovsky [3] (consistant à voir la fonction
℘ de Weierstrass comme variable) permit récemment d’obtenir une mesure
« du type H−c » [12] ; malheureusement une erreur s’est glissée dans la
démonstration et un facteur logarithme-carré en le degré doit être rajouté.

Dans ce texte nous prouvons, en appliquant la méthode de [11], la mesure
d’approximation suivante :

Théorème A. Soit Ω un réseau de C d’invariants algébriques. Soit ω
une période non nulle, de quasi-période associée η. Soient enfin α1, α2 ∈ Q
deux nombres algébriques. Notons θ = (1, π/ω, η/ω) et α = (1, α1, α2). On
a alors

log Dist(θ, α) > −A(h(α) + log(1 + d(α)))d(α)3/2
√

log(1 + d(α)),

où A est une constante ne dépendant que de ω et Ω que l’on peut effective-
ment calculer.

Cette mesure entrâıne alors la mesure d’indépendance algébrique :

Théorème B. Sous les hypothèses du théorème A, si P ∈ Z[X,Y ] est
un polynôme non constant à coefficients entiers relatifs de degré d et de
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hauteur H, alors

log

∣∣∣∣P
(
π

ω
,
η

ω

)∣∣∣∣ > −B(logH + d log(1 + d))d2(log(1 + d))2,

où B est une constante ne dépendant que de ω et Ω que l’on peut effective-
ment calculer.

L’effectivité de ces énoncés est réelle : une fois le réseau Ω et la période
ω donnés, il est possible de donner une valeur numérique aux constantes
A et B. Comme illustration de ce fait, en considérant les courbes ellip-
tiques à multiplication complexe par Q(i) et Q(j), on démontre les mesures
d’approximation simultanée et les mesures d’indépendance algébrique sui-
vantes :

Théorème A′. Si α = (α1, α2) ∈ Q2 on a, en notant d = d(α) et
h = h(α) :

log(|Γ (1/4)− α1|+ |π − α2|) > −1030(h+ log(1 + d))d3/2
√

log(1 + d),

log(|Γ (1/3)− α1|+ |π − α2|) > −1032(h+ log(1 + d))d3/2
√

log(1 + d).

Théorème B′. Soit P ∈ Z[X,Y ] un polynôme non constant à coeffi-
cients entiers relatifs de degré d et de hauteur H. Alors

log |P (π, Γ (1/4))| > −10326(logH + d log(1 + d))d2(log(1 + d))2,

log |P (π, Γ (1/3))| > −10330(logH + d log(1 + d))d2(log(1 + d))2.

Remarquons que ces mesures sont de la forme « H−c », donc suscepti-
bles de fournir des mesures d’irrationalité. Effectivement, appliquées à un
polynôme de degré 1 en Y , les mesures de transcendance du théorème B′

permettent d’aboutir à des mesures d’irrationalité. Cependant nous utili-
sons ici une autre méthode, conduisant à de meilleurs résultats ; ainsi nous
déduisons directement du théorème A′ le corollaire suivant :

Corollaire. Soit p/q ∈ Q avec q > 0. Alors

h

(
p

q

)
≥ 1075 ⇒

∣∣∣∣Γ
(

1
4

)
− p

q

∣∣∣∣ >
(

1
qe

)10143

,

h

(
p

q

)
≥ 1079 ⇒

∣∣∣∣Γ
(

1
3

)
− p

q

∣∣∣∣ >
(

1
qe

)10151

.

Dans une première partie nous commençons par quelques préliminaires :
nous y donnons une majoration d’un PPCM (en utilisant les estimations
de [15]), nous calculons ensuite le type de certaines fonctions « elliptiques »
à l’aide d’un résultat de J. H. Silverman [17], puis nous réécrivons dans
le cas particulier qui nous intéresse le théorème 1 de [11], et enfin nous
énonçons une majoration (optimale) de la dérivée d’une fonction elliptique
due à D. W. Masser [8].
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La deuxième partie contient la démonstration du théorème A, s’appuyant
sur le théorème 1 de [11]. Notons que la preuve de la proposition 2 (là où se
situe l’erreur de [12]) est reportée à la partie suivante.

Dans la quatrième partie nous démontrons (grâce à un lemme de trans-
fert, [13]) que le théorème A implique le théorème B, puis nous donnons un
tableau des constantes intervenant, permettant ainsi un calcul effectif.

La dernière partie enfin consiste en le calcul effectif des constantes dans
deux exemples intéressants conduisant aux théorèmes A′ et B′. Nous en
déduisons alors les mesures d’irrationalité de Γ (1/3) et Γ (1/4) en cons-
truisant des approximations algébriques d’un nombre complexe grâce aux
résultats de D. Roy, M. Waldschmidt et G. Diaz [16], [4].

La numérotation des constantes suit celle de [12], c’est pourquoi les cons-
tantes c2 (croissance des fonctions) et c3 (hauteur des γi) n’apparaissent pas
dans ce texte (elles sont remplacées par a(Ω) et b(Ω)).

1. Préliminaires
1.1. Notations et rappels. Nous donnons ici les notations utilisées dans

ce texte. On notera Q le corps des nombres algébriques. Si K est un corps
de nombres et v une place de K, | |v désignera la valeur absolue normalisée
associée, i.e. celle qui prolonge à K une des valeurs absolues usuelles de
Q (p-adique ou archimédienne) ; on dira que v | p (respectivement v |∞) si
la restriction à Q de | |v est la valeur absolue p-adique (respectivement
archimédienne), et on notera dv le degré local de K en v, c’est-à-dire la
dimension de Kv (complété de K pour v) sur Qp si v | p ou sur R si v |∞.
Rappelons qu’alors

∑

v|p
dv = [K : Q],

x ∈ K \ {0} ⇒
∏

v

|x|dvv = 1 (formule du produit).

Pour x = (x1, . . . , xm) ∈ Qm on désigne par d(x) le degré du corps
Q(x) = Q(x1, . . . , xm) ; pour une place v de Q(x), on note dv le degré local
sur Qv et on définit

‖x‖v = max(1, |x1|v, . . . , |xm|v),
puis

H(x) =
∏

v

‖x‖dvv et h(x) =
logH(x)
d(x)

les hauteurs relative et absolue de x. La hauteur d’un polynôme à coefficients
algébriques est la hauteur de la famille de ses coefficients.
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Soit Ω = Zω1 +Zω2 un réseau de C engendré par ω1 et ω2 tels que ω2/ω1
soit dans le demi-plan de Poincaré. On note ℘(z), ζ(z) et σ(z) les fonctions
de Weierstrass associées. Si ω est une période non nulle, η désignera sa
quasi-période associée, définie par η = ζ(z+ ω)− ζ(z) pour z 6∈ Ω. Ainsi η1

et η2 sont les quasi-périodes associées à ω1 et ω2. Rappelons la relation de
Legendre : η1ω2 − η2ω1 = 2iπ et que la fonction ℘ vérifie :

℘(2z) = −2℘(z) +
1
4

(
℘′′(z)
℘′(z)

)2

(formule de duplication),

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3.

On définit alors

∆ = g3
2 − 27g2

3 et j = 1728
g3

2

∆
.

(Pour ce qui concerne les fonctions elliptiques, on pourra se reporter à [7].)
On désignera par Vol(Ω) l’aire du parallélogramme fondamental. Si z ∈ C,
on notera d(z,Ω) la distance de z au réseau Ω :

d(z,Ω) = min
ω∈Ω
|z − ω|.

Si θ = (1, θ1, θ2) et α = (1, α1, α2) sont des éléments de P2(C), on définit

‖θ‖ =
√

1 + |θ1|2 + |θ2|2, Dist(θ, α) =
‖θ ∧ α‖
‖θ‖ · ‖α‖ .

On a alors l’inégalité suivante ([13]) :

Dist(θ, α) ≥ ‖θ − α‖‖θ‖ · ‖α‖ .

Si x est un nombre réel positif, on pose log+ x = max(0, logx).
Enfin, on se donne un réseau Ω dont les invariants g2 et g3 sont supposés

algébriques. On se donne ω = a1ω1 + a2ω2 ∈ Ω tel que ω/3 6∈ Ω et on pose
c1 = |a1|+ |a2|. Par ailleurs on pose

P = (℘(ω/3), ℘′(ω/3)).

1.2. Majoration d’un PPCM. Le but de ce paragraphe est de donner
une majoration de

MT (N) = PPCM{k1 . . . kn | 1 ≤ n ≤ N, ki ∈ N∗, k1 + . . .+ kn ≤ T},
qui nous servira dans la démonstration de la proposition 3.

Proposition 1. Soient 1 ≤ N ≤ T deux entiers. On a

logMT (N) ≤ T log(4N).

Preuve. Notons pour simplifierM = MT (N) et soit p un nombre premier
divisant M . Si k ∈ N∗ on note vp(k) l’exposant de p dans la décomposition
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de k en facteurs premiers. Soient k1, . . . , kn des entiers vérifiant

1 ≤ n ≤ N, ki ≥ 1, k1 + . . .+ kn ≤ T, vp(k1 . . . kn) = vp(M).

Il est clair que l’on peut prendre les ki de la forme ki = pαi , αi ≥ 1, et
qu’alors vp(M) = α1 + . . .+ αn.

Si p > T/N , des inégalités pαi ≥ αip et pα1 + . . .+ pαn ≤ T on déduit

vp(M) = α1 + . . .+ αn ≤ T/p.
Si p ≤ T/N , soit n ≤ N maximal tel qu’il existe des αi ≥ 1 satisfaisant

pα1 + . . .+ pαn ≤ T et vp(M) = α1 + . . .+ αn.

Dans le but de prouver n = N , supposons n < N . Dans ce cas tous les αi
valent 1. En effet, pour α ≥ 2 on a pα ≥ p + pα−1, de sorte que si (par
exemple) αn ≥ 2 l’inégalité

pα1 + . . .+ pαn−1 + p ≤ T
contredit le caractère maximal de n (notons que le nombre de termes de
cette somme est bien majoré par N car n < N). Par conséquent on obtient

N > n = α1 + . . .+ αn = vp(M).

Or vp(M) ≥ N , puisque Np ≤ T et Np correspond à une somme de N
termes égaux à p. Cela fournit une contradiction et prouve que n = N .
L’inégalité arithmético-géométrique laisse alors

N
√
pα1 . . . pαN ≤ T/N,

et par suite

vp(M) ≤ N logp
T

N
.

Les seuls facteurs premiers de M étant les p tels que p ≤ T , on a

logM =
∑

p≤T
vp(M) log p ≤

∑

p≤T/N
N log

T

N
+

∑

T/N<p≤T

T

p
log p

≤ Nπ
(
T

N

)
log

T

N
+ T

∑

T/N<p≤T

log p
p

,

où π(x) désigne classiquement le nombre de nombres premiers plus petits
que x.

Les théorèmes 2, 6 et 21 de [15] donnent (où E est une constante ab-
solue) :

π(x) ≤ 1.3
x

log x
pour x > 1,
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∑

p≤x

log p
p

< log x+ E +
1

2 log x
pour x ≥ 319,

∑

p≤x

log p
p

> log x+ E − 1
2 log x

pour x > 1,

∑

p≤x

log p
p

> log x+ E pour 0 < x ≤ 108.

On en déduit que pour y ≥ 5000 :

x ≥ 108 ⇒
∑

x<p≤y

log p
p

< log
y

x
+

1
2 log 5000

+
1

2 log 108 ,

x ≤ 108 ⇒
∑

x<p≤y

log p
p

< log
y

x
+

1
2 log 5000

.

Ainsi dès que 0 < x ≤ y, avec y ≥ 5000, on a
∑

x<p≤y

log p
p

< log
y

x
+

1
2 log 5000

+
1

2 log 108 .

Finalement, pour T ≥ 5000,

logM ≤ 1.3N log
T

N
· T/N

log(T/N)
+ T logN +

(
1

2 log 5000
+

1
2 log 108

)
T

≤ T log(4N).

Un calcul sur machine permet de vérifier que cette inégalité reste valable
pour 1 ≤ T ≤ 5000.

Remarque. On peut démontrer le comportement asymptotique sui-
vant :

lim
logT/logN→∞

(
1
T

logMT (N)−
N∑

k=1

1
k

)
= 0.

1.3. Type de fonctions « elliptiques ». On introduit les trois fonctions
suivantes, qui sont holomorphes sur C entier :

f1(z) = σ(z)2℘(z), f2(z) = σ(z)
(
ζ(z)− η

ω
z

)
, f3(z) = σ(z).

Lemme 1. Pour tout z ∈ C,

log |σ(z)| ≤ A(Ω) +B(Ω)|z|2,
avec

A(Ω) = 0.973 +
1
8

log+ |j| − 1
12

log |∆|, B(Ω) =
1
2

(∣∣∣∣
η1

ω1

∣∣∣∣+
2π

Vol(Ω)

)
.
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Preuve. Pour z = a1ω1 + a2ω2 ∈ C, avec a1, a2 ∈ R on définit ηz =
a1η1 + a2η2 ; on note alors

λ(z) = 1
2<(zηz)− log |σ(z)| − 1

12 log |∆|,
et on a l’estimation suivante qui se déduit de la proposition 5.4 de [17] :

−0.973− 1
8 log+ |j| ≤ λ(z),

ce qui nous laisse log |σ(z)| ≤ A(Ω) + 1
2<(zηz), où

A(Ω) = 0.973 + 1
8 log+ |j| − 1

12 log |∆|.
Remarquons que par la formule de Legendre

η1z − ηzω1 = a2(η1ω2 − η2ω1) = 2iπa2,

ce qui donne

zηz =
η1

ω1
z2 − 2iπa2

ω1
z.

Par ailleurs <
(2iπa2

ω1
z
)

= −2πa2
2=
(
ω2
ω1

)
, et a2

2=
(
ω2
ω1

)2 ≤
∣∣ z
ω1

∣∣2, de sorte que

a2
2=
(
ω2

ω1

)
≤ |z|2
|ω1|2=(ω2/ω1)

=
|z|2

Vol(Ω)
.

Il s’ensuit que

1
2
<(zηz) ≤

1
2

(∣∣∣∣
η1

ω1

∣∣∣∣+
2π

Vol(Ω)

)
|z|2 = B(Ω)|z|2,

puis

log |σ(z)| ≤ A(Ω) +B(Ω)|z|2.

Proposition 2. Pour i = 1, 2, 3 et z ∈ C on a

log |fi(z)| ≤ Ai(Ω) +Bi(Ω)|z|2,
où

A1(Ω) = 2A(Ω)+2B(Ω)
∣∣∣∣
ω

3

∣∣∣∣
2

+log
(∣∣∣∣℘

(
ω

3

)∣∣∣∣+
1

|σ(ω/3)|2
)
, B1(Ω) = 2B(Ω),

A2(Ω) = A(Ω) + log
(∣∣∣∣
η

ω

∣∣∣∣+ 1
)

+ 2B(Ω), B2(Ω) = 2B(Ω) +
1
2
,

A3(Ω) = A(Ω), B3(Ω) = B(Ω).

Preuve. La relation ([7, Theorem 2, p. 243])

℘(z)− ℘
(
ω

3

)
= −σ(z + ω/3)σ(z − ω/3)

σ(ω/3)2σ(z)2 ,
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laisse

f1(z) = σ(z)2℘

(
ω

3

)
− σ(z + ω/3)σ(z − ω/3)

σ(ω/3)2 ,

ce qui donne l’estimation voulue pour i = 1 via le lemme 1.
La formule de Cauchy nous donne log |σ′(z)| ≤ A(Ω) + B(Ω)(|z|+ 1)2,

et puisque ζ est la dérivée logarithmique de σ, on trouve

|f2(z)| ≤ |σ′(z)|+
∣∣∣∣
η

ω

∣∣∣∣|z| exp(A(Ω) +B(Ω)|z|2)

≤
(

1 +

∣∣∣∣
η

ω

∣∣∣∣
)

exp
(
A(Ω) +B(Ω)(|z|+ 1)2 +

1
2
|z|2
)

≤
(

1 +
∣∣∣∣
η

ω

∣∣∣∣
)

exp
(
A(Ω) + 2B(Ω) +

(
2B(Ω) +

1
2

)
|z|2
)
,

en remarquant que (|z|+ 1)2 ≤ 2(|z|2 + 1) et log |z| ≤ 1
2 |z|2. D’où le résultat

pour i = 2.
Le cas i = 3 est traité dans le lemme 1.

1.4. Un théorème de P. Philippon. Dans ce paragraphe on réécrit le
théorème 1 de [11] dans un cadre simplifié. Commençons par quelques no-
tations : Si S ⊂ N× C on note |S| = sup(k,z)∈S |z| et

HR(S) = max
(k,z)∈S

(1, (R−|z|)−k), avec R > |S|, GR(S) =
(

66
R

δM1/2

)N−1

,

où

N = CardS, M = Card{z ∈ C | ∃k : (k, z) ∈ S},
δ = min

(k,z),(k′,z′)∈S, z 6=z′
(1, |z − z′|).

Soient f1, . . . , fd (d ≥ 2) des fonctions entières telles que

|z| ≤ r ⇒ log |fi(z)| ≤ $(r),

où $ est une fonction croissante de R+ dans R.
Soit D ⊂ Nd, de cardinal CardD = L. On pose

D$ = max
h∈D

(h1 + . . .+ hd)$,

et pour (k, z) ∈ N× C on note

fD((k, z)) =
(

1
k!

dk

dzk
(fh1

1 . . . fhdd )(z)
)

(h1,...,hd)∈D
.

On se donne de plus un corps de nombres K ⊂ C de degré a, des nombres
réels R,N,E, %, Φ positifs et Ũ ∈ R ∪ {∞} ; on suppose qu’il existe des
ensembles ∅ = S0, S1, . . . ⊂ N× C, S′1, S

′
2, . . . ⊂ N× C tels que

(k, z) ∈ S′i ⇒ {0, . . . , k} × {z} ⊂ S′i,
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les composantes complexes des points de S ′i n’étant pas alignées, vérifiant
les contraintes suivantes :

CR : |Si+1| < R,

CN,R : CardS′i ≤ N, |S′i| ≤ R,
CE : E ≥ HR(Si+1)e−CardS′i .

Pour tout i ≥ 0 et x ∈ Si+1 on suppose qu’il existe mi+1,x ∈ KL et
λi+1,x ∈ C tels que

CŨ :





log
∣∣∣fD(x)− λi+1,xmi+1,x −

∑

j≤i
y∈Sj

µ̃j,ymj,y

∣∣∣ ≤ −Ũ ,

∀x′ ∈ S′i
log
∣∣∣fD(x′)−

∑

j≤i
y∈Sj

µ̃′j,ymj,y

∣∣∣ ≤ −Ũ − log(GR(S′i)HR(Si+1)),

où µ̃j,y ∈ C (respectivement µ̃′j,y ∈ C) dépend de (i, x) (respectivement de
(i, x′)).

On suppose enfin que pour tout i ≥ 0 et x ∈ Si+1,

CΦ : h(mi+1,x) ≤ Φ,
C% : log max(|mi+1,x|, |λi+1,x|−1) ≤ %.

Enfin, on note MD la matrice dont les colonnes sont les vecteurs mi,x

quand (i, x) parcourt
⋃
k≥1{k} × Sk.

Sous ces hypothèses on a :

Théorème 1 (P. Philippon). Si L > CardS1 et si

C1 : min(− logE −Dω(2eR), Ũ) > (aΦ+ %+∆)
L

L− CardS1
,

où ∆ = (a+ 2) log(2L) + log+(2N), alors

rangMD < L.

Cet énoncé est la retranscription du théorème 1 de [11] où l’on a pris (avec
les notations de [11]) Ai = A = Ki = K, C = C, η0 = 1 (cas archimédien),
n = 1 (une variable), η = 1 (H(2) = 2), et un rayon d’analycité infini.
Les fonctions U,Φ, δ, %, r′, E,N de [11] sont ici supposées constantes, avec
de plus δ = 1 (Ki = K), r′ = R, r = 2eR.

Puisque n = 1 le terme ER n’apparâıt pas dans la contrainte CE , et
δ = 1 nous permet d’éliminer la contrainte Cδ qui est automatiquement
vérifiée. Par ailleurs Ki = K laisse Plg(Ki/K0) = {id} et dans ce cas la
contrainte CU se réduit à celle énoncée. De plus, la taille T de [11] cöıncide
avec h. Enfin, l’estimation GR de la « gravitation » utilisée ici est due à
Reyssat [14], et est valable dans le cas η0 = 1, C = C qui nous intéresse.
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Notons que les logarithmes utilisés ici sont en base e, contrairement à
[11] où ils sont en base 2.

1.5. Une estimation de D. Masser. Nous énonçons à présent une esti-
mation due à D. Masser [8] :

Théorème 2 (D. Masser). Soit Ω un réseau de C, et ℘ sa fonction de
Weierstrass associée. On a alors

|℘′(z,Ω)| ≤ M

d(z,Ω)3 ,

où d(z,Ω) désigne la distance de z au réseau Ω et M est la constante absolue

M =
Γ (1/3)9

(2π
√

3)3
≈ 5.51 < 6.

De plus il y a égalité si et seulement si

Ω = Z⊕ Ze2iπ/3, z = ±1
3(2 + e2iπ/3) modulo Ω.

2. Démonstration du théorème A. On se donne α = (1, α1, α2) ∈
P2(Q) et on note

θ = (1, π/ω, η/ω) ∈ P2(C).

On se place dans le corps de nombres

K = Q(i, α1, α2, g2, ℘(ω/3), ℘′(ω/3)).

La parité, la périodicité de la fonction ℘ et la formule de duplication laissent

℘(ω/3) = ℘(2ω/3) = −2℘(ω/3) +
1
4
·

(
6℘(ω/3)2 − 1

2g2
)2

4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3)− g3
,

ce qui implique que ℘(ω/3) est racine du polynôme

X4 − 1
2g2X

2 − g3X − 1
48g

2
2.

La relation ℘′(ω/3)2 = 4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3)− g3 montre alors que g3 ∈ K
et que

a = [K : Q] ≤ 2 · 2 · 4 · d(α)d(g),

où d(g) = [Q(g2, g3) : Q].
L’idée (due à Chudnovsky) est de considérer ℘ comme variable au voisi-

nage de ω/3 au lieu de z. Pour cela on définit u par

℘ = ℘(ω/3) + u℘′(ω/3),

et on a alors
dz

d℘
=

1√
4℘3 − g2℘− g3

,
dζ

d℘
=

−℘√
4℘3 − g2℘− g3

,
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où la racine carrée est choisie de sorte que
√

4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3)− g3 = ℘′(ω/3).

Or en utilisant ℘′(ω/3)2 = 4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3) − g3 et ℘′′(ω/3) =
6℘(ω/3)2 − 1

2g2, on calcule aisément que

4℘3 − g2℘− g3

= 4(℘(ω/3) + ℘′(ω/3)u)3 − g2(℘(ω/3) + ℘′(ω/3)u)− g3

= ℘′(ω/3)2
(

1 + 2
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

u+ 12℘(ω/3)u2 + 4℘′(ω/3)u3
)
.

Définissons

λn = (−1)n
(2n)!

22n(n!)2 ,

de sorte que 1/
√

1 + z =
∑

n λnz
n. Il vient alors

℘′(ω/3)√
4℘3 − g2℘− g3

=
∞∑

n=0

λn

(
2
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

u+ 12℘
(
ω

3

)
u2 + 4℘′

(
ω

3

)
u3
)n

=
∞∑

n=0

∑

j+k+l=n

λn
n!
j!k!l!

(
2
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

)j(
12℘

(
ω

3

))k(
4℘′
(
ω

3

))l
uj+2k+3l

=
∞∑

i=0

γi+1u
i,

où

γi+1 =
∑

j+2k+3l=i

λj+k+l
(j + k + l)!

j!k!l!
2j+2k+2l3k

×
(
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

)j
℘

(
ω

3

)k
℘′
(
ω

3

)l
,

et par conséquent

d

du

(
ζ − η

ω
z

)
= ℘′

(
ω

3

)
d

d℘

(
ζ − η

ω
z

)

= −
(
℘

(
ω

3

)
+
η

ω
+ ℘′

(
ω

3

)
u

) ∞∑

i=1

γiu
i−1

= −
∞∑

i=1

[(
℘

(
ω

3

)
+
η

ω

)
γi + ℘′

(
ω

3

)
γi−1

]
ui−1,
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avec la convention γ0 = 0. En intégrant on trouve donc

ζ − η

ω
z = γ−1 −

∞∑

i=1

[(
℘

(
ω

3

)
+
η

ω

)
γi + ℘′

(
ω

3

)
γi−1

]
ui

i
,

où γ−1 = ζ(ω/3)− η/3.
Pour h = (h1, h2) ∈ N2, t ∈ N, et s = (s1, s2) ∈ N2, on pose

qh,(t,s) =
1
t!
dt

dut

(
℘h1

(
ζ − η

ω
z +

2iπ(a1s2 − a2s1)
ω

)h2
)∣∣∣∣

u=0
.

Proposition 3. Soient D1,D2,M, T ∈ N∗, avec M,D2 ≥ 3. Si h1 ≤
D1, h2 ≤ D2, 0 ≤ s1, s2 < M et 0 ≤ t ≤ T , alors

qh,(t,s) = Qh,(t,s)(π/ω, η/ω),

avec

Qh,(t,s) ∈ K[X,Y ], degQh,(t,s) ≤ D2,

logL(Qh,(t,s)) ≤ (3 + log(32c1‖P‖∞))(D1 + T +D2 log(TM)).

De plus, notant h(QD,(t,s)) la hauteur absolue de la famille des coefficients
de tous les polynômes Qh,(t,s), h1 ≤ D1, h2 ≤ D2, on a

h(QD,(t,s)) ≤ c4(D1 + T logD2 +D2 log(TM)),

où c4 = 6 + log c1 + h(P).

Preuve. La démonstration de la proposition est reportée à la section
suivante.

La quasi-périodicité de ζ et la relation de Legendre montrent alors que
pour s1, s2 ∈ Z,

ζ(z + s1ω1 + s2ω2)− η

ω
(z + s1ω1 + s2ω2)

= ζ(z)− η

ω
z + s1η1 + s2η2 −

a1η1 + a2η2

a1ω1 + a2ω2
(s1ω1 + s2ω2)

= ζ(z)− η

ω
z +

s1η1a2ω2 + s2η2a1ω1 − s2η1a1ω2 − s1η2a2ω1

a1ω1 + a2ω2

= ζ(z)− η

ω
z +

2iπ(a2s1 − a1s2)
ω

,

ce qui nous permet d’écrire, à l’aide de la formule de Faà-de-Bruno ([1, chap.
I, §3, exercice 7]),

1
j!
dj

dzj

(
℘h1

(
ζ − η

ω
z

)h2
)∣∣∣∣

z=ω/3+s1ω1+s2ω2
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=
1
j!
dj

dzj

(
℘h1

(
ζ − η

ω
z +

2iπ
ω

(a2s1 − a1s2)
)h2

)∣∣∣∣
z=ω/3

=
j∑

t′=0

(
1
t′!

dt
′

dut′

(
℘h1

(
ζ − η

ω
z +

2iπ
ω

(a2s1 − a1s2)
)h2

)∣∣∣∣
u=0

×
∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

t′∏

i=1

1
τi!
dτiu

dzτi

∣∣∣∣
z=ω/3

)

=
j∑

t′=0

Qh,(t′,s)

(
π

ω
,
η

ω

) ∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

t′∏

i=1

1
τi!
dτi(℘/℘′(ω/3))

dzτi

∣∣∣∣
z=ω/3

,

et la règle de Leibniz laisse alors

1
t!
dt

dzt

(
σ2D1+D2℘h1

(
ζ − η

ω
z

)h2
)∣∣∣∣

z=ω/3+s1ω1+s2ω2

=
t∑

t′=0

µt′,t,sQh,(t′,s)

(
π

ω
,
η

ω

)
,

où

µt′,t,s =
t∑

j=t′

(
1

(t− j)!
dt−j(σ2D1+D2)

dzt−j

∣∣∣∣
z=ω/3+s1ω1+s2ω2

×
∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

t′∏

i=1

1
τi!
dτi(℘/℘′(ω/3))

dzτi

∣∣∣∣
z=ω/3

)
.

Proposition 4. On a

log
t∑

t′=0

|µt′,t,s| ≤ c7(t+ (D1 +D2)M2)

avec c7 = max(c5, c6 + log 2), où

c6 = log
(

2
d(ω/3, Ω)

max
(

24
|℘′(ω/3)|d(ω/3, Ω)2 , 1

))
,

c5 = 2(A(Ω) +B(Ω)(|ω|/3 + |ω1|+ |ω2|+ 1)2).

Preuve. Le théorème de Masser [8, §1.5, théorème 2] et la formule de
Cauchy appliquée à ℘′ sur le cercle de centre ω/3 et de rayon 1

2d(ω/3, Ω)
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donnent
∣∣∣∣

1
τi!
· 1
℘′(ω/3)

dτi℘

dzτi

(
ω

3

)∣∣∣∣ ≤
6
(1

2d(ω/3, Ω)
)−3

|℘′(ω/3)|
(1

2d(ω/3, Ω)
)τi−1 ≤ ec6τi

avec

c6 = log
(

2
d(ω/3, Ω)

max
(

24
|℘′(ω/3)|d(ω/3, Ω)2 , 1

))
.

La formule de Cauchy appliquée à σ2D1+D2 sur le cercle de rayon 1 et
de centre ω/3 + s1ω1 + s2ω2 donne, en utilisant le lemme 1,

log

∣∣∣∣
1
k!
dkσ2D1+D2

dzk

∣∣∣∣
z=ω/3+s1ω1+s2ω2

∣∣∣∣

≤ (2D1 +D2)(A(Ω) +B(Ω)(|ω|/3 +M(|ω1|+ |ω2|) + 1)2)

≤ c5(D1 +D2)M2,

avec c5 = 2(A(Ω) +B(Ω)(|ω|/3 + |ω1|+ |ω2|+ 1)2).
Calculons à présent le nombre de termes dans la somme définissant µt′,t,s,

c’est-à-dire

N =
t∑

j=t′

∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

1.

Il est clair que (
x

1− x

)t′
=
∞∑

j=0

( ∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

1
)
xj ,

et puisque par ailleurs

xt
′
(

1
1− x

)t′
=
∞∑

n=0

(n+ t′ − 1)!
(t′ − 1)!n!

xn+t′ ,

on obtient ∑

τ1+...+τt′=j
τi≥1

1 =
(j − 1)!

(t′ − 1)!(j − t′)! =
(
j − 1
t′ − 1

)
.

De plus, grâce à la formule de Pascal,
t∑

j=t′

(
j

t′

)
=

t∑

j=t′

((
j − 1
t′ − 1

)
+
(
j − 1
t′

))

=
t∑

j=t′

(
j − 1
t′ − 1

)
+

t∑

j=t′

(
j

t′

)
−
(
t

t′

)
,
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ce qui laisse

N =
t∑

j=t′

(
j − 1
t′ − 1

)
=
(
t

t′

)
.

Par conséquent on a |µt′,t,s| ≤ ec5(D1+D2)M2+c6t
(
t
t′
)
, et ainsi

∑t
t′=0 |µt′,t,s| ≤

ec5(D1+D2)M2+c6t+t log 2, ce qui termine la preuve.

À présent on va appliquer le théorème 1. On prend les trois fonctions
f1, f2, f3 du §1.3, qui sont du type (proposition 2)

$(r) = a(Ω) + b(Ω)r2, a(Ω) = max
i=1,2,3

Ai(Ω), b(Ω) = max
i=1,2,3

Bi(Ω).

On se donne α1, α2 ∈ Q et on pose U = − log Dist(θ, α), ainsi que
(1, θ1, θ2) = (1, π/ω, η/ω). On suppose que

Dist(θ, α) ≤ 1
2‖θ‖ ,

ce qui donne ‖α‖ ≤ 2‖θ‖ puisque

‖θ − α‖
‖θ‖ · ‖α‖ ≤ Dist(θ, α).

Remarquons qu’alors ‖θ − α‖ ≤ 2‖θ‖2e−U .
On se donne M, D2, D1 et T > T0, des entiers non nuls tels que

(1) M ≥ 3, D2 ≥ 4.

On prend comme monômes :

D = {h ∈ N3 | h1 ≤ D1, h2 ≤ D2, h3 = 2(D1 − h1) +D2 − h2},
ainsi L = CardD = (D1 + 1)(D2 + 1) et

D$(r) = (2D1 +D2)(a(Ω) + b(Ω)r2).

Rappelons que K = Q(i, α1, α2, g2, ℘(ω/3), ℘′(ω/3)). On pose de plus

Ω(M) = {s1ω1 + s2ω2 | 0 ≤ s1, s2 < M},
et (Ω(M) + Zω)/(Zω) est identifié à un système de représentants pris dans
Ω(M), dont le cardinal est alors majoré par c1M . En effet, tout élément
s1ω1 + s2ω2 de Ω(M) est égal modulo Zω à un point du réseau de la forme
rω1 +tω2 avec t = s2±qa2, où q et r sont le quotient et le reste de la division
de s1 par |a1|. Ainsi 0 ≤ r < |a1| et t est dans un intervalle semi-ouvert de
longueur inférieure à M(1 + |a2/a1|), ce qui laisse au plus

|a1|M
(

1 +
∣∣∣∣
a2

a1

∣∣∣∣
)

= c1M

possibilités pour rω1 + tω2.
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On définit les ensembles Si et S′i ainsi :

S1 = {0, . . . , T0 − 1} ×
{
ω

3
+
Ω(M) + Zω

Zω

}
,

Si = {T0 + i− 2} × {ω/3 +Ω(M)} si 2 ≤ i ≤ T − T0 + 1,

S′i = {0, . . . , T0 − 1} × {ω/3 +Ω(M)} si i ≥ 1.

Soit c0 ≥ 2 une constante à déterminer ultérieurement. D1 et M étant
fixés, on prend

D2 = [2c0c1M ] + 1, T0 = [c0D1], T = 28c1(T0 + 1),

de sorte que 2 CardS1 ≤ 2c1T0M ≤ 2c1c0D1M < D1D2 < CardD = L, ce
qui laisse

CardS1

L− CardS1
≤ 1 et

L

L− CardS1
≤ 2.

Contrainte CR. Puisque

|Si+1| ≤ |ω|/3 + |s1| · |ω1|+ |s2| · |ω2| ≤ max(|ω1|, |ω2|)(2M + c1/3),

on prend
R = max(|ω1|, |ω2|)(2M + c1/3) + 1,

ce qui donne

D$(2eR)

≤ (a(Ω) + b(Ω)(2emax(|ω1|, |ω2|)2(1 + c1/3)M + 2e)2)(2D1 +D2)

≤ (a(Ω) + b(Ω)4e2(2 max(|ω1|, |ω2|)(1 + c1/3) + 1)2M2)(2D1 +D2)

≤ c10(D1 +D2)M2,

avec c10 = 2(a(Ω) + b(Ω)4e2(2 max(|ω1|, |ω2|)(1 + c1/3) + 1)2).

Contrainte CN,R. L’inégalité |S′i| ≤ R est vérifiée, et de plus CardS ′i =
T0M

2. On prend donc N = T0M
2.

Contrainte CE. Si (k, z) ∈ Si, on a |z| ≤ R−1, par conséquent HR(Si+1)
= 1. Ainsi la contrainte CE est satisfaite en prenant − logE = N = T0M

2.

Contrainte CŨ . Afin de simplifier les notations on notera provisoirement
δ = minω′∈Ω\{0}(1, |ω′|). La gravitation GR(S′i) devient alors

GR(S′i) =
(

66
R

δ
· 1
M

)T0M2−1

=
(

max(|ω1|, |ω2|)
δ

(
132 +

66c1

3M
+

66
max(|ω1|, |ω2|)M

))T0M2−1

≤
(

133
max(|ω1|, |ω2|)

δ

)T0M2−1

≤ ec12T0M2
,
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en supposant

(2) M ≥ 22c1 +
66

max(|ω1|, |ω2|)
,

c12 = log+
(

133
max(|ω1|, |ω2|)

minω′∈Ω\{0}(1, |ω′|)

)
.

Soit i ≥ 0 et x ∈ Si+1, on peut écrire

x = (t, ω/3 + s1ω1 + s2ω2) avec
{

0 ≤ t ≤ T0 − 1 si i = 0,
t = T0 + i− 1 si i ≥ 1.

On pose alors
mi+1,x = (Qh,(t,s)(α1, α2))h∈D, λi+1,x = µt,t,s.

D’après la définition des µt′,t,s, on a

fD(x) =
( t∑

t′=0

µt′,t,sQh,(t′,s)(π/ω, η/ω)
)
h∈D

.

Or (
∑t

t′=0 µt′,t,sQh,(t′,s)(α1, α2))h∈D est de la forme

λi+1,xmi+1,x +
∑

j≤i
y∈Sj

µ̃j,ymj,y,

où certains µ̃j,y sont des µt′,t,s tandis que les autres sont nuls. Remarquons
que si x′ ∈ S′i, alors x′ = (t, ω/3 + s1ω1 + s2ω2) avec 0 ≤ t ≤ T0− 1, et ainsi

fD(x′) =
( t∑

t′=0

µt′,t,sQh,(t′,s)(π/ω, η/ω)
)
h∈D

;

de plus (
∑t

t′=0 µt′,t,sQh,(t′,s)(α1, α2))h∈D est de la forme
∑

j≤i
y∈Sj

µ̃′j,ymj,y,

où certains µ̃′j,y sont des µt′,t,s tandis que les autres sont nuls (en particulier
ceux pour j ≥ 2). Par conséquent, avec ce choix des µ̃j,y et µ̃′j,y, les deux
quantités à majorer dans la contrainte CŨ peuvent s’écrire

log
∣∣∣

t∑

t′=0

µt′,t,s(Qh,(t′,s)(π/ω, η/ω)−Qh,(t′,s)(α1, α2))
∣∣∣

avec 0 ≤ s1, s2 < M et 0 ≤ t ≤ T0 + i− 1. Par ailleurs,

|θi1 − αi1| ≤ |θ1 − α1|
i−1∑

k=0

|θ1|i−1−k|α1|k

≤ |θ1 − α1|
i−1∑

k=0

‖θ‖i−12k ≤ ‖θ − α‖ · ‖θ‖i2i,
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ce qui permet d’obtenir

|θi1θj2 − αi1αj2| ≤ |θ2|j |θi1 − αi1|+ |α1|i|θj2 − αj2|
≤ 2i‖θ‖i+j‖θ − α‖+ 2i+j‖θ‖i+j‖θ − α‖
≤ 2D2+1‖θ‖D2‖θ − α‖
≤ (3‖θ‖)D2‖θ − α‖.

Ainsi, écrivant Qh,(t′,s) =
∑
ci,jX

iY j , on obtient

|Qh,(t′,s)(θ1, θ2)−Qh,(t′,s)(α1, α2)| ≤ (3‖θ‖)D2‖θ − α‖
∑

i,j

|ci,j |.

L’estimation de la longueur de Qh,(t,s) donnée dans la proposition 3 permet
de majorer log

∑ |ci,j| par

(3 + log(32c1) + log ‖P‖∞)(D1 + T +D2 log(TM)),

ce qui laisse

log |Qh,(t′,s)(θ1, θ2)−Qh,(t′,s)(α1, α2)| ≤ c13(D1 + T +D2 log(TM))− U,
avec c13 = 3 + log(32c1) + log(6‖θ‖2) + log ‖P‖∞. Les quantités de la con-
trainte CŨ sont donc majorées par (proposition 4)

log
( t∑

t′=0

|µt′,t,s|ec13(D1+T+D2 log(TM))−U
)

≤ c7(T + (D1 +D2)M2) + c13(D1 + T +D2 log(TM))− U
≤ (c7 + c13)(T +D2 log T + (D1 +D2)M2)− U.

Pour que la contrainte CŨ soit satisfaite, il suffit donc de prendre

Ũ = U − c11(T +D2 log T + (D1 +D2 + T0)M2)

avec c11 = max(c12, c7 + c13).
Contrainte CΦ. Notons Qh,(t,s) =

∑
ci,jX

iY j pour h ∈ D. Si v -∞ on a

|Qh,(t,s)(α1, α2)|v ≤ max
i,j
|ci,j|v‖α‖D2

v ,

ce qui laisse

‖mi+1,x‖v ≤ ‖QD,(t,s)‖v‖α‖D2
v ;

et si v |∞ il vient

‖mi+1,x‖v ≤
D2(D2 + 1)

2
‖QD,(t,s)‖v‖α‖D2

v .

Ainsi on obtient, par la proposition 3,
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h(mi+1,x) ≤ h(QD,(t,s)) +D2h(α) + log
D2(D2 + 1)

2

≤ c4(D1 + T logD2 +D2 log(TM)) +D2h(α) + log
D2(D2 + 1)

2
≤ Φ,

où Φ = c8(D1 + T logD2 +D2h(α) +D2 log(TM)) avec c8 = c4 + 1.

Contrainte C%. L’équation fonctionnelle de la fonction σ donne ([7, The-
orem 1, p. 241])

|σ(ω/3 + s1ω1 + s2ω2)| = |e(s1η1+s2η2)(ω/3+s1ω1/2+s2ω2/2)| · |σ(ω/3)|
≥ e−|s1η1+s2η2|·|ω/3+s1ω1/2+s2ω2/2||σ(ω/3)|,

ce qui laisse

log
∣∣∣∣σ
(
ω

3
+ s1ω1 + s2ω2

)∣∣∣∣

≥ −M(|η1|+ |η2|)
( |ω|

3
+
M

2
(|ω1|+ |ω2|)

)
+ log

∣∣∣∣σ
(
ω

3

)∣∣∣∣

≥ −(|η1|+ |η2|)
( |ω|

3
+
|ω1|+ |ω2|

2

)
M2 + log

∣∣∣∣σ
(
ω

3

)∣∣∣∣

≥ −c14M
2

avec c14 = (|η1|+ |η2|)(|ω|/3 + (|ω1|+ |ω2|)/2)− log min(|σ(ω/3)|, 1). Ainsi,
puisque λi+1,x = σ(ω/3 + s1ω1 + s2ω2)2D1+D2 , on trouve

− log |λi+1,x| ≤ c14(2D1 +D2)M2.

Par ailleurs en utilisant l’estimation de la longueur de Qh,(t,s) donnée par la
proposition 3, on trouve

log |Qh,(t,s)(α1, α2)| ≤ log
∑
|ci,j | · ‖α‖i+j

≤ D2 log(2‖θ‖) + log
∑
|ci,j|

≤ (3 + log(64c1‖θ‖ · ‖P‖∞))(D1 + T +D2 log(TM))

≤ (3 + log(64c1‖θ‖ · ‖P‖∞))((D1 +D2)M2 + T +D2 log T ).

On prend donc

% = c9((D1 +D2)M2 + T +D2 log T ),

avec c9 = max(3 + log(64c1‖θ‖ · ‖P‖∞), 2c14).

Rang de MD. En utilisant un lemme de zéros dans les groupes algébri-
ques [10], on peut démontrer que [12]

rangMD = CardD = L.
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Pour cela il suffit que les inégalités

T > 48D1, TM > 96D1D2

soient satisfaites, ce qui est le cas avec nos choix de paramètres :

T = 28c1(T0 + 1) > 28c0c1D1 > 48D1,

TM > 28c0c1D1M ≥ 28c0c1D1
D2 − 1
2c0c1

≥ 27D1(D2 − 1) ≥ 96D1D2,

puisque c0, c1 ≥ 1 et D2 ≥ 4.

Condition C1. Rappelons que

a = [K : Q] ≤ 16d(α)d(g).

On notera pour simplifier d = d(α) et h = h(α). On a alors

∆ ≤ (16d(g)d+ 2) log(2(D1 + 1)(D2 + 1)) + log(2T0M
2),

ce qui donne
2(aΦ+ %+∆) ≤ A

avec

A = 4(8d(g)d+ 1) log(2(D1 + 1)(D2 + 1)) + 2 log(2T0M
2)

+ 2c9(D1 +D2)M2 + 2c9(T +D2 log T )

+ 32d(g)dc8(D1 + T logD2 +D2h+D2 log(TM)).

Par ailleurs

− logE −D$(2eR) ≥ T0M
2 − c10(D1 +D2)M2 = T0M

2 − B,
avec B = c10(D1 +D2)M2. On va choisir c0 tel que T0M

2 − B > A :

A+ B ≤ (c10 + 2c9)(D1 +D2)M2 + 2c9(T +D2 log T )

+ 32d(g)dc8(D1 + T logD2 +D2h+D2 log(TM))

+ 64d(g)d(log 2 +D1 +D2) + 2 log 2 + 2 log T0 + 4 logM

≤ (c10 + 2c9)(D1 +D2)M2 + 2c9(T +D2 log T )

+ 32d(g)dc8(D1 + T logD2 +D2h+D2 log(TM))

+ 64d(g)d(2 log 2 +D1 +D2 + log(TM))

≤ (c10 + 2c9)(D1 +D2)M2 + 2c9(T +D2 log T )

+ 32d(g)d(c8 + 2)(D1 + T logD2 +D2h+D2 log(TM)).

Prenons pour M et D1 les valeurs suivantes :

M = [c0
√
d log(1 + d)], D1 =

[
2c2

0

√
d

log(1 + d)
(h+ log(1 + d))

]
.
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Ainsi

T0M
2 > c3

0

√
d

log(1 + d)
(h+ log(1 + d))

1
4
c2

0d log(1 + d) ≥ 1
4
c5

0t,

avec
t = d3/2

√
log(1 + d)(h+ log(1 + d))

= d3/2
√

log(1 + d)h+ d3/2(log(1 + d))3/2.

Des inégalités

M ≤ c0
√
d log(1 + d), T ≤ 210c1c

3
0

√
d

log(1 + d)
(h+ log(1 + d)),

D1 ≤ 2c2
0

√
d

log(1 + d)
(h+ log(1 + d)), D2 ≤ 4c1c

2
0

√
d log(1 + d),

on déduit facilement

D1M
2 ≤ 2c4

0t, D2M
2 ≤ 4c1c

4
0t, T ≤ 210

log 2
c1c

3
0t,

D2 log T ≤ 4c1c
2
0

(
11.3 +

log(c1c
3
0)

log 2

)
t, dD1 ≤

2
log 2

c2
0t,

dT logD2 ≤ 210c1c
3
0

(
3 +

log(c1c
2
0)

log 2

)
t, dhD2 ≤ 4c1c

2
0t,

dD2 log T ≤ 4c1c
2
0

(
11.3 +

log(c1c
3
0)

log 2

)
t,

dD2 logM ≤ 4c1c
2
0

(
1 +

log c0

log 2

)
t,

et en imposant

(3) c0 ≥ 30000,

il s’ensuit que

c0
A+ B
T0M2 < 4(c10 + 2c9)(2 + 4c1)

+ 128(2 + c8)d(g)(4 · 10−9 + 1.2c1 + 0.05c1 log c1)

+ 8c9(0.05c1 + 6.5 · 10−9c1 log c1) = c′0.

Donnons donc à c0 la valeur

c0 = max
(

30000, c′0, 44c1 +
132

max(|ω1|, |ω2|)

)
,
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de sorte que l’on ait A + B < T0M
2 et que les conditions (1)–(3) soient

remplies. On a alors

− logE −D$(2eR) > (aΦ+ %+∆)
L

L− CardS1
.

Puisque le rang de MD est maximal, le théorème de P. Philippon (§1.4,
théorème 1) nous apprend que la condition C1 n’est pas satisfaite. On doit
donc avoir

Ũ ≤ (aΦ+ %+∆)
L

L− CardS1
≤ A ≤ A+ B < T0M

2 ≤ 2c5
0t,

et puisque Ũ = U − c11(T + D2 log T + (D1 + D2 + T0)M2), on obtient
finalement

U < At,

avec

A = 2c5
0 + c11

(
210c1c

3
0

log 2
+ 4c1c

2
0

(
log(c1c

3
0)

log 2
+ 11.3

)
+ 2c4

0(1 + 2c1) + 2c5
0

)
,

ce qui termine la preuve du théorème A.

3. Démonstration de la proposition 3

3.1. Valeurs absolues de γ−1. Pour x + y + z = 0 la relation (due à
Frobenius et Stickelberger [5])

(ζ(x) + ζ(y) + ζ(z))2 + ζ ′(x) + ζ ′(y) + ζ ′(z) = 0

se démontre en constatant que, l’une des variables x ou y étant fixée, l’on a
affaire à une fonction elliptique sans pôles en l’autre variable y ou x.

Prenons x = y = ω/3 pour obtenir, grâce aux propriétés élémentaires de
ζ et ℘ (quasi-périodicité, parité, . . . )

γ2
−1 = (ζ(ω/3)− η/3)2 = 1

3℘(ω/3),

ce qui nous permet d’écrire

|γ−1|v ≤ ‖P‖1/2v ·
{√

3 si v | 3,
1 sinon.

Profitons-en pour donner une estimation qui nous sera utile au para-
graphe suivant : la parité, la périodicité et la formule de duplication de la
fonction ℘ entrâınent

℘(ω/3) = ℘(2ω/3) = −2℘(ω/3) +
1
4

(
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

)2

,

ce qui laisse (et on peut montrer que le signe est en fait négatif)

1
2
· ℘
′′(ω/3)
℘′(ω/3)

= ±
(

3℘
(
ω

3

))1/2

,
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et par suite

(∗)
∣∣∣∣
1
2
· ℘
′′(ω/3)
℘′(ω/3)

∣∣∣∣
v

≤ ‖P‖1/2v ·
{√

3 si v |∞,
1 sinon.

3.2. Valeurs absolues des γi, i ≥ 1. Rappelons que pour i ≥ 0,

γi+1 =
∑

j+2k+3l=i

λj+k+l
(j + k + l)!

j!k!l!
2j+2k+2l3k

×
(
℘′′(ω/3)
℘′(ω/3)

)j
℘(ω/3)k℘′(ω/3)l,

où λn = (−1)n (2n)!
22n(n!)2 est le n-ième coefficient du développement en série

entière de (1 + z)−1/2. Ainsi

γi+1 =
∑

j+2k+3l=i

(−1)j+k+l [2(j + k + l)]!
j!k!l!(j + k + l)!

3k

×
(
℘′′(ω/3)
2℘′(ω/3)

)j
℘(ω/3)k℘′(ω/3)l.

Si v -∞, il vient facilement avec l’estimation (∗)
|γi+1|v ≤ max

j+2k+3l=i
‖P‖j/2+k+l

v ≤ ‖P‖i/2v ,

et pour v |∞,

|γi+1|v ≤
∑

j+2k+3l=i

[2(j + k + l)]!
j!k!l!(j + k + l)!

3k3j/2‖P‖(j+2k+2l)/2
v

≤
∑

j+2k+3l=i

[2(j + k + l)]!
j!k!l!(j + k + l)!

3(j+2k+3l)/2‖P‖(j+2k+2l)/2
v

≤ (3‖P‖v)i/2
i∑

α=0

∑

j+k+l=α

(2α)!
j!k!l!α!

≤ (3‖P‖v)i/2
i∑

α=0

42α,

ce qui laisse

|γi+1|v ≤ ‖P‖i/2v ·
{

30i+1 si v |∞,
1 sinon.

3.3. Hauteur et longueur des Qh,(t,s). Posons a = 2i(a1s2 − a2s1) et
définissons deux fonctions f et g par

f(u) = −
∞∑

i=1

γi
ui

i
,

g(u) = −
∞∑

i=1

gi
ui

i
où gi = γi℘(ω/3) + γi−1℘

′(ω/3),
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de sorte que

ζ − η

ω
z = γ−1 + f(u)

η

ω
+ g(u).

Rappelons que ℘(z) = ℘(ω/3) + ℘′(ω/3)u, d’où

℘h1 =
h1∑

i=0

℘iu
i où ℘i =

(
h1

i

)
℘(ω/3)h1−i℘′(ω/3)i.

On a alors

℘h1

(
ζ − η

ω
z + a

π

ω

)h2

= ℘h1

(
a
π

ω
+ f(u)

η

ω
+ γ−1 + g(u)

)h2

=
∑

i+j+k+l=h2

aif(u)jg(u)kγl−1℘
h1

h2!
i!j!k!l!

(
π

ω

)i( η
ω

)j
,

ce qui laisse

qh,(t,s) =
∑

i+j+k+l=h2

γl−1a
i h2!
i!j!k!l!

· 1
t!
dt

dut
(f(u)jg(u)k℘h1)

∣∣∣∣
u=0

(
π

ω

)i( η
ω

)j
.

Il est alors clair que qh,(t,s) = Qh,(t,s)(π/ω, η/ω) où Qh,(t,s)(X,Y ) est un
polynôme de degré inférieur à h2, donc majoré par D2 :

Qh,(t,s) =
∑

i+j≤D2

ci,jX
iY j ,

avec

ci,j = ai
∑

k+l=h2−(i+j)

γl−1
h2!

i!j!k!l!
· 1
t!
dt

dut
(f jgk℘h1)

∣∣∣∣
u=0

.

Des développements de f , g et ℘h1 on déduit

f jgk℘h1 = (−1)j+k
∑

λ1,...,λj≥1
µ1,...,µk≥1

0≤ν≤h1

γλ1 . . . γλjgµ1 . . . gµk
λ1 . . . λjµ1 . . . µk

℘νu
λ1+...+λj+µ1+...+µk+ν ,

puis

ci,j = (−1)jai
∑

k+l=h2−(i+j)
λ1,...,λj≥1
µ1,...,µk≥1

0≤ν≤h1
λ1+...+λj+µ1+...+µk+ν=t

(−1)k
h2!

i!j!k!l!
·
γλ1 . . . γλjgµ1 . . . gµk
λ1 . . . λjµ1 . . . µk

℘νγ
l
−1,

et
ci,j ∈ Q(i, ℘(ω/3), ℘′(ω/3)) ⊂ K.
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Posons ai,j = MT (D2)ci,j où

MT (n) = PPCM{k1 . . . kn′ | n′ ≤ n, ki ∈ N∗, k1 + . . .+ kn′ ≤ T}.
Supposons que v | 3. Les paragraphes 3.1, 3.2 précédents nous apprennent

que
|γl−1|v ≤ (

√
3 ‖P‖1/2v )l|℘ν |v ≤ ‖P‖h1

v ,

|γλ1 . . . γλj |v ≤ ‖P‖
(λ1+...+λj)/2
v , |gµ1 . . . gµk |v ≤ ‖P‖(µ1+...+µk)/2

v ‖P‖kv ,
ce qui permet d’obtenir

|γλ1 . . . γλjgµ1 . . . gµk℘νγ
l
−1|v ≤ 3l/2‖P‖(λ1+...+λj+µ1+...+µk)/2+k+h1+l/2

v ,

et finalement
|ai,j |v ≤ 3D2/2‖P‖T/2+D1+D2

v .

De même si v - 3,∞ on trouve

|ai,j |v ≤ ‖P‖T/2+D1+D2
v .

Enfin, supposons v |∞, et estimons cette fois |ci,j |v. On aura dans ce cas

|γl−1|v ≤ ‖P‖l/2v |℘ν |v ≤ 2D1‖P‖D1
v ,

|γλ1 . . . γλj |v ≤ (30‖P‖1/2v )λ1+...+λj ,

|gµ1 . . . gµk |v ≤ (30‖P‖1/2v )µ1+...+µk(2‖P‖v)k,∣∣∣∣
h2!

i!j!k!l!

∣∣∣∣
v

≤ 4D2 , |ai|v ≤ (2Mc1)D2 ,

∣∣∣∣
1

λ1 . . . λjµ1 . . . µk

∣∣∣∣
v

≤ 1,

et le nombre de termes dans la somme donnant ci,j est majoré par la valeur
(D1 + 1)(D2 + 1)TD2 . On obtient donc

|ci,j|v ≤ (D1 + 1)(D2 + 1)TD2(2Mc1)D24D2(30‖P‖1/2v )T 2D2+D1‖P‖D1+D2
v

≤ 2D1+D2TD2(16Mc1)D230T 2D1‖P‖T/2+D2+D1
v

≤ 4D1(32Mc1)D2TD230T ‖P‖T/2+D1+D2
v .

Cette estimation donne la majoration de la longueur de Qh,(t,s) annoncée
par la proposition 3.

Remarquons que pour v -∞,

‖(1, ci,j)‖v =
∥∥∥∥
(

1,
ai,j

MT (D2)

)∥∥∥∥
v

≤ 1
|MT (D2)|v

‖(1, ai,j)‖v,

ce qui nous permet d’écrire, via la formule du produit,

H(QD,(t,s)) ≤
∏

v|3

(
3D2/2‖P‖T/2+D1+D2

v

1
|MT (D2)|v

)dv

×
∏

v-3,∞

(
‖P‖T/2+D1+D2

v

1
|MT (D2)|v

)dv
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×
∏

v|∞
(4D1(32Mc1)D2TD230T ‖P‖T/2+D1+D2

v )dv

≤ H(P)T/2+D1+D2MT (D2)[K:Q](4D1(32
√

3Mc1)D2TD230T )[K:Q].

Par conséquent, avec d(K) = [K : Q], et en supposant M,D2 ≥ e, on a

logH(QD,(t,s)) ≤
(
d(K) log 30 + 1

2 logH(P)
)
T

+ (d(K) log 4 + logH(P))D1

+ (d(K)(1 + log c1 + log(32
√

3)) + logH(P))D2 logM

+ d(K)D2 log T + d(K) logMT (D2),

ce qui laisse, par la proposition 1,

h(QD,(t,s)) ≤ c4(T +D1 + T logD2 +D2 log(TM)),

où c4 = 6 + log c1 + h(P).

4. Démonstrations du théorème B
4.1. Lemme de transfert. Pour passer du théorème A au théorème B, on

utilise un lemme de transfert. Il s’agit ici d’une version légèrement modifiée
du théorème 4 de [13] :

Théorème 3 (lemme de transfert). Soit x ∈ P2(C). Si une forme P de
Z[X0,X1,X2] satisfait

log
( |P (x)|
‖x‖d(P )

)
≤ −b4(logL(P ) + d(P ) log(1 + bd(P )))d(P )2

avec b ≥ 223, alors il existe α ∈ P2(Q) tel que P (α) = 0, d(α) ≤ (bd(P ))2 et

log Dist(x, α) ≤ −2−163b(h(α) + log(1 + d(α)))d(α)3/2.

Preuve. La preuve est exactement la même que celle du théorème 4 de
[13] : on prend H=[b2d(P ) log(1+bd(P ))] au lieu de H=[b2d(P ) log(bd(P ))],
il en résulte que log d(α) est remplacé par log(1 + d(α)).

L’inégalité d(α) ≤ (bd(P ))2 est prouvée dans [13] lors de la démonstra-
tion du théorème 4.

4.2. La mesure d’indépendance algébrique. Soit P un polynôme non cons-
tant à coefficients entiers relatifs, et supposons que

(∗) log
( |P (θ)|
‖θ‖

)

≤ −B̃4(logL(P ) + d(P ) log(1 + B̃d(P )
√

log(1 + B̃d(P ))))

× d(P )2(log(1 + B̃d(P )))2,
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où B̃ est une constante qu’il reste à déterminer. Posons alors

b = B̃

√
log(1 + B̃d(P )),

de sorte que l’on ait

log
( |P (θ)|
‖θ‖

)
≤ −b4(logL(P ) + d(P ) log(1 + bd(P )))d(P )2.

Quitte à prendre B̃ assez grand, on peut supposer que b ≥ 223 (la valeur que
l’on va trouver pour B̃ satisfait bien cette hypothèse), et ainsi appliquer le
lemme de transfert : il existe α ∈ P2(Q) tel que d(α) ≤ (bd(P ))2 et

− log Dist(θ, α) ≥ 2−163b(h(α) + log(1 + d(α)))d(α)3/2.

Or d(α) ≤ B̃2d(P )2 log(1 + B̃d(P )) et par conséquent

1 + d(α) ≤ (1 + B̃d(P ))2 log(1 + B̃d(P )),

puis
log(1 + d(α)) ≤ 3 log(1 + B̃d(P )),

et donc

b ≥ B̃√
3

√
log(1 + d(α)),

laissant ainsi

− log Dist(θ, α) ≥ 2−163B̃√
3

(h(α) + log(1 + d(α)))d(α)3/2
√

log(1 + d(α)).

On prend donc
B̃ = 2163

√
3A

et on obtient une contradiction avec le théorème A.
Cela signifie que nécessairement (∗) est fausse. On en déduit alors aisé-

ment que

log |P (θ)|
> −B̃4( logL(P ) + 3

2d(P ) log(1 + B̃d(P ))
)
d(P )2(log(1 + B̃d(P )))2

≥ −B̃4( logH(P ) + 7
2d(P ) log(1 + B̃d(P ))

)
d(P )2(log(1 + B̃d(P )))2,

et puisque

log(1 + B̃d(P )) ≤ log B̃ + log(1 + d(P )) ≤
(

log B̃
log 2

+ 1
)

log(1 + d(P ))

on trouve finalement

log |P (θ)| > −B(logH + d(P ) log(1 + d(P )))d(P )2(log(1 + d(P )))2,
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avec

B = 4B̃4
(

log B̃
log 2

+ 1
)3

;

ce qui termine la preuve du théorème B.

4.3. Tableau des constantes. Le tableau 1 est un récapitulatif des cons-
tantes intervenant dans le calcul de A et B.

Pour estimer les quantités |℘(ω/3)|, |℘′(ω/3)| et h(P) intervenant dans
les constantes A1(Ω), c4, c6, c13, c14 et c9, on utilisera le fait que ℘(ω/3) est
racine du polynôme

X4 − 1
2g2X

2 − g3X − 1
48g

2
2,

et la relation
℘′(ω/3)2 = 4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3)− g3.

La valeur de |σ(ω/3)| (constantes A1(Ω) et c14) est déterminée par :

Lemme 2.

σ(ω/3)9 = ± eηω/2

℘′(ω/3)3 .

Preuve. La formule ([19, example 24, p. 459])

σ(3z)
σ9(z)

= 3℘(z)℘′(z)2 − 1
4
℘′′(z)2

conduit à
σ(3z)
σ9(z)

= 3℘(z)(4℘(z)3 − g2℘(z)− g3)− 1
4

(
6℘(z)2 − 1

2g2
)2

= 3
(
℘(z)4 − 1

2g2℘(z)2 − g3℘(z)− 1
48g

2
2

)
.

Appliquons cela à z = ω/3 + u :

σ(ω + 3u)
σ9(ω/3 + u)

= 3
(
℘(ω/3)4 − 1

2g2℘(ω/3)2 − g3℘(ω/3)− 1
48g

2
2

)

+ 3℘′(ω/3)(4℘(ω/3)3 − g2℘(ω/3)− g3)u+ o(u)

= 3℘′(ω/3)3u+ o(u).

Par ailleurs, l’équation fonctionnelle de σ s’écrit ([7, Theorem 1, p. 241])

σ(3u+ ω) = ±eη(3u+ω/2)σ(3u),

ce qui laisse (puisque σ′(0) = 1 et σ(0) = 0)

σ(ω + 3u)
σ9(ω/3 + u)

= ± 3eηω/2

σ9(ω/3)
u+ o(u),

et donne le résultat voulu. (Remarquons qu’on retrouve le fait que ℘(ω/3)
soit une racine du polynôme X4 − 1

2g2X
2 − g3X − 1

48g
2
2.)
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5. Applications des théorèmes A et B

5.1. Deux exemples intéressants. On calcule ici les constantes dans deux
cas intéressants. Par exemple, il est bien connu que pour la courbe elliptique
y2 = 4x3 − 4x, un réseau associé est

Ω = Zω1 + iZω1 avec ω1 = Γ (1/4)2/
√

8π,

et que l’on a alors

ω2 = iω1, η2 = −iη1, η1 = π/ω1 = (2π)3/2/Γ (1/4)2.

On prend comme période ω = ω1, de sorte que η = η1 et

θ1 =
π

ω
=

(2π)3/2

Γ (1/4)2 , θ2 =
η

ω
=

8π2

Γ (1/4)4 =
π

ω2 =
π

Vol(Ω)
.

℘(ω/3) est ici racine du polynôme X4 − 2X2 − 1
3 , et puisque ℘(ω/3),

℘′(ω/3) ∈ R (car Z[i] = Z[i]), cela laisse

℘(ω/3) =

√
3 + 2

√
3

3
, puis ℘′(ω/3)2 =

8
3

√
3 + 2

√
3.

De là on calcule que

‖P‖v =





1 si v - 3,∞,
8
√

27 si v | 3,√
8
3

√
3 + 2

√
3 si v |∞,

puis que

h(P) = log
(

8
√

27

√
8
3

√
3 + 2

√
3
)
≤ 1.4.

De même pour la courbe elliptique y2 = 4x3 − 4, un réseau associé est
Ω = ω1Z+ %ω1Z, où % = e2iπ/3 et ω1 = Γ (1/3)3/(π 3

√
16). On a alors

η1 =
2π√
3ω1

, η2 = %2η1,

laissant ainsi

θ1 =
π

ω
=

π2 3
√

16
Γ (1/3)3 , θ2 =

η

ω
=

π3211/3
√

3Γ (1/3)6
;

les calculs s’effectuent alors sans problèmes.
On obtient de cette manière, pour les deux cas particuliers considérés,

le tableau 2.
Ce tableau, ainsi que celui donné au §4.3, permet de calculer effective-

ment les constantes A et B ; le résultat de ces calculs sont présentés dans le
tableau 3.
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5.2. Les mesures d’approximation simultanée. Nous démontrons ici la
mesure d’approximation simultanée de Γ (1/4) et π, celle concernant Γ (1/3)
se prouvant de la même manière. Nous utilisons donc les résultats du §5.1
relatifs à la courbe elliptique donnée par y2 = 4x3 − 4x.

Posons θ̃1 = Γ (1/4) et θ̃2 = π. Donnons nous α̃ = (α̃1, α̃2) ∈ Q2. On
peut supposer sans perte de généralité que

|θ̃1 − α̃1|+ |θ̃2 − α̃2| ≤ 1,

ce qui permet d’écrire

θ̃1 − 1 ≤ |α̃1| ≤ θ̃1 + 1 et θ̃2 − 1 ≤ |α̃2| ≤ θ̃2 + 1.

Notant toujours θ1 = π/ω et θ2 = η/ω, on a

θ1 =
√

8 θ̃−2
1 θ̃

3/2
2 , θ2 = 8θ̃−4

1 θ̃ 2
2 .

On pose alors

α1 =
√

8 α̃−2
1 α̃

3/2
2 , α2 = 8α̃−4

1 α̃2
2, Λ = |θ1 − α1|+ |θ2 − α2|,

obtenant ensuite

Λ =
√

8 |θ̃−2
1 θ̃

3/2
2 − α̃−2

1 α̃
3/2
2 |+ 8|θ̃−4

1 θ̃2
2 − α̃−4

1 α̃2
2|

≤
√

8 (|θ̃−2
1 − α̃−2

1 | · |θ̃2|3/2 + |α̃1|−2|θ̃ 3/2
2 − α̃3/2

2 |)
+ 8(|θ̃−4

1 − α̃−4
1 | · |θ̃2|2 + |α̃1|−4|θ̃ 2

2 − α̃2
2|)

≤
(√

8
2|θ̃2|3/2
|θ̃1 − 1|3

+ 8|θ̃2|2
4

|θ̃1 − 1|5

)
|θ̃1 − α̃1|

+
(√

8 |1 + θ̃2|1/2
1

|θ̃1 − 1|2
· 3

2
+ 8

2|θ̃2 + 1|
|θ̃1 − 1|4

)
|θ̃2 − α̃2|

≤ 5(|θ̃1 − α̃1|+ |θ̃2 − α̃2|).

Lemme 3.

Dist(θ, α) ≤ |θ1 − α1|+ |θ2 − α2|
‖θ‖ .

Preuve. Il s’agit juste d’une application de l’inégalité de Cauchy–
Schwarz :

Dist(θ, α)2 =
|θ1α2 − θ2α1|2 + |θ1 − α1|2 + |θ2 − α2|2

‖θ‖2 ‖α‖2 ,

et

|θ1α2 − θ2α1|2 = |(θ1 − α1)α2 + α1(α2 − θ2)|2
≤ (|α1|2 + |α2|2)(|θ1 − α1|2 + |θ2 − α2|2),
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ce qui laisse

Dist(θ, α)2 ≤ |θ1 − α1|2 + |θ2 − α2|2
‖θ‖2 ≤

( |θ1 − α1|+ |θ2 − α2|
‖θ‖

)2

.

Ainsi on a Λ ≥ ‖θ‖Dist(θ, α).
Plaçons nous dans le corps K = Q(α̃1,

√
2α̃2). On voit facilement que

pour toute place v non archimédienne

‖α‖v ≤ min(1, |α̃1|v)−4‖α̃‖2v,
tandis que si v est archimédienne

‖α‖v ≤ 8 min(1, |α̃1|v)−4‖α̃‖2v.
On trouve alors

h(α) =
logHK(α)
log d(K)

≤ log 8 + 2h(α̃) + 4h(α̃1) ≤ log 8 + 6h(α̃),

et par ailleurs il est clair que d(α) ≤ 2d(α̃).
Le théorème A donne alors, en notant d = d(α̃) et h = h(α̃),

logΛ > log ‖θ‖ −A(log 8 + 6h+ log(1 + 2d))23/2d3/2
√

log(1 + 2d),

ce qui, joint à la majoration de Λ et aux valeurs trouvées au §5.1, donne le
résultat voulu.

5.3. Les mesures d’indépendance algébrique. Nous démontrons ici la
mesure d’indépendance algébrique de π et Γ (1/4) donnée par le théorème
B′, celle concernant π et Γ (1/3) se prouvant de la même manière.

Notons pour simplifier

γ = Γ (1/4), θ1 = π/ω, θ2 = η/ω,

et remarquons que l’on a

γ4 = 8θ−3
2 θ4

1 et π = θ2
1θ
−1
2 .

Soit Q ∈ Z[X,Y ] un polynôme non constant de degré d et de hauteur H. Il
vient

Q(π, γ4) = Q(θ2
1θ
−1
2 , 8θ−3

2 θ4
1) =

Q̃(θ1, θ2)
θ3d

2
,

où Q̃(X,Y ) = Y 3dQ(X2Y −1, 8Y −3X4) ∈ Z[X,Y ] est un polynôme de degré
4d et de hauteur H(Q̃) ≤ 8dH. On applique alors le théorème B, ce qui
donne (en remarquant que |θ2| < 1),

log |Q(π, γ4)| ≥ −B(d log 8 + logH + 4d log(1 + 4d))16d2(log(1 + 4d))2

≥ −2160B(logH + d log(1 + d))d2(log(1 + d))2.

On vient ainsi de donner une mesure d’indépendance algébrique de γ4 et π.
Pour passer à π et Γ (1/4) on utilise le lemme suivant :
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Lemme 4. Soit A un anneau intégralement clos, de corps des fractions
K. On suppose K de caractéristique nulle. Soient P ∈ A[Y ] un polynôme,
n ∈ N∗ et notons ξ ∈ K une racine primitive n-ième de l’unité. Alors il
existe Q ∈ A[Y ] tel que

Q(Y n) =
n−1∏

k=0

P (ξkY ).

Preuve. Écrivons (dans K) P = λ
∏

(Y − α), et définissons Q =
λn
∏

(Y − αn). Les coefficients de Q sont alors (au facteur λn et au signe
près) les fonctions symétriques élémentaires en les αn ; par conséquent ces
coefficients sont dans K et sont entiers sur A. On en déduit que Q ∈ A[X].
Par ailleurs il est clair que Q satisfait l’égalité souhaitée.

Soit à présent P ∈ Z[X,Y ] un polynôme de degré d et de hauteur H.
Par le lemme précédent (Z[X] étant intégralement clos),

Q(X,Y 4) = P (X,Y )P (X,−Y )P (X, iY )P (X,−iY )

définit un polynôme Q ∈ Z[X,Y ] de degré 4d. De plus, en notant M la
mesure de Mahler et en utilisant ses propriétés classiques, on a

H(Q) ≤ L(Q) ≤ 24dM(Q) = 24dM(Q(X,Y 4)) ≤ 24d((d+ 1)H)4.

En outre

|P (π, γ)| = |Q(π, γ4)|
|P (π,−γ)| · |P (π, iγ)| · |P (π,−iγ)| ,

et par ailleurs

|P (π,±iγ)|, |P (π,−γ)| ≤ (d+ 1)(d+ 2)
2

H max(π, γ, 1)d;

on applique alors le résultat précédent :

log |P (π, γ)| ≥ −2160B(4d log 2 + 4 log(1 + d) + 4 logH

+ 4d log(1 + 4d))16d2(log(1 + 4d))2

− 6 log(1 + d)− 3 logH − 3d log max(π, γ, 1)

≥ −10326(logH + d log(1 + d))d2(log(1 + d))2

grâce à la valeur de B donnée au §5.1.

5.4. Les mesures d’irrationalité. Démontrons à présent le corollaire.
Pour cela nous noterons

Γ = Γ (1/4) ou Γ = Γ (1/3).

Nous utiliserons les deux résultats suivant :

Proposition 5. Soient θ ∈ C, D ∈ N et µ ∈ R satisfaisant

D ≥ 4 et µ ≥ max(600, |θ|,D).
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Alors il existe un polynôme non nul Q ∈ Z[X], puissance d’un polynôme
irréductible, tel que

deg(Q) ≤ D, logM(Q) ≤ µ, |Q(θ)| ≤ e−Dµ/48.

Preuve. Voir [18] ; il s’agit d’une version explicite de la proposition 3.9
de [16].

Proposition 6. Soit P un polynôme non constant de Z[X], à racines
simples et de degré d ≥ 1. Soit θ ∈ C tel que |P (θ)| ≤ 1. Alors pour tout
entier s ≥ 1, il existe une racine γ de P telle que

|θ − γ|s(s+1)/2 ≤ |P (θ)|s2dsdd/2M(P )d.

Preuve. C’est le lemme 3 de [4].

On va appliquer ces résultats à θ = π. On prend (pour l’instant) D ≥
600 et µ ≥ D. D’après la proposition 5 il existe un polynôme irréductible
P ∈ Z[X] et un entier T tel que 1 ≤ T ≤ D satisfaisant

d = deg(P ) ≤ D/T , M(P ) ≤ eµ/T , |P (θ)| ≤ e−(Dµ)/(48T ).

Remarquons que puisque |P (θ)| < 1, le polynôme P n’est pas constant. La
proposition 6, appliquée avec s = 49, nous assure alors de l’existence de
γ ∈ Q racine de P satisfaisant

|θ − γ|25·49 ≤ 249ddd/2M(P )d|P (θ)|49.

Ainsi il existe γ ∈ Q et un entier T (1 ≤ T ≤ D) tels que d = d(γ) ≤ D/T ,
M(γ) ≤ eµ/T et

|θ − γ| ≤
(

249

√
D

T

) D
25·49·T

e−
Dµ

25·48·49T .

Soit alors p/q un rationnel tel que q ≥ 2 (si q = 1, le résultat est trivial).
On peut supposer sans perte de généralité que |Γ − p/q| ≤ 1, ce qui nous
donne h(p/q) ≤ 10 log q.

On pose α = (p/q, γ) ∈ Q2, et on a

h(α) ≤ h(p/q) + h(γ) et d(α) = d(γ).

On prend de plus

µ =
h(p/q)
log 2

D,

de sorte que µ ≥ D (si max(|p|, |q|) = 1, le résultat est trivial).
Rappelons que

h(γ) =
logM(γ)
d(γ)

.

Le théorème A′ laisse alors
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log
(∣∣∣∣Γ −

p

q

∣∣∣∣+ |π − γ|
)

> −A′
(
h

(
p

q

)
+ h(γ) + log(1 + d)

)
d3/2

√
log(1 + d)

≥ −A′
(
dh

(
p

q

)
+ logM(γ) + d log(1 + d)

)√
d log(1 + d)

≥ −A′
(
D

T
h

(
p

q

)
+
µ

T
+
D

T
log
(

1 +
D

T

))√
D

T
log
(

1 +
D

T

)

≥ −Λ,
où l’on a posé

Λ = A′
(

(1 + log 2)
µ

T
+D log(1 +D)

)√
D log(1 +D),

et
A′ = 1030 si Γ = Γ (1/4), A′ = 1032 si Γ = Γ (1/3).

On va imposer

|π − γ| ≤ 1
2e
−Λ, de sorte qu’alors |Γ − p/q| > 1

2e
−Λ.

Or par construction

log |π − γ| ≤ D

25T
log 2 +

D

50 · 49T
log

D

T
− Dµ

25 · 48 · 49T

≤ −D µ

25 · 48 · 49T
+

log 2
25

D +
D

50 · 49
logD.

Ainsi pour avoir log |π − γ| ≤ − log 2− Λ, il suffit d’avoir
(

1
25 · 48 · 49

− A′(1 + log 2)

√
log(1 +D)

D

)
µ

T

≥ log 2
25

+
log 2
D

+
logD
49 · 50

+ A′
√
D(log(1 +D))3/2.

Pour cela, on prend

D = 1073 si Γ = Γ (1/4), D = 1077 si Γ = Γ (1/3);

et cette condition s’écrit alors

µ/T ≥ 1075 si Γ = Γ (1/4), µ/T ≥ 1079 si Γ = Γ (1/3).

Avec ces valeurs de D on obtient

log 2 + Λ ≤ 10142h(p/q) + 10143 ≤ 10143 log(qe) si Γ = Γ (1/4),

log 2 + Λ ≤ 10150h(p/q) + 10151 ≤ 10151 log(qe) si Γ = Γ (1/3).

Puisque µ/T ≥ h(p/q), on a bien démontré le corollaire.
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Tableau 1

Proposition 2

A(Ω) 0.973 + 1
8 log+ |j| − 1

12 log |∆|
B(Ω) 1

2 (|η1/ω1|+ 2π/Vol(Ω))

A1(Ω) 2A(Ω) + 2B(Ω)|ω/3|2 + log
(
|℘(ω/3)|+ 1

|σ(ω/3)|2
)

A2(Ω) A(Ω) + log(1 + |η/ω|) + 2B(Ω)

a(Ω) max(A1(Ω), A2(Ω))

b(Ω) 2B(Ω) + 1
2

c1 |a1|+ |a2|

Proposition 3

c4 6 + log c1 + h(P)

Proposition 4

c5 2(A(Ω) +B(Ω)(|ω|/3 + |ω1|+ |ω2|+ 1)2)

c6 log
(

2
d(ω/3,Ω) max

(
24

|℘′(ω/3)|d(ω/3,Ω)2 , 1
))

c7 max(c5, c6 + log 2)

Contrainte CR

c10 2(a(Ω) + 4b(Ω)e2(2 max(|ω1|, |ω2|)(1 + c1/3) + 1)2)

Contrainte C
Ũ

c12 log+
(
133 max(|ω1|,|ω2|)

min
ω
′∈Ω\{0}(1,|ω

′ |)
)

c13 3 + log(192c1‖θ‖2‖P‖∞)

c11 max(c12, c7 + c13)

Contrainte CΦ

c8 c4 + 1

Contrainte C%

c14 (|η1|+ |η2|)
( |ω|

3 + |ω1|+|ω2|
2

)
+ log+ 1

|σ(ω/3)|

c9 max(3 + log(64c1‖θ‖ · ‖P‖∞), 2c14)

Condition C1

c′0 128(2 + c8)d(g)(4 · 10−9 + 1.2c1 + 0.05c1 log c1)
+ 4(c10 + 2c9)(2 + 4c1) + 8c9(0.05c1 + 6.5 · 10−9c1 log c1)

c0 max(30000, c′0, 44c1 + 132/max(|ω1|, |ω2|))
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Tableau 1 (suite)

Théorème A

A 2c50 + c11
(210c1c

3
0

log 2 + 4c1c
2
0

( log(c1c30)
log 2 + 11.3

)
+ 2c40(1 + 2c1) + 2c50

)

Théorème B

B̃ 2163√3A

B 4B̃4(log B̃/log 2 + 1)3

Tableau 2

y2 = 4x3 − 4x y2 = 4x3 − 4

g2 4 0

g3 0 4

∆ 64 −432

j 1728 0

ω1 Γ (1/4)2/
√

8π ≈ 2.622 Γ (1/3)3/(π 3
√

16) ≈ 2.428

ω2 iω1 %ω1

η1 π/ω1 = (2π)3/2/Γ (1/4)2 ≈ 1.198 27/3π2/(
√

3Γ (1/3)3) ≈ 1.493

η2 −iη1 %2η1

Vol(Ω) |ω1|2 ≈ 6.875
√

3
2 |ω1|2 ≈ 5.108

ω ω1 ω1

η η1 η1

θ1 = π/ω (2π)3/2/Γ (1/4)2 ≈ 1.198 π2 3
√

16/Γ (1/3)3 ≈ 1.293

θ2 = η/ω 8π2/Γ (1/4)4 ≈ 0.456 π3211/3/(
√

3Γ (1/3)6) ≈ 0.615

‖θ‖ ≈ 1.626 ≈ 1.746

a1 1 1

a2 0 0

|℘(ω/3)| 1
3

√
9 + 6

√
3 ≈ 1.467 3

√
4 ≈ 1.587

|℘′(ω/3)|
√

8
3

√
3 + 2

√
3 ≈ 2.603 2

√
3 ≈ 3.464

‖P‖∞ ≈ 2.603 ≈ 3.464

|σ(ω/3)| ≈ 0.865 ≈ 0.808

h(P) log( 8
√

27

√
8
3

√
3 + 2

√
3) ≈ 1.368 log(2

√
3) ≈ 1.242
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Tableau 3

y2 = 4x3 − 4x y2 = 4x3 − 4

Proposition 2

A(Ω) ≈ 1.558 ≈ 0.467

B(Ω) ≈ 0.685 ≈ 0.922

A1(Ω) ≈ 5.194 ≈ 3.280

A2(Ω) ≈ 3.305 ≈ 2.791

a(Ω) ≈ 5.194 ≈ 3.280

b(Ω) ≈ 1.870 ≈ 2.345

c1 1 1

Proposition 3

c4 ≈ 7.368 ≈ 7.242

Proposition 4

c5 ≈ 72.5 ≈ 82.94

c6 ≈ 3.318 ≈ 3.262

c7 ≈ 72.5 ≈ 82.94

Contrainte CR

c10 ≈ 7074 ≈ 7755

Contrainte C
Ũ

c12 ≈ 5.854 ≈ 5.777

c13 ≈ 10.18 ≈ 10.61

c11 ≈ 82.76 ≈ 93.55

Contrainte CΦ

c8 ≈ 8.368 ≈ 8.242

Contrainte C%

c14 ≈ 8.522 ≈ 9.886

c9 ≈ 17.04 ≈ 19.77

Condition C1

c′0 ≈ 172200 ≈ 188700

c0 ≈ 172200 ≈ 188700
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Tableau 3 (suite)

Théorème A

A ≈ 0.254 · 1029 0.452 · 1029

Théorème B

B̃ ≈ 0.514 · 1078 ≈ 0.916 · 1078

B ≈ 0.485 · 10319 ≈ 0.493 · 10320

Références

[1] N. Bourbaki, Fonctions d’une variable réelle, Hermann, 1949, ch. I-3, exercice 7.
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[13] —, Approximations algébriques des points dans les espaces projectifs, J. Number

Theory 81 (2000), 234–253.
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