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Sur les équations xp + 2βyp = z2 et xp + 2βyp = 2z2
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Wilfrid Ivorra (Montreuil)

Introduction. Soient p un nombre premier ≥ 5 et β un entier tels que
0 ≤ β ≤ p− 1. On s’intéresse dans cet article à l’étude des équations

xp + 2βyp = z2,(1)

xp + 2βyp = 2z2.(2)

Soient a et b deux entiers relatifs et c un entier naturel. Nous dirons que
(a, b, c) est une solution de l’équation (1) si l’on a ap + 2βbp = c2, que cette
solution est propre si l’on a pgcd(a, b, c) = 1 et qu’elle est non triviale si
abc est non nul. Nous définissons de même le fait pour (a, b, c) d’être une
solution propre non triviale de l’équation (2). On notera S0(β, p) l’ensemble
des solutions propres non triviales de l’équation (1) et S1(β, p) son analogue
pour l’équation (2).

En 1993, H. Darmon a étudié l’équation (1) dans le cas où β = 0 ; il a
démontré que S0(0, p) est vide si p ≥ 17 et p ≡ 1 mod 4 (cf. [9]). En 1997,
H. Darmon et L. Merel ont ensuite prouvé que S0(0, p) est vide pour tout
p ≥ 7 ([11]), et B. Poonen a étendu ce résultat au cas où p = 5 ([19]). Par
ailleurs, les travaux de N. Bruin en 1999 permettent de prouver que l’on a
(cf. [5] et [6]) :

S0(1, 5) = {(−1, 1, 1)}, S0(2, 5) = {(2, 1, 6)}, S0(3, 5) = {(1, 1, 3)},
S0(4, 5) = {(2,−1, 4)}, S1(0, 5) = {(−1, 3, 11), (3,−1, 11), (1, 1, 1)}.

De plus, S1(β, 5) est vide si β est non nul. On le vérifie facilement si β est
pair ; si β est impair, cela se déduit directement des égalités ci-dessus. On
pourra trouver en Appendice quelques indications sur la démonstration de
ces résultats.

Lorsque l’on a p ≥ 7, en utilisant les travaux de Wiles et Ribet sur
les représentations modulaires ([20] et [25]), on détermine dans ce travail
les ensembles S0(β, p) si β est distinct de 1 et p − 1, ainsi que les ensem-
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bles S1(β, p). On donne quelques résultats partiels concernant S0(1, p) et
S0(p− 1, p).

Par ailleurs, en 1997, Y. Bugeaud s’est intéressé à l’existence de certains
quadruplets d’entiers (x, y,m, n) vérifiant l’égalité

x2 − 2m = yn,

pour lesquels il obtient un énoncé de finitude et une majoration de n de
l’ordre de 106 ([7]). Les résultats que l’on démontre sur l’équation (1) per-
mettent de déterminer ces quadruplets dans le cas où m ≥ 2.

Je remercie N. Bruin, Y. Bugeaud et A. Kraus pour les conversations que
j’ai eues avec eux pendant ce travail, ainsi que M. Bennett et C. Skinner
pour m’avoir signalé qu’ils avaient obtenu par ailleurs les résultats présentés
ici ([3]).

1. Énoncé des résultats. Soient p un nombre premier supérieur ou
égal à 7 et β un entier naturel vérifiant les inégalités 0 ≤ β ≤ p− 1.

Théorème 1. (a) Si β est distinct de 1, 3, p − 3 et p − 1, l’ensemble
S0(β, p) est vide.

(b) S0(3, p) = {(1, 1, 3)}.
(c) S0(p− 3, p) = {(2, 1, 3 · 2(p−3)/2)}.
(d) Si (a, b, c) est un élément de S0(1, p), l’entier ab est impair.
(e) Si (a, b, c) est un élément de S0(p− 1, p), on a a ≡ 2 mod 4.

Comme conséquence de ce résultat, on obtient l’énoncé suivant :

Corollaire. Soit S l’ensemble des quadruplets (x, y,m, n) ∈ Z4 véri-
fiant les conditions suivantes :

(i) x2 − 2m = yn ;
(ii) x ≥ 1 et y est distinct de 0 et ±1 ;
(iii) pgcd(x, y) = 1 ;
(iv) m ≥ 2 et n ≥ 3.

Alors, S est égal à {(13,−7, 9, 3), (71, 17, 7, 3)}.
Théorème 2. (a) Si β est non nul , l’ensemble S1(β, p) est vide.
(b) S1(0, p) = {(1, 1, 1)}.

2. Démonstration du théorème 1. On considère un élément (a, b, c)
de S0(β, p). Compte tenu des résultats de [11] rappelés dans l’introduction,
on supposera désormais que l’on a β ≥ 1.

Étant donné un entier n, on notera v2(n) la valuation 2-adique de n.
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2.1. Cas où a est impair. Démontrons l’énoncé suivant :

Proposition 1. Supposons a impair. Alors, l’une des conditions sui-
vantes est vérifiée :

(a) β = 1 et b est impair ;
(b) β = 3 et (a, b, c) = (1, 1, 3).

On considère pour cela la courbe elliptiqueE0 sur Q d’équation de Weier-
strass

(3) y2 = x3 + 2cx2 + apx.

Les invariants standard c4, c6 et ∆ associés à cette équation sont ([24,
p. 36]) :

c4 = 24(4c2 − 3ap), c6 = 26c(9ap − 8c2), ∆ = 26+βa2pbp.

On désigne par NE0 le conducteur de E0.

Lemme 1. (a) Soit ` un nombre premier impair. L’équation (3) est mini-
male en `. Si ` ne divise pas ab, E0 a bonne réduction en `. Si ` divise ab,
E0 a réduction multiplicative en `.

(b) Supposons b impair. Si β est distinct de 1 et 3, on a v2(NE0) ≤ 4.
De plus,

v2(NE0) =
{

7 si β = 1,

5 si β = 3.

(c) Si b est pair , on a v2(NE0) ≤ 4.

Démonstration. Par définition, si ` ne divise pas ab,E0 a bonne réduction
en `. Si ` divise ab, le fait que les entiers a, b et c soient premiers entre eux
entrâıne que ` ne divise pas c4, puis l’assertion (a). Par ailleurs, si b est
impair, on a (a étant impair)

v2(∆) = 6 + β, v2(c4) = 4, v2(c6) = 6.

La classification qui se trouve dans le tableau IV de [18] implique alors
directement l’assertion (b). De même, si b est pair, on a

v2(∆) = 6 + β + pv2(b), v2(c4) = 4, v2(c6) = 6,

et le tableau IV de [18] entrâıne l’assertion (c). D’où le lemme.

Soit Q la clôture algébrique de Q contenue dans C. Notons E0[p] le
sous-groupe des points de p-torsion de E0(Q). C’est un espace vectoriel de
dimension 2 sur Z/pZ sur lequel le groupe de Galois Gal(Q/Q) opère de
façon naturelle. Soit

%E0
p : Gal(Q/Q)→ Aut(E0[p])

la représentation ainsi obtenue. Soient k et N(%E0
p ) le poids et le conducteur

de %E0
p respectivement, qui sont définis par J.-P. Serre dans [22].
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Lemme 2. (a) k = 2.
(b) Supposons b impair. Si β est distinct de 1 et 3, il existe un entier

s ≤ 4 tel que N(%E0
p ) = 2s. De plus,

N(%E0
p ) =

{
27 si β = 1,

25 si β = 3.

(c) Supposons b pair. Il existe un entier s ≤ 4 tel que N(%E0
p ) = 2s.

Démonstration. D’après le lemme 1, l’exposant de p dans le discriminant
minimal de E0 est multiple de p. La proposition 5 p. 191 de [22] implique
alors k = 2. Les assertions (b) et (c) sont des conséquences directes du
lemme 1 et de la proposition p. 28 de [14].

Lemme 3. La représentation %E0
p est irréductible.

Démonstration. On suppose que %E0
p est réductible.

(1) Supposons p = 11 ou p ≥ 17. D’après le corollaire 4.4 de [17], E0 a
potentiellement bonne réduction en tout nombre premier impair. Le lemme 1
montre alors que a = ±1 (puisque a est impair) et que b = ±2r où r est
un entier. On obtient ainsi 2β+rp = c2 ± 1. Cela entrâıne r = 0, ab = ±1 et
c ∈ {1, 3}. Il en résulte que l’on a β = 1 ou β = 3 et donc que NE0 est égal
à 128 ou 32 (lemme 1), ce qui conduit à une contradiction (cf. [8, p. 111 et
p. 122]) et prouve le lemme dans ce cas.

(2) Supposons p = 13 ; puisque E0 possède un point d’ordre 2 rationnel
sur Q, il existe un sous-groupe de E0(Q) d’ordre 26 stable par Gal(Q/Q).
Par ailleurs, la jacobienne de la courbe modulaire X0(26) est isogène sur Q
à un produit de deux courbes elliptiques de rang 0 sur Q. Si ` est un nombre
premier impair, E0 a donc potentiellement bonne réduction en ` ([17, cor.
4.3]). Cela conduit à ab = ±1, et l’on conclut comme ci-dessus.

(3) Si p = 7, la courbe modulaire X0(14) est une courbe elliptique de
rang 0 sur Q ([16, th. 5.1.1]), ce qui entrâıne de nouveau une contradiction.
D’où le lemme.

Terminons maintenant la preuve de la proposition 1. Étant donné un
entier n ≥ 1, notons S2(Γ0(n)) le C-espace vectoriel des formes modulaires
paraboliques de poids 2 pour le sous-groupe de congruence Γ0(n). Désignons
par S+

2 (n) le sous-espace vectoriel de S2(Γ0(n)) engendré par les newforms
au sens de [1] ; c’est un espace vectoriel de dimension finie g+

0 (n) sur C ; on
pourra trouver dans [15] la détermination de g+

0 (n).
La représentation %E0

p étant irréductible de poids 2 et E0 étant mo-
dulaire (cf. [12] et [25]), il existe une newform f de S+

2 (N(%E0
p )) dont le

développement de Taylor à l’infini est

τ 7→ q +
∑

n≥2

an(f)qn où q = exp(2πiτ),
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et une place P de Q de caractéristique résiduelle p, telles que pour tout
nombre premier `, on ait

(4) a`(f) ≡ a`(E0) mod P si ` ne divise pas pNE0 .

(On pourra consulter à ce sujet la remarque 2, p. 325 de [23].)
Supposons que β soit distinct de 1 et 3. D’après le lemme 2, il existe un

entier s ≤ 4 tel que N(%E0
p ) = 2s. On a g+

0 (2s) = 0, d’où une contradiction,
et le fait que (a, b, c) n’existe pas dans ce cas.

Si β = 1, l’assertion (c) du lemme 2 et le même argument que celui utilisé
ci-dessus entrâınent que b est impair.

Supposons β = 3. Comme ci-dessus b est impair ; on a N(%E0
p ) = 32

et g+
0 (32) = 1. La newform f correspond donc à la courbe elliptique E de

conducteur 32 d’équation
y2 = x3 − x,

qui est celle notée 32A2 dans les tables de [8]. C’est une courbe à multipli-
cations complexes par l’anneau d’entiers de Q(i).

Soit %Ep : Gal(Q/Q) → Aut(E[p]) la représentation donnant l’action de
Gal(Q/Q) sur le sous-groupe des points de p-torsion de E(Q). Il résulte de la
condition (4) que %E0

p et %Ep ont des semi-simplifiées isomorphes. Puisqu’elles
sont irréductibles, elles sont donc isomorphes. L’image de %E0

p est donc con-
tenue dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan C de Aut(E0[p])
(cf. [21]).

(1) Supposons que C soit déployé. On a alors p ≡ 1 mod 4. Si l’on a
p ≥ 17, le théorème 1 de [13] implique NE0 = 32. L’entier b étant impair, on
déduit de là que ab = ±1 (lemme 1), puis (a, b, c) = (1, 1, 3). On a la même
conclusion si p = 13 (cf. [11, p. 89, deuxième alinéa de la démonstration de
la prop. 4.2]).

(2) Supposons que C soit non déployé. L’image de %E0
p est alors le nor-

malisateur de C (cf. [21, prop. 12]). La courbe elliptique E0 possède un point
d’ordre 2 rationnel sur Q. L’invariant modulaire j de E0 appartient donc à
Z[1/p] ([11, th. 8.1]). On a l’égalité

j =
8(4c2 − 3ap)3

(a2b)p
.

Les entiers 8(4c2− 3ap)3 et ab sont premiers entre eux. On déduit de là que
ab est au signe près une puissance de p, puis que p divise ab ou bien que
ab = ±1.

Supposons que p divise ab. Dans ce cas, E0 a mauvaise réduction de type
multiplicatif en p. Soit I un sous-groupe d’inertie en p de Gal(Q/Q) (qui est
bien défini à conjugaison près). L’ordre de %E0

p (I) est p− 1 ou p(p− 1) (cf.
[21, prop. 13]). Par ailleurs, E a par hypothèse bonne réduction de hauteur
2 en p, donc l’ordre de %Ep (I) est p2 − 1 ([21, prop. 12]). Cela contredit le
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fait que %Ep et %E0
p sont isomorphes ; ainsi p ne divise pas ab. Par conséquent,

ab = ±1 et l’on a de nouveau (a, b, c) = (1, 1, 3).
Cela termine la démonstration de la proposition 1.

2.2. Cas où a est pair. On va démontrer dans ce cas l’énoncé suivant :

Proposition 2. Supposons a pair. Alors, l’une des conditions suivantes
est vérifiée :

(a) β = p− 1 et v2(a) = 1 ;
(b) β = p− 3 et (a, b, c) = (2, 1, 3 · 2(p−3)/2).

Démonstration. On remarque d’abord que c est pair et par suite b est
impair. Il existe donc un entier impair c1 ≥ 1 tel que l’on ait c2 = 2βc21. Par
ailleurs, il existe un entier r ≥ 1 et un entier impair a1 tels que a = 2ra1.
On a 2rp−βap1 + bp = c21. Soient u et t des entiers tels que rp − β = up + t
avec 1 ≤ t ≤ p− 1. On a l’égalité

bp + 2t(2ua1)p = c21.

Les entiers b, a1 et c1 sont non nuls et premiers entre eux. On déduit de là
que (b, 2ua1, c1) appartient à S0(t, p). Puisque b est impair, il résulte de la
proposition 1 que l’on est dans l’un des deux cas suivants :

(1) t = 1, auquel cas u = 0 (prop. 1), puis r = 1. Cela conduit à β = p−1
et v2(a) = 1.

(2) t = 3. Dans ce cas, on a (b, 2ua1, c1) = (1, 1, 3) (prop. 1). On obtient
ainsi b = 1. De plus, on a u = 0, puis r = 1 et par suite β = p−3. On déduit
ensuite que a = 2 et que c = 3 · 2(p−3)/2. D’où la proposition.

Le théorème 1 est alors une conséquence directe des propositions 1 et 2.

Remarques. (1) Nous donnons une description incomplète de S0(1, p).
Cela tient au fait que si (a, b, c) appartient à S0(1, p) et si a est impair,
on a N(%E0

p ) = 27 (prop. 1 et lemme 1). Les courbes elliptiques sur Q de
conducteur 27 n’étant pas à multiplications complexes, les arguments que
l’on utilise dans ce travail semblent insuffisants pour déterminer S0(1, p).

Cela étant, la conjecture ci-dessous concernant la comparaison galoi-
sienne des points de torsion des courbes elliptiques entrâıne que S0(1, p)
= {(−1, 1, 1)} dès que p est assez grand (cf. par exemple [10, p. 148]) :

Conjecture. Soit A une courbe elliptique définie sur Q. Soit P l’en-
semble des nombres premiers p pour lesquels il existe une courbe elliptique
sur Q, non isogène à A sur Q, dont le module galoisien des points de p-
torsion soit isomorphe à celui de A. Alors, P est fini.

(2) On est confronté à la même situation si β = p−1. En effet, si (a, b, c)
appartient à S0(p− 1, p) l’équation (3) n’est pas minimale en 2 : on a v2(a)
= 1, v2(c2) = p − 1, et si l’on pose a = 2a1, c2 = 2p−1c21, p = 4t + r avec
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r = 1 ou 3, le changement de variables x = 22tX, y = 23tY transforme (3)
en le modèle

Y 2 = X3 + 2(r+1)/2c1X
2 + 2rap1X,

qui est minimal. On déduit de là que v2(NE0) = 7 et l’on a encore N(%E0
p )

= 27.

3. Démonstration du corollaire. Soit (a, b,m, n) un élément de S.
Puisque a et b sont premiers entre eux, a et b sont impairs. Par ailleurs, n
est impair ([7, p. 3205, sect. 4]).

Soit p un diviseur premier de n. Posons n = rp et m = tp + u, avec
0 ≤ u ≤ p− 1. On a l’égalité

(br)p + 2u(2t)p = a2,

autrement dit, (br, 2t, a) est un élément de S0(u, p).
Si p ≥ 7, il résulte du théorème 1 que l’on est dans l’un des cas suivants :

(i) u = 1, t = 0, d’où m = 1 ;
(ii) u = 3 et (br, 2t, a) = (1, 1, 3), d’où b = 1 ;
(iii) u = p− 3 et (br, 2t, a) = (2, 1, 3 · 2(p−3)/2), d’où b = 2 ;
(iv) u = p− 1 et b est pair.

Cela conduit à une contradiction.
Si p = 5, les résultats issus des travaux de N. Bruin, rappelés dans l’in-

troduction, montrent que l’on a

(u, br, 2t, a) ∈ {(1,−1, 1, 1), (2, 2, 1, 6), (3, 1, 1, 3), (4, 2,−1, 4)},
d’où b ∈ {±1, 2}, et l’on obtient de nouveau une contradiction.

Si p = 3, on a (br)3 − a2 = −2m, et la table 4a, p. 125 de [4] entrâıne
alors que l’on a

(a, br,m) ∈ {(13,−7, 9), (71, 17, 7)},
ce qui implique r = 1 puis n = 3. D’où le corollaire.

4. Démonstration du théorème 2. On considère un élément (a, b, c)
de S1(β, p).

Démontrons l’assertion (a) du théorème :

Proposition 3. β = 0.

Démonstration. Supposons que l’on ait β ≥ 1. On a alors

(5) a ≡ 0 mod 2, b ≡ 1 mod 2, β = 2v2(c) + 1.

Posons a = 2ra1 où a1 impair et r ≥ 1, et c = 2(β−1)/2c1. On a l’égalité

(6) 2rp−βap1 + bp = c21.
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Il existe deux entiers naturels q et u tels que l’on ait rp − β = qp + u et
1 ≤ u ≤ p− 1. L’égalité (6) s’écrit

bp + 2u(2qa1)p = c21.

Le triplet (b, 2qa1, c1) appartient donc à S0(u, p). Puisque b est impair, la
proposition 1 implique u = 1 ou u = 3. Par ailleurs, on a la congruence
β ≡ −u mod p. On déduit de là que β = p − u, ce qui contredit le fait que
β soit impair. D’où le résultat.

Prouvons maintenant l’assertion (b). Il résulte de la proposition 3 que
l’on a

(7) ab ≡ 1 mod 2.

On considère la courbe elliptique E1 sur Q d’équation de Weierstrass

(8) y2 = x3 + 4cx2 + 2bpx.

Les invariants standard c4, c6 et ∆ associés à cette équation sont (cf. [24]) :

c4 = 25(8c2 − 3bp), c6 = 28c(9bp − 16c2), ∆ = 29apb2p.

Soit NE1 le conducteur de E1.

Lemme 4. (a) Soit ` un nombre premier. L’équation (8) est minimale
en `. Si ` ne divise pas 2ab, E1 a bonne réduction en `. Si ` divise ab, E1

a réduction multiplicative en `.
(b) v2(NE1) = 8.

Démonstration. La condition (7) implique la minimalité de l’équation
(8) en 2. Si ` est un diviseur premier de ab, ` ne divise pas c4 car a, b et c
sont premiers entre eux ; d’où l’assertion (a). Par ailleurs, on a

v2(c4) = 5, v2(c6) ≥ 8, v2(∆) = 9,

ce qui entrâıne l’assertion (b) ([18, tableau IV]).

Notons E1[p] le sous-groupe des points de p-torsion de E1(Q) et %E1
p la

représentation donnant l’action de Gal(Q/Q) sur E1[p]. Soient k et N(%E1
p )

le poids et le conducteur de %E1
p respectivement.

Lemme 5. k = 2 et N(%E1
p ) = 28.

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme 2.

Lemme 6. La représentation %E1
p est irréductible.

Démonstration. On suppose que %E1
p est réductible. Comme dans la

démonstration du lemme 3, cette condition entrâıne que E1 a potentielle-
ment bonne réduction en tout nombre premier impair. D’après (7), cela
implique ab = ±1, puis (a, b, c) = (1, 1, 1). On déduit de là que NE1 = 28,
ce qui conduit à une contradiction (cf. [8, p. 139]). D’où le lemme.
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On déduit alors des lemmes 5 et 6 l’existence d’une newform f de S+
2 (28)

dont le développement de Taylor à l’infini est

τ 7→ q +
∑

n≥2

an(f)qn où q = exp(2πiτ),

et d’une place P de Q de caractéristique résiduelle p, telles que pour tout
nombre premier `, on ait

a`(f) ≡ a`(E1) mod P si ` ne divise pas 2pab,(9)

a`(f) ≡ ±(`+ 1) mod P si ` divise ab et ` 6= p(10)

(la condition (10) s’obtient en utilisant la théorie de la courbe de Tate
qui fournit une description de la restriction de %E1

p à un sous-groupe de
décomposition en `).

On a g+
0 (28) = 6. On est donc dans l’un des cas suivants :

(i) la newform f correspond à l’une des quatre classes d’isogénie de
courbes elliptiques sur Q de conducteur 28 (cf. [8, p. 139]) ;

(ii) les coefficients an(f) appartiennent à un corps quadratique Kf .

Le cas (ii) ne convient pas : en effet, on vérifie que le polynôme cara-
ctéristique de l’opérateur de Hecke T3 agissant sur S+

2 (28) est

X2(X − 2)(X + 2)(X2 − 8).

Il en résulte que Kf = Q(
√

2), et que l’on a a3(f) = ±2
√

2. Par ailleurs, E1

ayant un point d’ordre 2 rationnel sur Q, on déduit des congruences (9) et
(10) que l’on a

a3(f) ≡ 0,±2 mod P si 3 ne divise pas ab,

a3(f) ≡ ±4 mod P si 3 divise ab.

Cela entrâıne une contradiction et prouve notre assertion.
Comme me l’a fait remarquer le referee de cet article, on peut aussi

démontrer que le cas (ii) ne convient pas en utilisant le fait que f est à
multiplications complexes par Q(

√
−2).

On est donc dans le cas (i). On constate que les courbes elliptiques sur
Q de conducteur 28 sont à multiplications complexes par l’anneau d’entiers
de K, où K est le corps Q(i) ou Q(

√
−2). On déduit de là que l’image de

%E1
p est contenue dans le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan C de

Aut(E1[p]).

(i.1) Supposons que C soit déployé. Dans ce cas, p est décomposé dans
K et on a p ≥ 11. Si p est distinct de 13, on doit avoir NE1 = 28 (cf. [13,
th. 1]), ce qui entrâıne (a, b, c) = (1, 1, 1). Si p = 13, on a la même conclusion
(cf. [11, p. 89, deuxième alinéa de la preuve de la prop. 4.2]).
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(i.2) Supposons que C soit non déployé. L’image de %E1
p est alors le

normalisateur de C (cf. [21, prop. 12]). D’après le théorème 8.1 de [11],
l’invariant modulaire de E1 doit appartenir à Z[1/p]. Cela entrâıne ab = ±1
puis (a, b, c) = (1, 1, 1), ou bien que p divise ab ; cette dernière possibilité ne
peut se produire, comme on le vérifie en utilisant les mêmes arguments que
ceux qui se trouvent dans l’alinéa (2) de la preuve du théorème 1.

Cela termine la démonstration du théorème 2.

Appendice. On se propose ici de fournir quelques indications sur la
méthode décrite par N. Bruin dans [5] qui permet de démontrer les résultats,
signalés dans l’introduction, à propos des ensembles S0(β, 5) et S1(0, 5).

L’assertion concernant S0(3, 5) peut se déduire directement du lemme
4.8.3 et des propositions 4.8.17 et 4.8.18 de [5] (signalons que dans l’énoncé
de la prop. 4.8.18, on a en fait X(P ) = −1). De même, celle concernant
S1(0, 5) résulte du lemme 4.8.2 et des propositions 4.8.14, 4.8.15 et 4.8.16
de [5].

Indiquons la démarche suivie pour la détermination de l’ensemble
S0(1, 5). On considère un élément (a, b, c) de S0(1, 5). On a

a5 + 2b5 = c2.

Choisissons une racine α dans C du polynôme X5 − 2 et notons K le corps
Q(α). Posons

Q = X4 + αX3 + α2X2 + α3X + α4.

Alors X5 − 2 = (X − α)Q. On a le résultat suivant :

Proposition. Soient C1 et C2 les quartiques définies sur K d’équa-
tions

C1 : y2 = Q(x) et C2 : (α− 1)y2 = Q(x).

Alors, il existe z ∈ K tel que
(
−a
b
, z

)
∈ C1(K) ∪ C2(K).

Démonstration. Notons Q̃ le polynôme homogène associé à Q. On a
l’égalité

(a+ αb)Q̃(a,−b) = c2.

L’anneau des entiers OK de K est principal (cf. [2]). Soit π un élément
irréductible de OK dont l’exposant dans la décomposition de a + αb en
produit d’éléments irréductibles de OK est impair. On vérifie que π divise 2
ou 5, puis que π est associé à α ou α2 + 1. Par ailleurs, les entiers

u1 = α− 1 et u2 = α3 + α+ 1
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forment une base du groupe des unités de OK modulo {±1} (cf. [2]). On
déduit de là l’existence d’entiers ni égaux à 0 ou 1 tels que l’on ait

a+ αb ≡ ±un1
1 un2

2 αn3(α2 + 1)n4 mod K∗2.

Puisque la norme de K sur Q de a + bα est un carré dans Q, il en résulte
que

a+ αb ≡ un1
1 un2

2 mod K∗2.

Soient P2 l’idéal de OK au-dessus de 2 et KP2 le complété de K en P2. Les
entiers a et b étant premiers entre eux, a est impair et a+ bα est une unité
de KP2 . Sa classe modulo les carrés de KP2 ne dépend donc que des classes
de a et b modulo 8. En utilisant le fait que

a+ bα

un1
1 un2

2
∈ K∗2P2

,

on constate alors que l’on doit avoir n2 = 0, ce qui entrâıne la proposition.

Les quartiques C1 et C2 représentent deux courbes elliptiques sur K et
une 2-descente montre que les groupes C1(K) et C2(K) sont de rang 2.
D’après la proposition, on est amené à déterminer les points d’abscisse
dans Q de C1(K) et de C2(K). On peut utiliser pour cela les méthodes
de type Chabauty qui se trouvent dans [5]. Les détails des arguments qui
interviennent sont trop longs pour être présentés ici. Signalons simplement
que l’on peut déterminer ces points à l’aide du logiciel de calculs ALGAE
qui a été écrit par N. Bruin (cf. [6]). On constate alors que si x ∈ Q est
l’abscisse d’un point de C1(K), on a x ∈ {0, 3/4, 1}. De même, si x ∈ Q est
l’abscisse d’un point de C2(K), on a x = 1 ou x = −3. On obtient ainsi que
S0(1, 5) = {(−1, 1, 1)}.

Les mêmes arguments que ceux indiqués ci-dessus permettent de déter-
miner les ensembles S0(2, 5) et S0(4, 5).
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