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1. Introduction. L’étude des propriétés analytiques des fonctions L au-
tomorphes est un probléme central en théorie des formes modulaires. Presque
tous les résultats obtenus actuellement sont restreints au cas ot le niveau
est un nombre premier ou un entier sans facteur carré. Pour compléter la
description des propriétés, il semble intéressant de développer la théorie ana-
lytique des fonctions L de formes primitives de poids k fixé et de niveau p”,
ol p est un nombre premier fixé et v — o0o. Dans cet article, nous choisis-
sons le probléme de non-annulation des fonctions L au point central comme
exemple de notre étude.

Nous commengons par un rappel rapide de quelques notions. On appelle
forme parabolique de poids k > 2 pair et de niveau g, toute fonction f holo-
morphe sur le demi-plan de Poincaré H := {z € C : Im z > 0} telle que

) HE50) = et

pour tout élément

(Z Z) € Io(q) 2:{<Z Z) ESL2(Z)¢Q\C}

et que la fonction z — (Im 2)*/2 f(2) est bornée sur H. On désigne par Si(q)
I’espace des formes paraboliques de poids k et de niveau ¢, que I’on munit
du produit scalaire

(r9)g = | F)a()t L
I Yy

)

ou F' désigne un domaine fondamental par I’action homographique de I'y(q)
sur Q U {oo}. Pour chaque f € Si(m) avec m|q, m < q et l|(g/m), la
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fonction z — f(lz) est une forme parabolique de Ip(g). De telles formes
s’appellent des formes anciennes de niveau ¢. L’orthogonal de I'espace en-
gendré par ces formes est l'espace des formes nouvelles, noté par S;(q).
Désignons par Hj(q) la base orthogonale de Sj(gq) constituée des formes
primitives. Ses éléments sont des fonctions propres des opérateurs de Hecke
(cf. [6, Paragraphes 2.7 et 3.3]).

Toute forme f € Si(q) a un développement de Fourier en oo :

(2) f(z) =) ag(n)e(nz),

n>1
otl e(t) := 2™ On pose
(3) Af(n) = af(n)n_(k_l)/2.
Quand f € H}(g), on a
(4) Ar(D) =1,
(5) Ar(n) €R,
©) A = 3 ()
w2

pour tous les entiers m,n > 1. En particulier, on utilisera dans la suite que
si f € Hf(m') avec m' entier > 2 tel que m’|q et sil'on a n et n’ entiers > 1
tels que n | ¢® ou n' | ¢*> alors
(7) Ap(nn’) = Ap(n)Ag(n') ;
de plus les travaux de Deligne montrent que si f € Hj(m') alors

0 si p?|m/,

®) A () = { 1/p sip|m'

La fonction L automorphe associée a f € Hj(q) est définie par
(9) L(s, f) =Y Af(n)n™®  (Res>1).
n>1
Définissons la fonction L compléte
kE—1
(10) A(s, f) == ASF(S + 2>L(s7 f)s

ou

(11) 0= va/(2r).
Alors cette fonction peut étre prolongée analytiquement sur C et vérifie
I’équation fonctionnelle

(12) A(s, [) =efAl = s, f) (s €C)

ou gf=1ou—1.
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Les valeurs spéciales de L(s, f) (par exemple, valeurs centrales et valeurs
au bord de la bande critique) contiennent des informations intéressantes. En
particulier, la non-annulation de L(s, f) au point central s = 1/2 est une des
questions centrales en théorie des fonctions L automorphes et a beaucoup
d’applications dans divers problémes. D’aprés Guo [5], nous savons que

(13) L(1/2, f) > 0.

Un lien surprenant avec le zéro de Landau—Siegel a été decouvert par Iwaniec
& Sarnak [9]. En désignant par ¢(q) la fonction d’Euler et par H; (¢) (resp.
H, (q)) I'ensemble de f € Hj(q) avec 5 = 1 (resp. ey = —1), leur résultat
s’énonce comme suit : si ¢ est sans facteur carré assez grand tel que ¢(q) > ¢
alors

N =

1
1>

[H; (9)] E;

fEHk (Q)
L(1/2,f)>(logq) 2
et si I'on peut remplacer 1/2 par une constante ¢ > 1/2, alors il n’existe pas
le zéro de Landau—Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.

Le premier résultat concernant la non-annulation de L(1/2,f) a été
obtenu par Duke [3]. Il a démontré I'existence d’une constante C' > 0 telle
que pour tout nombre premier ¢ > 11 et ¢ # 13,

1 C
(14) Yoo1z :
H;, log q)2

[H5(q)| ) (log q)

L(1/2,£)7#0
Cette minoration est obtenue avec la formule de Petersson [3, Lemma 1,
p. 167|. Par la suite, Kowalski & Michel [I0] obtiennent une proportion non
nulle de non-annulation, & savoir : si ¢ est un nombre premier assez grand
alors

1 1
(15) ] > 1> —c.
2\ feH3(q)
L(1/2,£)#0

Ce résultat est démontré avec la formule de trace de Petersson et le calcul
des moments d’ordres 1 et 2 des fonctions L mollifiées @ En méme temps
(indépendemment), Vanderkam [I6] applique la formule de trace de Selberg
[15, Proposition 4] aux deux premiers moments de la fonction L pour obtenir
avec une constante légérement moins bonne 1/48 a la place de 1/6.
Notons que ce résultat est obtenu également (sous une forme différente) par
Kowalski, Michel & Vanderkam [II]. Enfin quand ¢ est sans facteur carré,

(*) C’est cette technique de mollification qui permet de supprimer le facteur log dans
le résultat de Duke.
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Iwaniec, Luo & Sarnak [8] montrent

L 1 9
" e 2 P
fer (9)
L(1/2,f)#0
Dans le méme article, ils établissent une formule de trace spécifique au cas
ou ¢ est sans facteur carré.

D’autre part, 1'étude des valeurs extrémes de L(1,sym™f) (fonction L
de la m-éme puissance symétrique associée a f) a regu beaucoup d’attention
(voir [1]], [14] et [13]). En particulier, les résultats de Royer & Wu [14] mon-
trent que les valeurs extrémes de L(1,sym™f) dépendent, d’'une maniére
surprenante, des propriétés arithmétiques du niveau. Donc il est naturel
d’étudier I'influence de l'arithmétique du niveau sur le probléme de non-
annulation de L(1/2, f). Dans cet article, nous proposons de minorer le quo-

tient 1
RO
A=
L(1/20)#0

pour des entiers ¢ de la forme p¥, ot p est un nombre premier et v > 1 est un
entier. Le choix de cette forme de niveau a deux raisons : premiérement en
prenant v = 1, nous retrouvons le cas classique qui a été étudié par Duke [3],
Kowalski & Michel [10] et Vanderkam [16], mentionné ci-dessus ; deuxiéme-
ment, en fixant p et faisant v — 0o, on obtient un cas de niveau vraiment
friable (i.e. tous les facteurs premiers sont petits). Ce cas extréme arith-
métiquement contraire au cas du niveau premier nous aidera & comprendre
I'influence de 'arithmétique du niveau sur le probléme de non-annulation.
On notera
I'k—1)

16 we(f) = —Y—+".
1o = s g,
Pour une partie A de Si(g) on définit la somme harmonique

Zh ap =Y ap(f).

feA feA

Dans cet article, nous montrerons le résultat suivant.

THEOREME 1. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Alors
il existe une constante vy(k,p) telle que pour v > vy(k,p) et ¢ =p” on a

h 1

> 1>

feHi(a) 54
L(1/2,f)#0

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.
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Pour ce faire, dans un premier temps, on établira une formule de trace
sur les formes primitives de niveau p” qui prendra la forme suivante :

(17)  Ai(m,n) = Y wq(f)xf(m)xf(n):So(q(’)(sm,ﬁfz(m,n,k,q),
feH(a)

ol Oy est le symbole de Kronecker (voir le Théoréme [2f ci-dessous). Cette
formule de trace sera établie de la maniére suivante :

e Nous commengons par une formule de trace concernant

(18) Ag(m,n) = Y w(F)As(m)As(n),

feB(q)

ot Bi(q) est une base orthogonale quelconque de Sk(q). Il est & noter
que cette définition est indépendante du choix de la base orthogonale
puisque Ay (m, n) est le coefficient de Fourier d’une série de Poincaré [2)
Lemma 3.3]. A laide d’une décomposition permettant de passer des
formes paraboliques aux formes primitives de niveaux inférieurs, on
peut exprimer Ay(m,n) en fonction des nombres A;, (m,n), on ¢'|q,
tout en rendant négligeable la contribution des formes de niveau 1. Puis
par inversion de M&bius on pourra exprimer Ay (m,n) en fonction des
nombres Ay (m,n).

e Aprés avoir établi une formule de trace dans Si(q) (de type [8, égalité
(2.12)]) provenant de 'expression de Ay(m,n) comme des sommes de
sommes de Kloosterman, on en déduit alors une formule de trace dans

Hj(q)-

Dans un second temps, on calculera au quatriéme, cinquiéme et sixiéme
paragraphe, les trois premiers moments au point critique et ce a ’aide de la
formule de trace, pour obtenir

My = #9) + Okp(q™°),

2
My = <90qu)> 10gq+0k,p(1)>

4
M = (29 (0g.)° + Oyl o).

ol
h
(19) M,:= > " L(1/2,f)".
feH(q)

Enfin une simple application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz donne le
Théoréme [11
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Le quatriéme moment est lui plus dur & obtenir en particulier I’évaluation
de son terme général. Ce moment a été calculé (au niveau premier) entre
autres avec une inégalité du grand crible [4] appliquée dans la section 3.6
de [12] ; les auteurs évaluent ainsi le « off-diagonal term ».

Concernant la non-annulation des fonctions L au point critique, il est
possible de supprimer le facteur log ¢ de la proportion de non-annulation, ceci
donne alors une proportion strictement positive. Les travaux seront publiés
par ailleurs.

Notations. Dans ce texte, 7(n) (resp. w(n)) est le nombre des diviseurs
de n (resp. le nombre de facteurs premiers distincts).

2. Formule de trace de Petersson au niveau p” avec v > 2. Le
but de ce paragraphe est d’établir une formule de trace au niveau p” avec
v > 2. Le Théoréme [2| ci-dessous peut étre considéré comme complémentaire
au Corollaire 2.10 d’Iwaniec, Luo & Sarnak [§].

2.1. Enoncé du résultat

THEOREME 2. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q = p¥ avec v > 2. Alors pour tous entiers m > 1 etn >1, on a

(20) Ar(m,n) = {¢(u,p)5m,n +O(Z) siptmnetv>2,

0 sip|lmn etv>2,
0l Oy est le symbole de Kronecker,

—(p—p H! siv=
(21) ¢<u,p>:={1 =97 2,

1—p! siv >3,
et
(22) B \/Ww{log@(m,n))}?'

KA/3¢3/2
La constante impliquée dans le symbole O est absolue.

REMARQUE 1. Le cas oil ¢ = p a été traité dans [§] : Sim >1etn >1
sont des entiers tels que (m,p) = 1 et (n,p?) | p alors Iwaniec, Luo & Sarnak
ont montré dans [8] que

(23)  A%(m,n) = Gpmn + O ((mn)1/4(n, p)—l/QW 10g(2mnp)).

Le fait que nos restrictions sur m et n sont moins fortes que celles-ci est di

aux relations et .

COROLLAIRE 3. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q = p¥ avec v > 3. Alors pour tous entiers m > 1 etn>1, on a
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mmn- 10 m,n 2
o0, s Ok’p(ﬁ{l a(20m, >>}) i fam,

P2

Al(m,n) =

0 sip|mn,

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

2.2. Formule de trace pour A,(m,n). Commencons par établir une
formule de trace vraie dans tout ’espace des formes paraboliques de niveau
p¥ avec v > 0 et de poids k.

PROPOSITION 4. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier,
m>1,n>1etqg=p" avecv > 0. Alors

@) Aymn) = by, + 0 VI R }2>,

k4/33/2

ot la constante impliquée est absolue.
Démonstration. Selon [2l pages 248-249|, on a
S(m,n;c) 4m\/mn
-k s 10y
Aq(m, n) = 5m,n + 27 Z fjk—l <c )
¢=0 (mod q)
ot S(m,n;c) est la somme de Kloosterman définie par
dm +d'n
S ic) = | ———
(m,n;c) Z exp <2m < . > >

dd’=1 (mod ¢)

et Jp_1 est la fonction de Bessel de premiére espéce. En utilisant les majo-
rations classiques ([0, pages 60-61] et [2, page 245]) :

|1S(m, n; )| <24 (m,n,e)' 22 T () < B,

on peut déduire

s w(qr)
2 m,n,qr)l/z).

Aq(m, n)—émn+0<k4/3 3/2 r3/2

Puisque w(gr) < w(r) +1 et (m,n,qr) | (m, n,q)(m,n,r), il suit, en posant
d= (m,n,r) et r =d¢l, que

mn(m,n, q) 2¢0) (m, m, )1/
K4/343/2 r3/2
r>1

Ag(m,n) = Omp —|—O<
w(d) __ qu(l)
mn(m,n,q)
- m”+0< }4/343/2 Z Z g3/2>
d|(m,n) £>1
mn(m,n,q
_ mn+o<v e {log<2<m,n>>}2>7
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ou l'on a déja utilisé les estimations classiques (voir du Lemme ci-
dessous)

(m,n)
= | %dO(tlogt) < {log(2(m,n))}*.
1—

Cela achéve la démonstration. m
2.3. Une base orthogonale de Sj;(¢). Dans le but d’exprimer Ay (m,n)

en fonction de A (m, n), on choisira une base orthogonal de Sy(q) spécifique
dans la définition . Considérons la décomposition orthogonale

(25) Se)= P P S f)
¢m/=q feH; (m')
ot (si f € Hi(m)) Sk(¢, f) est espace engendré par les formes
(26) fla(z) = d*?f(dz)  (d|0).
On introduit des fonctions de la forme
fa="_a(e, ) fie:
cle

ot ¢ = ¢m’, d est un diviseur de ¢, f € Hj(m/').
Si m/ > 1, notre choix est

M sid=rc
(27) za(c, f) = { rofm (d) ,
0 sinon,
(28) pram(d) =) W
nld

Sim’ =1, on choisit
(29)

~

—
=
I
(=)

:_/

Pi(As(p))
VP

! s PiAs(p)) 1
m (fw v (F’)Tfhf*1 + pJCI;JTQ) (r>2),

fio = f|1) (r=1),

1
for = \/W(
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ou
X Pi(As(p))? / 1
30 P(X)=——, op=1——""—"—  V(p):=14-.
REMARQUE 2. Dans le cas ot m’ > 1, en posant d = p°, on a

(d)_{1 sid=0oud>1etp?|m,
Pfm 1—p~2 sinon.

Le but de ce sous-paragraphe est de démontrer le résultat suivant, qui
joue un role important dans la démonstration de la Proposition [9] ci-dessous.

PROPOSITION 5. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q=19p" avecv > 1.

(i) Soient la factorisation ¢ = ¢m/ et f € Hi(m'). Alors la famille
El = {fs:d|}

est une base orthogonale de Si(¢, f) vérifiant || fallq = || fllq pour tout

d|e.
(ii) La famille

U U {f:dig
q=tm’ feH; (m’)
est une base orthogonale de Sk(q).

Pour cela, nous avons besoin d’établir quelques lemmes auxiliaires.

LEMME 6. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p”
avecv > 1. Soient m/ | ¢, f € Hi(m') et r > 0 un entier. Alors pour Res > 1,
on a

1) S AR _ g )14, 0 ),
n>1
n)2
(32 Lis.fo =3 M0
n>1
, P.(Af(p),s) sim' =1
Z(p",m',s) =
(33) £ 5) {Af o
et
P(](X, 8) = 1,
(34) Pi(X,5) = X/(1+p77),
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Démonstration. Sim' > 1, on a @, par multiplicité des coeflicients
Ar(n),

(3) S0 AR (s, o f).

Ensuite on considére le cas ot m’ = 1. Si on écrit chaque entier n > 1 de
facon unique n = n(p)n,J avec ny | p> et (n®),p) = 1, alors

Ap(m)Af(np") Ap(n) A (np”) Ap(n)?
CONEED D i Dol Dl
nz1 nlpe (n,p)=1
Notons R, la premiére de ces deux sommes. (On n’a pas indiqué la dépen-
dance en f,p, s pour alléger la notation.) On va démontrer par récur-
rence sur 7.

Sir =0, alors (31) est trivial.
Quand r = 1, on applique @ sous la forme (avec r = 1)

pour écrire
" by pk Y pk—I—l )\ )\ k—f—l
R<p73):2 f( )k‘];( ) +Z f k]; )
= =P
by pk 2 1 A pk A pk+1
= A(0) + Ar(0) Y f(ks> _ Ly MO
S P >0 p
_ M) ZM(D’“)Q.
14p—s >0 pks

Avec 1'égalité , on a

(38) 3 Af(n)nksf(np) _ 1)\_1{23)5L(5’f®f)'
n>1

Sir > 2, on utilise pour écrire, pour tout k > 0,

5 AP A (0"7) A S M)A (0" 3 Ar(pP)As (7 72)

ks ks ks
k>0 p k>0 p k>0 P

(?) C’est ici qu'intervient la différence entre les cas m’ = 1 et m’ > 1 due a la
multiplicité des coefficients A¢(n).
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En reportant dans (36| et en utilisant ’hypothése de récurrence, on trouve

(39) Z Af (n)>‘f (np")

ns
n>1

— N Y Ap(m)Ap(np™t) Z Ap(m)As(np"?)

ns ns
n>1 n>1

= (Ar(p)Zs(p" ' 1,8) — Zy(p" %, 1,8))L(s, f ® f)
= Zf(pr, 1, S)L(S, f X f) ]

LEMME 7. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p”
avec v > 1. Soient la factorisation q = ¢m', 1,0y deuz entiers tels que
U, 0y |0 et feH(m'). Alors

Ar(f)

_ 7
(40) (fievs fiea)a = Pi(\(p)

7

(fs fq sim' > 1,
(p

(f,f)g sim/ =1,

avec g = 6152/(51,52)2 = pj et
(41) Pi(X) = B(X, 1),
ot les Pj(X, s) sont donnés en ([34).

REMARQUE 3. Les entiers j et donc ¢ ne dépendent que de la différence
des exposants de ¢ et £y : si £; :=p¥ (i = 1,2) alors £ = pl1—72l,

Démonstration du Lemme[l On note

e f() )

G(s) := (E(2,8)f((12), [(£22))q;

ou la série d’Eisenstein

(42) E(z,s):= Y  (Imyz)’

v€L\I0(q)

et on consideére

est définie pour z € H et se prolonge en une fonction holomorphe si Res
> 1/2 sauf en un poéle simple en 1 |2, Lemma 3.7].
En utilisant la méthode classique de déroulement exposée dans [8, pages

72*73], on obtient si ¢ ::El/(ﬁl, 52), " ::EQ/(El, 52) et [61, 62] :Elgg/(gl, 52),
T(s+k—1) (£10y)~ k172
(4m)sth—t (01, b2]*

(43) G(s) = Re(0'0",s),
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ol

() Ry = 30 AR < 57 AT

ns ns
n n

car de (¢/,0") =1 on déduit que ¢/ =1 ou ¢’ = 1.
En appliquant du Lemme @ I’égalité devient
D(s+k—1) ((0y)-0/2
Zs(l L :
(47T)s+k71 [61752]3 f( ,m,s) (87f®f)

Cette égalité appliquée a £1 = f2 = 1 montre que L(s, f® f) a un pole simple
en s = 1. De plus et montrent que Zy(¢,m/,s) est holomorphe en
s = 1. Donc

)

G(s) =

I(k) (£16y)1=R)/2
(4m)% by, 4]

D’autre part, rappelons la formule classique (voir [2]) qui concerne les séries
d’Eisenstein :

_3
mv(q)’

ot v(q) = q(1 + p~1), qui montre que ce résidu est indépendant de z. On
trouve donc

Res E(z,s) =
s=1

3
mv(q

Res G(s) = (Res E(z,5) f((12), f(ta2))g = —— (F(t12), (£22)),

~—

En comparant les deux expressions de Ress—; G(s), on peut déduire

mv(q) T(k) (£10)1—F)/2
3 (dmk [y, 0]

ce qui s’écrit encore a l'aide de ([26]) :

TV 2 ¢
0 L) OO 7 1) Reg 160121

Le cas ¥1 = 5 = 1 donne

(f(lr2), f(la2))q =

Zy(€,m', 1) Res L(s, f @ )

(45)  (fier: fiw)a =

v I'(k
(46) {f;f)a= ?SQ) (4;)26 Res L(s, f ® [).
Enfin les égalités et donnent
Ze(l,m!, 1
(47) Ui fida = 2225 1),

Ceci implique , grice aux relations , et . =
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LEMME 8. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p”
avec v > 1. Si f € Hy(1), on a

(48) (forsts fr)g = (fpr+1, fo)g =0 (r 2 1),
(49) <fp7‘+1, fp2>q =0 (T‘ > 2),
(50) <fpr+17fpj>q = <pra fpj*1>q (3 <7< 7"),
(51) (fors fpidg =10 (0<j<r).

Démonstration. Montrons . D’aprés , la quantité (feri1, f1)q
vaut, & un facteur multiplicatif pres,

\f — =t f|pr 1>f|1>

qui vaut avec (40
Pri(Ap(p)) — V' (0) PL(As () Pr(As (p)) + Pr—1(Af(p))
Vit '

Puisque v/(p)Pi(Af(p)) = Af(p), la derniére relation de (34) et (4I) per-
mettent de conclure que

<fpr+1a f1)g=0.

Pour ce qui concerne (fyr+1, fp)q et , les calculs sont similaires et la
récurrence (41)) permet d’établir qu’ils sont nuls.
Passons a avec 3 <7 <r.0Ona

Pi(A
<fpr+1,fpj>q = <fPT+1_ V/(p) 1(\/f»( ))f|p7 f‘pr—l,
/ Ar(p 1
f|pj L (p)(\/fﬁ()).ﬂpj—l + pf|pj—2>q.
D’autre part
P )\ r—2
(fors foi-1)q = <fp'r — y'(p)l(\}p(p))fpr_l + fllﬂp 7
1oy F1(Af(p)) f|pj3>
fip =/ () AL
e \/ﬁ p p .

Avec on peut développer ce produit scalaire et on retrouve le méme
résultat qu'avec (fyri1, fpi)q car les indices 7 et j ont diminué de 1 mais leur
différence reste la méme (cf. Remarque 3).

Enfin montrons . Pour r = 1, et la deuxiéme relation de

nous permettent d’écrire

s Fi)a = (<fp,f|1> A0y f( ))Hfull)
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Quand r > 2, le résultat souhaité découle, par une simple récurrence sur r,

de (1), (@) ct E0). »

Nous sommes maintenant préts a démontrer la Proposition [f]
Preuve de la Proposition @ Evidemment la deuxiéme assertion est une
conséquence immédiate de la premiére et la décomposition (25]). Donc il suffit

de démontrer I’assertion (i).
Dans un premier temps, supposons m’ > 1 et justifions le choix fait

en (27). Pour cela, on pose

<fd 7fd >

0r(d1,do e
)=

pour dy | £ et da | £ (ot lon rappelle que fg = 3", za(c, f)fic). Pour que EZ

soit une base orthogonale de Si (¢, f) et || fallq = || fllq pour tout d|¢, il suffit

de montrer que d¢(d1, d2) soit le symbole de Kronecker.

Selon on a
Se(F
Sp(dy,da) = > md1(£1af)xd2(f2af)i—)
01,6 \/Z
1,42]€
avec la notation £ := f103/(f1,02)?. Ecrivant ¢, = al’ et {5 = al” avec

a = ({1,02), on a, a l'aide de @ et ,

Ap(E)Ap (L")
#(dy,dg) = Z Z za, (al', fzay(al”, f)=———=—"
all £,67(¢/a) ver
([/,6")21
A (DO ¢ (bE"
=D uh) > iEdl(abf',f)iUdz(abe"vf)f(b\}r,Z,(,)

alt bl(¢/a) v f”\(f/(ab))
b)As( (0 (0"
=3 S MO S e p AL S e )
alt b|(¢/a) 2|(¢/(ab)) £'|(¢/ (ab))
En posant ¢ = ab, on trouve
(52) 5f d17d2 prm ydl ¢, f)ydz(c f)

cl¢
oll pfn(c) est définie en ([28) et

Ag(r)
yd(ca f) = Z $d(rcv f) ! .
r|(¢/c) vr

Avec le choix , un calcul simple montre que @

(*) Notons que ya(c, f) existe puisque py ./ (c) = [, - s (p)?/p) implique que
ptm(c) €10,1], étant donné Iégalité (8).



Non-annulation de fonctions L automorphes 15

vale, f {1/\/pfmr sid=c,

sinon.

En reportant dans , on a

d¢(dr,do) = {

Ceci termine la preuve de I'orthogonalité dans le cas m’ > 1.

1 si d1 :dg,

0 sinon.

Passons a la preuve de la base orthogonale de Sk(q, f). On supposera
désormais m’ = 1. La famille proposée en (29)) est bien définie puisque

(53) op>1 / 9.
D’apres du Lemme [§} la famille Eg est une base orthogonale. Il reste a

démontrer que || fyr|lq = || fllq- Pour fi c’est immédiat. Pour f,, d’aprés ,
nous avons

1 A
||fp\2=0f(rfpuz MW (jﬁ@”m,fm).

Mais en utilisant la deuxiéme relation de (40)), on a
Pi(As(p))
Fprl2 =S et s fida =
el = 1715 (fio: fi1)a /p

En reportant dans la formule précédente et en utilisant (30f), on trouve

2
1£6lg = 1 1lg-
Il reste a traiter le cas de fyr ot 7 > 2. On notera v/ au lieu de /(p) pour
alléger. D’aprés , on a
1 V2P (A f(p))> I fipr—213
f s 2 = T o~ < f T 2 + f r—1 2
Iforll = 7= %o, f1er 1l " [ ipr=llg + =3

 Pr(A 2
— 2 (\/]:())<pr f‘pr 1)q E<f|prvf|p’“—2>q

PL(A
—2v W<fpr1, flp'r2>q> .

En utilisant (40)), on trouve que

I£15-

o flg
||fPT”q = (1 — pfz)o_f
§ <1 AU 2) Py (Af(p))>2 L 12RO () — 2u’P1(Af<p))2)
p p? '

Utilisons la relation de récurrence qui peut se réécrire (a 1'aide de (30))

P,=vP} -1
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I fyrll2 = M<1 - W) (1 - p12>

ce qui donne bien || fyr|lq = || f|lq pour tout r > 2. =

pour écrire

2.4. Passage entre A (m,n) et Ai(m,n). On en vient au résultat
liant Ay(m,n) et Az(m,n).

PROPOSITION 9. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q =p" avec v > 1. Alors pour tous entiers m > 1 et n > 1 tels que p  mn,
on a

m/ 2\ —w(f)
(54) Agimyn) = 3 2(1—“( ) > A*(m, n)

q=tm/ p2

m/>1

LR e > Af(d*m,n)
p2—1 ¢ d

d|p>

et réciproquement

m2\ ~«®
5 s = 5 0= ") At

q=tm/’ p
m/>1

1(q) ~~ A1(d®m,n)
=, > y .

d|p>
Pour prouver cette proposition, on a besoin encore d’établir quelques
lemmes auxiliaires.

LEMME 10. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ = p¥
avec v > 1. Soient la factorisation ¢ = ¢m’ et f € Hj(m') alors

w (f)

7 sim/ > 1,
we(f) = w1 (f) o
v(q) '

Démonstration. La preuve de ce lemme repose sur la définition (16)) et
la formule classique (|6, page 35| et [8, page 72]|)

12 = 2Dy pp2,

v(m')

Cela achéve la démonstration. m

LEMME 11. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et ¢ =
p” avec v > 1. Soient la factorisation ¢ = ¢m’ et f € Hy(m'). Alors les
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coefficients xq(1, f) (pour d|€) définis en ([27)—(30) vérifient

n2y\ —w)
<1—“(m)> sim! > 1,

x 2 = P2
(56) % d(la f) pg . H(Q)Q i

p?—1 oy

sim' =1,

ot oy est défini en .

Démonstration. Commencons par le cas m’ > 1. D’apreés , ,
et le fait que £|p°, on peut écrire

2 2 \w®)
67 Y za(l, f)? Z“ 5)) (1+Af(p)(p))

dje dje dpf.m Pofm
_ 1 _ 1 _ (1 - u(m’)2)_w(£)
prm (0)E pram (£) p2 '
Passons au cas on m’ = 1. D’aprés (29) et (30]), on obtient
Zxd(l, 2=1+ Pi(M\s(p))? n 12— 11(q)*
P poy (p? = 1)oy

_ 1—pu(@)? _ 19— p(a)
o (p*=Noy oy p>-1

Concernant le cas m’ = 1, on a le résultat suivant.

LEMME 12. Soient k > 2 un entier pair et p un nombre premier. Si

f e Hi(1), alors le coefficient oy défini en vérifie
1 )\f(nQ)

58 S S AU

(58) or(1+p~1) nlzp; n

Démonstration. Comme f est une forme primitive de niveau 1, il existe
un nombre complexe a = as(p) vérifiant |o| = 1 tel que

(59) ()= > oI
0<i<j
pour tout entier 5 > 0. Donc et avec j = 1 nous donnent
—1y 2 —1 —1)2
(60) op—1-F fEﬁ)QZI_P (a+ﬁ2)
(1+p~H) (1+p71)

~(1=a?/p)(1—af?/p)
- (I+p71)? '
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D’autre part, on a
n’ % Y o
- S (e e
T (- oz/\/ﬁ)(ll N R oz/\/ﬁ)(ll +a 1/ \p)

Ceci implique que

)\f(nQ)_ 1+p71
2 n o (1-a?/p)(1—-a?/p)

n|p>
ce qui avec termine la preuve. m
On est maintenant prét a prouver la Proposition [0

Démonstration de la Proposition[d D’aprés la deuxiéme assertion de la

Proposition [} la famille
U u {fd d| ¢}
q=tm’ feH} (m
est une base orthogonale de Si(¢q). D’autre part, la définition de

Agy(m,n) est indépendante du choix de la base orthogonale [2, Lemma 3.3].
Donc on peut choisir cette base orthogonale dans la définition de Ag(m,n)

pour écrire
Z Z qu Ja) Az, (m)Az, (n).

g=m' feH; (m') d|¢

A7) = Paale, Af(r).

cl¢
j=rc

En particulier si p { j alors
(61) A1a(G) = za(1, f)Ar ()

Le Lemme [5[ et (16]) conduisent a wq(fq) = wq(f). En reportant ceci et
dans la formule précédente on a

Z Z wq Z )‘fd >‘fd

q=tm’ feH} (m') dje

= Z Wq Ap(m)Ar(n) > zq(1, f)?

g=tm’ feH; (m djt
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D’aprés le Lemme on peut écrire

(62)  Ag(m,n) = > (1—p(m)?p )0 3" wy(f)Ap(m)As(n)
q=tm/’ feH;(m’)
m/>1

2 2
+ p - ﬁ(i]) z WQ(f) )\f(m))\f(n)-
P rerg(y 7

Afin de faire apparaitre dans les nombres Af, exprimons wy(f) en
fonction de wy,(f); on a alors recours au Lemme [10| pour avoir

(63)  Ag(m,n)= Y €M1 p(m)?p?) 047, (m,n)

q=~tm’
m/>1
P —p(g?® 1 wi(f)
p2—1 u(q) Z of Ap(m)Ap(n).

feHi (1)
A T'aide du Lemme |12} on peut écrire

L Z wl(f)/\f( Z Z w1 )\f( ))‘f(n)

v(4) remzy 77 i 4 it
Z A* dzm n
dlp°°

puisque notre hypothése p { mn implique que A;(d*)As(m) = Ap(d?m). En
reportant dans , on obtient bien ([54)).
Par inversion de Mobius, il est rapide de vérifier . "

REMARQUE 4. La Proposition [ appliquée a ¢ = p¥ donne

Aq(m,n)—w siv =2,
61 Ajmn) = B
Aq(m,n)—qu’ siv > 3.

2.5. Fin de la preuve du Théoréme D’abord on traite le cas ot
p|mn et v > 2. Sans perte de généralité, on peut supposer que p | m. A Paide

de et , on voit que
Ap(m) = Ay (p)As (m/p) = 0,
Ainsi par la définition de A7, on a A7(m,n) = 0.

Ensuite nou supposons que p { mn et v > 2. En reportant de la
Proposition [4| dans et en remarquant que
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S o) (p - W)W) — 6v.p),

Im'=q p
m’'>1
on obtient
AZ(ma n) = ¢(p,v)0mn + %,
ou
. Vmn{log(2 (@] [ p(m)?\
k4/3 Z /3/2 p
m >1
. VB {log(2(m, m)}?
KA/343/2 :

Cela achéve la démonstration.

3. Lemmes auxiliaires. Soient ((s) la fonction de Riemann et
(65) ¢D(s) = (o) [Ta=p).
plg

3.1. Fonctions U(y) et T(y). Soit G est un polynéme pair de degré
> 2 tel que

(66) G0)=1 et G(-1)=G(-2)=0.
Pour y > 0, on définit

(67) T(y) = RS S r(lf(z/z;/)z) G(s)y_s ds
2)

2mi
(68) Uly) = = | ¢O(1+25)

I(s+k/2)% G(s)? s 4
i ) I'(k/2)? s ’

LEMME 13. Awvec les notations précédentes, on a

(69) {T(y)=1+0(f(y) siy — 0,
T(y) <jry™’ 519 — 00,
et
{ Uy) = g0(”{105;1 F )+ Onp(i) | si =0,
(70) q y ’
Uly) <jky™’ si y — 00,

pour tout j réel >0, ot

() alp) =2

!/

+ %(k/2) +7>

et v est la constante d’Euler.
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Démonstration. On ne va démontrer que la formule asymptotique pour
U(y) quand y — 0. Les autres peuvent étre trouvées dans [10, Paragraphe
2.4]. On a

(72) C(1+s)= f+ Z

0<i<2

8"+ O(s%),

ol ~; désignent les constantes de Stieltjes @ D’autre part, on peut écrire

(73) 1—p_(1+5):¢;q){1+ Z (=1)7*1 (logp)’ j+0<s4)}_

1 _
G2 0 Pl

Donc

¢9(1+2s) = ( —p UF2)¢(1 + 25)
- (21+10gp+ +O(s ))

Ceci implique la formule annoncée. u

3.2. Lemme intermédiaire. Nous aurons besoin des estimations sui-
vantes dans le calcul du troisiéme moment.

LEMME 14. Soienti,j € Netf >1. On a

n<x

) > W\/ﬁgn) = 2Ci/a(log2)” ™! + O(Va(log o) 72),

n<x
r(n)'(logn)! _ (loga)* 7!
(76) Z 0 < 01
n>x

uniformément pour x > 3, ot C; est une constante absolue.

Démonstration. On déduit le résultat par intégration par parties de la
formule asymptotique classique

Zr(n)Z = Cit(logt)* ' + O(t(log t)*2). m

n<t

(*) Ces nombres sont définis par
)i+1

. " /(logk)" (logn
Vi‘_nliliz:( ko i+l )

k=1

En particulier vyo = 7.
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4. Calcul du premier moment des fonctions L. On commence par
une expression de la valeur critique de la fonction L appelée « équation
fonctionnelle approchée ».

LEMME 15. Soient k > 2 un entier pair et ¢ > 1 un entier. Pour toute
forme f € Hi(q) et tout réel X >0 on a

(77) L(l/Q,f)_;)\f/(g){H<Xq> e H( j)}

ol

(78) H(y) = o |
(2)

I'(s+k/2) y—*

) s O

Démonstration. Voir le Théoréme 5.3 de [7]. =
On définit le premier moment harmonique « tordu »
(79) My, = Z Ap(m)L(1/2, f).
feHf (q)

Nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 16. Soient 0 <n < 1, k > 2 un entier pair, p un nombre
premier et ¢ = p” avec v > 3. Pour tout 1 <m < ¢" et pfm, on a

1 p(q)
Mim = vm g

ot 0 < c=c(n) <1/2. En particulier

Aﬁ:ﬂf+owm%>

+ Orp(q™),

Démonstration. Etant donné 7 on a
1 n
80 My, = —qH A (m,
60 2= 3 (57 ) 4
- nX h
+H< )Z gfxf(m)xf(n)}.

s

On majore en valeur absolue la deuxiéme somme; puisque ey = +£1,
IAf(n)] < 7(n), on a

3" s < rmyrm) 1

feH;(q) feH (9)
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La formule de trace montre que cette derniére somme est bornée :

Z 1 <pp 1.

fel;(9)

Ainsi on obtient (désormais les majorations dépendent de k et p)

m= St () co (i S (7))
La formule de trace s’applique au premier terme pour donner
e () 2 Gy ftn?)
+0 (T(m) 3 T\(/%)

(7))

1l est facile de prouver ’expression suivante de H :

k/2-1

H(y) =exp(—y) »_ £,

n!
n=0

Celle-ci montre en particulier les estimations suivantes de H (j est un réel
strictement positif)

(81) H(y) =1+ O(y) siy—0,
H(y) <jry™ siy — oo.
Ainsi
1
My, — L 2l

R 2 )

n<X§ n>X§
o ()

n>1
Ce qui donne pour le choix X = ¢'~7/2 avec n < 1/ < 1 (ou 1 désigne le
nombre strictement positif de I’énoncé de la proposition tel que m < ¢") :

_ 1 99 vm_ Vm 2 _7T(m)
Mim= 7w 4 +O<q<3 /2 n/2{10g 2m)}"+ g )

De plus le deuxiéme terme est négligeable puisque 1 < m < q" :

_ 1 p(q) g1 =m/2re 4 =) 24
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En posant ¢(n) = min ((n’ —n)/2 —¢,(1 —7n’)/2 — ) pour un choix conve-
nable de ’ ona 0 <c¢(n) <1/2. =

5. Calcul du deuxiéme moment. Le but de ce paragraphe est de
calculer le deuxiéme moment Mo, défini en . Notre résultat est un peu
plus général. En posant

(82) My = S Apm)L(1/2, f)",
fer;(q)

nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 17. Soient 0 < n < 1, k > 2 un entier pair, p un nombre
premier et ¢ = p” avec v > 3. Pour tout 1 <m < q" et ptm, on a

v Tm) (9@ og () + o) Y+ 0p o (Vi (logq)*
2,m \/7% q m gkf k?,p,'ﬂ \/a 9
ot gi(p) est définie en , En particulier

My = (Qofl‘ﬁ)z{log(f) +gr(p)} + Ok,p((lojg)4)'

Démonstration. Considérons
1 9 5 ds
= | A(s+1/2,£)°G(s) —
2
o G est un polynoéme de degré > 2 vérifiant (66). Par le théoréme des
résidus, I’équation fonctionnelle et le fait que afc =1,0na
_ 2 G(s)? _ 4 2 2
2J = Reg A(s+1/2,f) =qI'(k/2)°L(1/2, f)~.
S=| S

D’autre part, la formule @ nous permet d’écrire

L(s+1/2,£)? =¢P(1+25) ) W (Res > 1/2).

n>1
Ceci implique que
~—=T(n)As(n) 1 G(s)2(n\*
27 =G # — | ¢+ 28)I (s + k/2)? () P ds.

i S
n21 (2)

Les deux égalités précédentes donnent donc

(53) La/2.07 = 5 20 (5 A,

n>1

(°) C’est cette relation qui permet d’éviter le recours a une forme explicite de 7 que
I’on n’a pas au niveau q avec des facteurs carrés.
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ou U(y) est définie en . En reportant cette expression dans et en
utilisant le Corollaire [3] il suit

( n ) ’ <m{1og<2<m, n>>}2>,

Rk

ou

K = ZT\(/%) U

n>1
A T’aide de , il est facile de majorer ce reste :

mi 10, 3
R S DR (Y >

n<q >q

< Vm(log 0t

q'/?

(_?2

7(n)

n2

En reportant dans et en utilisant la premiére relation de , on obtient
le résultat souhaité. m

6. Calcul du troisiéme moment. L’objectif de ce paragraphe est de
démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 18. Soient k > 2 un entier pair, p un nombre premier et
q=9p" avecv >3. On a

M3 :4(‘”?)4{;(1% q)° (2;gpl+p(k/2)+2fy> (1og(j)2+0k,p(1ogq)},

ot la constante impliquée ne dépend que de k et p.

6.1. Début de la démonstration de la Proposition

LEMME 19. Soient k > 2 un entier pair et ¢ > 1 un entier positif. Alors

(85) 2 Vo ( >T<Z> A% (m,n).

Démonstration. On considére 'intégrale

1
Ii= o | A(s+1/2, 1)
@)

A T’aide de I'équation fonctionnelle (12)), le théoréme des résidus nous permet
d’écrire

(1+g)1:1§§5< (s+1/2, f > VGL(1/2, f)T(k/2).

Gls)



26 D. Rouymi

Cette égalité et la série de Dirichlet @ donnent alors

Af(n), . (n
(86) L(1/2, f) = (1 +¢y) T\~ )
o ,; Vn <Q>

Les égalités @ et impliquent que

L(1/2,f)® = (1 + ef)%T(m)M\/g)U@) ; Af/(g)T@).

Si ey =1 alors
L2, ) = 2%r<mﬁ%)v(;’;> > Al (1),

Mais ceci reste également vrai si ey = —1 : dans ce cas le membre de gauche
est nul en vertu de I’équation fonctionnelle qui impose alors L(1/2, f)
= 0; le membre de droite aussi est nul : en effet, de L(1/2, f) = 0 on déduit
L(1/2, f)? = 0 et donc

> () -

m>1

grace a .

Finalement, on a, pour toute forme primitive de niveau ¢,
T(m) _(m n
87 L(1/2,f)* =2 Ul = |T( = ) Ar(m)A
sz =2 Y T (T 1 (% )asm),

m,n>1
ce qui implique le résultat désiré. m

6.2. Application de la formule de trace. En appliquant la formule
de trace du Corollaire [3| & ’égalité , on peut écrire

(88) M; = 29"(;) 3y E:L)T<7?> U(;) + Opp (%)

()]

ot Y -, désigne la somme portant sur les entiers n tels que (n,q) = 1.

avec

By= Y 7(m){log(2(m, n))}*

F2

m,n>1

(5) C’est la différence entre les égalités et 1) qui empéche de déterminer I’ordre
exact du premier moment des fonctions L automorphes sans recours a « I’équation fonc-
tionnelle approchée ».
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6.3. Evaluation du terme principal. Afin de calculer le premier
terme de droite de , écrivons

(39) Z?T@) ( ) (Z+x)™ <>U(qn?>

n>1 n<q n>q

En faisant appel a ,m avec j = 1 et m, on a
= 7(n) n 3/2 —-1/2
(90) Z 711 T<qA> <A2) <q Z << q /" logq.
n>q n>q
En utilisant la premiére relation de , on peut écrire
* 7(n n n
o >n(5)e(F) - 7o
n<q

ol

n<q
et
1 * n 1 A2 * 7-
(92) A=) )T )| <5 Do+ 57
4 n<q 4 4 n<qg G<n<gq
< ¢ Y*logq

grace a , et .

Pour évaluer le terme principal .7, on écrit, a aide de ,
q

ol

1 ¢ I'(s+k/2 G2 G(s
%:%(S (F(*,;/Q/)>Z £+3{1og< >+gk<p>}q i>ds,

2) n>1
1 ¢ I'(s+k/2 7 G(s
g § S () e

En utilisant I'estimation du Lemme [14] pour majorer la somme dans
Xy et la formule de Stirling

(93) |7 (s)| = V2m e A7 2 {1 4+ O (7|71}
valable uniformément pour |7| > 1, on peut déduire que

(94) Ry <j ¢ '(log q)*.
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Pour évaluer %, on écrit d’abord

7o = (los(d®) + e 9) 51 §

27

(2)
2 § DR 10+ )i s

i
(2)

G(s)

CD(s+1)%¢* " ds

Ensuite on utilise le théoréme des résidus autour du pdle s = 0; les intégrales
résultantes en o = —1/2 sont en Ok,’p(qfl/4 log q) de sorte que

(99) T = (2logd + gu(p)) Res (<<q>(s N 1)228))

+2Res (C(‘”(s +1)¢ (s + 1)F£S)> + Orpla™"loga),

ou
(s +k/2)
Un calcul élémentaire montre que
(96) FO0) = Y &i(logd) ™,
0<i<j
ol

&i= (‘Z) ZZ: (;) mG(”) (0) pour 0<i<j<3.

=0

En utilisant les relations (72)) et (73], on trouve

2
(97) (D(s+1)% = <“’;q)> {Z‘j+“:+ao+0(s)},
2
98)  CD(s+1) ¢V (s+1)= <<ng)> {b;f - bS;; + b + O(s)},
ou
a_9 = 1,
a—1 = 2%131 + 2707

lo 2 logp)2 — 47y lo
ao::( gp) _( gp)p_lvo LN S
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b_g:=—1,
o log p
b—2 = p— 1 Y0,
by i 08P = 20(logp)”  (logp)® — Gro(logp)? + 6(15 — 271) logp
2(p—1)? 6(p—1)
—Ym + %

Donc on a les résidus suivants :

hes (0 + 125 ) = <¢(q(1)>2<“22F”<0> a0 +aF ().
Res (¢ + ¢ s+ 1) 7))

S

- (9"(‘1)>2 <b;’F”’(O) - Z%QF”(O) + boF(O))-

q

En reportant dans et en utilisant , on obtient

2
(99) 7= (22) Quog) + Onyla™ o),
ou
(100) Q(X) := A3X3 + A X% + A1 X + A,

et les constantes A; = A;(k,p) sont données par

Az = a_s&20 + 3b_330,
Ay = a_s81 4 2a_1£10 + 3a_2&2,09k(P) + 5b-33.1 + b_2&20,
Ay = a_2&2 +2a_1€11 + 2a00.0
+ (30-2621 + a-1610)gr(p) + 503832 + D221,
Ag = (Fa—222 + a—1€11 + aoo,0) gk (p) + 3b—3E3.3 + b_2&a2 + 2bo&0,0-

En combinant , , , , avec , on trouve

(101) Y T(n)T<7:L>U<Z> = <(P(q)>362(10g4) + Ok p(q~/*log q).

= ono \d) o \d q
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6.4. Estimation du terme d’erreur %,. Ecrivons

Ry = 3/2 g{log (2a)} m%l T(m)T@)U(;)
S e 5 tmfr()(2)

(m,n)=a

a>1 m,n>1 q q
(m,n)=1
abn abm

3/2Z{log2a}22|u )| Z abm’ ( 7 >U< 42>‘

a>1 b>1 m,n>1

dn dm

< g @ L1 (F)| Srmlo(F)

d>1 n>1 m>1

ou

) =Y {log(2a)}*|u(b)|.

ab=d
En utilisant , on a

A~ 2 ~
3 ( >)<<Zl+ 3 <dq> <<%.
n>1 n<g/d n>max{§/d,1} "

De facon similaire, les estimations ([70) avec j = 2, et nous per-
mettent de déduire

ZT(m)U@T)‘« Y T(m)log<j:n>+ Y T(m)@i)Q

m>1 m<qg2/d m>max{¢?/d,1}
52
q"logq
< 7
En combinant ces estimations, on obtient
h(d)T(d
(102) K2 < (logq) Z (c)lz() < logg.

d>1

6 5. Fin de la démonstration de la Proposition En reportant

et . dans ., on obtient

4
My = 2(9”(;)) Qlog ) + O p(logq).

Un calcul élémentaire montre que

3

Ceci implique le résultat annoncé.

A3 =2 et Ap= 2( ;Og‘fl (k:/2) +27>
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7. Démonstration du Théoréme Par l'inégalité de Cauchy—
Schwarz, on peut écrire

M,y — Zh L1/2, f) < ( Zh 1>1/2( Zh L(1/2,f)2>1/2,

fer;(q) fel; (q) fen; (q)
L(1/2,f)#0 L(1/2,f)#0
D’ou
h
(103) > 1= (M) /M.
fer (q)
L(1/2,f)#0

Puisqu’on a montré que

2
M =04 04, 2= (P2) ow(@) + 000,

alors
h 1
Z 1> logq.
fer (@)
L(1/2,f)#0

Cela achéve la démonstration du Théoréme [I1

REMARQUE 5. Si 'on utilise I'inégalité de Holder avec les moments
d’ordre 1 et 3 des fonctions L on obtient, cette fois, la minoration moins
forte suivante :

S
— (log q)3/?
fer ((I)
L(1/2,f)#0

REMARQUE 6. Sil’on applique la méthode de « I’équation fonctionnelle
approchée » au deuxiéme moment on obtient le méme résultat qu’avec une
somme « courte ». Quant au troisiéme moment, cette méthode ne permet
pas de le calculer étant donné le reste de la formule de trace.
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