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Valeurs entieres de fractions rationnelles
par

LAURENT DENIS et SOPHIE DION (Lille)

1. Introduction. Soient Q une cloture algébrique de Q dans C et
f € Q(X) une fraction rationnelle & une indéterminée. Si f prend des valeurs
entieres en un nombre infini d’entiers relatifs, alors f est un polynéme (on
peut le voir en prenant le résultant du dénominateur et du numérateur de f).
Ce résultat ne tient évidemment plus si f est a plusieurs variables. Cepen-
dant, si I’ensemble des points entiers en lesquels f prend des valeurs entieres
est suffisamment « grand », on pourra affirmer que f est un polynéme. L’un
des premiers résultats en ce sens est celui de M. Yasumoto [Y]. Avant de
I’énoncer, on donne une définition.

Soient k un entier non nul et E un sous-ensemble de ZF. Pour tout entier
positif M, on définit

E(M) = {(nl,...,nk) eFE:Vie {1,...,k}, ’nz‘ < M}
THEOREME (M. Yasumoto). Soit E C Z* un ensemble vérifiant

_ card(E(M))
1 )
- R CTE,
Soit f € Q(X1,...,Xx) une fraction rationnelle. Si pour tout (ny,...,ng)

dans E,f(ni, ..., ng) est entier sur Z ou n’est pas défini, alors f est un
élément de Q[X1, ..., Xk].

> 0.

Dans le cas de deux variables, une premiere amélioration de ce résultat
a été démontrée par J. C. Masseron ([M]) qui obtient la méme conclusion
en remplacant la condition () par la suivante :

) card(E(M))

limsup ————=—

M—t00 (2M + 1)3/2+a
ou € > 0 peut étre choisi aussi petit que ’on veut. Il conjectura de plus que

Pexposant 3/2 + € pouvait étre remplacé par 1 + €. Les résultats démontrés
ici donneront une réponse positive a cette conjecture.

> 0,
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On s’intéresse ici au probleme plus général suivant : soit K un corps
de nombres et O son anneau d’entiers. Que peut-on dire si, dans 1’énoncé
précédent, on prend pour E un sous-ensemble de OF ? L’un des problemes
qui apparait est le fait que 'ensemble des unités U de O peut étre infini.

On note Z l'ensemble des éléments de Q qui sont entiers sur Z. On
désigne par N la norme associée a I'extension K de Q. Ainsi, on a I’égalité

U={z€O:|N(z)| =1}
Soit M > 1 un entier et E un sous-ensemble de @%. On définit
EM)={(z1,...,2k) € E:Vie{l,...,k}, |N(z)| < M}.

En particulier, ’ensemble Ok(M ) n’est pas toujours fini. Il I’est uniquement
quand K = Q ou quand K est une extension quadratique imaginaire de Q.
Ainsi, si K = Q on a card(OY(M)) = 2M + 1, et si K est une extension
quadratique imaginaire de @, alors on dispose d’une majoration du type
card(OY(M)) < ¢M, ot ¢ est une constante ne dépendant que de K. Avec
ces notations, on a le théoreme suivant.

THEOREME 1. Soit K un corps qui est soit celui des rationnels, soit une
extension quadratique imaginaire de ce dernier. Soit f € Q(Xy, ..., X}) une
fraction rationnelle. Alors, il existe des constantes k > 0, x > 0 et My > 0,
dépendant de K et de f, pour lesquelles pour tout sous-ensemble E de OF
vérifiant

() IM > My, card(E(M)) > rMF—1+x/loglog(M)
on a Uimplication suivante :
Vz € E, f(2) €Z ou f nlest pas définie en z = f € Q[Xy,..., Xy

Dans le cas d’une seule variable, la condition (%) peut étre remplacée
par « ’ensemble E est infini ». Dans le cas de deux variables et quand K est
le corps des rationnels, on peut améliorer la condition (xx) par la suivante :

aM > My, card(E(M)) > M log(M)X,

en utilisant des résultats de J. G. van der Corput (voir [VDC]) concernant
des moyennes de nombres de diviseurs d’entiers. Ce résultat sera développé
en annexe.

On donne maintenant un corollaire direct dont ’énoncé est indépendant
de la fraction f. Pour toute application g : N — R™ vérifiant les propositions
suivantes :

(P1) i g(M) =0,
(P2) A g(M)loglog(M) = oo,

on a le corollaire suivant, qui améliore le résultat de M. Yasumoto.
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COROLLAIRE 2. Soit K un corps qui est soit celui des rationnels, soit
une extension quadratique imaginaire de ce dernier. Soit E un sous-ensemble
de OF vérifiant

card(E (M
lim sup ()

MR apE e

Si f est une fraction rationnelle de Q(X1,. .., Xy) vérifiant
V2 € E, f(2)€Z ou f n'est pas définie en z,
alors f est un polynéme de Q[X1, ..., Xy].

On s’intéresse ensuite au probleme de Yasumoto généralisé pour des
fractions rationnelles en une variable, et pour tous les corps de nombres K.
Avant d’énoncer le résultat obtenu, on donne quelques notations.

Soit K un corps de nombres et O son anneau des entiers. On note n
son degré sur Q. On désigne encore par s le nombre d’isomorphismes réels
de K dans C, et par t celui des isomorphismes complexes. On a clairement
n = s+ 2t. On pose alors

r(K)=s+t—1.
Le théoreme démontré dans la partie 4 est le suivant.

THEOREME 3. Soit K un corps dont on note O l’anneau des entiers.
Soit f € Q(X) une fraction rationnelle dont le dénominateur n’est pas un
monome. Alors, il existe deux constantes k > 0 et My > 0, dépendant de K
et de f, pour lesquelles pour tout sous-ensemble E de O vérifiant

IM > My, card(E(M)) > klog(M)"5),
on a limplication suivante :
Vz € E, f(2) €Z ou f n'est pas définie en z = f € Q[X].
De plus, l'exposant r(K) est optimal.

On remarque que si f est de la forme f(X) = 1/X¢9, alors f prend des
valeurs entiéres sur I’ensemble des unités. Ainsi, si r(K) est non nul (c’est-
a-dire si K n’est ni le corps des rationnels, ni une extension quadratique
imaginaire de ce dernier), il existe un nombre infini de z de norme égale
a 1 pour lesquels f(z) est entier. L’hypothese faite sur la fraction f dans
I’énoncé du théoreme 3 n’est donc pas superflue.

Le corollaire suivant est une version du résultat précédent, ou 1’énoncé
ne dépend plus de la fraction f choisie.

COROLLAIRE 4. Soit E un sous-ensemble de O vérifiant

card(E(M))

lim sup )
Moo log(M)E) — T
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Pour toute fraction rationnelle f € Q(X) dont le dénominateur n’est pas un
monome, on a l'implication suivante :

Vz € B, f(2) €Z ou f n'est pas définie en 2 = f € Q[X].

On s’intéresse enfin au cas le plus général, ou la fraction f est a plusieurs
variables et a coefficients dans un corps de nombres quelconque. Ici, le fait
que ’ensemble U puisse étre infini constitue un véritable obstacle. On ne
parvient pas a écarter une famille de fractions pour obtenir un résultat
intéressant.

On considere par exemple les fractions

fl(Xay):XL_’_Y- et f2(XaY):§i—j:i)
et 'ensemble E = {(u,u) : u € U}. 1l est clair que f1 et fo prennent des
valeurs entieres sur F, et que E(1) est infini, dés que r(K) est non nul.

On peut cependant obtenir un résultat convenable en n’utilisant non
pas la norme d’un nombre algébrique z € K, mais sa hauteur relative a K,
définie comme suit :

Hy(z) = el®UME)

ou h(z) désigne la hauteur logarithmique absolue de Weil de z. Cette fois, le
nombre d’éléments de K de hauteur bornée est fini. Soit £ un sous-ensemble
de OF; on note

EM)={(z1,...,2) e E:Vie{l,....k}, Hx(z) < M}.

On remarque que cette définition prolonge encore celle de M. Yasumoto, car
dans le cas ou K est le corps des rationnels, si z est un entier, alors on a

IN(2)] = Hi (2) = |z].

Avec ces notations, on a le théoréeme suivant, qui prolonge le théoreme 1,
uniquement quand K est le corps des rationnels.

THEOREME 5. Soit f € Q(Xy,...,X}) une fraction rationnelle. Alors,
il existe des constantes k > 0, x > 0 et My > 0, dépendant de K et de f,
pour lesquelles pour tout sous-ensemble E de OF vérifiant

IM > My, card(E(M)) > rMF—1Hx/loglog(M)
on a limplication suivante :
Vz € E, f(2) €Z ou f n'est pas définie en z = f € Q[X1,..., X

Pour toute fonction g : N — RT vérifiant les propriétés (P1) et (P2), on
a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6. Soit K un corps de nombres. Soit E un sous-ensemble
de OF vérifiant
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, card(E(M))
limsup
Si f est une fraction rationnelle de Q(X1,. .., Xy) vérifiant
Vz€E, f(2) €Z ou f n'est pas définie en z,

> 0.

alors f est un polynéme de Q[X1,. .., X4].

Les démonstrations des théoremes 3 et 5 sont beaucoup moins directes
que celle du théoreme 1. Néanmoins, contrairement a celle de M. Yasumoto,
aucune d’elles ne fait appel a 'axiome du choix. Avant de les commencer,
on détermine une majoration du nombre de diviseurs d’un élément de I’an-
neau O, ou K est quelconque.

2. Majoration du nombre de classes de diviseurs. Soit K un corps
de nombres de degré n € N sur Q, et O son anneau des entiers. Soit z un
élément de 'anneau O. Le but de ce paragraphe est de majorer le nombre
de diviseurs d(z) (ou de classes de diviseurs modulo les unités 6(z)) de z
dans 0. L’anneau O n’étant pas toujours factoriel, on est amené a con-
sidérer les décompositions d’idéaux en produits d’idéaux premiers. D’apres
le théoreme 3 page 60 de [S], tout idéal Z de O a une décomposition unique
en produit d’idéaux premiers. On a donc

=] e™® (me(@)eN),
©eP

ou P désigne 'ensemble des idéaux premiers de O, et ot les m,(z) sont nuls
sauf un nombre fini. On écrit également ce produit pour l'idéal (z) = 2O :

() =[] 9™  (my(2) €N).
pEP
Soit a € O un diviseur de z. Alors,
(2) C (a).
D’apres I'assertion 8 page 62 de [S], pour tout p € P, on a mg(a) < my(2).

Par conséquent, il y a au plus 0(z) idéaux (a) possibles, ou
6(z) = [T (1 +my(2)).
pEP
On a toujours d(z) < 6(z). Par analogie, si Z est un idéal de O, on pose
8(7) = [[ 1 +my(D)).
pEP

On cherche maintenant une majoration de g(z) a la maniere de G. Tenen-
baum, qui obtient dans [T, Chap. 1.5, paragraphe 5.2] un ordre maximal de
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la fonction log(7(m)), ou 7(m) désigne le nombre de diviseurs d’un entier
relatif m. Plus précisément, on démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 7. Il existe une constante a(n) > 0 pour laquelle, pour
tout z € O vérifiant [N (2)| > €, on a la majoration suivante :

~ log(2)log|N(2) log log log [N (<))
08(0(2)) < =g 1og [N (2) (1 ") oglog [N (2) )

On rappelle que N désigne la norme associée a ’extension K de Q. La
proposition 1 page 62 de [S] donne alors

[N (2)| = card(0/(z)).
Pour tout idéal Z de O, on introduit de facon analogue la notation
|IN(Z)| = card(O/T).

SiZ et J sont des idéaux de O, on a |[N(ZJ)| = |N(Z)| |N(J)| (proposition
2 page 63 de [S]). Soit ¢ > 0 un entier. On désigne par ¢(¢) le nombre d’idéaux
premiers de O de norme inférieure ou égale a t. Le lemme suivant donne une
majoration de ¢(t).

LEMME 8. Pour tout entier t > 0 on a la majoration

c(t) < mip(t),
ot 1)(t) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs ou égauz a t.

Preuve. Soit p un idéal premier de O vérifiant
IN(p)| = R <t.

L’ordre de 1 dans O/p est un diviseur de R = card(O/p). Ainsi, R est un
élément de p. Comme l'idéal @ est premier, il existe un nombre premier
p <t contenu dans . Par suite, I'idéal pO est inclus dans g, et donc g est
I'un des idéaux premiers définissant pO.

Soient @1,..., 9, les idéaux premiers définissant pO. Pour tout i =
1,...,q on note f; le degré résiduel de g; sur Z, c’est-a-dire la dimension
du Z/pZ-espace vectoriel O/gp;. On a alors (voir par exemple [S, §5.2, théo-
réme 1])

q
Zmpl(p()) ’ fl =n.

i=1
Il existe donc au plus n idéaux premiers définissant pOQ, d’ou le lemme. »
Preuve de la proposition 7. On se donne un réel t > 0, que 'on fixera

dans la suite. Soit z un élément de O. On pose N = |N(z)|, et on suppose
que N > e®. On a, d’une part, les majorations
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Il a+mezn< [ 2m©

IN(p)|>t IN(p)|>t

0g(2)/log(t)
<((II vG@me) o

IN(p)|>t

< ‘ H N(p)mp(z)

©EP

log(2)/log(t) < Nlog(Q)/log(t)‘

D’autre part, pour tout idéal premier p, on a aussi N = |[N(z)| > 2me(2),
Grace au lemme 8, on obtient

II a+mez)< ] < log]\f))>§<1+llc;gg((];f))>”¢(t)‘

IN(p)|<t IN(p)|<t

On termine la preuve de la proposition 7. On pose

_ log(N)
~ (loglog(N))3’
on obtient alors

log(8(2)) < ntlog <1 +

10g(N)> log(2) log(NV)
log(2) log(t)
log(2) log(NV)
< 2ntlog(l + log(N)) + W
< 2nlog(N)log(1 + log(N)) log(2) log(NV)
(loglog(N))3 loglog(N) — 3logloglog(N)
log(2) log(NV) aln log loglog(V)
= Tloglog(N) (1 +oln) log log(N) )

d’ou la proposition. =

Les corollaires suivants en découlent facilement.

COROLLAIRE 9. Soit K un corps de nombres de degré n sur Q. Il existe
une constante a(n) > 0 pour laquelle, pour tout z € O vérifiant [N (z)| > e,
on a la majoration suivante :

- log(2)log [N(2) log log log | N (2)|
log (o < 1 .
O = Togtog Vel \' " Tloglog N ()]
COROLLAIRE 10. §i K est le corps des rationnels, ou une extension

quadratique imaginaire de ce dernier, alors pour tout z € O vérifiant |N(z)|
> e, on a la majoration suivante :

log(2)1og|[N(2)| (- logloglog [N(2)|
0g(3(=)) < g Tog IN(2)] < loglog [N (2) >+log(6)‘
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3. Démonstration du théoréme 1. On suppose dans cette partie que
K est soit le corps des rationnels, soit une extension quadratique imaginaire
de Q, et que la fraction f € Q(X1,...,X};) dépend effectivement de deux
variables au moins. Le cas particulier ou k = 1 est en effet élémentaire, il sera
néanmoins abordé au paragraphe suivant dans le cas de corps de nombres
quelconque.

On montre dans un premier temps le théoreme 1 pour une fraction a
coefficients dans K. On verra a la fin de ce paragraphe comment se ramener
A ce cas quand f est & coefficients dans Q.

On se donne donc une fraction rationnelle f = P/Q, et 'on suppose
que @ n’est pas un polynome constant. On peut donc choisir P et ) dans
K[X1,...,X;,Y],oulon anotél = k—1, et ot le polynéme @) dépend effec-
tivement de la variable Y. Quitte a multiplier P et () par un dénominateur,
et a les diviser par leurs facteurs communs, on peut supposer qu’ils sont a
coefficients dans O, et que leur résultant R € O[X1,..., X;] en la variable
Y est non nul. On considere ’ensemble

P(ZL']_,-- . 7(1:[,3/)
Fy= I+1 : = )
0 {(x17 7$l7y)60 Q(«T17 7xl7y) OOu Q(xl,,SUl,y) EO

Puisque R est combinaison linéaire a coefficients dans O[X;,...,X;] de P
et de (), on a clairement I’inclusion Ey C Fy, ou

R(l’l xl)
Fo=<(z1,...,z,y) € O Q(z1,...,21,y) =0 ou — 6(’)}.
0 {( ! : y) Q( ! : y) Q(xla”'axlay)

Soit M > 1 un entier. Dans la suite, on détermine une majoration du car-
dinal de Fy(M). Pour cela, on fixe tout d’abord (z1,. .., x;) dans O'(M). Si
le polynéme Q(z1,...,x;,Y) n'est pas nul, on a

card{y € O(M) : Q(z1,...,21,y) = 0} < degy Q,

- R(xy,...,2)
card {y €eOM) : Qler, . a1) € (’)} <degy Q- 0(R(x1,...,x7)).
On majore maintenant le cardinal de I’ensemble Go(M) composé des points
(z1,...,2;) € OY(M) pour lesquels le polynéme Q(z1,...,2;,Y) est nul.
Soit (x1,...,2;) € OY(M). Puisque Q dépend réellement de la variable Y,
il existe un polynéme Qy € O[X1,...,X;] non nul ('un des coefficients de
@ vu comme polynome en Y'), et dont les degrés en X; sont respectivement
inférieurs ou égaux a ceux de @, pour lequel

Qo(l‘l, ceey l‘l) =0.
Soit Qo est une constante non nulle et dans ce cas I'ensemble Gg (M) est
vide, soit le polynome Q¢ dépend au moins d’une variable. On a alors

card(Go(M)) < card{(z1,...,2;) € O'(M) : Qo(z1,...,2;) = 0}
< deg(Qo) card(O'=1(M)).
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On obtient alors

card(Fp(M)) < 2degQ<card(Ol(M)) + Y (R, ,xl))).
xeO!(M)\Go (M)

x=(2150521)
Si R est un polynéme constant, alors on peut trouver une constante Cy ne
dépendant que de K, P et @, et pour laquelle
card(Fo(M)) < Cy card(O'(M)).

On suppose désormais que le résultant R n’est pas constant, et on note ¢ son
degré total. Par choix de K, la norme associée a I’extension K de Q vérifie
I'inégalité triangulaire. Ainsi, il existe une constante C; > 0 pour laquelle si
M > e on a

V(z1,... 1) € O4(M), N(R(zy,...,2)) < C1(M?+1).

De plus, d’apres le corollaire 10, pour tout z € O vérifiant |[N(z)| > e, on

a la majoration
log(2) log [N (2)| logloglog [N (z)|
log (4 < 1 1 .
806 < g log IN(2) loglog V(=) ) T80
En particulier, avec z = R(x1,...,x;), oi (x1,...,1;) € OY(M), on obtient
I’existence d’une constante Cy > 0 pour laquelle
log(M)
log(d < —= 1+ 1].
ox(0(R(ar.....o0) < o B0 1)
Ainsi, il existe une constante C3 > 0, ne dépendant que de K et de f, et
vérifiant

S(R(x1,...,27)) < 03M02/10g10g(M).
On obtient finalement I'existence d’une constante Cy > 0, pour laquelle

card(Fo(M)) < 2deg@ <Card((’)l(M)) + Z CSMCQ/log log(M)) ?
x€O'(M)\Go (M)
x=(Z1,...,27)

< 04(Ml+02/loglog(M) + 1).

On a donc démontré que si f € K(X1,...,Xy) est une fraction rationnelle,
il existe des constantes x > 0, K > 0 et My > 0 pour lesquelles si f n’est
pas définie ou prend des valeurs entieres sur Z sur un ensemble E vérifiant

M > My, card(E(M)) > ,agj\/_/”l‘~‘*1+></10glog(M)7

alors nécessairement f est un polynome.

On se place désormais dans les conditions du théoreme 1, et on utilise
le résultat précédent. La fraction f est donc & coefficients dans Q, et pour
chaque point z de E, soit f(z) n’existe pas, soit f(z) est entier sur Z. Soit
K Dextension engendrée sur K par tous les coefficients de la fraction f, et
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g1, --,9u les K-isomorphismes du corps Ki. On pose X = (X1,...,X}) et
on considere le polynéme

Iz Iz
GY) =V —g:(f(X)) =D Gi(X)Y' € K(X)[V].
i=1 i=0
Pour tout z € O et pour tout i € {1,...,u}, on a 'implication suivante :

f(z) entier sur Z = G;(z) € O.

Ainsi, d’apres le résultat intermédiaire précédent, & condition de choisir des
constantes x, k et My suffisamment grandes, les GG; sont des polynémes. Par
suite, G(Y) est un élément de (K[X])[Y]. Or, il est unitaire et s’annule en
f(X). Par conséquent, f(X) € Q(X) est entiere sur Q[X], c’est donc un
polynéme : f(X) € Q[X]. =

4. Fractions rationnelles en une variable. Il est clair que si K est le
corps des rationnels ou une extension quadratique imaginaire de ce dernier,
et si f € Q[X] n’est pas définie ou prend des valeurs entieres sur un sous-
ensemble E de O, il suffit de savoir que E est infini pour conclure que f
est un polynoéme. Dans le cas d’un corps de nombres quelconque, ce fait n’a
plus lieu. Avant de commencer la démonstration du théoreme 3, on donne
quelques définitions et notations.

Onnoter =7(K)=s+t—1,et 01,...,05,0541,0541s---,0s+t,Tstt 1€S
isomorphismes de K dans C. Le théoreme de Dirichlet (voir [BS, chap. II,
§4.3]) donne alors 'existence d’un r-uplet (e1,...,&,) d’'unités de O, appelé
systeme d’unités fondamentales de U, tel que toute unité e € U s’écrive de
maniere unique sous la forme

e=_eft e,
ou ( est une racine de I'unité appartenant au corps K, et ou (nq,...,n,) est
un r-uplet d’entiers relatifs. On fixe désormais un systeme d’unités fonda-

mentales (e1,...,¢,) de U. Soit € = (ef' --- €)' un élément de U ; on pose

o(e) =max{|n;|: i1 =1,...,r}.

On s’intéresse maintenant au théoreme 3. De la méme maniere que dans

la preuve du théoreme 1, on peut se ramener au cas ou la fraction f est a
coefficients dans K. De plus, quitte a prendre le résultant du numérateur et
du dénominateur de f, on peut supposer qu’elle s’écrit de la facon suivante :

f(X) - XV; ~ v d - ’
(X) XY(a(d)X94---4+a(1)X + a(0))

ou les nombres a, a(d), ..., a(0) sont des éléments de O, et ou d, a(0) et a(d)
sont non nuls. On se donne enfin un ensemble D(a) C O formé de la famille
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des diviseurs de a, non associés deux a deux :
D(CL) = {51, N ,(SJ},

ou (d1,...,07) est un systeme de représentants des classes de diviseurs de a
modulo la relation d’équivalence ~ définie comme suit :

5~ & (6 et d sont associés) < Je e U, d =&d'.

Si a(0) est un diviseur de a, alors on le choisit comme représentant de sa
classe modulo les unités. Ainsi, si a(0) divise a alors c’est un élément de

D(a). On définit enfin
Ey={z€0:2"P(2)|a}.
La démonstration du théoreme 3 comporte trois étapes, dont les résultats
seront regroupés dans une breve conclusion. On verra aussi que dans le cas

particulier ou v est non nul, I’ensemble Fj est fini. On donnera enfin un
exemple illustrant le caractere optimal de I'exposant r(K).

PREMIERE ETAPE : Recherche de k pour lequel |0y ()| est «grand ».
Dans ce paragraphe, on montre le lemme général suivant.

LEMME 11. [l existe une constante & > 0 dépendant de (e1,...,&e,) telle
que pour toute unité € de K, on puisse trouver un indice k € {1,...,s+t}
vérifiant la minoration

lok(e)] > efole),

Preuve. Puisque € est une unité, il s’écrit ¢ = (' --- €', ol ¢ est une
racine de 'unité de K, et ou (nq,...,n,) est un r-uplet d’entiers relatifs. On
définit encore les objets suivants. Si A est un élément de K, on note

((N) = (log|ot(N)],...,log|os(N)],log |oss1(N)[%, ..., log st (M)
= (El(A)’ cee afs-i-t()‘))'

C’est un résultat classique que 1'ensemble A = {£()\) : A € U} C R¥H est un
réseau de rang r = s + t — 1. Puisque pour tout indice ¢, on a ’égalité

loi(e)| = |oi(e)[™ -+ - [oi(er)[™,

on a aussi

T

&(6) = ZTLj&(Ej).

j=1

Ainsi, si 'on note A(ey, ..., &) la matrice [4;(¢;)]i=1,...s+¢, on a 'égalité
J=1,..,r
ni 51(6)

A(El,...,gr)' —
ny 4 (e)
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La matrice A(ey,...,e,) est de rang 7, et tous ses mineurs d’ordre r sont
égaux a un méme nombre R ([BS, chap. II, §4.4]), qui ne dépend pas du
systeme (e1,...,&,) d’'unités fondamentales choisi. Ce nombre R est appelé
régulateur du corps K. On peut inverser le systeme linéaire précédent, et
obtenir des relations du type suivant :

s+t

1
Vpe{l,...r}, mnp,= = Zﬁp,q(&, oo En)ly(e),
q=1

ou les By 4(€1,...,e,) sont des polynémes homogenes de degré r — 1 en les

li(g5). On peut donc trouver une constante Cyp > 0 ne dépendant que de

(€1,...,&r) vérifiant

o(e) < Comax{|ly(e)| : q=1,...,s+t}.

Soit j € {1,...,s+t} pour lequel |[¢;(¢)| = max{|l4(¢)| : ¢ =1,...,5+t}.
Si £j(e) > 0, alors en prenant k = j le lemme est clairement démontré.
Si¢;(e) <0, alors on a p(e) < —Coyl;(e). Puisque € est de norme 1, on a

EZE ly(e) = 0, ainsi

s+t

1
S ) = ~45(6) = 5 o)
0
q=1
q#j
Par conséquent, il existe un indice ¢ € {1,..., s+ t} pour lequel

1
14 > — .
q(€) = Co o(e)
Le lemme 11 est donc établi en choisissant £ = ¢. =

DEUXIEME ETAPE : Minoration de |o%(2)|. Soit z un élément de Ej.
Ainsi, P(z) divise a dans 'anneau O. Par définition de D(a), il existe donc
un unique § € D(a) pour lequel € = P(z)/J est une unité de O. On rappelle
que le polynéme P s’écrit de la facon suivante :

P(X)=a(d)X%+ - +a(1)X + a(0).
On définit alors la maison de P par
[Pl=max{|o;(a(j))|:i=1,...,8+tet j=0,...,d}.
D’une part, on a les majorations
Vie{l,...,s+t}, Ve €C, |oy(P)(x)| < (d+1DIPI(|Jz|? +1).

D’autre part, € est une unité, donc, d’apres le lemme précédent, on peut

trouver un indice k € {1,...,s+t} vérifiant |oy ()| > £2). Par conséquent,
cole) < | or(P)(or(2)| _ (d+1)IP] d
e < < op(2)|"+ 1),
7400) ) (D
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d.

o3 (2)|? > Crefe® —1 > % ebele)

et donc, on obtient une minoration de |o(z)]

ou la constante
o — min{|o;(d)| : 6 € D(a),i € {1,...,s+1t}}
(d+1)[P]
ne dépend que de P et de a, et ou la deuxieéme minoration a lieu pour p(¢)
suffisamment grand.
Finalement, on a démontré qu’il existe k& pour lequel, si p(¢) est suffi-
samment grand, on a

1/d
los(2)| > lT £C20(e)

)

ou Cy = £/d est une constante dépendant de K et de d.

TROISIEME ETAPE : Minoration des autres |o;(z)|. C’est dans cette par-
tie qu’intervient I’hypothese faite sur f. On rappelle qu’on a choisi z € F et
0 € D(a) tels que ¢ = P(z)/d soit une unité. On a décomposé cette unité
dans le systeme d’unités fondamentales choisi,

e=_(ett e,

ou ¢ € K est une racine de 'unité, et ou (n1,...,n,) € Z". On a donc
P(z) = a(d)z? + -+ a(l)z +a(0) = ¢} - e,
Comme d et a(d) ne sont pas nuls, on peut écrire cette relation sous la forme
zA(z) = 6Cet - e — a(0),

ot A(z) = a(d)z?¥ 1 + -+ a(1). Si |o;(2)| est supérieur & 1, alors on en a
une bonne minoration. Sinon, |o;(z)| < 1, et donc

loi(A) (03(2))| < dlPI.
On obtient alors
()] = 1O —a(0))

|0i(A)(a4(2))]

1)
> I ny ., Nr o .
Cs O'Z<a(0) €1 ok ) 1'

4]
oy treer) 1

On utilise pour cela un résultat de P. Philippon et de M. Waldschmidt (voir
[PW]), et on distingue deux cas.

Il reste donc & minorer
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Premier cas : § = a(0). On doit trouver une bonne minoration de
loi(Celt -+ - epr) — 1]. Par unicité de 'écriture de € = (e* - - - €]'*, ce nombre
est non nul, on peut donc utiliser le théoreme 1.2 de [PW]. Si g est supérieur
ou égal a e, on a

o) <o = |oi(Cet - el) =1 > e~ Calog(o)

ou C4 > 0 ne dépend que de K et du systeme d’unités fondamentales choisi.
On obtient donc le résultat suivant :

Vo> o1,Vie{l,...,s+1t}, V2 € Ey,si P(z) =ed avec § € D(a) et e €U :
o) <o = loi(2)| > e” 180,
ou 01 et Cs sont des constantes dépendant de K et du systéme d’unités
fondamentales choisi.
Deuziéme cas : § # a(0). Par choix de D(a), § et a(0) ne sont pas

associés, ce qui signifie que le quotient §/a(0) n’est pas une unité. Comme
précédemment, on détermine une minoration du nombre non nul

5 n n
O'Z<m 611"'6TT> — 1.

On applique comme dans le cas précédent le théoreme 1.2 de [PW]. On
obtient donc, de la méme manieére, une minoration de |o;(z)|, & ceci pres
que les constantes o1 et Cs dépendent maintenant de K, § (donc a) et a(0).

CONCLUSION. Soit z € O tel que f(z) soit un élément de O. D’apres la
deuxieéme étape, il existe un indice k € {1,...,s + ¢} pour lequel |o(z)| >
eC60(@) (si p(e) est assez grand), ol € est uniquement déterminé par 1’égalité

P(z)=¢d (0 € D(a)).

La troisieme étape donne une minoration pour tous les autres |o;(z)|. Si o(¢)
est suffisamment grand, on a

Vie{l,...,s+t}, |oi(z)| > e Colosle®)
En multipliant ces inégalités, on obtient
o(e) > 02 = |N(2)| > 772

ou 02 > 0 et C'y > 0 sont des constantes dépendant de K et de f. Ainsi, si
z est un élément de E(M), alors o(¢) est plus petit que

1
max<g2, = log<M>) < Cilog(M).

On désigne par c¢(K) le cardinal du groupe fini des racines de I'unité de U ;
il y a alors au plus
c¢(K)(2Cglog(M) + 1)"
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choix possibles pour ¢ = (ej'---el'". De plus, & chaque € et & chaque
0 € D(a), il y a au plus deg(P) valeurs possibles pour z. Ainsi, on a les
majorations suivantes, qui achevent la démonstration du théoréeme 3 :

card(Ep(M)) < ¢(K)deg(P) card(D(a))(2Cslog(M) + 1)"
< Cy(log(M)" + 1),
ou Cy est une constante dépendant de K, a et P.

CAS PARTICULIER : v > 1. Dans ce cas, si z est un élément de O tel
que f(z) est entier sur Z, alors z divise a dans O, et donc

IN(2)] < [N (a)|.

Par conséquent, 'ensemble Ey(|N(a)|) est ensemble Ey tout entier, ce
dernier est donc fini.

OPTIMALITE. On se donne la fraction f définie par

1
X)=—
et I’on considere I'ensemble E formé des entiers de la forme
z(ni,...,ny) =eft el + 1.
Par unicité de I’écriture d’une unité dans la base fondamentale (e1,...,&,),
les z(n1,...,n,) sont distincts. Il existe de plus une constante C' > 0 pour
laquelle, pour tout z = z(ny,...,n,) € E, on a
s s+t
2
ING)| =]]lea2)| T loi(2)]
i=1 i=s+1
s s+t
<[[(oset) - oile) + 1) T] (o) - ailep)| + 1)
i=1 i=s+1
S ecmax{lnl‘vn-?ln’f'}'
Ainsi, des que max{|ni|,...,|nr|} est plus petit que (1/C)log(M), l'entier
z(n1,...,n,) est un élément de E(M). Par conséquent,

card(E(M)) > % log(M)",

ce qui montre bien que I'exposant r = r(K) est optimal.

5. Cas général. Dans cette partie, K est un corps de nombres quel-
conque. On se donne une fraction f € Q(X1,...,Xy) dépendant de k > 2
variables au moins. Comme précédemment, on peut se ramener au cas ou
f est a coefficients dans K. On considére R et @ dans K[Xy,...,X;, Y],
ou !l = k — 1. On suppose que le polynome () n’est pas constant, et qu’il
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dépend effectivement de la variable Y. Quitte a faire les mémes manipu-
lations algébriques élémentaires que dans les parties précédentes, on peut
supposer que R ne dépend pas de Y, et que les polynémes R et () sont a
coefficients dans O. La démonstration qui suit est une combinaison des deux
précédentes. On considere ’ensemble

R
F():{(2171,...,1‘[,]/)EOliQ(iUl,...,l‘l,y):Oou <x17 7ml))60}.

Q(xlv e XL, Y
On détermine une majoration du cardinal de Fy(M).
On fixe désormais un systéme d’unités fondamentales (e1,...,e,)

de U. On définit tout d’abord la notion d’entier réduit modulo le systeme
(€1,...,&r). Soit A € K ; on pose N = |N(A)|. On rappelle que I'on a noté
{A) = (loglor (V). loglos(M)], og o1 (A%, .., log o (M) )
= (l1(N)y ..oy lsit(N)).
Ainsi, £()\) appartient & ’hyperplan affine d’équation
s+t

(H(N) > X = los(V

qui est parallele & celui engendre par les unités de K, et d’équation
s+t

(H(1)) ZXZ- = 0.

L’ensemble A = {{(¢) : £ € U} est un réseau de (H(1)), par conséquent
An = A+ (log(N),0,...,0)

est un translaté de A dans (H(IV)). Ainsi, tout parallélogramme fondamental
dans (H(INV)) contient un et un seul entier associé a A. On consideére le
parallélogramme fondamental suivant :

II(N) = {(log(N),0,...,0) + z1l(e1) + - - - + zl(er) : 21, ..,z € [0, 1[}.

On dira alors que A est réduit modulo (e1,...,&,), s'il appartient au para-
llélogramme IT(|N(N)|). L’intérét des entiers réduits est que leurs conjugués
ne «s’éloignent» pas trop de leur norme. En effet, si A est réduit modulo
(e1,...,&r), alors on a

(X)) = (log(N),0,...,0) +z1l(er) + - - - + x,l(er)

avec 0 < x; < 1pouri=1,...,s+t. Par conséquent, on a les encadrements
suivants :

log(N) = > l1(g5)] < £1(X) < log(N) + Z 101(¢;)]
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N <) e (i=2,...,7).
j=1

Ainsi, on a le lemme qui suit.

LEMME 12. Soit (e1,...,e;) un systéme d’unités fondamentales de U.
Alors, il existe 1 > 0 et 1o > 1 pour lesquelles pour tout entier \ réduit
modulo (€1, ...,&,) on a les encadrements suivants :

m <o < mINO)| et m < |oN)| <m pouri=2,....r
On rappelle le résultat suivant (voir [L, théoréme 2.4, p. 57, chap. II]) :
3C >0, card(O(M)) = CMlog(M)" + O(M log(M)"™1).

Comme dans la démonstration du théoreme 1, on peut majorer conve-
nablement le nombre de points (z1,...,2;) € O'(M) qui rendent identique-
ment nul le polynéme Q(x1,...,x;,Y). Ainsi, grace a 'assertion précédente,

card{(z1,...,xz;) € OYM) : Q(x1,...,2,Y) = 0} < ~vo(Mlog(M)" + 1)1,

ol g > 0 est une constante dépendant de @ et de K.
On fixe désormais (1, . ..,2;) € OY(M) pour lequel

Q(z1,...,21,Y) #0.
On suit la démonstration du théoreme 1. On majore donc le cardinal de
I’ensemble E(()xl""’xl)<M>, ol
B ™ —{y € 0:Q(an, ..., u,y) | R(x1, ... 2}
On pose dans la suite de la démonstration
a=R(z1,...,21).
On note encore
D(a) ={d1,...,ds} (J=J(z1,...,27)),

la famille des diviseurs de a non-associés deux a deux, et qui sont réduits

modulo la base (g1, ...,¢&y).
On rappelle les propriétés élémentaires suivantes. Soient « et 3 des
éléments du corps de nombres K. En notant n = [K : Q], la définition

de la hauteur logarithmique de Weil et les propriétés (3.3) du chapitre 3 de
[W] ont pour conséquences les inégalités suivantes :
IN(a)| < Hg ()",
Hg(a+8) < 2"Hg () Hg (B),
Hg(aB) < Hi (o) Hi (),
Hg(a/B) < Hi (o) Hk (53).
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Par conséquent, on peut trouver des constantes v; > 0 et vo > 0, ne dé-
pendant que de n, @ et R, pour lesquelles on a I'implication suivante :

e {Hc ()} < M} N {HK(Q(x1, csany)) S (M2 +1),
s Hi(y) <M Hyg(R(x1,...,2)) < (M2 +1).

(€1,..7)

Soit y € Ej ; alors Q(x1,...,x1,y) divise a = R(x1,...,x;). Par
conséquent, il existe un unique § € D(a) et un unique € € U pour lesquels

Q(x1,...,x1,y) = de.
On rappelle encore, pour tout élément o de O, les encadrements suivants :

_max_{lo(@)[} < Hicla) < (_max_{lo(a)[})"

=1,.., =1,..,
Puisque ¢ divise a, et puisqu’il est réduit modulo (eq,...,&;), en vertu du
lemme 12, on a les majorations successives suivantes :

Hi(9) < (,_max {loi(d)[})" < (n2|N(9)])"

=1,...

2

< (|N(a))" < g Hr(a)"
<A mp (M 4 1)
D’autre part, en appliquant le lemme 11, on obtient les minorations
Hile)2 _max_{loi(e)[} = o).

Finalement,
et < Hy(e) < Hi(Q(x1, - ., m1,y)) Hi (6).
Donc, il existe des constantes v3 > 0 et 4 > 0, ne dépendant que de n, P, Q
et du systeme (eq,...,&,), pour lesquelles
ef9E) < g (MM 4 1).
On peut ainsi trouver une constante v > 0 vérifiant

o(e) < ys5(log(M) +1).
Cette majoration permet d’évaluer le nombre maximal de £ possibles, et

donc de majorer le cardinal de Eéxl""’xl) (M). Comme dans la conclusion de
la démonstration du théoreme 3, on a

card(ES" " (M) < c(K) degy (Q) (275 (log(M) + 1) + 1)" card(D(a))
< 76(log(M)" card(D(a)) + 1),

ou 7 est une constante positive. Il reste donc, pour conclure, & majorer
convenablement le cardinal de I'ensemble D(a). On utilise & cet effet les
résultats de la partie 2, et plus précisément le corollaire 10. On connait les
majorations

IN(a)| < Hre(a)" <A7 (M7 +1)"



Valeurs entiéres de fractions rationnelles 167

Ainsi, il existe 7 > 0 et vg > 0 vérifiant
card(D(a)) < 7 Ms/108l0s(M)

Finalement, grace a la majoration de card(O(M)) citée précédemment, on
conclut comme dans la partie 3 :

card(Fé“""’m (M) < ,nglJr“/S/loglog(M)’

ce qui acheve la démonstration du théoreme 5. =

6. Annexe. On traite dans cette annexe le cas particulier des fractions
rationnelles & deux variables et on suppose que K est le corps des rationnels.
Comme précédemment, il suffit de traiter le cas des fractions rationnelles
s’écrivant sous la forme

FxY) = oK)
Q(X,Y)
ou R et () sont des polynémes a coefficients dans Z. On reprend globale-
ment la démonstration du théoreme 1, mais au lieu de majorer brutale-
ment 0(R(z)), on utilise une majoration de la moyenne des 0(R(z)) die a
J. G. van der Corput. Il démontre en effet le résultat suivant (voir [VDC,
proposition 3]). Il existe un nombre 2 > 0, dépendant de R, tel que pour
tout entier M > 3 on ait

Y 6(R(x)) < Mlog(M)?.
z=1,....M
R(z)#0

Quitte a considérer le polynome R(—X) on a aussi la majoration
> 6(R(x)) < 2M log(M)? + 5(R(0)).

|| <M
R(z)#0

On a tout d’abord la majoration
card{(z,y) € Z*(M) : R(z) =0 ou Q(x,Y) = 0}
< (2M + 1)(deg R + deg Q).

On considere désormais les x € Z(M) pour lesquels R(z) est non nul et
Q(z,Y) n’est pas le polynéme nul. D’une part, pour un tel x on a

card{y € Z(M) : Q(z,y) = 0} < degy Q.

D’autre part, on a aussi

card{y € Z(M) : Q(x,y) | R()} < (degy Q)3(R(x)).
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Finalement,
card{(z,y) € Z2(M) : Q(z,y) = 0 ou Q(z,y) | R()}

< C1M +degy(Q) Y 6(R(w)) < Co(Mlog(M)? +1),
|lz|<M
R(x)#0

ou C5 > 0 est une constante dépendant des polyndémes R et @, et {2 > 0 un
nombre dépendant de R. Ainsi, on a démontré le théoréme suivant.

THEOREME 13. Soit f € Q(X,Y) une fraction rationnelle. Alors, il
existe des constantes Co > 0,82 > 0 et My > 0, dépendant de f, pour les-
quelles pour tout sous-ensemble E de 72 vérifiant

IM > My, card(E(M)) > CoM log(M)?,
on a limplication suivante :

Vz € E, f(2) €Z ou f n'est pas définie en z = f € Q[X,Y].

L’exemple qui suit montre qu’on ne peut pas espérer supprimer le terme
log(M). On consideére la fraction

F(X,¥) = 2 € QX, Y]

et Iensemble £ = {(az,z) : (a,z) € Z?}. C’est un exercice facile que de
calculer le cardinal de E(M). En particulier, on en a 1’équivalent suivant :

card(E(M)) ~ 2M log(M).

La fraction f prend des valeurs entieres en chaque point de I’ensemble E et
n’est pas un polynéme, ce qui montre bien la nécessité d’un terme log(M).
On peut alors raisonnablement conjecturer 1’énoncé suivant.

CONJECTURE 14. Soit f €Q(X1, ..., X}) une fraction rationnelle. Alors,
il existe des constantes Cy > 0, 2 > 0 et My > 0, dépendant de f, pour
lesquelles pour tout sous-ensemble E de ZF vérifiant
IM > My, card(E(M)) > CoM* og(M)*?,
on a l'implication suivante :

Vz € E, f(2) €Z ou f n'est pas définie en z = f € Q[Xy,...,Xy].
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