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I. Introduction. Soit F, le corps fini a ¢ éléments, ¢ étant impair,
et [F,[X] 'anneau des polynémes & une variable sur le corps F,. Certaines
analogies entre les propriétés arithmétiques de 'anneau F,[X] et 'anneau Z
des entiers relatifs ont été mises en évidence. En particulier, en ce qui con-
cerne l'arithmétique additive, les problemes de Waring [18] et de Goldbach
[14] ont été étudiés et plus particulierement le probléme de Waring pour les
carrés ([6]-[12]).

Dans [2], M. Car a établi une estimation asymptotique du nombre
o(s, M) de représentations d’un polynome M € F,[X]| comme somme de
s carrés de polynomes irréductibles :

M =P +...+ P2

Py, ..., Ps étant des polynomes satisfaisant aux conditions de degré les plus
restrictives possibles, & savoir pour tout i = 1,...,s,

deg P, <n si degM € {2n,2n — 1},

et cela pour s > 5.

D’autre part dans [5], M. Car a établi une estimation asymptotique du
nombre R(Aj,...,As; M) de représentations d’'un polynéme M € F,[X]
comme somme

M=AY2+.. . +AY2
les polynomes Aj, ..., As étant donnés premiers entre eux deux a deux, les
polynémes Y7, ..., Y; satisfaisant aux conditions de degré les plus restrictives
possibles.

Une généralisation naturelle de ces deux problemes est la suivante : étant
donnés Ay, ..., As polynémes de F,[X], peut on représenter les polynomes
M e F,[X] comme somme

(1) M= AP+ ...+ AP
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Py, ..., P étant des polynomes irréductibles de F,[X] satisfaisant aux con-
ditions de degré les plus restrictives possibles, a savoir, pour i = 1,...,s,
(2) deg P; < m;?

Ici m; est défini par
dog M — deg A; — { 2my; s? deg M — deg A; est ?air, |
2m; — 1 sideg M — deg A; est impair.
Conformément a la terminologie de G. Effinger et D. Hayes [13], une re-
présentation (1) satisfaisant la condition (2) est appelée une représentation
stricte.

Comme le cas degA; = ... = deg A; = 0 est semblable au cas A; =
... = A; =1 déja étudié dans [2], on supposera qu’au moins un polynéme
parmi Aq,..., As est non constant.

Comme il a déja été noté dans [5], sans hypotheses supplémentaires sur
les polynémes Aq,..., A, il existe une infinité de polynémes M € Fy[X]
n’admettant pas de représentation (1). Dans ce qui suit, nous supposerons les
polynémes Aj, ..., As; premiers entre eux deux a deux. Sous ces hypotheses
nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME. Soient un entier s > 5 et Ay,..., Ay des polynomes de
F,[X] premiers entre euxr deuz a deux. Alors :

(i) Siq =7 ouq > 9 tout polynéme M € Fy[X] de degré assez grand
admet une représentation stricte comme somme

M= AP+ ...+ AP
De plus, si Rs(M) désigne le nombre de ces représentations on a
Ry(M) > (deg M)~%|M|¥/271,

la constante intervenant dans le symbole > ne dépendant que de q, s et
Ap, .. A

(ii) Siqg =5 ouq =9 et au moins quatre parmi Ay, ..., As ont des degrés
de méme parité, soient A;,, ..., A;,, le résultat précédent reste valable pour
les polynomes M tel que deg M = deg A;, mod 2.

La condition s > 5 est une condition technique. En fait, cette condition
est nécessaire pour la convergence des séries singulieres S4(M) (voir Propo-
sition IV.9). Jusqu’a maintenant on n’a pas de démonstration pour le cas
s = 4 et on ne peut pas donner de contre-exemple.

I1. Notations et conventions. Nous reprenons ici — en les rappelant
— les notations utilisées dans [3] et [5]. Dans cet article, le mot polynéme
désignera un polynéme de F,[X]. On désigne par M I’ensemble des poly-
nomes unitaires, par M; ’ensemble des polynomes unitaires de degré [, par
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I ’ensemble des polynoémes irréductibles unitaires et par I* I’ensemble des
polynomes irréductibles quelconques. Si A et B sont des polynémes non
nuls, on note (A, B) leur pged unitaire.

Soit H un polynéme non nul. On note deg H son degré, et Cz ’ensemble
des polynomes de degré strictement inférieur au degré de H identifié a
I’ensemble des classes de congruence modulo H. Le groupe multiplicatif
des classes inversibles modulo H sera noté Cj;, 'ordre de ce groupe sera
noté ¢(H). La fonction @ ainsi définie a les mémes propriétés que la fonc-
tion d’Euler classique. Sur le corps K = F,(X) des fractions rationnelles, on
définit une valuation v par

A
v(§> =degB —deg A

si A et B sont des polynémes non nuls. Le complété K., de K pour cette
valuation s’identifie au corps Fy((X 1)) des séries de Laurent en 1/X sur le
corps Iy, la valuation v se prolongeant aux éléments non nuls de K, par

v( i aSXS> = —sup{s € Z; as # 0}.

S§=—00

On associe a cette valuation la valeur absolue | | définie par

o= {71 070
0 sia=0.
Nous noterons simplement | | cette valeur absolue car le contexte nous per-
met de la distinguer de la valeur absolue classique sur le corps R des nombres
réels ou le corps C des nombres complexes qu’on va utiliser.

Soit u € Keo;siu=73 oo usX*®, onpose Res(u) = u_;. De plus, pour
tout non nul u € Ko, on pose sgn(u) = u_y(y)-

Si B est un sous-ensemble non vide de {1,..., s}, on désigne par #B le
cardinal de B. D’autre part, si aq,. .., a, sont des éléments de I, pour tout

x € F, on note rg(aq, ..., o) le nombre de solutions (z;)icp € (IE‘;']‘)#B

de I'equation
T = Z aix%.
1€EB
Pour tout entier j > 1, on pose
J qk
II.1 T = —1)—.
@y =Y -2

k=1

III. La méthode du cercle. Soit ¥ le caractere additif défini sur I,

v 2 tr(x)
V() = exp(T),
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ou tr est I’application trace de F, dans IF,. Au caractére non trivial ¥, on
associe le caractere additif non trivial £ de K, défini par

E(u) = ¥(Res(u)).
On désigne par P l'idéal de valuation, et, pour tout entier j, par P; I'idéal
{t € Koo; v(t) > j}.
Les ensembles P; sont des sous-groupes compacts du groupe additif locale-
ment compact Ky,. Désignons par dt la mesure de Haar sur K., normalisée
alsur P.
Nous rappelons ici quelques résultats établis dans [14] que nous utili-
serons fréquemment par la suite.
‘ProposITION IIL1. (i) Pour tout entier rationnel j, P; a pour mesure
q.
(ii) Pour tout H € Fy[T|, E(H) = 1.
(iii) Soit H un polynéme non nul et soient A et B deux polynomes. Alors,
A B
A=B dH) = E|—= ) =E(—=|.
ot = 5(77) = (7)

(iv) Pour tout u € Ky, on a
v(u) >2 = E(u)=1.
(v) Soient un entier j > 0, u € Ky et b € P. Alors,

S E(ut) dt = {qu(“b) si v(u) > —j,

(IIL1) si v(u) < —j.

b+P;
(vi) Soient G et H des polynomes, H n’étant pas nul. Alors,
G |H| si H divise G,
II1.2 E| — =
a5 e(5e)-{g

si H ne divise pas G.

ReCy
Soit un entier s > 5. Soient Aj,...,As des polynémes premiers entre
eux, 'un d’entre eux au moins étant non constant. Pour ¢ = 1,... s, soient

a; = deg A;,  a; =sgn(A;).

Sans perte de généralité on peut supposer que a1 < ... < as. On a donc
as # 0. Soit n un entier naturel tel que

1 1
(IIL.3) n1/3 > 2(2q(logq) 2+ > ) + 2 4 2,

4 2 2

pu— 2 .

Soit M un polynome de degré 2n ou 2n — 1. Soit Rs(Ai,...,As; M) le
nombre de solutions (P,..., Ps) € (Fy[X])® de I'equation (1), vérifiant les
conditions de degré (2).

(I11.4) n—4n
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On rappelle que pour tout ¢ =1,...,s,
(IIL5) deg M — dog A; = { 2my; S? deg M — deg A; est ‘pair, |
2m; — 1 sideg M — deg A; est impair.
Soit u(M), respectivement v(M), Pensemble des i € {1,...,s} tel que
deg M = a; mod 2, respectivement deg M # a; mod 2. Pour i = 1,...,s, on
note f; 'application de P dans C définie par

(I11.6) fity=">Y_ E(AP.
Pper*
deg P<m;

On pose

(I11.7) F(t)=]] .
=1

Alors, d’apres la relation (III.1) on a

(I11.8) Ry(A1, ..., Ag M) = | F(t)E(-Mt) dt.
P
Pour alléger les notations, quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons
Rs(Ay,...,As; M) = Rs(M).

DEFINITION 1. Soit un entier [ > 0. On appelle fraction de Farey a
l'ordre [ toute fraction rationnelle G/H telle que :

(i) H est un polynéome unitaire de degré <,

(ii) G et H sont des polynémes premiers entre eux,

(iii) deg G < deg H.

Si G/H est une fraction de Farey a l'ordre [, on appelle arc de Farey a
lordre [ de centre G/H la boule

uG/H,l = {t e P; U(t— G/H) > 1 +degH}

On désigne par F; 'ensemble des fractions de Farey a ’ordre . On a alors :

PRrOPOSITION II1.2 ([14]). Soit un entier ! > 0. Lorsque G/H décrit Fi,
les arcs de Farey Ug r, forment une partition de P.

Une telle partition est appelée la dissection de Farey a ’ordre (.
Dans ce qui suit nous utiliserons deux dissections de Farey. La deuxieme
sera définie au chapitre VI. La premiere est une dissection de Farey a ’ordre

(111.9) N = 2n — 4r,
ol
(I11.10) r=[n/3).

Nous noterons Ug i I'arc de Farey Ug p n. Les arcs de Farey Ug g tels
que deg H < 4r seront dits magjeurs. Soit M leur réunion. Les arcs restants
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sont répartis en deux catégories définies comme suit : Posons, pour tout
1=1,...,s,

H A;
II1.11 H =—  A'= L
() Ay T mA)
Les arcs de Farey de centre G/H ou deg H > 4r et ou pour tout i = 1,...,s
deg H; < 4r seront dits arcs médians. Notons M leur réunion. Sur les arcs
majeurs comme sur les arcs médians, on a une bonne approximation des
fonctions f;(t). Enfin les arcs de Farey de centre G/H pour lesquels existe
ie{l,...,s} tel que deg H} > 4r seront dits arcs mineurs. Notons M}, leur
réunion.

Soit
(II1.12) Igyp(M)= | F@)E(-Mt)dt.
Ug/ua
La somme

\ FOE(-Mtydt= > > Igm(M)
M HEM  GeCy,
deg H<4r
donnera de bonne approximation de Rg(M). Le calcul de cette somme fait
apparaitre les premiers termes d’une série singuliere S4(M) qui sera étudiée
au paragraphe suivant.

Posons
(II1.13) RY(M) = | F(t)E(—Mt)dt,
M
(II1.14) Ry (M) =\ F(t)E(—Mt)dt,
M
(I11.15) Ry (M) =\ F(t)E(—Mt)dt.

Convenons que, sans indications supplémentaires, les constantes contenues
dans les symboles < et > ne dépendront que de ¢, s et Ay, ..., As; ou seront
absolues.

IV. Les séries singuliéres. Dans ce paragraphe, M est un polynome
fixé. On pose, pour tout polynéme unitaire H et pour G premier & H

(IV.1) SH,G)= ) E(% R2>,

ReCy

(IV.2) T(H,G) = H S(H,GA;).

=1
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Si H est un polynéme non nul, on pose

_ G
(IV.3) Ay(H, M) =&(H)™* Y T(H, G)E(—M ﬁ)
Gecy
PropoSITION IV.1. Soient Pi,..., P, des polynémes irréductibles uni-
taires et ki, ..., k. des entiers naturels. Alors, pour tout polynéme A, on a
T T T
(IV.4) s(TIrPFa)=TIs(Pa T #P).
i=1 i=1 j=1,j#i

Démonstration. C’est la proposition II1.2 de [5].

PROPOSITION 1V.2. Soient P un polynome irréductible, G un polynéme
premier a P. Alors on a :

(i) Pour tout entier | > 2,

(IV.5) S(P,G) =0.
(i)
(IV.6) IS(P,G)| <1+ |P|'/2.

(iii) Si B est un polynéme non nul, v = vp(B), B* = B/P" et si k est
un entier > 0,
o(P)F stk <w,
|P|"S(Pk=v,B*) sik >wv.

Démonstration. (i) et (ii) sont les propositions V.2 et V.3 de [2], et (iii)
se démontre comme (iii) de la proposition de [5].

(IV.7) S(P* B) = {

LEMME 1 ([4, lemme, p. 14]). Pour tout réel 0 > 1, pour tout réele > 0,
il existe une constante a = a(q,0,¢) telle que, pour tout polynome H sans
facteur carré, on ait

(IV.8) 0“H) < a(q,0,)|HJ,
ot w(H) est le nombre de facteurs irréductibles de H.

COROLLAIRE 1. Soit € un réel positif. Soient H un polynéme unitaire et
A un polynéme quelconque. Alors, pour tout polynéme G premier a H, on a

(IV.9) IS(H,GA)| < |H|Y/?*,

ot la constante intervenant dans le symbole < ne dépend que de q, € et A.
Démonstration. Le résultat se déduit a I’aide des relations (IV.4)—(IV.8).
PROPOSITION IV.3. La fonction H — As(H, M) est multiplicative.

Démonstration. Immédiate.
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PROPOSITION IV.4. Soit H un polynéme avec facteur carré. Alors
(IV.10) As(H,M) = 0.

Démonstration. Soit P un polyndme irréductible tel que P? divise H.
Puisque Ay, ..., A sont premiers entre eux, il existe i € {1,..., s} tel que P
ne divise pas A;. D’apres les relations (IV.2) et (IV.5) on a T(P?(H) @) = 0,
d’ott avec (IV.3), A,(PYPH) M) = 0 et par multiplicativité A,(H, M) = 0.

Pour tout polynome irréductible P, on pose
(IV.11) Us(P,M) =1+ As(P,M).

On désigne par Ns(P, M) le nombre de solutions (Mj, ..., Ms) de la con-
gruence

M =AM+ ...+ AM? (mod P)
telles que My, ..., M, soient non nuls modulo P.
PropoSITION IV.5. Soit P un polynéme irréductible. Alors on a
(IV.12) &(P)*Ws(P, M) = |P|Ns(P, M).
Démonstration. D’apres (IV.1)—(IV.3) et (II1.2),

B(P) AP M) = > H( 2 E<GA R2>) <_M %)

GeCpi=1 * ReCp

= Y X < (A R + .+ASR§—M)>

Rh 7Rsec* GGC*

G
= > ( > (F(AlR%Jr...JrASRg—M)) —1)
Rl,...,RSEC} GeCp
= |P|Ns(P, M) — &(P)°.
L’étude des congruences modulo un polynoéme irréductible P revient a

étudier des équations dans un corps fini a |P| éléments. Le résultat dont on
a besoin est donné par la proposition suivante :

PROPOSITION IV.6. Soit un entier m > 3. Soient by,...,b, des élé-
ments non nuls du corps F,. Pour tout b € IFy, soit

s (b)) =77(b1, ..., by; )

le nombre de solutions (v1,...,xm) € (Fy)™ de ’équation

r

b=bizt+ ...+ bpz2,.
Alors, on a
(Iv.13) lgrn (D) — (=)™ < (¢ — DA+ V)"
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Démonstration. Pour t € Iy, posons
o*(t) = Z ¥ (tz?).
z€lFY
Alors on a
g, (b)) =Y w(—tb) [[ o (tbs),
teF, i=1
d’ou
g, (b) = o (0)™ + > w(—td) [ [ o™ (tbs).
teF; i=1

On déduit de la relation (5.9) de [16] que |o*(tb;)| < 1+ ,/q pour tout ¢ non
nul, ce qui donne

lgr(0) — (¢ — )™ < (¢ — (1 + @)™
PROPOSITION IV.7. (i) Pour g >5 et m >4, et tout b € Fy, on a
(IV.14) rr.(b) > 0.
(ii) Pour g =17 et ¢ > 9, et tout b € Fy, on a
(IV.15) r5(b) > 0.
Démonstration. (i) D’apres (IV.13)
qrp(b) = (=™ = (¢ = 1)1+ )™
Siq > 7etm >4, le membre droit est > 0. Si ¢ = 5, on montre directement
que 75 (b) > 0, et par suite 7}, (b) > 0 pour tout m > 4.

(ii) Sig > 9, on déduit de (IV.13) que r§(b) > 0. Si g = 7, on le démontre
directement.

COROLLAIRE 2. Soit s un entier supérieur ou égal a 5 et P un polynéme
irréductible. Alors,

(IV.16) W (P,M) > ®(P)*((|P|—1)* ' —(|P| - 1)1+ ’P|1/2)s—1)_
Démonstration. On remarque que si P ne divise aucun des polynomes
Ay, ..., A alors
Ns(P,M) =r¥(Ay,..., Ay M),

ou pour tout polynéme Y de Fq[X], Y désigne la classe de Y modulo P. Si
P divise I'un des polynomes A, ..., Ag, soit par exemple A, on a

./\/:;(P, M) = T‘:_I(Zl, e 7As—1; M)
La relation (IV.16) se déduit alors de (IV.13).
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PROPOSITION IV.8. Soit P un polynome irréductible. Alors on a
21 A 1/2 s
(IV.17) |AJ(P, M)| < (qu) |P|1=5/2,
q p—
Démonstration. Conséquence des relations (IV.3), (IV.6) et (IV.7).

PROPOSITION IV.9. (i) Pour s > 5, la série
(IV.18) S(M) =) AJH,M)
HeM
est absolument convergente, et on a
(IV.19) S (M) = [] Z(P, M).
Pel
De plus, pour tout entier t > 0 et tout € € 10,1/2[, on a

(IV.20) > JA(H, M)| < ¢ ),

HeM
deg H>t

la constante impliquée par le symbole < ne dépendant que de q, s, €, Ay, ...
., A,

(ii) Il existe des constantes a1 = ai(q, s, Ai,...,As), ag = a2(q, s, A1, ...
.., Ag), strictement positives, telles que
(IV.21) a1 < 64(M) < as.

Démonstration. Soit H un polynéme sans facteur carré. D’apres (IV.17),

2’A ’1/2q sw(H)
() AH, M) < 2(H) " Y [T(H,G)| < <qT> Ty
Gecy,

D’apres le lemme précédent, pour tout nombre réel € > 0,

() |As(H,M)| < ®(H)™* Z IT(H,G)| < ’H’8+1_5/2,
GeCy
la constante impliquée par < ne dépendant que de q,s,e, Aq,...,As. La

relation (IV.20) s’en déduit. Ceci prouve que la série S4(M) est absolument

convergente. La fonction H — Ag(M, H) étant multiplicative, la somme

Gs(M) s’écrit comme produit eulérien absolument convergent, d’ou (IV.19).
Les relations (IV.11) et (IV.17) nous donnent

2| A %q\ 2| A %q\*
1— ( | | - Q) |P|1—s/2 < EPS(P,M) <1+ < ’ ’ - q> |P‘1—s/2.
q_

1/2,\ s
H (1_|_ (2|As’ Q) |P|1—s/2>
qg—1
Pel

Le produit
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est convergent. Soit ao ce produit. On a ainsi la deuxiéme inégalité de

(IV.21).
Soit e
2|4,
_ 2s IOg(qu)
(s —2)logg

Si P est un polynéme irréductible tel que deg P > d, on a ¥(P, M) > 0. Le

produit
2| A 2q\*
78(‘]7143) - H <1 N < ’q _’ 1 q> |P1_8/2>

Pel,deg P>d
est convergent et strictement positif. On a
S.(M) > 7(q, 4s) ] w(P M),
Pel, deg P<d
On pose
o =v(¢A) [ @) (Pl -1)* = (1P| -1+ [PY?)*)
Pel,deg P<d

et la relation (IV.16) nous donne alors la premiere inégalité de (IV.21).

V. Estimation de f;(t). On peut déduire l'estimation de f;(¢) de
lestimation de f(t) définie par

(V.1) fy=" >  E(AP?),
Pel,deg P<m
ou m est un entier non nul et A un polynéme non nul.
Les théoremes de répartition des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques se généralisent aux polynomes de Fy[X]. On a les théorémes
suivants établis dans [15].

THEOREME 1. Soit, pour tout entier k > 0, w(k) le nombre de polynémes
irréductibles unitaires de degré k de Fy[X]. Alors,

qk — qu/2 < km(k) < qk.

THEOREME 2. Soit, pour tout entier k > 0, tout polynéme unitaire
H # 1 et tout polynéme unitaire R premier ¢ H, II(k, H,R) le nombre
de polynémes unitaires irréductibles de degré k de Fy[X] congrus ¢ R mo-
dulo H. Alors,
¢ ¢
II(k,H,R) — ——| < deg H —.
( )~ o | < des

THEOREME 3. Soit, pour tout entier k > 0, tout polynéme unitaire H,
tout entier I > 0 tel que | + deg H > 1, tout polynome unitaire R premier
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aH, II(k,H,l, R) le nombre de polynémes unitaires irréductibles P de Fy[X]
de degré k, congrus ¢ R modulo H et tels que
deg(XdeP R — X486 Bp) < deg P+ deg R — L.
Alors,
¢! ¢
IH(k,H,I,R) — <(I+degH+1)—.
( ) » Y ) k@(H) — ( + eg + ) k;

Ce dernier théoreme correspond a une partition des polynémes unitaires
irréductibles suivant les différents restes modulo H, et les différents systemes
(ag—1,...,ax—;) possibles, pour les coefficients des [ termes de plus haut
degré.

LEMME 2. Soit, pour tout polynéme A non nul, D(A) le nombre de
diviseurs unitaires de A. Alors, pour tout 6 > 0 il existe une constante
c1 = c1(9) telle que
(V.2) D(A) < 1| AP.

Démonstration. Semblable a celle du lemme V.1, chap. IV de [1].

Rappelons ici que 'on a divisé 'ideal P par une dissection de Farey a

lordre N = 2n — 4r, les entiers n et r vérifiant les relations (I11.3), (II1.4)
et (IIL.5). Soit A un polynéme non nul et soit a son degré.

PROPOSITION V.1. Soit h un entier < m. Soit t = u+G/H appartenant
a un arc de Farey de centre G/H ot deg H < h. Alors,

mo
v |re - SR Y
k=1

5m/2—v(u)

h
<<r|H|qT+%,

ot pour tout o € Iy,

1 siv(u) >a+2k+1,
(V.4) It (u) = < U(asgn(u)) siv(u) =a+2k+1,
0 siv(u) < a+ 2k,

la constante intervenant dans le symbole < ne dépendant que de q et A.

Démonstration. Dans ce qui suit, les constantes impliquées dans < ne
dépendront que de ¢ et de A.

On a
fy= > E(AP)+ Y E(tAP%.
Pel Pel
deg P<h h<deg P<m
Posons

fy= > EtAP?).
pPel
h<deg P<m



Probléme de Waring—Goldbach polynomial 115

Alors,
(1) £(t) = f'(t)] < ¢"/h,

ou la constante intervenant dans < ne dépend que de ¢q. On a

=3 3 BAP) =Y gilt).
k=h

k=h Pel
deg P=k

Soit k € {h,...,m}. Soit | = (k) = 2k — v(u) + a + 1. Sur ’ensemble
des polynomes unitaires M, on définit la relation d’equivalence Rp; comme
suit : Pour tout Y, Z € M,

(i) Y = Z mod H,

(i) deg(YXdeeZ — zXxd8Y) < deg(Y Z) — L.
D’apres la proposition I11.1, si degY = deg Z = k alors

(2) Y =Zmod Ry, = E(tAY?) = E(tAZ?).

Sil <0, les classes modulo Ry sont les classes de congruences modulo H.
Pour [ > 0, soit S = {R+TYHY; Re€Cy, Y € Mj, w =k—1—degH}.
D’apres [4, proposition IX.1], S est un systéme de représentants de ’en-
semble des polynomes unitaires irréductibles de degré £ modulo Ry .

Supposons [ < 0, i.e. v(u) > 2k+a+ 1. Comme deg H < h < deg P alors
(P,H)=1.0na

)= > E<<u+%>AP2>

ReCy; Pel,deg P=k

Y =Zmod Ry; & {

P=Rmod H
G 2 2
=) E<E AR > > E(uAP?).
ReCy; Pel,deg P=k
P=Rmod H

Pour v(u) > 2k +a+1,

ge(t)= > E(% AR2>H(k, H,R).

ReCy,
Pour v(u) =2k +a+ 1,

gk(t) = W(sgn(ud)) E(% AR2> II(k,H,R).

ReCy,
Supposons | > 0, i.e. v(u) < 2k + a + 1. D’apres 'implication (2), on a

g(t)= Y E@AK*)I(k,H,1,K).

KeS
(H,K)=1
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Le théoréme 3 donne alors

k—1 g2

2
_ < £
gr(t) R () Z E(tAK?)| < (l+degH +1) : Z 1
KeS KeS
(H,K)=1 (H,K)=1
/2
< (I+deg H +1)®(H)q' —

Calculons maintenant

> B(AK?) = > E(% AR2> > BuAXYHY)?).

KeS RECy YeM,
(H,K)=1

Soit Y € M, y € P. On a
V(uAXVH(Y? = (Y +y)%) > 2,
d’olt
> B@AXYHY)?) = Y | BuAXVH)(Y +y)?)dy
YeM; YeM; P
= | BAXvHY)?)dy.

sgn(y)=1
v(y)=-1

Soit y tel que sgn(y) =1 et v(y) = —I. Alors y? = T? 4 z avec v(z) > —21.

Ainsi,

¢ ) EuAXVHY)?)=EuAX"HX')?) | EAX*H?2)dz=0,
YeM; v(z)>—21

puisque v(uAX2*H?) < 21. Avec le théoréme 2, on conclut que

S(H,GA) <~ ¢*  eon
f/(t)_yz%f‘kg (A)(u)
k=h

P(H)

k2 m o k2HR)
< -
< deg H|S(H,GA)| Y — + O(H) > — (I(k) + deg H + 1)

k=h k=h

qm/Q q5m/2—v(u)
L degHP(H) — +rP(H) ——
m m
q5m/2f'u(u)
L r|H| ———,
m
d’out avec (2)
5m/2—v(u)

S(H,GA) =~ ¢ _en
() - SELEA S O g
k=1

qh
®(H) h
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PROPOSITION V.2. Soit t = G/H + u appartenant a un arc de Farey de

centre G/H ou deg H < 4r + a;. Alors,

5mi/2—v(u) Ar
Vo) a0 - 2 )| < i T
ou
T, st v(u) > 2m; + a; + 2,
T; siv(u) =2 +1)+a;
(V.6)  fi(u) = avec j < m; — 1,

Tj—1+ q%a*(sgn(u)ai) stv(u) =2 +a;+1,
avec 7 < m;

et pour tout t € Fy,

o (t) = w(ty?).

yeF;

Démonstration. On a

i)=Y EBtAPH)=>" Y E(ta®A;P?).

Perx a€clFy Pel
deg P<m; deg P<m;

Compte tenu de I'inégalité (I11.4) vérifiée par n, on a 4r + a; + 1 < m;, on
peut donc appliquer la proposition précédente avec A = A;, h=4r+a; +1
et on a

qui/2—v(u) q4r

()

Z Z H Ga A; ) F’?ZM(U)

o€y

L’application Y — oY étant une bijection de C7 sur Cy, on a alors

> (*5) - 2 ()

ReCy Yecy
d’ou
S(H,Ga’A;) = S(H,GA;).
Posons
= (W)
a€F;
Alors
qg—1 si v(u) > 2k +a; + 1,

Ap(u) = Zae}‘; W(sgn(u)o;a?) siv(u) =2k +a; +1,
0 si v(u) < 2k + a;.
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Ainsi

5m;/2—v(u) 4r
<y

i

. k
Calculons maintenant ZZL:H %)\k (u).

e Si v(u) > a; +2m; + 1, on a pour tout k intervenant dans la somme
ci-dessus, v(u) > a; + 2k + 1, Ag(u) =q¢— 1 et

e Siv(u) < a;+2m;+1, il existe j tel que a;+25+1 < v(u) < a;+2(j+1),
alors

T gk J ¢ T gk
D M) =D )+ 30 T A(w).
k=1 k=1 k=j+1
Or M\g(u) =0 pour k=j5+1 m;. Ainsi
mi J ok
(W) = D ()
k=1 k=1
Pour v(u) > a; +2j +1
)k
q
Z T Ak(u) = T7;
k=1
Pour v(u) = a; + 25 + 1,
J ok V" j J
q q q T«
; 7 Ak(u) = ; 7 Ae(u) + T Aj(u) = 71+ i (sgn(u)a;).

On a le résultat annoncé en posant

k=1

VI. Majoration de R; (M). La majoration de R, (M) nécessite I'in-
troduction d’une fonction auxiliaire H que ’on va définir.

Soient i < j des entiers pris parmi les s premiers entiers. On désigne par
Y (Ai, A;) le nombre de solutions (Y;, Y}, Zi, Z;) € (Fy[X])* de 'equation

AYP — A2} = A 77 — AjY}
telles que degY;, deg Z; < m; et degY;,deg Z; < mj. On pose
(VI.l) Nj = a; +m;.



Probléme de Waring—Goldbach polynomial 119

On pose aussi, pour t € P, k € {i,j},

(V1.2) hi(t)= > BE(tAY?),
deg Y <my
(VL3) H(t) = [hi(t)]*|hy (8) s

alors, d’apres la proposition III.1,
Y (A, Aj) = | H(t)dt.
P

On fait une dissection de Farey de P a l'ordre N;. On notera Vg, i I'arc de
Farey Ug/k N;- On appelle Py la réunion des arcs de Farey Vg, tels que
deg K < mj, P la réunion des arcs restants. On pose

(VL.4) Q1= | H(t)dt,
P1

(VL5) Q2= | H(t)dt.
Pa

PRrROPOSITION VI.1. Soit G/K une fraction de Farey telle que deg K <
m;. Posons

Joyx =\ H(t)dt.

VoK
Alors
(i)
(VL6) Ja/k > 0.
(ii)
(VL7) Jo/x < 2|K|7C(K,GA)PIC(K, GAj) P,
ot

C(K,G)= ) E<GTR2>

ReCk

Démonstration. Puisque H est une fonction positive, le (i) est évident.
Supposons que 2m; +a; > 2m;+a;. Le corollaire V1.3 de [5] donne, pour
k=17,
()7 = | K| 72| b, (w) P|C (K, GAR) %,
avec
gl si v(uAg) > 2my + 2,
L) =< ¢* si v(udg) = 2k < 2my,
"o (sgn(udy)) siv(u) =2k+1<2my + 1.
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On a donc
H(t) = |K|™|C(H,GA)*|C(H,GA)PH' (u),
ou H'(u) = |h;(u)|2]h3(u)|2 Comme H'(u) dépend uniquement de v(u) et
sgn(u), on pose H'(u) = ¢(v(u),sgn(u)). On a
Jo/x = |K|[7C(K,GA)PIC(K, GAj) T

avec

2mj+a;+1
I= S H'(u) du + E E o(l,c) S du
v(u)>2mj+a;+2 I=Nj+deg K+1 c€Fy v(u)>l
2mj+aj+1
— q2mifa]~+3_'_ E Ll7
[=Nj+deg K+1
ou

Li=q") o0

ceFy

On déduit de la relation (5.9) de [16] que |o(a)|?> = |Zt€]Fq U(at?)]? = q
pour tout a € Fy; alors 0 < ¢(l,¢) < g%, donc I < 2¢*>™itT%+3, d’ou le
résultat.

Si 2m; + a; > 2m;j + aj, on procede de fagon identique.

ProprosITION VI.2. On a
(VL8) 0< Q1 < ng™"

Démonstration. On a

= > > Jox
deg K<mj GeCy,
donc
Q<™ > K[ ) (K, GA)PIC(K, GAy) .
deg K<m; GeCy,
D’apres les propositions I11.2 et II1.3 de [5], on a
C(K, GA)| < |(K, A)| 'K |2,
d’ou
QL <q¢™ Y |K[?e(K).

deg K<m;
Comme Zdegth |K|20(K) < Zdegth |K|7! = h+1, alors Q1 < ng*"
ProrosiTION VI.3. On a
(VL.9) Q2 < ™"
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Démonstration. Soit t € Po. Alors t s’écrit ¢t = u + G/K avec m; <
deg K < Nj et v(u) > Nj+deg K +1>2mj+a; +2. On a donc

GA;
h. — J 2
0= ¥ B(%r).
deg Y <m;
e Si deg K < m;, d’apres le corollaire V1.3 de [5], on a
hi(t) = | K| hi(u)C(K, GA;).
Alors,
0 < [i(t)* < K| 7[R (u) PIO(K, GA)® < [K|7Y(K, Ai)lg*™ 2.
Ainsi
0 < [hi(t)]* < [Aglg®™ ™
e Sideg K > my,
GA;
hi(t) = > E( = Y)
degY<m;
Majorons donc
Sy, = Z E< =Y )
deg Y <my

Comme il a été démontré dans la preuve de la proposition VII.2 de [5] on a

1S < qu+1#{y; degY < my, U({G[ék Y} > my, + 1) }

Si deg(K/(K,Ax)) <mp+1,0on a
Sk = ¢*™ 2K (I Ap)| < [Aglg®mema
Si deg(K/(K, Ax)) > my + 1, il vient
[Sk|* < |K| < g™t %,
soit dans tous les cas
[Skl? < A ]gm Mt < g,
d’ott [H(t)| < ¢" et {5, [H(t)|dt < g™
ProprosITION VI.4. On a
(VI.10) Y (A, 4j) < ng*™

(4
Démonstration. On a {, (t) dt = Y(AZ7 Aj). Donc Y (A4;, Aj)=Q1+ Q2.
On conclut avec les relations (VI.8) et (VI.9).

ProprosITION VI.5. On a

qn(s—2)

(VI.11) Ry (M) < —— (rn"logng~"/%).
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Démonstration. Soit t € MY. Alors il existe une fraction de Farey G/H
et un indice 7 tels que ¢t € Ug p, 4r < deg H < 2n — 4r et deg H > 4r.
Comme v(uA; P?) > 2, alors

Ho= ¥ peary - S (5

perl* per*
deg P<m, deg P<m;
*
- > 5GP
H '
per* v
deg P<m;

D’apres la proposition VIL7 de [3], on a |f;(t)] < rnlogn ¢ "/*. Comme
F(t) =[I;=, f;(t), alors

FOl< ( TT 151)mlogng/*.
J=1,j#i
Le théoreme 1 nous donne |f;(t)] < ¢"/n. Ainsi
n\ S—5H
F()] < 1oy (8)fia ) iy (8)fia (1) 1ognq"—’“/4(q—)

n
& [ fiy (8) fia () fig (8) fiy (8) In® 7 Tog m g5~ g /%,
ou 1,149, 13,14 sont des indices distincts et différents de i. Alors
S |F(t)| dt < nS~*rlogng"s=H=/4. L,
M,
ou

L = i (1) fix (8)Fis (1) fia (D) dt.
P
L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne

L?<ILi9-L3s, on Ljj= X | fi,; (&) fir (0)]? dt.
P
Or

Lix = > B(t(Ai;(P? = Q%) + A;, (P” = Q7))),
P P7P/’Q7Q/€I*
deg P,deg Q<m;; deg P’ ,deg Q'<my,

— Y*(Al] ) Alk)a
ot Y*(A;;, Aj, ) est le nombre de solutions (P, P',Q, Q") € (I*)* de I’equation
A Y72 — A28 = A ZE — ALY
telles que deg P, deg @ < m;; et deg P',deg Q" < m;,. De fagon évidente on
a Y*(Aj;, Ai,) <Y(Ai, Aip,). On conclut a l'aide de la proposition VI.4.

159
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VII. Approximation de R(M). Nous reprenons les hypotheses du
paragraphe IV. Notons aussi que pour tout B C {1,. s} on a

[ =1Trm-rt > HrmﬂH (a-1)*

i€B i€B IuJ=B el zEJ
INJ=0, J£0

PropoSITION VII.1. Soit € un réel positif. Soit G/H le centre d’un arc
de Farey. Alors :

(i) Si G/H est le centre d’un arc majeur,

T(H,G) e .
VLY [t 00) - S B(<a1 ) 0.00) + (1. 00)
< ’H’ e—1/2)(s—1)— 1qn(s—5/2)qu7
ot

(VIL2)  Jo(M)

L7 | 7(sgn(M))
TUJ={1,...,s} i€l ies
INnJ=0, J#0

st deg M = a; mod 2 pour tout t =1,...,s,

= ‘M’ ! _1 H Tm, Z HTmZ—IH—TJ

ieu(M IuJ=v(M) i€l ieJ
INJ=0, J#0
+ M H Tmi—1 Z HTmz—IH M)) sinon,
i€v(M) IuJ=u(M) i€l icJ
InJ=0, J;é@
et
0 si deg M = 2n

(VIL3) |jo(H.M)| < ou degM =2n —1 et deg H < 4r,
. S ) =

S
|M|_1H7'mi sideg M =2n — 1 et deg H = 4r,

la constante intervenant dans le symbole < ne dépendant que de q, s, € et
A, ... A,
(ii) Si G/H est le centre d’un arc médian,
T(H,G n(s-2)
‘ ( )| ‘H‘ 19 q4r.

nS

(VIL4) g u(M)| <

Démonstration. Soit t = G/H + u appartenant a un arc de Farey Ug/p
ou deg H < 4r + a;. Alors, avec (V.5),

Ft) = [T 2L CA) pe ) 1 e(e),
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ol
. 2 . HGA
P =lrw. = T[S ) [Teoo
i=1 IuJ={1,...,s} i€l jeJ
J#0D
et
5n/2—v(u) ar

e;(t) < r|H| QT T qT.

Or, d’apres la proposition V.4 de [4] on a
O(H) > |H|(logdeg H) ™!
Avec la relation (IV.9), on déduit que
[S(H, GA;)|
P(H)
la constante intervenant dans < ne dépendant que de ¢, et A;. D’ou

< Y <T|H|€—1/2 %)#IKT!H' M>#J+ <%“’”>#J]

TUJ={1,...,s}
J#0

<<ZO: <1"|H6—1/2%>Z[< | L ) < ) ]
< <ryH|s—1/2 %)H [T|H| M N q_}

ou les constantes intervenant dans < ne dépendent que de ¢, s, € et A1, ...

< (logdeg H)|H|F™'/2,

., As. Posons
Ky(M) = | F*(u) E(—Mu) du.
v(u)>N+deg H
Alors
T(H,QG) G
1 M)— ————F|—-M—= |K;(M
o) - Tt B (-0 ) a)
n(s+3/2
<<7,,8’H|(6—1/2)(s—1)+1 g"¢ S/) S g " qy
" v(u)>N+deg H
s—1)n 4r
+rs—2|H‘(a—1/2)(s—1) gt~ ‘Q_q—N—degH
ns—1 7
n(s—5/2)
< 7,s’Ij[|(z-:71/2)(571)71 q — qE§1"7

les constantes intervenant dans < ne dépendant que de q, s, et A1, ..., As.
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(i) Supposons que G/H soit le centre d’un arc majeur. Comme F* ne
dépend que de v(u) et de sgn(u), on pose alors

F*(u) = ¢(sgn(w), v(u)).
On remarque que F*(u) est constante sur 'ensemble {u € P; v(u) > 14+ A},
ou
A =max{2mi +ai,...,2ms + as}.
D’apres (V.6),

= HTmi S E(—Mu)du

v(u)>14+A

14+
+ Y D eloBE(-MeXx ) | E(-Mu)du,
Jj=1+N-+deg H c€F} v(u)>j

d’ou avec (III.1),
14

KS(M) = q_l_)\HTmi + Z q_j Z (b(j’ C)E<_MCX_j)

j=1+max(N+deg H,deg M) ceFy
= Js(M) + js(H, M),

ou
14+A ' '
Jo(M) =q7'" AHTmZ + Y a7’ ) bl )E(-MeXT),
j=1+deg M ceFy
max(N+deg H,deg M)
js(H, M) = — > g7 b, c) E(=MeX ).
j=1+deg M ceFy

Calculons d’abord Jg(M).

(a) Si A = deg M alors pour tout i € {1,...,s}, degM = 2m; + a; et a;
est de méme parité que deg M. On applique la définition du caractere E. La
relation (V.6) nous donne

m;
JS -1 /\HTmz"i‘q 1=A ZW ngn )H <Tm¢—1+(inf J(O@ﬁ)),

CEIF* =1 v

Jo(M) =q 1~ A((HTmz HTmz—l)
DR | Y | e qmsgnM))—(g—n#J)),

IuJ={1,...,s} i€l ZEJ
INnJ=0, J#0
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donc

Js(M) = g Z H'rml—l H —TJ sgn(M)),

TuJ={1,...,s} i€l ieJ
InJ=0, J#0

ce qui est 1’égalité cherchée.
(b) Si A > deg M alors degM = X\ — 1.
o Sideg M =2m;+a; (i.e.i € u(M)), pour v(u) = 1+ =2m; +a; + 2,
fi(w) = T s
et pour v(u) =\ =2m; +a; + 1,

mg

£ () = 7,1+ L= o (04e).

i
e Sideg M = 2m;+a;—1 (i.e.i € v(M)), pour v(u) = 1+ = 2m;+a;+1,

m;

£ (1) = Tony1 + L (),

i
et pour v(u) = A = 2m; + a;,
i (u) = T
D’ou

m;

J _q -1 )\HTml"f_q 1= H Tmlz H <Tmi—1+(ini U(aic)>

i€u(M) ceFy icv(M)
=D H <7-m11 + a(ai0)>
iev(M) ceFy icu(M) i
% W(—csgn(M)),

donc
Ji(M) =g AHqu ! Tml(q-l I o
icu(M i€v(M)
+ Z HTmFlH—qu H ’7'»mZ H Tm21>
IuJ=v(M) i€l ieJ iev(M) i€v(M)
InJ=0, J#0
- H 737%—1( H Tm,—l‘i‘ Z HTmi—l
i€v(M) ieu(M IUJ=u(M) i€l
INJ=0, J£0

xH H Timg + H rm1_1>

ieJ 1€u(M) ieu(M
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par suite
_ q mi
Js( A H Tm, Z HTm,—ln 7 ( g H Tm;—1
i€u(M) IuJ=v(M) i€l ZEJ €v(M
INJ=0, J#£0
X Z I 5 (sgn(M)).
TuJ=u( el zeJ
InJ=0, J;é@

La majoration (VIL.3) se déduit de (V.6).
(ii) Supposons que G/H soit le centre d’un arc médian. Puisque v(u) >
2n +2 > deg M + 2, alors

n(s—2)
’K( )‘<< q—N degH<<‘H‘ 1q q4r.

nS
D’ou la majoration de I(;/H(M).

COROLLAIRE 3. Pour s > 5 ete >0, on a la relation

(VIL5) |RY(M ) > A(H M) = > js(H,M)Ay(H, M)
HeM HeM
deg H<4r deg H<4r

< qn(sf5/2)q4r[(571/2)(571)+3}?
la constante dans < ne dépendant que de q, s, € et Ay,..., As.

PROPOSITION VIL.2. Pour tout réel e € ]0,1/2[ on a

n(s—2)
(VIL6) Ry (M) < QT gir(et2=s/2)
la constante dans < ne dépendant que de q, s, € et Ay,..., As.

Démonstration. Si G/H est le centre d'un arc médian alors 4r < deg H
< 4r + a;. D’apres la relation (VIL.4),

qn(s—2)

RION< g N e Y (T(,6),
HeM GeCy
dr<deg H<4r+a1

D’apres la majoration () de la démonstration de la proposition IV.9 on a

qn(sf2)
Ry (M) < ¢" > H[F?
deg H>4r
n(s—2) 4r = je+1—s/2) qn(s—2) (e+2—s/2)4r
<——q" > q <——q :
j=4r+1

ol les constantes intervenant dans le symbole < ne dépendent que de g, s,
get Ay,..., As.



128 H. Aissa

LEMME 3. (i) Si ¢ =7 ou q > 9, pour tout polynome M de F,[X], on a

qn(372) qn(sf2)
(VIL.7) < Js(M) < oy
Siqg =25 o0uq =29, et si au moins quatre polynomes A;,, ..., A;, parmi
Ay, ..., As ont des degrés de méme parité, le méme résultat reste valable

pour les polynomes M de degré deg M = deg A;, mod 2.
(ii) Pour degM =2n — 1 et deg H = 4r on a

qn(s—2) qn(s—2)

(VILS) < js(H, M) <

Démonstration. (i) D’apres la relation (IV.12) pour tout b € Fy, on a
qr5(0) < (¢ = D + (¢ = DA+ vV)* <qlg - 1.

e On suppose que deg M = a; mod 2 pour tout i = 1,...,s. La relation
(VII.2) nous donne donc

20 <Y S [

=1 JUJ={1,...,s} i€l ieJ
INJ=0, J#0

< [M[- 1HmZ > HT’”’”H

i=1 JUJ={1,...s} iel " ieJ
n\ S
< q2”<q—> :
n

INnJ=0, J#0
La majoration s’en déduit.
Comme s > 5, 'ensemble d’indices u(M) contient un ensemble Jj a cing
éléments et 17 (sgn(M)) > 1 d’apres la relation (IV.14). Or 7; > (¢—1)¢’ /7,

alors
g =M ] Tml_ln 2n<%>

ie{1,...,s}\Jo 1€Jo
e On suppose qu'il existe j € {1,...,s} tel que deg M # a; mod 2. Alors
#u(M) = 1
Sig=Touq>9,etsi#v(M) >3, il existe J; C v(M) a trois éléments.
D’apres la relation (IV.15), % (0) > 1. Dans ce cas,
—2n ﬂ °
—

JS(M) > q71|M|71 H Tm,; H Tm,;—1 H
1€u(M) i€v(M)\J1 2€J1

Sig="Tougq>9etsi #v(M) < 2, alors #u(M) > s — 2 > 3. Il existe

Jo Cu(M) & trois éléments et d’apres la relation (IV.15), r% (sgn(M)) > 1.
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Dans ce cas,

my

n\ S
J(M) =M™ [T s [ 7wt [] zn > q_2”(%) :
(2

iev(M) i€u(M)\J2 1€J2

Sig=>50uq=09,ona#u(M) >4, il existe donc I C u(M) a quatre
éléments tel que 77 (sgn(M)) > 1. Alors

T =M™ I e ] Tmi_lﬂ(i:f >>q2”<%>s.

1€v(M) €u(M)\I iel

La majoration se démontre comme la majoration précédente.
(ii) Les relations (VIIL.8) sont évidentes.

ProprosiTION VII.3. Pour s > 5, on a
qn(s—2)

(VIL9) |Ry(M) — Jo(M)G,(M)| < (rn"logng™"'%).

Démonstration. On a
|Rs(M) — Js(M)Ss(M)|
<|RY(M) = JoM) > AJ(H M)— > ju(H M)A (H, M)

HeM HeM
deg H<4r deg H<4r
O] Y0 AH M)+ Y s(H, M)||As(H, M)
HeM HeM
deg H>4r deg H=4r

+ Ry (M)[ + [Ry (M)].
Soit € € ]0,1/4][. Les relations (IV.20), (VI.11), (VIL.5)—(VIL.8) nous donnent

n(s—2)
’RS(M) o JS(M)GS(M)| < qn(s—5/2)q4r[(e—1/2)(s—1)+3] + q — q4r(a+2—s/2)
n(s—2)
+ 4 (rn"logn g~ "/%)
qn(sf2)

< Bran (rn"lognq™""*),
ce qui est le résultat annoncé.
COROLLAIRE 4. Sous les mémes hypothéses du lemme 3, on a
Ry(M) > (deg M)~%|M|*/?>~1,
Démonstration. D’apres la proposition précédente on a

qn(s—2)

Ry(M) > J(M)S (M) — (rn"lognq™"'%).



130

H. Aissa

D’apres les relations (IV.21) et (VIL.7) on a J(M)Ss(M) > 0 et

Jo(M)S (M) > (deg M)~ 5qleaM(s/2-1),

d’ou le résultat annoncé.
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