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Une généralisation
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I. Introduction. Soit Fq le corps fini à q éléments, q étant impair,
et Fq[X] l’anneau des polynômes à une variable sur le corps Fq. Certaines
analogies entre les propriétés arithmétiques de l’anneau Fq[X] et l’anneau Z
des entiers relatifs ont été mises en évidence. En particulier, en ce qui con-
cerne l’arithmétique additive, les problèmes de Waring [18] et de Goldbach
[14] ont été étudiés et plus particulièrement le problème de Waring pour les
carrés ([6]–[12]).

Dans [2], M. Car a établi une estimation asymptotique du nombre
%(s,M) de représentations d’un polynôme M ∈ Fq[X] comme somme de
s carrés de polynômes irréductibles :

M = P 2
1 + . . .+ P 2

s ,

P1, . . . , Ps étant des polynômes satisfaisant aux conditions de degré les plus
restrictives possibles, à savoir pour tout i = 1, . . . , s,

degPi ≤ n si degM ∈ {2n, 2n− 1},
et cela pour s ≥ 5.

D’autre part dans [5], M. Car a établi une estimation asymptotique du
nombre R(A1, . . . , As;M) de représentations d’un polynôme M ∈ Fq[X]
comme somme

M = A1Y
2

1 + . . .+ AsY
2
s ,

les polynômes A1, . . . , As étant donnés premiers entre eux deux à deux, les
polynômes Y1, . . . , Ys satisfaisant aux conditions de degré les plus restrictives
possibles.

Une généralisation naturelle de ces deux problèmes est la suivante : étant
donnés A1, . . . , As polynômes de Fq[X], peut on représenter les polynômes
M ∈ Fq[X] comme somme

(1) M = A1P
2
1 + . . .+ AsP

2
s ,
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P1, . . . , Ps étant des polynômes irréductibles de Fq[X] satisfaisant aux con-
ditions de degré les plus restrictives possibles, à savoir, pour i = 1, . . . , s,

(2) degPi ≤ mi?

Ici mi est défini par

degM − degAi =
{

2mi si degM − degAi est pair,

2mi − 1 si degM − degAi est impair.

Conformément à la terminologie de G. Effinger et D. Hayes [13], une re-
présentation (1) satisfaisant la condition (2) est appelée une représentation
stricte.

Comme le cas degA1 = . . . = degAs = 0 est semblable au cas A1 =
. . . = As = 1 déjà étudié dans [2], on supposera qu’au moins un polynôme
parmi A1, . . . , As est non constant.

Comme il a déjà été noté dans [5], sans hypothèses supplémentaires sur
les polynômes A1, . . . , As, il existe une infinité de polynômes M ∈ Fq[X]
n’admettant pas de représentation (1). Dans ce qui suit, nous supposerons les
polynômes A1, . . . , As premiers entre eux deux à deux. Sous ces hypothèses
nous obtenons le résultat suivant :

Théorème. Soient un entier s ≥ 5 et A1, . . . , As des polynômes de
Fq[X] premiers entre eux deux à deux. Alors :

(i) Si q = 7 ou q > 9 tout polynôme M ∈ Fq[X] de degré assez grand
admet une représentation stricte comme somme

M = A1P
2
1 + . . .+ AsP

2
s .

De plus, si Rs(M) désigne le nombre de ces représentations on a

Rs(M)� (degM)−s|M |s/2−1,

la constante intervenant dans le symbole � ne dépendant que de q, s et
A1, . . . , As.

(ii) Si q = 5 ou q = 9 et au moins quatre parmi A1, . . . , As ont des degrés
de même parité, soient Ai1 , . . . , Ai4 , le résultat précédent reste valable pour
les polynômes M tel que degM ≡ degAi1 mod 2.

La condition s ≥ 5 est une condition technique. En fait, cette condition
est nécessaire pour la convergence des séries singulières Ss(M) (voir Propo-
sition IV.9). Jusqu’à maintenant on n’a pas de démonstration pour le cas
s = 4 et on ne peut pas donner de contre-exemple.

II. Notations et conventions. Nous reprenons ici — en les rappelant
— les notations utilisées dans [3] et [5]. Dans cet article, le mot polynôme
désignera un polynôme de Fq[X]. On désigne par M l’ensemble des poly-
nômes unitaires, par Ml l’ensemble des polynômes unitaires de degré l, par
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I l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires et par I∗ l’ensemble des
polynômes irréductibles quelconques. Si A et B sont des polynômes non
nuls, on note (A,B) leur pgcd unitaire.

Soit H un polynôme non nul. On note degH son degré, et CH l’ensemble
des polynômes de degré strictement inférieur au degré de H identifié à
l’ensemble des classes de congruence modulo H. Le groupe multiplicatif
des classes inversibles modulo H sera noté C∗H , l’ordre de ce groupe sera
noté Φ(H). La fonction Φ ainsi définie a les mêmes propriétés que la fonc-
tion d’Euler classique. Sur le corps K = Fq(X) des fractions rationnelles, on
définit une valuation v par

v

(
A

B

)
= degB − degA

si A et B sont des polynômes non nuls. Le complété K∞ de K pour cette
valuation s’identifie au corps Fq((X−1)) des séries de Laurent en 1/X sur le
corps Fq, la valuation v se prolongeant aux éléments non nuls de K∞ par

v
( ∞∑

s=−∞
asX

s
)

= − sup{s ∈ Z; as 6= 0}.

On associe à cette valuation la valeur absolue | |∞ définie par

|α|∞ =
{
q−v(α) si α 6= 0,

0 si α = 0.
Nous noterons simplement | | cette valeur absolue car le contexte nous per-
met de la distinguer de la valeur absolue classique sur le corps R des nombres
réels ou le corps C des nombres complexes qu’on va utiliser.

Soit u ∈ K∞ ; si u =
∑∞

s=−∞ usX
s, on pose Res(u) = u−1. De plus, pour

tout non nul u ∈ K∞, on pose sgn(u) = u−v(u).
Si B est un sous-ensemble non vide de {1, . . . , s}, on désigne par #B le

cardinal de B. D’autre part, si α1, . . . , αs sont des éléments de Fq, pour tout
x ∈ Fq on note rB(α1, . . . , αs;x) le nombre de solutions (xi)i∈B ∈ (F∗q)#B

de l’equation
x =

∑

i∈B
αix

2
i .

Pour tout entier j ≥ 1, on pose

(II.1) τj =
j∑

k=1

(q − 1)
qk

k
.

III. La méthode du cercle. Soit Ψ le caractère additif défini sur Fq
par

Ψ(x) = exp
(

2iπ tr(x)
p

)
,
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où tr est l’application trace de Fq dans Fp. Au caractère non trivial Ψ , on
associe le caractère additif non trivial E de K∞ défini par

E(u) = Ψ(Res(u)).

On désigne par P l’idéal de valuation, et, pour tout entier j, par Pj l’idéal

{t ∈ K∞; v(t) > j}.
Les ensembles Pj sont des sous-groupes compacts du groupe additif locale-
ment compact K∞. Désignons par dt la mesure de Haar sur K∞ normalisée
à 1 sur P.

Nous rappelons ici quelques résultats établis dans [14] que nous utili-
serons fréquemment par la suite.

Proposition III.1. (i) Pour tout entier rationnel j, Pj a pour mesure
q−j .

(ii) Pour tout H ∈ Fq[T ], E(H) = 1.
(iii) Soit H un polynôme non nul et soient A et B deux polynômes. Alors,

A ≡ B (modH) ⇒ E

(
A

H

)
= E

(
B

H

)
.

(iv) Pour tout u ∈ K∞, on a

v(u) ≥ 2 ⇒ E(u) = 1.

(v) Soient un entier j ≥ 0, u ∈ K∞ et b ∈ P. Alors,

(III.1)
�

b+Pj
E(ut) dt =

{
q−jE(ub) si v(u) > −j,
0 si v(u) ≤ −j.

(vi) Soient G et H des polynômes, H n’étant pas nul. Alors,

(III.2)
∑

R∈CH
E

(
G

H
R

)
=
{ |H| si H divise G,

0 si H ne divise pas G.

Soit un entier s ≥ 5. Soient A1, . . . , As des polynômes premiers entre
eux, l’un d’entre eux au moins étant non constant. Pour i = 1, . . . , s, soient

ai = degAi, αi = sgn(Ai).

Sans perte de généralité on peut supposer que a1 ≤ . . . ≤ as. On a donc
as 6= 0. Soit n un entier naturel tel que

n1/3 ≥ 2
(

2q(log q)−2 +
1
4

)
+
as
2

+
1
2
,(III.3)

n− 4n1/3 ≥ 3(as + 1)
2

.(III.4)

Soit M un polynôme de degré 2n ou 2n − 1. Soit Rs(A1, . . . , As;M) le
nombre de solutions (P1, . . . , Ps) ∈ (Fq[X])s de l’equation (1), vérifiant les
conditions de degré (2).



Problème de Waring–Goldbach polynomial 107

On rappelle que pour tout i = 1, . . . , s,

(III.5) degM − degAi =
{

2mi si degM − degAi est pair,

2mi − 1 si degM − degAi est impair.
Soit u(M), respectivement v(M), l’ensemble des i ∈ {1, . . . , s} tel que

degM ≡ ai mod 2, respectivement degM 6≡ ai mod 2. Pour i = 1, . . . , s, on
note fi l’application de P dans C définie par

(III.6) fi(t) =
∑

P∈I∗
degP≤mi

E(tAiP 2).

On pose

(III.7) F (t) =
s∏

i=1

fi(t).

Alors, d’après la relation (III.1) on a

(III.8) Rs(A1, . . . , As;M) =
�

P
F (t)E(−Mt) dt.

Pour alléger les notations, quand il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons

Rs(A1, . . . , As;M) = Rs(M).

Définition 1. Soit un entier l ≥ 0. On appelle fraction de Farey à
l’ordre l toute fraction rationnelle G/H telle que :

(i) H est un polynôme unitaire de degré ≤ l,
(ii) G et H sont des polynômes premiers entre eux,
(iii) degG < degH.

Si G/H est une fraction de Farey à l’ordre l, on appelle arc de Farey à
l’ordre l de centre G/H la boule

UG/H,l = {t ∈ P; v(t−G/H) > l + degH}.
On désigne par Fl l’ensemble des fractions de Farey à l’ordre l. On a alors :

Proposition III.2 ([14]). Soit un entier l ≥ 0. Lorsque G/H décrit Fl,
les arcs de Farey UG/H,l forment une partition de P.

Une telle partition est appelée la dissection de Farey à l’ordre l.
Dans ce qui suit nous utiliserons deux dissections de Farey. La deuxième

sera définie au chapitre VI. La première est une dissection de Farey à l’ordre

(III.9) N = 2n− 4r,

où

(III.10) r = [n1/3].

Nous noterons UG/H l’arc de Farey UG/H,N . Les arcs de Farey UG/H tels
que degH ≤ 4r seront dits majeurs. Soit M leur réunion. Les arcs restants
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sont répartis en deux catégories définies comme suit : Posons, pour tout
i = 1, . . . , s,

(III.11) H∗i =
H

(H,Ai)
, A∗i =

Ai
(H,Ai)

.

Les arcs de Farey de centre G/H où degH > 4r et où pour tout i = 1, . . . , s
degH∗i ≤ 4r seront dits arcs médians. NotonsM′1 leur réunion. Sur les arcs
majeurs comme sur les arcs médians, on a une bonne approximation des
fonctions fi(t). Enfin les arcs de Farey de centre G/H pour lesquels existe
i ∈ {1, . . . , s} tel que degH∗i > 4r seront dits arcs mineurs. NotonsM′2 leur
réunion.

Soit

(III.12) IG/H(M) =
�

UG/H
F (t)E(−Mt) dt.

La somme �

M
F (t)E(−Mt) dt =

∑

H∈M
degH≤4r

∑

G∈C∗H

IG/H(M)

donnera de bonne approximation de Rs(M). Le calcul de cette somme fait
apparâıtre les premiers termes d’une série singulière Ss(M) qui sera étudiée
au paragraphe suivant.

Posons

R+(M) =
�

M
F (t)E(−Mt) dt,(III.13)

R−1 (M) =
�

M′1

F (t)E(−Mt) dt,(III.14)

R−2 (M) =
�

M′2

F (t)E(−Mt) dt.(III.15)

Convenons que, sans indications supplémentaires, les constantes contenues
dans les symboles� et� ne dépendront que de q, s et A1, . . . , As ou seront
absolues.

IV. Les séries singulières. Dans ce paragraphe, M est un polynôme
fixé. On pose, pour tout polynôme unitaire H et pour G premier à H

S(H,G) =
∑

R∈C∗H

E

(
G

H
R2
)
,(IV.1)

T (H,G) =
s∏

i=1

S(H,GAi).(IV.2)
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Si H est un polynôme non nul, on pose

(IV.3) As(H,M) = Φ(H)−s
∑

G∈C∗H

T (H,G)E
(
−M G

H

)
.

Proposition IV.1. Soient P1, . . . , Pr des polynômes irréductibles uni-
taires et k1, . . . , kr des entiers naturels. Alors, pour tout polynôme A, on a

(IV.4) S
( r∏

i=1

P kii , A
)

=
r∏

i=1

S
(
P kii , A

r∏

j=1, j 6=i
P
kj
j

)
.

Démonstration. C’est la proposition III.2 de [5].

Proposition IV.2. Soient P un polynôme irréductible, G un polynôme
premier à P . Alors on a :

(i) Pour tout entier l ≥ 2,

(IV.5) S(P l, G) = 0.

(ii)

(IV.6) |S(P,G)| ≤ 1 + |P |1/2.
(iii) Si B est un polynôme non nul , v = vP (B), B∗ = B/P v et si k est

un entier ≥ 0,

(IV.7) S(P k, B) =
{
Φ(P )k si k ≤ v,
|P |vS(P k−v, B∗) si k > v.

Démonstration. (i) et (ii) sont les propositions V.2 et V.3 de [2], et (iii)
se démontre comme (iii) de la proposition de [5].

Lemme 1 ([4, lemme, p. 14]). Pour tout réel θ > 1, pour tout réel ε > 0,
il existe une constante a = a(q, θ, ε) telle que, pour tout polynôme H sans
facteur carré, on ait

(IV.8) θω(H) ≤ a(q, θ, ε)|H|ε,
où ω(H) est le nombre de facteurs irréductibles de H.

Corollaire 1. Soit ε un réel positif. Soient H un polynôme unitaire et
A un polynôme quelconque. Alors, pour tout polynôme G premier à H, on a

(IV.9) |S(H,GA)| � |H|1/2+ε,

où la constante intervenant dans le symbole � ne dépend que de q, ε et A.

Démonstration. Le résultat se déduit à l’aide des relations (IV.4)–(IV.8).

Proposition IV.3. La fonction H 7→ As(H,M) est multiplicative.

Démonstration. Immédiate.
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Proposition IV.4. Soit H un polynôme avec facteur carré. Alors

(IV.10) As(H,M) = 0.

Démonstration. Soit P un polynôme irréductible tel que P 2 divise H.
Puisque A1, . . . , As sont premiers entre eux, il existe i ∈ {1, . . . , s} tel que P
ne divise pas Ai. D’après les relations (IV.2) et (IV.5) on a T (P vP (H), G) = 0,
d’où avec (IV.3), As(P vP (H),M) = 0 et par multiplicativité As(H,M) = 0.

Pour tout polynôme irréductible P , on pose

(IV.11) Ψs(P,M) = 1 + As(P,M).

On désigne par Ns(P,M) le nombre de solutions (M1, . . . ,Ms) de la con-
gruence

M ≡ A1M
2
1 + . . .+ AsM

2
s (modP )

telles que M1, . . . ,Ms soient non nuls modulo P .

Proposition IV.5. Soit P un polynôme irréductible. Alors on a

(IV.12) Φ(P )sΨs(P,M) = |P |Ns(P,M).

Démonstration. D’après (IV.1)–(IV.3) et (III.2),

Φ(P )sAs(P,M) =
∑

G∈C∗P

s∏

i=1

( ∑

R∈C∗P

E

(
GAi
P

R2
))

E

(
−M G

P

)

=
∑

R1,...,Rs∈C∗P

∑

G∈C∗P

E

(
G

P
(A1R

2
1 + . . .+ AsR

2
s −M)

)

=
∑

R1,...,Rs∈C∗P

( ∑

G∈CP

(
G

P
(A1R

2
1 + . . .+ AsR

2
s −M)

)
− 1
)

= |P |Ns(P,M)− Φ(P )s.

L’étude des congruences modulo un polynôme irréductible P revient à
étudier des équations dans un corps fini à |P | éléments. Le résultat dont on
a besoin est donné par la proposition suivante :

Proposition IV.6. Soit un entier m ≥ 3. Soient b1, . . . , bm des élé-
ments non nuls du corps Fq. Pour tout b ∈ Fq, soit

r∗m(b) = r∗(b1, . . . , bm; b)

le nombre de solutions (x1, . . . , xm) ∈ (F∗q)m de l’équation

b = b1x
2
1 + . . .+ bmx

2
m.

Alors, on a

(IV.13) |qr∗m(b)− (q − 1)m| ≤ (q − 1)(1 +
√
q)m.
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Démonstration. Pour t ∈ Fq, posons

σ∗(t) =
∑

x∈F∗q
Ψ(tx2).

Alors on a

qr∗m(b) =
∑

t∈Fq
Ψ(−tb)

m∏

i=1

σ∗(tbi),

d’où

qr∗m(b) = σ∗(0)m +
∑

t∈F∗q
Ψ(−tb)

m∏

i=1

σ∗(tbi).

On déduit de la relation (5.9) de [16] que |σ∗(tbi)| ≤ 1 +
√
q pour tout t non

nul, ce qui donne

|qr∗m(b)− (q − 1)m| ≤ (q − 1)(1 +
√
q)m.

Proposition IV.7. (i) Pour q ≥ 5 et m ≥ 4, et tout b ∈ Fq, on a

(IV.14) r∗m(b) > 0.

(ii) Pour q = 7 et q > 9, et tout b ∈ Fq, on a

(IV.15) r∗3(b) > 0.

Démonstration. (i) D’après (IV.13)

qr∗m(b) ≥ (q − 1)m − (q − 1)(1 +
√
q)m.

Si q ≥ 7 et m ≥ 4, le membre droit est > 0. Si q = 5, on montre directement
que r∗4(b) > 0, et par suite r∗m(b) > 0 pour tout m ≥ 4.

(ii) Si q > 9, on déduit de (IV.13) que r∗3(b) > 0. Si q = 7, on le démontre
directement.

Corollaire 2. Soit s un entier supérieur ou égal à 5 et P un polynôme
irréductible. Alors,

(IV.16) Ψs(P,M) ≥ Φ(P )−s((|P | − 1)s−1 − (|P | − 1)(1 + |P |1/2)s−1).

Démonstration. On remarque que si P ne divise aucun des polynômes
A1, . . . , As alors

Ns(P,M) = r∗s(A1, . . . , As;M),

où pour tout polynôme Y de Fq[X], Y désigne la classe de Y modulo P. Si
P divise l’un des polynômes A1, . . . , As, soit par exemple As, on a

Ns(P,M) = r∗s−1(A1, . . . , As−1;M).

La relation (IV.16) se déduit alors de (IV.13).
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Proposition IV.8. Soit P un polynôme irréductible. Alors on a

(IV.17) |As(P,M)| ≤
(

2|As|1/2q
q − 1

)s
|P |1−s/2.

Démonstration. Conséquence des relations (IV.3), (IV.6) et (IV.7).

Proposition IV.9. (i) Pour s ≥ 5, la série

(IV.18) Ss(M) =
∑

H∈M
As(H,M)

est absolument convergente, et on a

(IV.19) Ss(M) =
∏

P∈I
Ψs(P,M).

De plus, pour tout entier t ≥ 0 et tout ε ∈ ]0, 1/2[, on a

(IV.20)
∑

H∈M
degH>t

|As(H,M)| � qt(ε+2−s/2),

la constante impliquée par le symbole � ne dépendant que de q, s, ε, A1, . . .
. . . , As.

(ii) Il existe des constantes a1 = a1(q, s, A1, . . . , As), a2 = a2(q, s, A1, . . .
. . . , As), strictement positives, telles que

(IV.21) a1 ≤ Ss(M) ≤ a2.

Démonstration. Soit H un polynôme sans facteur carré. D’après (IV.17),

(∗) |As(H,M)| ≤ Φ(H)−s
∑

G∈C∗H

|T (H,G)| ≤
(

2|As|1/2q
q − 1

)sω(H)

|H|1−s/2.

D’après le lemme précédent, pour tout nombre réel ε > 0,

(∗∗) |As(H,M)| ≤ Φ(H)−s
∑

G∈C∗H

|T (H,G)| � |H|ε+1−s/2,

la constante impliquée par � ne dépendant que de q, s, ε, A1, . . . , As. La
relation (IV.20) s’en déduit. Ceci prouve que la série Ss(M) est absolument
convergente. La fonction H 7→ As(M,H) étant multiplicative, la somme
Ss(M) s’écrit comme produit eulérien absolument convergent, d’où (IV.19).

Les relations (IV.11) et (IV.17) nous donnent

1−
(

2|As|1/2q
q − 1

)s
|P |1−s/2 ≤ Ψs(P,M) ≤ 1 +

(
2|As|1/2q
q − 1

)s
|P |1−s/2.

Le produit
∏

P∈I

(
1 +

(
2|As|1/2q
q − 1

)s
|P |1−s/2

)
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est convergent. Soit a2 ce produit. On a ainsi la deuxième inégalité de
(IV.21).

Soit

d =
2s log

(2|As|1/2q
q−1

)

(s− 2)log q
.

Si P est un polynôme irréductible tel que degP > d, on a Ψs(P,M) > 0. Le
produit

γs(q,As) =
∏

P∈I, degP>d

(
1−

(
2|As|1/2q
q − 1

)s
|P |1−s/2

)

est convergent et strictement positif. On a

Ss(M) ≥ γs(q,As)
∏

P∈I, degP≤d
Ψs(P,M).

On pose

a1 = γs(q,As)
∏

P∈I, degP≤d
Φ(P )−s((|P | − 1)s−1 − (|P | − 1)(1 + |P |1/2)s−1)

et la relation (IV.16) nous donne alors la première inégalité de (IV.21).

V. Estimation de fi(t). On peut déduire l’estimation de fi(t) de
l’estimation de f(t) définie par

(V.1) f(t) =
∑

P∈I, degP≤m
E(tAP 2),

où m est un entier non nul et A un polynôme non nul.
Les théorèmes de répartition des nombres premiers dans les progressions

arithmétiques se généralisent aux polynômes de Fq[X]. On a les théorèmes
suivants établis dans [15].

Théorème 1. Soit , pour tout entier k > 0, π(k) le nombre de polynômes
irréductibles unitaires de degré k de Fq[X]. Alors,

qk − 2qk/2 ≤ kπ(k) ≤ qk.
Théorème 2. Soit , pour tout entier k > 0, tout polynôme unitaire

H 6= 1 et tout polynôme unitaire R premier à H, Π(k,H,R) le nombre
de polynômes unitaires irréductibles de degré k de Fq[X] congrus à R mo-
dulo H. Alors,

∣∣∣∣Π(k,H,R)− qk

kΦ(H)

∣∣∣∣ ≤ degH
qk/2

k
.

Théorème 3. Soit , pour tout entier k > 0, tout polynôme unitaire H,
tout entier l ≥ 0 tel que l + degH ≥ 1, tout polynôme unitaire R premier
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à H, Π(k,H, l, R) le nombre de polynômes unitaires irréductibles P de Fq[X]
de degré k, congrus à R modulo H et tels que

deg(XdegPR−XdegRP ) < degP + degR− l.
Alors, ∣∣∣∣Π(k,H, l, R)− qk−l

kΦ(H)

∣∣∣∣ ≤ (l + degH + 1)
qk/2

k
.

Ce dernier théorème correspond à une partition des polynômes unitaires
irréductibles suivant les différents restes modulo H, et les différents systèmes
(ak−1, . . . , ak−l) possibles, pour les coefficients des l termes de plus haut
degré.

Lemme 2. Soit , pour tout polynôme A non nul , D(A) le nombre de
diviseurs unitaires de A. Alors, pour tout δ > 0 il existe une constante
c1 = c1(δ) telle que

(V.2) D(A) ≤ c1|A|δ.
Démonstration. Semblable à celle du lemme V.1, chap. IV de [1].

Rappelons ici que l’on a divisé l’ideal P par une dissection de Farey à
l’ordre N = 2n − 4r, les entiers n et r vérifiant les relations (III.3), (III.4)
et (III.5). Soit A un polynôme non nul et soit a son degré.

Proposition V.1. Soit h un entier < m. Soit t = u+G/H appartenant
à un arc de Farey de centre G/H où degH < h. Alors,

(V.3)
∣∣∣∣f(t)− S(H,GA)

Φ(H)

m∑

k=1

qk

k
Γ

sgn(A)
k (u)

∣∣∣∣� r|H| q
5m/2−v(u)

m
+
qh

h
,

où pour tout α ∈ F∗q ,

(V.4) Γαk (u) =





1 si v(u) > a+ 2k + 1,

Ψ(α sgn(u)) si v(u) = a+ 2k + 1,

0 si v(u) ≤ a+ 2k,
la constante intervenant dans le symbole � ne dépendant que de q et A.

Démonstration. Dans ce qui suit, les constantes impliquées dans � ne
dépendront que de q et de A.

On a
f(t) =

∑

P∈I
degP<h

E(tAP 2) +
∑

P∈I
h≤degP≤m

E(tAP 2).

Posons
f ′(t) =

∑

P∈I
h≤degP≤m

E(tAP 2).
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Alors,

(1) |f(t)− f ′(t)| � qh/h,

où la constante intervenant dans � ne dépend que de q. On a

f ′(t) =
m∑

k=h

∑

P∈I
degP=k

E(tAP 2) =
m∑

k=h

gk(t).

Soit k ∈ {h, . . . ,m}. Soit l = l(k) = 2k − v(u) + a + 1. Sur l’ensemble
des polynômes unitaires M, on définit la relation d’equivalence RH,l comme
suit : Pour tout Y,Z ∈M,

Y ≡ Z mod RH,l ⇔
{

(i) Y ≡ Z mod H,

(ii) deg(Y XdegZ − ZXdeg Y ) < deg(Y Z)− l.
D’après la proposition III.1, si deg Y = degZ = k alors

(2) Y ≡ Z mod RH,l ⇒ E(tAY 2) = E(tAZ2).

Si l ≤ 0, les classes modulo RH,l sont les classes de congruences modulo H.
Pour l > 0, soit S = {R+TwHY ; R ∈ CH , Y ∈ Ml, w = k− l−degH}.
D’après [4, proposition IX.1], S est un système de représentants de l’en-
semble des polynômes unitaires irréductibles de degré k modulo RH,l.

Supposons l ≤ 0, i.e. v(u) ≥ 2k+a+1. Comme degH < h ≤ degP alors
(P,H) = 1. On a

gk(t) =
∑

R∈C∗H

∑

P∈I, degP=k
P≡RmodH

E

((
u+

G

H

)
AP 2

)

=
∑

R∈C∗H

E

(
G

H
AR2

) ∑

P∈I, degP=k
P≡RmodH

E(uAP 2).

Pour v(u) > 2k + a+ 1,

gk(t) =
∑

R∈C∗H

E

(
G

H
AR2

)
Π(k,H,R).

Pour v(u) = 2k + a+ 1,

gk(t) = Ψ(sgn(uA))
∑

R∈C∗H

E

(
G

H
AR2

)
Π(k,H,R).

Supposons l > 0, i.e. v(u) < 2k + a+ 1. D’après l’implication (2), on a

gk(t) =
∑

K∈S
(H,K)=1

E(tAK2)Π(k,H, l,K).
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Le théorème 3 donne alors∣∣∣∣gk(t)−
qk−l

kΦ(H)

∑

K∈S
(H,K)=1

E(tAK2)

∣∣∣∣ ≤ (l + degH + 1)
qk/2

k

∑

K∈S
(H,K)=1

1

≤ (l + degH + 1)Φ(H)ql
qk/2

k
.

Calculons maintenant
∑

K∈S
(H,K)=1

E(tAK2) =
∑

R∈C∗H

E

(
G

H
AR2

) ∑

Y ∈Ml
E(uA(XwHY )2).

Soit Y ∈Ml, y ∈ P. On a

v(uA(XwH)2(Y 2 − (Y + y)2)) ≥ 2,

d’où ∑

Y ∈Ml
E(uA(XwHY )2) =

∑

Y ∈Ml

�

P
E(uA(XwH)2(Y + y)2) dy

=
�

sgn(y)=1
v(y)=−l

E(uA(XwHy)2) dy.

Soit y tel que sgn(y) = 1 et v(y) = −l. Alors y2 = T 2l + z avec v(z) > −2l.
Ainsi,

ql
∑

Y ∈Ml
E(uA(XwHY )2) = E(uA(XwHX l)2)

�

v(z)>−2l

E(uAX2wH2z) dz = 0,

puisque v(uAX2wH2) ≤ 2l. Avec le théorème 2, on conclut que
∣∣∣∣f ′(t)−

S(H,GA)
Φ(H)

m∑

k=h

qk

k
Γ

sgn(A)
k (u)

∣∣∣∣

≤ degH|S(H,GA)|
m∑

k=h

qk/2

k
+ Φ(H)

m∑

k=h

qk/2+l(k)

k
(l(k) + degH + 1)

� degH Φ(H)
qm/2

m
+ rΦ(H)

q5m/2−v(u)

m

� r|H| q
5m/2−v(u)

m
,

d’où avec (2)
∣∣∣∣f(t)− S(H,GA)

Φ(H)

m∑

k=1

qk

k
Γ

sgn(A)
k (u)

∣∣∣∣� r|H| q
5m/2−v(u)

m
+
qh

h
.
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Proposition V.2. Soit t = G/H + u appartenant à un arc de Farey de
centre G/H où degH ≤ 4r + ai. Alors,

(V.5)

∣∣∣∣fi(t)−
S(H,GAi)
Φ(H)

f∗i (u)

∣∣∣∣� r|H| q
5mi/2−v(u)

mi
+
q4r

r
,

où

(V.6) f∗i (u) =





τmi si v(u) ≥ 2mi + ai + 2,

τj si v(u) = 2(j + 1) + ai

avec j ≤ mi − 1,

τj−1 + qj

j σ
∗(sgn(u)αi) si v(u) = 2j + ai + 1,

avec j ≤ mi

et pour tout t ∈ Fq,
σ∗(t) =

∑

y∈F∗q
Ψ(ty2).

Démonstration. On a

fi(t) =
∑

P∈I∗
degP≤mi

E(tAiP 2) =
∑

α∈F∗q

∑

P∈I
degP≤mi

E(tα2AiP
2).

Compte tenu de l’inégalité (III.4) vérifiée par n, on a 4r + ai + 1 ≤ mi, on
peut donc appliquer la proposition précédente avec A = Ai, h = 4r+ ai + 1
et on a
∣∣∣∣fi(t)−

mi∑

k=1

qk

k

∑

α∈F∗q

S(H,Gα2Ai)
Φ(H)

Γα
2αi

k (u)

∣∣∣∣� 4r|H| q
5mi/2−v(u)

mi
+
q4r

r
.

L’application Y 7→ αY étant une bijection de C∗H sur C∗H , on a alors

∑

R∈C∗H

E

(
AiG(αR)2

H

)
=
∑

Y ∈C∗H

E

(
AiGY

2

H

)
,

d’où
S(H,Gα2Ai) = S(H,GAi).

Posons
λk(u) =

∑

α∈F∗q
Γα

2αi
k (u).

Alors

λk(u) =





q − 1 si v(u) > 2k + ai + 1,∑
α∈F∗q Ψ(sgn(u)αiα2) si v(u) = 2k + ai + 1,

0 si v(u) ≤ 2k + ai.
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Ainsi ∣∣∣∣fi(t)−
S(H,GAi)
Φ(H)

mi∑

k=1

qk

k
λk(u)

∣∣∣∣� 4r|H| q
5mi/2−v(u)

mi
+
q4r

r
.

Calculons maintenant
∑mi

k=1
qk

k λk(u).

• Si v(u) > ai + 2mi + 1, on a pour tout k intervenant dans la somme
ci-dessus, v(u) > ai + 2k + 1, λk(u) = q − 1 et

mi∑

k=1

qk

k
λk(u) = τmi .

• Si v(u) ≤ ai+2mi+1, il existe j tel que ai+2j+1 ≤ v(u) ≤ ai+2(j+1),
alors

mi∑

k=1

qk

k
λk(u) =

j∑

k=1

qk

k
λk(u) +

mi∑

k=j+1

qk

k
λk(u).

Or λk(u) = 0 pour k = j + 1, . . . ,mi. Ainsi
mi∑

k=1

qk

k
λk(u) =

j∑

k=1

qk

k
λk(u).

Pour v(u) > ai + 2j + 1,
j∑

k=1

qk

k
λk(u) = τj .

Pour v(u) = ai + 2j + 1,
j∑

k=1

qk

k
λk(u) =

j−1∑

k=1

qk

k
λk(u) +

qj

j
λj(u) = τj−1 +

qj

j
σ∗(sgn(u)αi).

On a le résultat annoncé en posant

f∗i (u) =
mi∑

k=1

qk

k
λk(u).

VI. Majoration de R−2 (M). La majoration de R−2 (M) nécessite l’in-
troduction d’une fonction auxiliaire H que l’on va définir.

Soient i < j des entiers pris parmi les s premiers entiers. On désigne par
Y (Ai, Aj) le nombre de solutions (Yi, Yj, Zi, Zj) ∈ (Fq[X])4 de l’equation

AiY
2
i − AiZ2

i = AjZ
2
j − AjY 2

j

telles que deg Yi,degZi ≤ mi et deg Yj ,degZj ≤ mj. On pose

(VI.1) Nj = aj +mj.
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On pose aussi, pour t ∈ P, k ∈ {i, j},
hk(t) =

∑

deg Y≤mk

E(tAkY 2),(VI.2)

H(t) = |hi(t)|2|hj(t)|2;(VI.3)

alors, d’après la proposition III.1,

Y (Ai, Aj) =
�

P
H(t) dt.

On fait une dissection de Farey de P à l’ordre Nj . On notera VG/K l’arc de
Farey UG/K,Nj . On appelle P1 la réunion des arcs de Farey VG/K tels que
degK ≤ mj , P2 la réunion des arcs restants. On pose

Q1 =
�

P1

H(t) dt,(VI.4)

Q2 =
�

P2

H(t) dt.(VI.5)

Proposition VI.1. Soit G/K une fraction de Farey telle que degK ≤
mj. Posons

JG/K =
�

VG/K
H(t) dt.

Alors

(i)

(VI.6) JG/K ≥ 0.

(ii)

(VI.7) JG/K � 2|K|−4|C(K,GAi)|2|C(K,GAj)|2q2n,

où

C(K,G) =
∑

R∈CK
E

(
GR2

K

)
.

Démonstration. Puisque H est une fonction positive, le (i) est évident.
Supposons que 2mj+aj > 2mi+ai. Le corollaire VI.3 de [5] donne, pour

k = i, j,
|hk(t)|2 = |K|−2|h′k(u)|2|C(K,GAk)|2,

avec

h′k(u) =





qmk+1 si v(uAk) ≥ 2mk + 2,

qk si v(uAk) = 2k ≤ 2mk,

qkσ(sgn(uAk)) si v(u) = 2k + 1 ≤ 2mk + 1.
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On a donc

H(t) = |K|−4|C(H,GAi)|2|C(H,GAj)|2H ′(u),

où H ′(u) = |h′i(u)|2|h′j(u)|2. Comme H ′(u) dépend uniquement de v(u) et
sgn(u), on pose H ′(u) = φ(v(u), sgn(u)). On a

JG/K = |K|−4|C(K,GAi)|2|C(K,GAj)|2I,
avec

I =
�

v(u)≥2mj+aj+2

H ′(u) du+
2mj+aj+1∑

l=Nj+degK+1

∑

c∈F∗q
φ(l, c)

�

v(u)>l

du

= q2mi−aj+3 +
2mj+aj+1∑

l=Nj+degK+1

Ll,

où
Ll = q−l

∑

c∈F∗q
φ(l, c).

On déduit de la relation (5.9) de [16] que |σ(α)|2 = |∑t∈Fq Ψ(αt2)|2 = q

pour tout α ∈ F∗q ; alors 0 ≤ φ(l, c) ≤ q2l, donc I ≤ 2q2mj+aj+3, d’où le
résultat.

Si 2mi + ai > 2mj + aj , on procède de façon identique.

Proposition VI.2. On a

(VI.8) 0 ≤ Q1 � nq2n.

Démonstration. On a

Q1 =
∑

degK≤mj

∑

G∈C∗K

JG/K ,

donc

Q1 � q2n
∑

degK≤mj

|K|−4
∑

G∈C∗K

|C(K,GAi)|2|C(K,GAj)|2.

D’après les propositions III.2 et III.3 de [5], on a

|C(K,GAi)| ≤ |(K,Ai)|1/2|K|1/2,
d’où

Q1 � q2n
∑

degK≤mj

|K|−2Φ(K).

Comme
∑

degK≤h |K|−2Φ(K) ≤∑degK≤h |K|−1 = h+ 1, alors Q1 � nq2n.

Proposition VI.3. On a

(VI.9) Q2 � q2n.
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Démonstration. Soit t ∈ P2. Alors t s’écrit t = u + G/K avec mj <
degK ≤ Nj et v(u) ≥ Nj + degK + 1 ≥ 2mj + aj + 2. On a donc

hj(t) =
∑

deg Y≤mj

E

(
GAj
K

Y 2
)
.

• Si degK ≤ mi, d’après le corollaire VI.3 de [5], on a

hi(t) = |K|−1h′i(u)C(K,GAi).

Alors,

0 ≤ |hi(t)|2 ≤ |K|−2|h′i(u)|2|C(K,GAi)|2 ≤ |K|−1|(K,Ai)|q2mi+2.

Ainsi
0 ≤ |hi(t)|2 ≤ |Ai|q2mi−mj+1.

• Si degK > mi,

hi(t) =
∑

deg Y≤mi

E

(
GAi
K

Y 2
)
.

Majorons donc

Sk =
∑

deg Y≤mk

E

(
GAk
K

Y 2
)
.

Comme il a été démontré dans la preuve de la proposition VII.2 de [5] on a

|Sk|2 ≤ qmk+1#
{
Y ; deg Y < mk, v

({
GAk
K

Y

}
> mk + 1

)}
.

Si deg(K/(K,Ak)) ≤ mk + 1, on a

|Sk|2 = q2mk+2|K|−1|(K,Ak)| ≤ |Ak|q2mk−mj+1.

Si deg(K/(K,Ak)) > mk + 1, il vient

|Sk|2 ≤ |K| ≤ qmj+aj ,
soit dans tous les cas

|Sk|2 ≤ |Aj |q2mi−mj+1 � qn,

d’où |H(t)| � qn et � P1
|H(t)| dt� qn.

Proposition VI.4. On a

(VI.10) Y (Ai, Aj)� nq2n.

Démonstration. On a � P H(t) dt=Y (Ai, Aj). Donc Y (Ai, Aj)=Q1+Q2.
On conclut avec les relations (VI.8) et (VI.9).

Proposition VI.5. On a

(VI.11) R−2 (M)� qn(s−2)

ns
(rn7 logn q−r/4).
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Démonstration. Soit t ∈ M′2. Alors il existe une fraction de Farey G/H
et un indice i tels que t ∈ UG/H , 4r < degH ≤ 2n − 4r et degH∗i > 4r.
Comme v(uAiP 2) ≥ 2, alors

fi(t) =
∑

P∈I∗
degP≤mi

E(tAiP 2) =
∑

P∈I∗
degP≤mi

E

(
GAi
Hi

P 2
)

=
∑

P∈I∗
degP≤mi

E

(
GA∗i
H∗i

P 2
)
.

D’après la proposition VII.7 de [3], on a |fi(t)| � rn log n qn−r/4. Comme
F (t) =

∏s
j=1 fj(t), alors

|F (t)| �
( s∏

j=1, j 6=i
|fj(t)|

)
rn log n qn−r/4.

Le théorème 1 nous donne |fj(t)| � qn/n. Ainsi

|F (t)| � |fi1(t)fi2(t)fi3(t)fi4(t)|rn logn qn−r/4
(
qn

n

)s−5

� |fi1(t)fi2(t)fi3(t)fi4(t)|n6−sr logn qn(s−4)q−r/4,

où i1, i2, i3, i4 sont des indices distincts et différents de i. Alors
�

M′2

|F (t)| dt� n6−sr logn qn(s−4)−r/4 · L,

où
L =

�

P
|fi1(t)fi2(t)fi3(t)fi4(t)| dt.

L’inégalité de Cauchy–Schwarz donne

L2 ≤ L1,2 · L3,4, où Lj,k =
�

P
|fij (t)fik(t)|2 dt.

Or

Lj,k =
�

P

∑

P,P ′,Q,Q′∈I∗
degP,degQ≤mij

; degP ′,degQ′≤mik

E(t(Aij (P
2 −Q2) + Aik(P ′2 −Q′2))),

= Y ∗(Aij , Aik),

où Y ∗(Aij , Aik) est le nombre de solutions (P,P ′, Q,Q′) ∈ (I∗)4 de l’equation

AijY
2
ij − AijZ2

ij = AikZ
2
ik
− AikY 2

ik

telles que degP,degQ ≤ mij et degP ′,degQ′ ≤ mik . De façon évidente on
a Y ∗(Aij , Aik) ≤ Y (Aij , Aik). On conclut à l’aide de la proposition VI.4.
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VII. Approximation de R(M). Nous reprenons les hypothèses du
paragraphe IV. Notons aussi que pour tout B ⊂ {1, . . . , s}, on a

∏

i∈B
τmi =

∏

i∈B
τmi−1 +

∑

I∪J=B
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
(q − 1)#J .

Proposition VII.1. Soit ε un réel positif. Soit G/H le centre d’un arc
de Farey. Alors :

(i) Si G/H est le centre d’un arc majeur ,

(VII.1)

∣∣∣∣IG/H(M)− T (H,G)
Φ(H)s

E

(
−M G

H

)
(Js(M) + js(H,M))

∣∣∣∣
� |H|(ε−1/2)(s−1)−1qn(s−5/2)q8r,

où

(VII.2) Js(M)

=





|M |−1
∑

I∪J={1,...,s}
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(sgn(M))

si degM ≡ ai mod 2 pour tout i = 1, . . . , s,

|M |−1q−1
∏

i∈u(M)

τmi
∑

I∪J=v(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(0)

+ |M |−1
∏

i∈v(M)

τmi−1

∑

I∪J=u(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(sgn(M)) sinon,

et

(VII.3) |js(H,M)| ≤





0 si degM = 2n

ou degM = 2n− 1 et degH < 4r,

|M |−1
s∏

i=1

τmi si degM = 2n− 1 et degH = 4r,

la constante intervenant dans le symbole � ne dépendant que de q, s, ε et
A1, . . . , As.

(ii) Si G/H est le centre d’un arc médian,

(VII.4) |IG/H(M)| � |T (H,G)|
Φ(H)s

|H|−1 q
n(s−2)

ns
q4r.

Démonstration. Soit t = G/H + u appartenant à un arc de Farey UG/H
où degH ≤ 4r + a1. Alors, avec (V.5),

F (t) =
s∏

i=1

S(H,GAi)
Φ(H)

F ∗(u) + e(t),



124 H. Aı̈ssa

où

F ∗(u) =
s∏

i=1

f∗i (u), e(t) =
∑

I∪J={1,...,s}
J 6=∅

∏

i∈I

S(H,GAi)
Φ(H)

f∗i (u) ·
∏

j∈J
ej(t)

et

ei(t)� r|H| q
5n/2−v(u)

n
+
q4r

r
.

Or, d’après la proposition V.4 de [4] on a

Φ(H)� |H|(log degH)−1.

Avec la relation (IV.9), on déduit que

|S(H,GAi)|
Φ(H)

� (log degH)|H|ε−1/2,

la constante intervenant dans � ne dépendant que de q, ε et Ai. D’où

e(t)�
∑

I∪J={1,...,s}
J 6=∅

(
r|H|ε−1/2 q

n

n

)#I[(
r|H| q

5/2n− v(u)
n

)#J

+
(
q4r

r

)#J]

�
s−1∑

i=0

(
r|H|ε−1/2 q

n

n

)i[(
r|H| q

5/2n− v(u)
n

)s−i
+
(
q4r

r

)s−i]

�
(
r|H|ε−1/2 q

n

n

)s−1[
r|H| q

5/2n− v(u)
n

+
q4r

r

]
,

où les constantes intervenant dans � ne dépendent que de q, s, ε et A1, . . .
. . . , As. Posons

Ks(M) =
�

v(u)>N+degH

F ∗(u)E(−Mu) du.

Alors∣∣∣∣IG/H(M)− T (H,G)
Φ(H)s

E

(
−M G

H

)
Ks(M)

∣∣∣∣

� rs|H|(ε−1/2)(s−1)+1 q
n(s+3/2)

ns

�

v(u)>N+degH

q−v(u) du

+ rs−2|H|(ε−1/2)(s−1) q
(s−1)n

ns−1 ·
q4r

r
q−N−degH

� rs|H|(ε−1/2)(s−1)−1 q
n(s−5/2)

ns
q8r,

les constantes intervenant dans� ne dépendant que de q, s, ε et A1, . . . , As.



Problème de Waring–Goldbach polynomial 125

(i) Supposons que G/H soit le centre d’un arc majeur. Comme F ∗ ne
dépend que de v(u) et de sgn(u), on pose alors

F ∗(u) = φ(sgn(u), v(u)).

On remarque que F ∗(u) est constante sur l’ensemble {u ∈ P; v(u) > 1+λ},
où

λ = max{2m1 + a1, . . . , 2ms + as}.
D’après (V.6),

Ks(M) =
s∏

i=1

τmi
�

v(u)>1+λ

E(−Mu) du

+
1+λ∑

j=1+N+degH

∑

c∈F∗q
φ(j, c)E(−McX−j)

�

v(u)>j

E(−Mu) du,

d’où avec (III.1),

Ks(M) = q−1−λ
s∏

i=1

τmi +
1+λ∑

j=1+max(N+degH,degM)

q−j
∑

c∈F∗q
φ(j, c)E(−McX−j)

= Js(M) + js(H,M),

où

Js(M) = q−1−λ
s∏

i=1

τmi +
1+λ∑

j=1+degM

q−j
∑

c∈F∗q
φ(j, c)E(−McX−j),

js(H,M) = −
max(N+degH,degM)∑

j=1+degM

q−j
∑

c∈F∗q
φ(j, c)E(−McX−j).

Calculons d’abord Js(M).
(a) Si λ = degM alors pour tout i ∈ {1, . . . , s}, degM = 2mi + ai et ai

est de même parité que degM. On applique la définition du caractère E. La
relation (V.6) nous donne

Js(M) = q−1−λ
s∏

i=1

τmi+q
−1−λ∑

c∈F∗q
Ψ(−c sgn(M))

s∏

i=1

(
τmi−1+

qmi

mi
σ(αic)

)
,

d’où

Js(M) = q−1−λ
(( s∏

i=1

τmi −
s∏

i=1

τmi−1

)

+
∑

I∪J={1,...,s}
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
(qr∗J(sgn(M))− (q − 1)#J)

)
,
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donc

Js(M) = q−λ
∑

I∪J={1,...,s}
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(sgn(M)),

ce qui est l’égalité cherchée.
(b) Si λ > degM alors degM = λ− 1.
• Si degM = 2mi+ai (i.e. i ∈ u(M)), pour v(u) = 1 +λ = 2mi+ai + 2,

f∗i (u) = τmi ,

et pour v(u) = λ = 2mi + ai + 1,

f∗i (u) = τmi−1 +
qmi

mi
σ(αic).

• Si degM = 2mi+ai−1 (i.e. i ∈ v(M)), pour v(u) = 1+λ = 2mi+ai+1,

f∗i (u) = τmi−1 +
qmi

mi
σ(αic),

et pour v(u) = λ = 2mi + ai,

f∗i (u) = τmi .

D’où

Js(M) = q−1−λ
s∏

i=1

τmi + q−1−λ ∏

i∈u(M)

τmi
∑

c∈F∗q

∏

i∈v(M)

(
τmi−1 +

qmi

mi
σ(αic)

)

+ q−λ
∏

i∈v(M)

τmi−1

∑

c∈F∗q

∏

i∈u(M)

(
τmi−1 +

qmi

mi
σ(αic)

)

× Ψ(−c sgn(M)),

donc

Js(M) = q−1−λ
s∏

i=1

τmi + q−1−λ ∏

i∈u(M)

τmi

(
(q − 1)

∏

i∈v(M)

τmi−1

+
∑

I∪J=v(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
qr∗J(0)−

∏

i∈v(M)

τmi +
∏

i∈v(M)

τmi−1

)

+ q−λ
∏

i∈v(M)

τmi−1

(
−

∏

i∈u(M)

τmi−1 +
∑

I∪J=u(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

×
∏

i∈J

qmi

mi
qr∗J(sgn(M))−

∏

i∈u(M)

τmi +
∏

i∈u(M)

τmi−1

)
,
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par suite

Js(M) = q−λ
∏

i∈u(M)

τmi
∑

I∪J=v(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(0) + q1−λ ∏

i∈v(M)

τmi−1

×
∑

I∪J=u(M)
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J

qmi

mi
r∗J(sgn(M)).

La majoration (VII.3) se déduit de (V.6).
(ii) Supposons que G/H soit le centre d’un arc médian. Puisque v(u) ≥

2n+ 2 ≥ degM + 2, alors

|Ks(M)| � qns

ns
q−N−degH � |H|−1 q

n(s−2)

ns
q4r.

D’où la majoration de IG/H(M).

Corollaire 3. Pour s ≥ 5 et ε > 0, on a la relation

(VII.5)
∣∣∣R+(M)− Js(M)

∑

H∈M
degH≤4r

As(H,M)−
∑

H∈M
degH≤4r

js(H,M)As(H,M)
∣∣∣

� qn(s−5/2)q4r[(ε−1/2)(s−1)+3],

la constante dans � ne dépendant que de q, s, ε et A1, . . . , As.

Proposition VII.2. Pour tout réel ε ∈ ]0, 1/2[ on a

(VII.6) R−1 (M)� qn(s−2)

ns
q4r(ε+2−s/2),

la constante dans � ne dépendant que de q, s, ε et A1, . . . , As.

Démonstration. Si G/H est le centre d’un arc médian alors 4r < degH
≤ 4r + a1. D’après la relation (VII.4),

R−1 (M)� qn(s−2)

ns
q4r

∑

H∈M
4r<degH≤4r+a1

|H|−1Φ(H)−s
∑

G∈C∗H

|T (H,G)|.

D’après la majoration (∗∗) de la démonstration de la proposition IV.9 on a

R−1 (M)� qn(s−2)

ns
q4r

∑

degH>4r

|H|ε−s/2

� qn(s−2)

ns
q4r

∞∑

j=4r+1

qj(ε+1−s/2) � qn(s−2)

ns
q(ε+2−s/2)4r,

où les constantes intervenant dans le symbole � ne dépendent que de q, s,
ε et A1, . . . , As.
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Lemme 3. (i) Si q = 7 ou q > 9, pour tout polynôme M de Fq[X], on a

(VII.7)
qn(s−2)

ns
� Js(M)� qn(s−2)

ns
.

Si q = 5 ou q = 9, et si au moins quatre polynômes Ai1 , . . . , Ai4 parmi
A1, . . . , As ont des degrés de même parité, le même résultat reste valable
pour les polynômes M de degré degM ≡ degAi1 mod 2.

(ii) Pour degM = 2n− 1 et degH = 4r on a

(VII.8)
qn(s−2)

ns
� js(H,M)� qn(s−2)

ns
.

Démonstration. (i) D’après la relation (IV.12) pour tout b ∈ Fq, on a

qr∗J(b) ≤ (q − 1)#J + (q − 1)(1 +
√
q)#J ≤ q(q − 1)#J .

• On suppose que degM ≡ ai mod 2 pour tout i = 1, . . . , s. La relation
(VII.2) nous donne donc

Js(M) ≤ |M |−1
s∑

i=1

∑

I∪J={1,...,s}
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I
τmi−1

∏

i∈J
(q − 1)

qmi

mi

≤ |M |−1
s∏

i=1

τmi

s∑

i=1

∑

I∪J={1,...,s}
I∩J=∅, J 6=∅

∏

i∈I

τmi−1

τmi

∏

i∈J

(q − 1) q
mi

mi

τmi

� q−2n
(
qn

n

)s
.

La majoration s’en déduit.
Comme s ≥ 5, l’ensemble d’indices u(M) contient un ensemble J0 a cinq

éléments et r∗J0
(sgn(M)) ≥ 1 d’après la relation (IV.14). Or τj ≥ (q−1)qj/j,

alors

Js(M) ≥ |M |−1
∏

i∈{1,...,s}\J0

τmi−1

∏

i∈J0

qmi

mi
� q−2n

(
qn

n

)s
.

• On suppose qu’il existe j ∈ {1, . . . , s} tel que degM 6≡ aj mod 2. Alors
#v(M) ≥ 1.

Si q = 7 ou q > 9, et si #v(M) ≥ 3, il existe J1 ⊂ v(M) à trois éléments.
D’après la relation (IV.15), r∗J1

(0) ≥ 1. Dans ce cas,

Js(M) ≥ q−1|M |−1
∏

i∈u(M)

τmi
∏

i∈v(M)\J1

τmi−1

∏

i∈J1

qmi

mi
� q−2n

(
qn

n

)s
.

Si q = 7 ou q > 9 et si #v(M) ≤ 2, alors #u(M) ≥ s − 2 ≥ 3. Il existe
J2 ⊂ u(M) à trois éléments et d’après la relation (IV.15), r∗J2

(sgn(M)) ≥ 1.
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Dans ce cas,

Js(M) ≥ |M |−1
∏

i∈v(M)

τmi−1

∏

i∈u(M)\J2

τmi−1

∏

i∈J2

qmi

mi
� q−2n

(
qn

n

)s
.

Si q = 5 ou q = 9, on a #u(M) ≥ 4, il existe donc I ⊂ u(M) à quatre
éléments tel que r∗I (sgn(M)) ≥ 1. Alors

Js(M) ≥ |M |−1
∏

i∈v(M)

τmi
∏

i∈u(M)\I
τmi−1

∏

i∈I

qmi

mi
� q−2n

(
qn

n

)s
.

La majoration se démontre comme la majoration précédente.
(ii) Les relations (VII.8) sont évidentes.

Proposition VII.3. Pour s ≥ 5, on a

(VII.9) |Rs(M)− Js(M)Ss(M)| � qn(s−2)

ns
(rn7 logn q−r/4).

Démonstration. On a

|Rs(M)− Js(M)Ss(M)|
≤
∣∣∣R+(M)− Js(M)

∑

H∈M
degH≤4r

As(H,M)−
∑

H∈M
degH≤4r

js(H,M)As(H,M)
∣∣∣

+ |Js(M)|
∑

H∈M
degH>4r

|As(H,M)|+
∑

H∈M
degH=4r

|js(H,M)| |As(H,M)|

+ |R−1 (M)|+ |R−2 (M)|.
Soit ε ∈ ]0, 1/4[. Les relations (IV.20), (VI.11), (VII.5)–(VII.8) nous donnent

|Rs(M)− Js(M)Ss(M)| � qn(s−5/2)q4r[(ε−1/2)(s−1)+3] +
qn(s−2)

ns
q4r(ε+2−s/2)

+
qn(s−2)

ns
(rn7 logn q−r/4)

� qn(s−2)

ns
(rn7 logn q−r/4),

ce qui est le résultat annoncé.

Corollaire 4. Sous les mêmes hypothèses du lemme 3, on a

Rs(M)� (degM)−s|M |s/2−1.

Démonstration. D’après la proposition précédente on a

Rs(M)� Js(M)Ss(M)− qn(s−2)

ns
(rn7 logn q−r/4).
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D’après les relations (IV.21) et (VII.7) on a Js(M)Ss(M) > 0 et

Js(M)Ss(M)� (degM)−sqdegM(s/2−1),

d’où le résultat annoncé.
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