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Fonction de Tschakaloff et fonction g-exponentielle
par

JEAN-PAUL BEZIVIN (Caen)

1. Introduction et résultats. Soit ¢ un élément de Z vérifiant |g| > 1.
La fonction g-exponentielle est la fonction E, d’une variable complexe z
définie par

Z?’L

nz;f) HZ:I(qk -1)

avec la convention qu'un produit sur un ensemble vide d’indices est égal a 1.
C’est une fonction entiére de la variable z, qui vérifie I’équation fonctionnelle
Eq(qz) = (1 4+ 2)E4(z). Elle posséde un produit infini simple, qui est

Ey(2) = ﬁ <1 + qzk)

k=1

Ey(z) =

D’autre part, on connait le développement de Taylor de 'inverse de E,
1 (—1)ngn(n-D/2
Eq(z) >0 [Tizi(d" = 1)

La fonction de Tschakaloff est la fonction définie par

zn
Tq(Z) = Z W

n>0 q

2",

C’est aussi une fonction entiére de la variable complexe z, qui vérifie I’équa-
tion fonctionnelle Tj(2) = 1 4 2T5(2).

On connait des résultats d’indépendance linéaire sur K pour les valeurs
prises par ces deux fonctions aux points non nuls de K (avec quelques condi-
tions techniques) quand K est le corps des rationnels ou un corps quadratique
imaginaire.
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La fonction Ty a été étudiée la premiére fois du point de vue arithmétique
par L. Tschakaloff, dans [8], ou il démontre sous quelques hypothéses tech-
niques l'indépendance linéaire sur Q de la constante 1 et des valeurs prises
par T}, aux rationnels non nuls.

Pour ce qui concerne la fonction g-exponentielle, ses propriétés arithmé-
tiques ont été étudiées pour la premiére fois par Lototsky [6].

On pourra consulter les articles de P. Bundschuh et T. Topfer [4] et [7]
sur le sujet, pour des références sur les nombreux travaux consacrés aux
propriétés arithmétiques de ces deux fonctions.

Pour énoncer nos résultats, nous aurons besoin de quelques notations.

Soit tout d’abord b, = 2?21 Pj(n)w] une suite récurrente linéaire
d’éléments de C, o les w; sont non nuls et distincts, et les P; sont des
polynomes. Nous dirons que les w; sont les fréquences de la suite b,,. Nous
appelons H les hypothéses suivantes sur la suite by, :

1) On suppose que b, est non nul pour tout n.

2) La suite b, est a valeurs dans Q.

3) Les w; sont des entiers algébriques, aucun d’eux n’étant une racine de
I'unité différente de 1.

4) Aucun des rapports w;/w; avec i # j n’est une racine de l'unité.

5) On a |wi| > |w;| > 1 pour i > 2 (si h > 2).

6) Si pour un indice 7, on a |w;| = 1, alors w; = 1.

Nous noterons aussi G le sous-groupe multiplicatif de C engendré par
les wj, et nous dirons qu’il s’agit du sous-groupe associ€ @ la suite by,.

On note maintenant a, une suite récurrente d’éléments non nuls de Q.

Pour 6 € C, non nul, et s entier naturel, on définit les fonctions gg ; par
les deux égalités :

g@,s(z) = Z szm
m>0

et

( Z cmqm(m—i-l)/ZZm) Ey(—qz) = Z ksoF k-

k
m>0 k>0 Hl:l aj
On a alors :

THEOREME 1.1. Soit o rationnel non nul tel que o # —¢*, 1 > 1, et s > 0.
On suppose que la suite récurrente b, = a,(q™ + «) vérifie les hypothéses H.
Soient t > 1, 04,...,60; des rationnels non nuls et distincts. On suppose que
si i est différent de j, le quotient 0;/6; n’appartient pas au sous-groupe G
associé a by, et que si b, posséde la fréquence 1, le coefficient de celle-ci
dans b, n’est pas un polynéme constant de la forme Caly avec { € G et
ke {1,...,t}. Alors les fonctions gg (z) sont des fonctions entiéres de la
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variable complexe z, et la famille
{Ey(@),90,0(a) : 1< j<t,0<1< s}
est Q-linéairement indépendante.

Un choix particulier de la suite a,, permet d’obtenir des résultats plus
précis :

THEOREME 1.2. Dans ce qui suit, on prend a, = q" — 1, et on note alors
fo.s les fonctions notées gg s dans le cas général. Soient t un entier naturel
non nul, 01,...,0; des nombres rationnels non nuls et distincts, et s > 0.
On suppose que |01] < --- < |04, que |0¢] < |q|®|61], et enfin qu’aucun des
0; n'est de la forme —q¢* avec k € Z, k > 2. Soit a un rationnel non nul
tel que a # —q' pour tout | entier, 1 > 1. Alors la famille {Eq(c), fp, () :
1 <7<t 0<1<s} est Q-linéairement indépendante.

REMARQUE 1.3. On verra dans le lemme 2.5 que l'on a la formule sui-
vante :

k l
fe,o(z) _ Z Hl:l(q +0) Sk
k

>0 qk(k+1)/2 Hf:l(ql - 1)

Les deux résultats qui suivent sont des corollaires du théoréme 1.2. Nous
introduisons deux autres fonctions :

B g B n 1 o
Az) = Z (" — 1) +D/2’ B(z) = Z (Z 4 — 1) PGS EN

n>1 n>1 =1

COROLLAIRE 1.4. Soit o € Q, non nul, tel que o # —¢' pour tout en-
tier 1 > 1. Alors la famille {1,T,(a), Eq(a), A(r), B(a)} est Q-linéairement
idépendante.

Un corollaire immédiat est :

COROLLAIRE 1.5. Soit a € Q, non nul, tel que o # —q' pour tout entier
1> 1. Alors la famille {1,Ty(c), Eq(a)} est Q-linéairement indépendante.

On a aussi le résultat suivant :

THEOREME 1.6. Pour a € C, on note

aF b z
Fa() =Y H<1+l>-
k>0 [Loi(d = 1) 1 q
La fonction Fy, est une fonction entiére d’une variable compleze.

Soit m € N. Pour a € Q, « 75 0, et z € Q, non nul, tel que z # —¢,
l € Z, la famille {1,F§é])(z),F(§])(qz) : 0 < j < m} est Q-linéairement
indépendante. En particulier, sous ces hypothéses, Fo(2) est irrationnel.
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Soit encore a,, une suite récurrente linéaire d’éléments non nuls de C. On
lui associe la série formelle
k

z
A=) =3
k )
o "R @)
que nous supposons de rayon de convergence infini, et on note 7 'opéra-

teur zd/dz. On note hg 4(z) la fonction (qui est une fonction entiére de la
variable z)

Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME 1.7. Soit a € Q, non nul, tel que a # —¢' pour tout entier
[l > 1, et s un entier naturel. Soit a,, une suite récurrente linéaire et b, la
suite définie par by, = an(¢"+a). On suppose que by, vérifie les hypothéses H.
Soient t > 1, 04,...,60; des rationnels non nuls et distincts. On suppose que
si i est différent de j, les quotients 0;/6; n’appartient pas au sous-groupe G
associé a by, et que si b, a la fréquence 1, le coefficient de celle-ci dans by,
n’est pas un polynéme constant de la forme (Oy avec ¢ € G et k € {1,...,t}.
Alors la famille

{Eg(a),hg; () :1<j<t,0<1< s}
est Q-linéairement indépendante.

REMARQUE 1.8. 1) Dans tous ces résultats, la condition o # —q" est
naturelle, puisque sinon E,(a) = 0.

2) Dans le théoréme 1.2 et les corollaires qui suivent, on obtient des
résultats d’irrationalité en prenant dans la collection de fonctions la fonction
f—q,0 qui est égale a 1.

3) Ce n’est plus le cas en ce qui concerne le théoréme 1.7, ot on voit
facilement que ’on ne peut obtenir une fonction constante non nulle parmi
les hg,s.

4) Dans le cas le plus simple du théoréme 1.7, qui est a; = 1 pour tout [,
on voit que A(z) = Ty(2), et on regarde donc si s = 0 les fonctions

a(0/d")
ZHZ 1‘1—1) '

On peut remarquer que les coefficients de Taylor de telles fonctions ne sont
pas des nombres rationnels en général.

2. Rappels et lemmes techniques. Nous rappelons tout d’abord le
résultat suivant :
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THEOREME 2.1. Soient t et m deux entiers naturels, avec t non nul, et
01,...,0; des rationnels non nuls et distincts. Soit b, une suite récurrente
linéaire vérifiant les hypothéses H, et G le sous-groupe associé a la suite by,.
On suppose que pour i # j, le quotient 6;/0; n’appartient pas a G, et que si
la suite by, a la fréquence 1, le coefficient associé n’est pas de la forme (0
avec ¢ € G et k € {1,...,t}. Soit f la fonction définie par

f(Z):Zm,

n>0
qui est une fonction entiére de la variable complexe z. Alors la famille
{Lf9@:):0<j<m1<i<i)
est Q-linéairement indépendante.
Preuve. Voir [3]. =

REMARQUE 2.2. Si 7 est lopérateur zd/dz, on voit facilement que la
conclusion du théoréme précédent est équivalente a ce que la famille

{1,77(£)(0:): 0<j <m,1<i<t}

est Q-linéairement indépendante. C’est en fait sous cette forme que nous
allons I'utiliser.

LEMME 2.3. Soit a, une suite récurrente linéaire d’éléments non nuls
de Q, et a un rationnel non nul. On suppose que la suite b, = a,(q" + «)
vérifie les conditions H. Alors la suite |a,| est minorée par un nombre ¢ > 0.

Preuve. Le fait que la suite b, = a,(¢" + «) vérifie les hypothéses H
implique que les fréquences de la suite a, sont des entiers algébriques; en
effet, sinon, soit 7;, une fréquence de a, qui n’est pas un entier algébrique,
et qui soit de module minimal. Comme 7,7 apparait avec un coefficient non
nul dans aa,,, et n’apparait pas dans b, par les hypothéses H, c’est qu’il est
détruit par un terme de ¢"ay, et donc il existe une fréquence 7;, de a, telle
que T, = q7;,. Alors 7;, n’est pas un entier algébrique, et est de module plus
petit que 7;,, ce qui est contraire a I'hypothése faite. Maintenant, si on a une
telle suite récurrente a,, de rationnels non nuls dont toutes les fréquences
sont des entiers algébriques, il existe un entier d tel que da,, € Z pour n > 1,
ce qui implique que |a,| est minorée. =

LEMME 2.4. On se place sous les hypothéses du théoréeme 1.1. Soit 0
un nombre complexe, q¢ un nombre complexe tel que |q| > 1. On pose pour
z#—q¢,1>1etseN

ksok 2k
Pps(2) =) —F/ .
kzzo Ty ai(d! + 2)
Alors gg s(2) = g s(2) Ey(2).
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Preuve. On laisse le lecteur vérifier que le lemme 2.3 implique que la
fonction @y 4(z) est méromorphe dans tout C.

On a
k

k
[ +2) =D <1 + ;)

=1 =1
de sorte que
Eq(2) —k(k+1)/2 z —k(k+1)/2 z
= (k+1)/ H 1+ ) =¢ (k+1)/ E,( =)
[Ti=:(d" +2) I>k+1 q q

Donc

ksgk 2* z
Dy s(2)Eq(2) = E <)
g kzzo gh(k+1)/2 HL ay 7\ ¢k

Le coefficient d,, de 2™ dans cette expression est

ksok
A = Z k(k+1)/2+jk (TTE i (gl :
ktjmm 4 F(Ih= @) [Ti=y (¢ = 1)
On remarque que (k+7)(k+j+1) =k(k+1)+2kj+j(j+ 1), de sorte que

sk i(j+1)/2
qum(m+1)/2 _ Z 129 q](J-i- )/
k+j=m [lim o II (¢ = 1)

. . LSk ok JG+1)/2 55
3 a3 B (S ),

et donc

J
m>0 k>0 I @ §>0 [[i= (¢
Comme on a I’égalité
Z q] (+1)/2 45
§>0 q - 1)

on a d,, = ¢, pour tout m, ceci termine la démonstration. =

LEMME 2.5. On suppose que a, = q¢"* — 1 pour n > 1. On a dans ce cas
les égalités suivantes :

_ Hle(ql +6) k.
(a) foo(z) = ;0 qr(E+1)/2 Hle(ql -1) o

qmzm
() foqa(2) = _m§2:1 (¢ — 1)gm(m+1)/2 = —A(2);
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(e) ffl,l(z) = - Z Zl(ri+1)/2 "= —B(Z)

m>1 q
Preuve. Par le lemme 2.4, on a
ksgk 2k
Z e/ 2 — (Z kg ) (Z
m>0 k>0 lel(q -1 7>0
Dans le cas s = 0, ceci donne

Z cmqm(m—&-l)/22m _ EQ(HZ) )
m>0 E‘](_qz)

Nous utilisons maintenant une formule de W. Hahn, [5, p. 362] :

convenables dans C (par exemple de module assez petit) on a

Ey(2) _ 5~ Il (2 — a')
Eq(y) n>0 Hl:l(q —-1) .

On applique cela avec © = 0z, y = —qz, ce qui donne

n—1 I+1
S g2 Eq(0z) =g (02 +¢q " 2)

q] (+1)/2 45

q—l

m>0 Eq(iqz) B n>0 H?:l(ql - ]‘)
— H?:l(e + ql) pecy
2@

On a donc la formule

n 9 l
o) = Y- i

nZO

383

Pour z,y

Comme cas particulier, on a § = 0, qui donne fyo(2) = Ey(2), § = —1,
qui donne f_10(2) = Ty(2), et enfin § = —gq, qui donne f_,o(2) = 1, le

coefficient de Taylor d’ordre n étant nul si n > 1.
On passe au cas ot s = 1. Dans ce cas, on a

6k 2k d
> = 2 (By(02)) = 02E(0%).
k>0 [[=i(d" = 1) dz
Si 8 = —q, on trouve que
m(m m El(_qz)
5 eyt — gy BE)
m>0 Q(_qz)

On a I'égalité E}(u)/Ey(u) = Y3=1 1/(¢" +u), de sorte que

m(m+1)/2,m _ _ z (g2)"
Zcmq t/zm Z . = Z 1

J n
m>0 >0 1 a1
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Sion note Ly(z) = 3,51 2"/(¢" — 1), on a donc obtenu que

Eqy(—qz)
D emgm R = —(g2) ZH—— = —Ly(g2)

m>0 Eq(—qz)
et par suite
qm
c=0, cn= _(qm 1)l i2 pour m > 1.
On a donc o
_ 7=
f—q,l(z) - z>:1 (qm _ 1)qm(m+1)/2'
m_

Dans le cas § = —1, on trouve

S g D/2em Ey(=2) _ _Lq(z)’

>0 Eq(—qz) -z

donc cg =0, et pour m > 1, on a

1
_ _E?llqu

Cm = qm(m+1)/2 ’

ce qui donne
P
=1 qlfl

g m+D/2 z

f,171(z) = — Z . n

m>1
LEMME 2.6.
(i) La fonction F, vérifie I’équation fonctionnelle
Fu(¢?2) + (0 — 1)Fa(g2) — a(1 + 2)Fa(2) = 0.

(i) Soit m € N. Soient o,z € Q, non nuls, et z # —q, z # —q*. Alors
la famille {1,Fc(f)(z),Fo(tj)(qz) : 0 < j < m} est Q-linéairement in-
dépendante si et seulement si la famille {1, F9)(z/¢%), FY)(z/q) :
0 <j <m} est Q-linéairement indépendante.

Preuve. (i) On commence par supposer que a # —q', [ > 1. Dans ce cas,
la fonction F,(z) est égale a

akzk «
fz,O(OC) _ Z EQ( )

k>0 Hle(ql - 1)(ql + O‘),

et on vérifie facilement 'assertion. Pour le cas général, on peut remarquer
que la fonction qui & (a,z) € C? associe F,(z) est une fonction entiére
de deux variables complexes, et donc qu’il en est de méme de la fonction
(a,2) = Fo(q?2) + (a — 1)Fa(gz) — a(1 + 2)F,(2) ; comme celle-ci est nulle
pour o # —q', 1 > 1 et tout z, elle est identiquement nulle.
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Fo(2) = (1 = a)Fa(2/q) + a(1 + 2/¢*) Fu(2/4%)
et

Fa(qz) = (1 - a)* + a1+ 2/q)Fa(2/q) + a(l — a)(L + 2/¢*) Fu(2/¢%).

On dérive j fois, et on trouve les formules

) Y AN S O | EA T 2\ pi) [ 2
Far(z) = +qJF (q2>+ ¢ Fa <Q>+q2ﬂ'<1+q2>Fa <q2>

et

Doy — 2 i (2) L el =a)j oy 2
Fa (qz)_+q2jF“ <Q>+ I ¢

ot tofon ) ) - 2)a )

On passe donc de la famille {1,Fo(éj)(z/q2),Fo(éj)(z/q) :0<j<m}ala
famille {1, FY )(z), Y )(qz)} par une transformation linéaire dont la matrice
A a coefficients dans Q a la forme suivante : Elle est constitué pour sa
partie supérieure de blocs diagonaux, tous les autres termes de cette partie
supérieure étant nuls, le premier bloc étant la matrice a une ligne et une
colonne [1], et les autres blocs diagonaux des matrices d’ordre 2, Bj, 0 < j
< m, avec

1q—7_oz —|—C¥( 5 )

B; =
(1P +a(i+2) g +al-o)(i+ )k

Le déterminant de Bj est égal a

donc le déterminant de A est non nul par les hypothéses faites, d’ou le
résultat. m

LEMME 2.7. Soit m € N non nul, « = —q¢™ et 8 = —q¢~™. On a la
relation

Fo(z) = (=1)"2"q " F3(2).
Preuve. Nous allons noter Iy ;(z) I'expression
Z k,‘sszk
k k
oo LIz (@ = DL (¢ + 2)

qui est I’analogue de @y 5(z) dans le cas ou 'on prend a; = q' —1 pour tout .
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On considére tout d’abord la formule donnant

. szk
bo(z) = kz>0 T, (¢ = DT (¢ +2)

On sait que si I'on multiplie par E,(z) cette expression, on trouve que l'on
a l'égalité de fonctions méromorphes Iy o(2)Ey(2) = fo,0(2). On a

o Okzqu(Z)
Jo.0(2) m;po [T (¢t = DT (¢ + 2)

0k 2k B, (2
Py PRI
k>m [=i (@ = DIT= (" + 2)
La premiére somme est une somme finie, dont tous les termes ont pour limite

0 si 2z — —q™, et donc elle converge vers 0 si z — —¢"™. La seconde somme
est égale a

Z o H :
(1 + Z/q ) ;
=, gr(k+1)/2 Hf_l(ql 1) o

c’est la somme d’une série de fonctions entiéres en la variable z qui converge
uniformément sur tout compact. Par suite, la limite quand z converge vers
—q™ de fpo(z) est égale a

Ok (—g™)* - _
3 [T a-q.
S a2 TTE (¢ - 1)

>m I>k+1

m=1) est égal &

Le produit infini [[;5,, (1 —¢
Eq(_l)q(k:—m)(k—m-i-l)/Q

=@ - 1)

I

de sorte que finalement on a

- ek(_qm)k E (_1)q(k—m)(k—m+1)/2
fool=a") = > KE+D)/2TTE (4l =T
k>m 4 [I=i(d —1) Hj:l (¢ —1)
et aprés quelques calculs,
oF(—1)*

_my _ m(m—l)/2E -1
fool=a") =4 q()ginh@—nnﬁﬁw—w

Une nouvelle expression est obtenue en posant k = m + h,
(_1)m0mqm(mfl)/2Eq(_1) Z Hh(—l)h
m l h+m h ’
Hl:l(q - 1) h>0 Hl:_erl(ql - 1) Hl:l(ql - 1)

foo(=q") =
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soit encore

. -1 memqm(m—l)/QE -1 ghquh —_1)k
fH,O(_q )Z ( ) m ( 1 q( )Z h I —m( h) I )
Hl:l T - ) h>0 Hl:l(q —q )Hl:l(q - 1)
et le terme dans la somme infinie est la valeur de I} (z) pour z = —¢~ ™.

On remplace z par —¢~™ dans la formule Iy o(2) E4(2) = fo,0(2), et aprés
quelques calculs il vient que

foo(=¢™) = (=0q~)" foo(—a~™),
ou encore F_gm(2) = (—z2¢ 1)™F_,-m(2), ce qui termine la démonstration
du lemme. =

3. Preuve du théoréme 1.1. Tout d’abord on voit facilement que la
fonction gg s est une fonction entiere de la variable complexe z. (Ce sera aussi
le cas pour les fonctions fg s et hg s qui interviennent dans les théorémes 1.2
et 1.6.)

Supposons que la famille

{Eq(a),g0,0(0) : 1< j<t,0<1< s}

est Q-linéairement dépendante. Par division par E,(c) qui est non nul par
hypothése, on en déduit en utilisant le lemme 2.4 que la famille {1, Py, /() :
1<j <t 0<1< s} est aussi Q-linéairement dépendante. Introduisons la

fonction

kK

- )
k>0 [12 ai(d" + )

Par les hypothéses faites, la fonction ¢ est une fonction entiére d’une va-
riable complexe. (On rappelle que 7 est 'opérateur zd/dz.) En utilisant g,
on trouve alors que la famille {1,71(9)(9]04) 1 <j<t0<1<s}estQ-
linéairement dépendante. Mais les 67 = 6« vérifient que leurs quotients pour
des indices distincts n’appartiennent pas au sous-groupe G associé a la suite
by, = an(q" + «) par hypotheése, et si cette suite posséde comme fréquence
le nombre 1, le coefficient de celle-ci n’est pas de la forme (afy, donc pas
de la forme (0}, avec ¢ € G. Par suite les hypothéses du théoréeme 2.1 étant
vérifiées, et compte tenu de la remarque qui suit, on a une contradiction qui
démontre le résultat.

9(z) =

4. Preuve du théoréme 1.2 et des corollaires 1.4, 1.5

4.1. Preuve du théoréme 1.2. On ne peut plus utiliser directement le
théoréme 2.1, car les hypothéses de ce théoréme sur les quotients des 6; par
0; avec ¢ # j n’est plus satisfaite ; ceci est valide également pour le théoréme 1
et le corollaire 1 de [2], cependant la méthode de démonstration de ce dernier
théoréme va permettre de démontrer le résultat. La premiére partie de la
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démonstration est identique a celle de la démonstration du théoréme 1 de 2],
seule la derniére partie différe un peu; nous redonnons les détails pour étre
complet.

On va raisonner par ’absurde, et supposer que la famille est Q-linéaire-
ment dépendante. Dans ce cas, comme E,(«) est non nul, il en résulte par
division par E,(a), en utilisant le lemme 2.4, que la famille {1, Iy, ;(a) : 1 <
j <t,0 <1< s} est aussi Q-linéairement dépendante. On se donne une
relation de liaison p+ > /\jylfgj’l(a) = 0 ot les rationnels i, Aj; ne sont pas
tous nuls.

Ceci s’écrit sous la forme

S

%
k>0 Hl:l(ql - 1)(ql + )
ol on a posé ug = p+ Y Aj; et pour k > 1, up, = Z)\j,lkl(@-a)k.

Soit .
_ U2
)= D)

Il est facile de voir que g est une fonction entiére de la variable z, et on a
g(1) = 0. On pose G(z) = g(2)/(1 — z), et on définit la suite v, par

v Zk
G(z)=Y_ i

k>0 Hle(ql ~1)(¢' +a)

Avec les conventions faites, on a ug = vy, et pour k > 1,

U, _ Vg1 ug,

= — + )
[T (@ = D(g +a)  TI5 (@ = D@ +a)  TT (@~ D(g +a)
On déduit tout d’abord de ce qui précéde que

k
Vi Uj

[T — V(¢ +a) ST~ D +a)

soit encore

k k
=y u [ (@-1Dd+a)

i=0  I=j+1
Il existe un nombre rationnel d tel que do € Z et d*+tluy, € Z pour tout k. 11
en résulte immédiatement que d*tlv, € Z pour tout k.
Comme ¢(1) =0, on a

o0

j=0 ngl(ql - 1)(ql +a)
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et on en déduit que
Vi Uj

[T -1 +a) S T (@ =D +a)

]
Vi — — Z - .
s i (@ = 1D(d +a)
On en déduit alors facilement ’existence de constantes cq,cy > 0 telles que
luk| < e1ch, de sorte que le rayon de convergence de la série h(z) = 3,5 vp2"
est non nul.

D’autre part, la relation
Vg Vk—1 Ug

I @ D@ ta) oD ta) I D +a)
donne que

Donc

vp = (6" — D)(¢" + a)vp_1 +up, = (% + (@ — 1)¢" — @)vp_1 + up.

On multiplie les deux membres par z¥ et on somme, ce qui donne

h(2)(1 4 az) = ¢?2h(¢%2) + (o — 1)qzh(qz) + Z w2
k>0

On remarque que » ;. uz® est une fraction rationnelle. Soit R le rayon de
méromorphie de h, qui est non nul, car le rayon de convergence de cette série
entiére est non nul. S’il est fini, le premier membre de 1’égalité précédente a
un rayon de méromorphie R, et le second membre un rayon de méromorphie
R/|q|?, d’ott une contradiction.

Donc le rayon de méromorphie de h est infini; il en est de méme de
la série dh(dz) = Y o0 d*Tlugz®, qui est & coefficients entiers. D’aprés un
théoréme de Borel, la série h est une fraction rationnelle, et donc v,, est égale
& une suite récurrente linéaire pour tout n assez grand.

Pour k assez grand on pose v = 2?21 Qj(k:)wé-“, ot les w; sont distincts
et non nuls, et les Q; des polynémes non nuls.

Supposons tout d’abord qu’il existe un des w; qui est de la forme —d'a
avec [ € N, et soit [y le plus grand entier avec cette propriété que —¢a €
{wi,...,wp} (on a donc Iy > 0); on note —g°a = wj,. Le terme (g?w;,)F,
qui apparait avec le coefficient —Qj,(k — 1)(wj,) ™! dans D'expression vj, —
(q% + (o — 1)¢* — a)vi—1 = u subsiste dans le premier terme; en effet, il
est différent des autres termes (q2wj)k, J # Jjo, puisque les w; sont distincts,
et différent des wlk et (qu)* par la propriété de maximalité de ly. Donc il
apparait dans ug, il existe donc [ tel que qujO = 6, et par suite §; = —¢lot2,
en contradiction avec ’hypothése faite qu’aucun 6; n’est de la forme —g* avec
k> 2.
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Par suite, aucun des w; n’est de la forme —¢'a, 1 € N, en particulier les
w; sont tous différents de —a.

Supposons maintenant que wp, par exemple, est de module minimal
parmi {wq,...,wp}. Le terme w’f apparait dans v, + avg_1 avec le coefficient
Q1(k) +aw;'Q1(k—1), qui est non nul car « est différent de —wy, et Q1 est
non nul. Ce terme n’apparait pas dans les deux termes ¢**vj,_; et ¢*v,_; par
la propriété de minimalité de w;. Donc il subsiste dans le premier membre,
et donc il apparait dans le second membre ug, et c’est I'un des termes de
plus petit module dans cette expression; comme on a supposé que l'on a
01| < --- <164, on peut donc supposer quitte & réindexer que w; = 1.

Supposons maintenant que wy, soit I'un des éléments de module maximal
parmi les wj. Alors (¢?wp)F apparait avec un coefficient non nul dans le
premier membre de 'égalité vy — (¢2* + (o — 1)¢* — @)vp_1 = uy, et par
suite est égal, & une réindexation prés, a (6;a)*. On a donc ¢?wy, = o
On en déduit que |6 > |q|?|01], contrairement aux hypothéses faites. Cette
contradiction montre que I’hypothése de dépendance linéaire est fausse, et
ceci termine la démonstration.

4.2. Preuve du corollaire 1.4. On applique le résultat précédent. La
famille des 6; considérée sera {—1,—¢}. On vérifie immédiatement toutes
les conditions imposées a ces nombres dans le théoréme 1.2, d’ou le fait
que la famille {E,(a), f—qo(), f-10(a), f-g1(®), f-1,1(a)} est une famille
Q-linéairement indépendante. La formulation faite résulte alors immédiate-
ment du lemme 2.5.

4.3. Preuve du corollaire 1.5. Elle est immeédiate.

5. Preuve du théoréme 1.6. On va considérer deux cas.

5.1. Cas ot a # —¢™, m > 1. On va appliquer le théoréme 1.2. Soit
6 € Q, 6 non nul, et différent des —¢', I € Z. On prend comme famille pour
les valeurs des 6; la famille {—q, 6,6} ; comme 6 non nul est différent des
—g', 1 € Z, ces trois nombres sont distincts.

On a en plus & imposer que si 07 est le plus petit de ces nombres en valeur
absolue, et 03 le plus grand, on a |03| < |¢|?|01]. En examinant les différents
cas possibles, on voit que la condition & imposer sur 6 est que |g|~ < |4
< |q|%. Sous donc ces conditions, on obtient en appliquant le théoréme 1.2
(en négligeant le terme E4(a)) que la famille {f_,o(), fo (), feo,i(ax) :
0 < j < m} est Q-linéairement indépendante, donc (avec la notation 7 =
00/00)) que {1,77(F,)(0),77(F,)(¢f) : 0 < j < m} est Q-linéairement in-
dépendante. Par la remarque 2.2 ceci équivaut a dire que la famille
{1, Fo(éj)(G), F(gj)(qe) :0 < j <m} est Q -linéairement indépendante. Notons
E Tensemble des z € Q, non nuls, tels que z # —¢!, | € Z, et que la famille
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{1,Fa(] )(z),Fc(f )(qz) : 0 < j < m} est Q-linéairement indépendante. Par ce
qui précéde, I'ensemble {z € Q : 2z # 0, 2 # —¢', 1 € Z, |q|™* < |2| < |q|*}
est inclus dans la partie E. D’autre part, le lemme 2.6 montre que la partie
E est stable par 'application z — ¢z, ainsi que par sa fonction réciproque.
Il en résulte immédiatement que £ = {z € Q: 2 # 0, 2 # —¢', | € 7}, ce
qui termine la démonstration dans le cas o # —¢t, 1 > 1.

5.2. Cas ou o = —q¢™, m > 1. Dans ce cas, le lemme 2.7 permet de se

ramener au cas ol & = —¢~""; on peut alors appliquer le cas précédent, et
ceci termine la démonstration du théoréme.

6. Preuve du théoréme 1.7. On laisse au lecteur la vérification que
le fait que la suite b, = a,(¢" + «) vérifie les hypothéses H implique que la
série entiére A(z) a un rayon de convergence infini.

On introduit une nouvelle fonction

spk
D) - 3 k0

k
k>0 [=: al(ql + 2)

(la différence avec les @y s est que 'on a supprimé le terme zk)
Alors on a hg 4(2) = ¥y s(2)Eq(2). En effet, comme dans la preuve du
lemme 2.4,

v B B ksgk g
G,S(z> ‘I(Z) - Z qk(k+1)/2(H;€_1 al) q qik; °

k>0
Le coefficient c; de 2J dans cette expression est

ksakqfkj

> ko0F k20 G o
=0 (IIi2y an)g* D240 T (¢ — 1) (@ = 1)
_ T(N)0g7)
‘ljzl(qj - 1)’

ce qui démontre 'assertion. La suite de la démonstration se déroule comme
pour la preuve du théoréme 1.1, il n’y a pas de difficultés.

7. Quelques commentaires

7.1. Tout d’abord, dans le corollaire 1.4, nous nous sommes limités au
cas ol la puissance s de k intervenant dans k°0* est 0 ou 1. On peut bien
stir faire des calculs pour les cas ol s > 2, mais les expressions des fonctions
fo,s(2) (avec 8 = —1 ou —q) deviennent trés compliquées.

7.2. Du fait de 'utilisation du théoréme 2.1, la méthode ne permet pas
d’obtenir des mesures d’irrationalité.
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7.3. Nous avons utilisé comme outil que les valeurs prises par des ex-
pressions de la forme
> —
k
k>0 Hl:l al(ql + 2)
étaient Q-linéairement indépendantes, sous des hypothéses convenables. Des
cas plus généraux que ce genre d’expression, en ce qui concerne le terme
¢'+z, sont intervenus dans [1, par exemple page 333, Theorem 5] : il s’agissait
d’étudier des fonctions de la forme
q—sn(n—l)/QPi(q—nz)(aizs)n—l
>0 [T, Pla'2)

ot s > 1, P est un polynéme tel que P(0) # 0 et de degré < s, les P; sont
des polynoémes, les «; vérifient la condition ozia;l # q" pour n € Z, et on a

P(¢ ™) non nul pour tout n.

Une généralisation possible des résultats du présent article serait de con-
sidérer un polynéme P a coefficients dans Q tel que P(0) = 1, de degré
s > 2, et la fonction entiére F'(z) définie par

F(z) = EP@) - j;)%-zj

(le cas de polynéome de plusieurs variables est aussi envisageable, en rem-
placant P(z/q") par P(z1/¢", ..., 2zn/q")), et des expressions de la forme

OF 2*
Z k N
k>0 Hl:1 aP(z/q")

Il semble cependant que ces différentes possibilités ne conduisent pas a
des énoncés d’irrationalités pour les valeurs prises par les produits infinis
correspondants, mais simplement & des énoncés d’indépendance linéaire sur
Q des valeurs prises en des points rationnels de ces produits infinis et de
fonctions difficiles & expliciter.

L’auteur remercie vivement le Referee pour une lecture minutieuse du
texte.
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