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Sur les relations entre les ra
ines d'un polyn�mepar
Annick Valibouze (Paris)

1. Introdu
tion. Pour tout 
et arti
le, nous nous donnons un polyn�me
f d'une variable sur un 
orps parfait k et nous �xons α = (α1, . . . , αn) un
n-uplet formé des n ra
ines de f supposées distin
tes (ave
 n > 0). Le 
orps
k(α) = k[α] est 
elui des ra
ines de f (i.e. son 
orps de dé
omposition).Pouvoir réaliser des 
al
uls algébriques ave
 les ra
ines d'un polyn�med'une variable est un problème antique. Tout d'abord, il s'est agi d'exprimerles ra
ines sous forme de radi
aux pour les polyn�mes de degré 2 (plus de2000 ans avant JC), puis 3 (
ertaines équations parti
ulières furent résoluesdans l'antiquité jusqu'à la solution à x3+px−q de S
ipione del Ferro en 1500,puis Tartaglia en 1535 et Cardan en 1545) et 4 (Ferrari en 1540), jusqu'à La-grange ([20℄) qui, en introduisant la résolvante, émit le doute que 
e soit sys-tématiquement possible au delà de 
e degré. Ce fut Abel qui, en 1824, démon-tra �nalement l'impossibilité pour l'équation générale du degré 5 ([2℄). Dansle 
as où l'équation est résoluble par radi
aux, le degré 5 a été résolu en 1991par Dummit ([8℄) et le degré 6 en 2000 par Hagedorn ([15℄). La manipulationdes radi
aux est quasiment inutilisable lorsque le degré du polyn�me s'élève.Pour pouvoir traiter tous les 
as (résoluble ou non) et réaliser des 
al
uls al-gébriques dans le 
orps des ra
ines, il existe au moins trois autres possibilités :

• la méthode numérique 
onsistant à approximer les ra
ines mais in-duisant les problèmes d'erreurs de 
al
uls qu'il s'agit de pouvoir 
on-tr�ler ;
• le 
al
ul du polyn�me minimal d'un élément k-primitif du 
orps desra
ines du polyn�me f donné ; le degré D de 
e polyn�me minimalest identique à 
elui de l'extension (i.e. l'ordre du groupe de Galois)pouvant atteindre la fa
torielle du degré n de f ; 
'est à la résolvantede Galois qu'il faut re
ourir ([9℄) ;2000 Mathemati
s Subje
t Classi�
ation: Primary 12F10; Se
ondary 12Y05, 11Y40,12F05, 11Y05.Key words and phrases: splitting �eld, Galois ideal, Galois group, maximal ideal.[1℄ 
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2 A. Valibouze
• le 
al
ul d'un ensemble triangulaire T (si les ra
ines de f sont distin
tesdeux-à-deux) de polyn�mes sur k en n indéterminées x1, . . . , xn :

F1 = xm1
1 + u1(x1),

F2 = xm2
2 + u2(x1, x2),...

Fn = xmn
n + un(x1, x2, . . . , xn)tels que D = m1 · · ·mn et que, pour 
haque i ∈ [[1, n]], Fi(α) = 0 et

degxj
ui < mj pour tout j ∈ [[1, i]] ; 
e sont les modules fondamentauxde T
hebotarev ([27℄). Ils forment une base de Gröbner réduite pourl'ordre lexi
ographique de l'idéal M.Cette dernière possibilité o�re des avantages multiples dont le plus évi-dent est de répartir sur n polyn�mes multivariés le 
ara
tère exponentielde l'ordre D du groupe de Galois de f sur k. L'ensemble T étant une basede Gröbner réduite, tout γ de k(α) possède une représentation polynomialeunique modulo F1, . . . , Fn et 
ette représentation appartient à k si et seule-ment si γ lui appartient également (i.e. les modules fondamentaux rendente�e
tif le théorème de Galois). De plus, une fois 
es polyn�mes 
al
ulés,l'obtention du polyn�me minimal d'un élément k-primitif de tout sous-
orpsdu 
orps des ra
ines est aisée.Plusieurs auteurs ont travaillé sur le 
al
ul de relations entre les ra
inesd'un polyn�me. Ci-après, sont évoqués 
eux qui nous apparaissent 
ommeles plus marquants et représentatifs. K. Girstmair a publié de nombreuxrésultats sur les relations linéaires ([11, 13℄). Dans son travail de thèse,M. Á. Gómez-Molleda traite le 
as du groupe diédral ([14℄). Intéressons-nous aux algorithmes généraux dont le travail présenté i
i améliore 
onsidé-rablement les performan
es. Dans [3℄, l'algorithme applique la démar
he deT
hebotarev en fa
torisant �à l'aveugle� f dans les extensions k(α1, . . . , αi).Les idéaux de Galois introduits dans [31℄ 
onstituent un outil algébriqueaboutissant à l'algorithme GaloisIdéal (paragraphe 6). Dans le 
as k = Q,supposant le groupe de Galois donné, K. Yokoyama utilise la pré-détermina-tion des degrés mi (paragraphe 4) pour 
al
uler les 
oe�
ients de 
haque

Fi par l'algèbre linéaire et des approximations p-adiques des ra
ines de f([36℄). Cette méthode est parti
ulièrement e�
a
e lorsque le groupe de Ga-lois est le groupe alterné An (paragraphe 6.1, note 5). Dans [21℄, M. Ledererétablit une formule interpolatri
e pour le 
al
ul des modules fondamentaux ;de plus, l'idée des approximations p-adiques est également utilisée lorsque
k = Q. La méthode exposée dans [25℄ utilise les modules de Cau
hy des fa
-teurs fondamentaux Fi(x, α1, . . . , αi) et les permutations de relations (voir i
iles propositions 6.4 et 6.8 qui en sont inspirées) pour obtenir rapidement des



Sur les relations entre les ra
ines d'un polyn�me 3relations. Cette méthode, ré
lamant une pré-étude en 
haque degré, mixtetoutes les autres tout en les améliorant individuellement. Lorsque le groupede Galois est supposé donné, la pré-étude se dé
omplexi�e.Ce travail est un prolongement de [32℄, [33℄ et [25℄. Il fait aussi suiteà un é
hange ave
 K. Yokoyama en 1999 
on
ernant le 
al
ul des Fi par saméthode p-adique. Je lui avais alors fait remarquer que des 
al
uls inutiles de
oe�
ients a priori nuls ou identiques étaient évitables en étudiant 
ertainesorbites de {1, . . . , n}. Cet arti
le répond à la question sous-ja
ente à 
etteremarque : lesquels ? Sans que 
ela y soit expli
itement é
rit, l'arti
le [25℄ yrépond également.C'est à la des
ription (paragraphe 4), aux intérêts (paragraphe 5) et au
al
ul e�
a
e des modules fondamentaux (paragraphe 6) qu'est 
onsa
ré 
etarti
le. Nous rappellerons la dé�nition 
lassique du groupe de Galois 
ommegroupe de permutations (paragraphe 2), 
elle de la matri
e des groupesqui pré-détermine les groupes de Galois des fa
teurs des résolvantes (para-graphe 3), et nous terminerons sur des exemples qui illustrent l'e�
a
ité denotre méthode (paragraphe 7).2. Le groupe de Galois du polyn�me. Fixons tout d'abord desnotations qui seront valables tout au long de l'arti
le. Soit E un ensem-ble non vide. Nous notons SE le groupe symétrique agissant sur E. Pour
E = {1, . . . ,m}, SE est aussi noté Sm, le groupe symétrique de degré m.Lorsque E = {e1, . . . , em} ⊂ {1, . . . , n}, le groupe SE agit naturellement surles polyn�mes p de k[xe1 , . . . , xem ] et sur tout m-uplet u = (ue1 , . . . , uem) parpermutations des indi
es, et nous avons σ.p(u) = p(σ.u) pour tout σ ∈ SE .Le groupe de Galois G de α sur k est le sous-groupe de Sn formé despermutations σ véri�ant que pour tout polyn�me p de k[x1, . . . , xn] tel que
p(α) = 0 alors σ.p(α) = 0.Le groupe de Galois G est le plus grand sous-ensemble de Sn pour lequelune a
tion sur le 
orps k(α) est dé�nissable (à 
onjugaison près, 
'est-à-direà une numérotation des ra
ines près). Il est isomorphe au groupe des k-automorphismes du 
orps k(α). Ainsi, pour une permutation σ de G et pour
θ appartenant à k(α), il n'y a au
une ambiguïté à noter θσ (l'ordre des ra
inesétant �xé). Plus pré
isément, si θ = p(α) = q(α) ave
 p, q ∈ k[x1, . . . , xn]alors

θσ = p(σ.α) = q(σ.α).Par la théorie de Galois 
lassique, le polyn�me minimal de θ sur k est donnépar
minθ,k =

∏

γ∈G.θ

(x− γ),(1)où G.θ = {θσ | σ ∈ G} = {σ.p(α) | σ ∈ G} est la G-orbite de θ dont le
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ardinal est identique au degré du 
orps k(θ) sur le 
orps k (i.e. sa dimensionen tant que k-espa
e ve
toriel).Lorsque le groupe de Galois sera évoqué à 
onjugaison près (i.e. à unepermutation des ra
ines près), nous parlerons du groupe de Galois de f .3. Groupes de Galois des fa
teurs d'une résolvante. Fixons L et
H deux sous-groupes de Sn tels que H et G soient des sous-groupes de L.Le groupe de Galois (sur k) d'une H-résolvante L-relative (paragraphe 3.2)séparable de α sur k est représentable par l'a
tion à gau
he de G sur les
lasses à gau
he de L modulo H ([4, 30℄). Nous allons dé
rire pré
isément
ette représentation et ses représentations équivalentes a�n de les appliquerau 
al
ul des modules fondamentaux et à la détermination du groupe deGalois.3.1. Matri
es de groupes et de partitions. Donnons-nous un polyn�me Θde k[x1, . . . , xn] tel que H = {σ ∈ L | σ.Θ = Θ}. Un tel polyn�me Θ estappelé un H-invariant L-primitif. Notons {σ1, . . . , σe}, e étant l'indi
e de Hdans L, une transversale à gau
he de L modulo H. À 
haque G-orbite

O = {σi1H, . . . , σimH}, 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ e,de L modulo H 
orrespond la G-orbite
O = {σi1 .Θ, . . . , σim .Θ}de L.Θ au sens où la représentation de G par a
tion à gau
he sur O estéquivalente à 
elle de G sur O. Cette dernière représentation de G est na-turellement équivalente à une représentation symétrique dans SO que nousnotons φ(G,O). Fixons la bije
tion de O dans {1, . . . ,m} qui à 
haque σij .Θasso
ie l'entier j. Induite par 
ette bije
tion, la représentation symétriquenaturelle de φ(G,O) dans S#O = Sm sera quant à elle notée ψ(G,O).Fixons l'ordre total x1 < · · · < xn sur les variables et étendons-le auxmon�mes par l'ordre lexi
ographique puis aux polyn�mes (en 
omparantles plus grands mon�mes de 
haque polyn�me). C'est l'ordre pour lequel

F1, . . . , Fn forment une base de Gröbner de M. Munis d'un tel ordre < surles polyn�mes, ordonnons les G-orbites O1, . . . ,Or de L.Θ de telle sorte que
inf(O1) < · · · < inf(Or).Dé�nissons alors les appli
ations φ et d qui à tout sous-groupe G de Lasso
ient respe
tivement

φ(G) = φ(G,O1) × · · · × φ(G,Or)(2)dans SO1 × · · · × SOr
et

d(G) = (#O1, . . . ,#Or)(3)



Sur les relations entre les ra
ines d'un polyn�me 5dans l'ensemble des partitions de n. Posons en
ore
ψ(G) = (ψ(G,O1), . . . , ψ(G,Or)) ⊂ (S#O1 , . . . , S#Or

).Si G′ est L-
onjugué à G et que H est rempla
é par un de ses L-
onjugués quel
onques alors ψ(G) = ψ(G′). La matri
e des ψ(G,H) où Get H par
ourent l'ensemble des sous-groupes de L (un groupe par 
lassede L-
onjugaison su�t) est appelée la matri
e des groupes relative à L. Enremplaçant ψ par d, on obtient la matri
e des partitions relative à L.Lemme 3.1 ([4℄). Les lignes de la matri
e de partitions sont distin
tesdeux-à-deux.3.2. Résolvantes. Faisons maintenant le lien ave
 le polyn�me f et 
on-tinuons à supposer que G et H sont deux sous-groupes de L. La résolvante
L-relative de α par Θ est, par dé�nition, le polyn�me

R =
∏

Ψ∈L.Θ

(x− Ψ(α)),appartenant à k[x] puisque ses 
oe�
ients sont invariants par le groupe deGalois G de α sur k. Une telle résolvante est aussi appelée une H-résolvante
L-relative. Lorsque L = Sn, la résolvante ne dépendant pas de la numérota-tion des ra
ines de f , elle est dite absolue et appelée résolvante de f par Θ.Le degré de R est l'indi
e e de H dans L. Supposons R sans ra
ine mul-tiple (il existe une in�nité de polyn�mes Θ dans 
e 
as). La résolvante estalors dite séparable. Le 
orps k étant parfait, la séparabilité se véri�e lors dela fa
torisation. La résolvante R se fa
torise en r (le nombre de G-orbites)fa
teurs irrédu
tibles (simples) sur k dont, à une permutation près, d(G)est le r-uplet des degrés respe
tifs et ψ(G) 
elui des groupes de Galois re-spe
tifs sur k. Plus pré
isément, l'a
tion de G sur une G-orbite O de L.Θest équivalente à 
elle de G sur O(α), l'évaluation de la G-orbite en α. Lepolyn�me

h =
∏

ψ∈O(α)

(x− ψ)

de k[x] est irrédu
tible sur k 
ar, d'après l'identité (1) et puisqu'il est sansra
ine multiple, il est le polyn�me minimal sur k de 
ha
une de ses ra
ines.Nous avons m = #O = deg h. Si l'orbite O est ordonnée (ave
 l'ordre <) et
β est le m-uplet des ra
ines de h 
orrespondant à 
et ordre (i.e. βi = σ.Θ(α)si σ.Θ est le i-ième élément de O), alors φ(G,O) est le groupe de Galois de
β sur k en tant que sous-groupe de SO et ψ(G,O) est le groupe de Galoisde β sur k en tant que sous-groupe de Sm. D'après le lemme 3.1, nous avonsdon
 :Théorème 3.2 ([4℄). La matri
e des partitions relative à L permet dedéterminer le groupe de Galois de f sur k lorsqu'il est un sous-groupe de L.



6 A. ValibouzeEn appli
ation du théorème pré
édent, la matri
e des groupes o�re unmoyen plus e�
a
e que 
elle des partitions pour l'identi�
ation du groupede Galois. Pour s'en 
onvain
re, prenons 
omme exemple n = 8, L = S8et H = S2 × S6. Seuls les trois sous-groupes transitifs 8T24, 8T14 et 8T13de S8 satisfont d(8Ti) = (4, 12, 12) (voir paragraphe 3.3 pour la notation
jTi). La matri
e des partitions ne su�t pas à les départager sans le 
al
uld'une autre résolvante absolue de degré 35 pour l'un d'eux et une autre dedegré 112 pour les deux autres. Or on a φ(8T13) = A4 ×U5 ×U6, φ(8T14) =
S4 × U+

3 × U−
4 et φ(8T24) = S4 × U+

1 × U+
2 , où les Ui sont des sous-groupestransitifs de S12, les exposants + et − pré
isant s'ils sont ou non sous-groupesdu groupe alterné A12. Ainsi, si le dis
riminant du fa
teur irrédu
tible (sim-ple) de degré 4 est un 
arré sur k alors G = 8T13 ; sinon, si le dis
riminantd'un des fa
teurs irrédu
tibles (simple) de degré 12 n'est pas un 
arré alors

G = 8T14, sinon G = 8T24. La matri
e des groupes est également exploitablepour le problème de Galois inverse ([30℄).La résolvante de T
hirnhaus. Choisissons maintenant H = S1 × Sn−1et L = Sn. Nous sommes alors dans le 
as parti
ulier de la résolvante ditede T
hirnhaus s'identi�ant au polyn�me f lorsque Θ = x1, 
e que noussupposons jusqu'à la �n de 
e paragraphe. Comme L.Θ = {x1, . . . , xn},dans 
e 
as parti
ulier, 
haque variable xi sera représentée par son indi
e i.L'ordre < devient l'ordre sur les entiers. Les fa
teurs irrédu
tibles de f sur
k sont don
 les r polyn�mes(4) hs = minαjs ,k

=
∏

i∈Os

(x− αi) où js = inf(Os) et s ∈ [[1, r]].3.3. Outils logi
iels de 
al
uls. Pour 
al
uler des résolvantes absolues,il existe de nombreuses méthodes. Une bonne partie d'entre elles sont im-plantées dans le module SYM ([29℄) du système de 
al
ul formel Maxima([26℄). Le 
al
ul de résolvantes relatives utilise les idéaux de Galois que nousaborderons ultérieurement (paragraphe 6.1, note 6). Tout système de 
al
ulformel généraliste 
onvient.Con
ernant la fa
torisation des polyn�mes d'une variable, tous les sys-tèmes de 
al
ul formel o�rent 
ette fon
tionnalité (dans les extensions y
ompris). Dans le 
as parti
ulier des résolvantes, il serait souhaitable qu'ysoient implantés des fa
torisateurs spé
i�ques ([22℄ pour k = Q). En e�et,souvent seules des fa
torisations partielles sont né
essaires.Le logi
iel libre GAP ([10℄) et le logi
iel MAGMA ([6℄) 
ontiennent toutesles fon
tionnalités né
essaires aux 
al
uls des représentations φ(G,O) et
ψ(G,O) à partir des groupes L, H et G.En GAP3, le programme PrimitiveInvariant é
rit par I. Abdeljaouad
al
ule des invariants primitifs ([1℄). Comme expliqué 
i-après, K. Girstmairnous propose d'améliorer 
et algorithme ave
 son travail sur les 
ara
tères



Sur les relations entre les ra
ines d'un polyn�me 7([12, Se
tion 2℄). SoitM un module-gau
he sur l'anneau Q[Sn] ; par exemple,l'espa
e ve
toriel de polyn�mes M =
∑

1≤i<j≤n Qxixj . Soit H ⊂ L deuxsous-groupes de Sn. Nous 
her
hons w ∈ Fix(H)M = {v ∈ M : ∀s ∈ H :
sv = v} qui ne soit pas �xé par L. Un tel w n'existe que si dim Fix(L)M <
dimFix(H)M . Ces dimensions sont fa
ilement 
omparables si le Sn-
ara
tère
π de M est 
onnu, 
ar

dim Fix(H)M = |H|−1
∑

s∈H

π(s).

Pour les groupes transitifs, nous adoptons la nomen
lature de G. Butleret J. M
Kay ([7℄) jusqu'au degré 11 et 
elle d'A. Hulpke ([16℄) jusqu'audegré 30 : le groupe jTi est le i-ième groupe transitif de Sj . Sous GAP etMAGMA, nous disposons de la librairie ave
 la 
ommandeTransitiveGroup(j,i);Dans nos exemples, nous 
hoisirons des 
onjugués qui simpli�ent la présen-tation.Pour j ≤ 15, des polyn�mes de groupe de Galois jTi sont disponiblesdans la base de données de G. Malle et J. Klüners ([18, 19℄). Un de 
espolyn�mes est a

essible dans MAGMA ave
 les 
ommandesload �galpols�;PolynomialWithGaloisGroup(j,i);3.4. Exemple. Choisissons n = 8, Θ = x1 et le sous-groupe
G∗ = 〈(4, 6), (3, 7, 6)(4, 5, 8), (4, 7, 6, 8), (7, 8)〉(5)de S8 d'ordre 48. Les G∗-orbites de {1, . . . , n} sont {1}, {2} et O3 = {3, 4, 5,

6, 7, 8}. Nous avons d(G∗) = (1, 1, 6) et
φ(G∗) = S{1} × S{2} × φ(G∗,O3) ⊂ S{1} × S{2} × SO3où φ(G∗,O3) est engendré dans SO3 par les permutations de (5) engen-drant G∗. Le sous-groupe ψ(L,O3) de S6 est le groupe de Galois de β =

(α3, . . . , α8) sur k ; 
'est un 
onjugué de 6T11. Le 
al
ul montre que parmiles sous-groupes G′ de S8 tels que d(G′) = d(G∗) (don
 les sous-groupes de
Sd(G∗)), les seuls dont ψ(G′,O3) et ψ(G∗,O3) soient S6-
onjugués sont des
onjugués de G∗ dans Sd(G∗).Supposons désormais qu'un polyn�me f de degré 8 possède sur k deuxfa
teurs linéaires et un fa
teur h de degré 6 ayant ψ(G∗,O3) 
omme groupede Galois sur k. Alors G∗ est le groupe de Galois de f sur k. Pour déterminersi le groupe de Galois de h est ψ(G∗,O3), il su�t d'utiliser les matri
es desgroupes en degré 6 sa
hant a priori que le groupe de Galois de h sur k estun sous-groupe transitif de S6.



8 A. Valibouze4. Dé�nition des modules et des fa
teurs fondamentaux. Ce quiest présenté sous forme d'exposé sans preuve relève de résultats 
ommuné-ment admis. Le le
teur est invité à 
onsulter, par exemple, l'ouvrage deN. T
hebotarev ou le 
ours d'A. Ma
hí ([23℄). Pour 
ette étude, le le
teurpourra également se reporter à l'arti
le [5℄ (bien que les résultats y soientprésentés de manière di�érente et dans un 
adre plus général, 
elui des idéauxdits de Galois).Pour 
haque i ∈ [[1, n]], 
onsidérons le polyn�me
fi(x) =

∏

σ∈G(i−1)/G(i)

(x− ασ(i))où G(0) = G et
G(i) = {σ ∈ G(i−1) | σ(i) = i}.Ces sous-groupes satisfont la 
haîne d'in
lusions suivante :

G(n) = In = G(n−1) < G(n−2) < · · · < G(1) < G(0) = G.Pour i ∈ [[1, n]], nous posons mi(G) = #G(i−1)/#G(i) et
m(G) = (m1(G), . . . ,mn(G)).Remarque 4.1. En parti
ulier, fn = x−αn et si f est irrédu
tible alors

f = f1.Le groupe G(i−1) est le groupe de Galois de α sur k(α1, . . . , αi−1). Les
oe�
ients de fi sont des expressions polynomiales en α invariantes par
G(i−1). Par la théorie de Galois 
lassique, fi appartient à k(α1, . . . , αi−1)[x].Le groupe G(i) stabilisant i dans le groupe de Galois G(i−1), le polyn�me fide ra
ine αi est irrédu
tible sur k(α1, . . . , αi−1). Don


fi = minαi,k(α1,...,αi−1) .(6)En posant mi = deg fi = mi(G), nous avons l'identité #G = m1 · · ·mn etla tour d'extensionsdegré de l'extension 
orps polyn�me minimal
k(α)In = k(α)

mi+1 · · · mn = #G(i)

k(α)G(i) = k(α1, . . . , αi−1, αi)

mi = #G(i−1)/#G(i) fi

k(α)G(i−1) = k(α1, . . . , αi−1)

m1 · · · mi−1 = #G/#G(i−1)

k(α)G = k
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ines d'un polyn�me 9Pour 
haque i ∈ [[1, n]], il existe un unique polyn�me Fi(x1, . . . , xi) de
k[x1, . . . , xi] tel que

fi(x) = Fi(α1, . . . , αi−1, x)et degxj
Fi < degxj

Fj pour tout j ∈ [[1, i− 1]] ; il véri�e degxi
Fi = mi.Les polyn�mes f1, . . . , fn seront appelés les fa
teurs fondamentaux de fsur k (
ela ne signi�e pas qu'ils sont des fa
teurs de f sur k mais qu'ils sontles fa
teurs de f quand on passe de k à k(α)), et les modules fondamentauxde f sur k sont les n polyn�mes de l'ensemble triangulaire

T = {F1(x1), F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}.Ils sont bien de la forme donnée dans l'introdu
tion. En notant 〈E〉 l'idéalengendré dans k[x1, . . . , xn] par une de ses parties E, nous avons
k[x1, . . . , xi]/〈F1, . . . , Fi〉 ≃ k(α1, . . . , αi).(7)En parti
ulier, k(α) ≃ k[x1, . . . , xn]/〈T〉.Remarque 4.2. Le 
al
ul du polyn�me Fn résulte de la rédu
tion modu-lo F1, . . . , Fn−1 du polyn�me x1 + · · ·+ xn + a1 où a1 est le 
oe�
ient sous-dominant de f .Pour i ∈ [[1, n]] et pour tous les β1, . . . , βi−1 appartenant à k(α) tels que

F1(β1) = F2(β1, β2) = · · · = Fi−1(β1, . . . , βi−1) = 0,le polyn�me univarié Fi(β1, . . . , βi−1, x) est sans ra
ine multiple. En e�et,d'une part, il existe τ ∈ G tel que β1 = ατ(1), . . . , βi−1 = ατ(i−1) et,d'autre part, fi(x) = Fi(α1, . . . , αi−1, x) est sans ra
ine multiple ; puisque
τ ∈ G, on peut faire agir τ sur k(α) ; toute permutation des 
oe�
ientsde fi par τ revenant à permuter ses ra
ines par τ , les ra
ines du polyn�me
Fi(β1, . . . , βi−1, x) sont bien distin
tes. Un système triangulaire tel T est ditséparable (voir aussi [5℄).L'ensemble triangulaire T est réduit puisque degxj

Fi < degxj
Fj pourtout i ∈ [[2, n]] et tout j ∈ [[1, i−1]]. Ainsi, T est une base de Gröbner réduitepour l'ordre lexi
ographique de l'idéal qu'il engendre.5. Intérêts des modules fondamentaux5.1. Générateurs de l'idéal des relations. L'ensemble M des polyn�mes

p de k[x1, . . . , xn] tels que p(α) = 0 est appelé l'idéal des α-relations. Il estmaximal 
ar noyau du k-morphisme d'évaluation entre l'anneau k[x1, . . . , xn]et le 
orps k(α) qui à xi asso
ie αi ; 
'est-à-dire que le 
orps k(α) est iso-morphe à l'anneau quotienté par M :
k(α) ≃ k[x1, . . . , xn]/M.



10 A. ValibouzeComme l'ensemble séparable T est in
lus dans M, d'après l'isomorphisme(7), nous avons
M = 〈T〉.Ainsi, en tant qu'espa
e ve
toriel sur k, le 
orps k(α) possède 
omme basel'ensemble des αs11 · · ·αsn

n où 0 ≤ si < mi, i ∈ [[1, n]]. Nous retrouvonsl'identité #G = m1 · · ·mn = dimk(k(α)).Note 1. Le groupe de Galois G de α sur k est le groupe de dé
ompositionde l'idéal M, 
'est-à-dire, le plus grand sous-groupe de Sn tel que G.M = M.5.2. E�e
tivité du théorème de Galois. Lorsqu'un polyn�me est symé-trique en x1, . . . , xn, le théorème fondamental des fon
tions symétriquesdonne sous sa forme e�e
tive la valeur dans k de 
e polyn�me évalué enles ra
ines de f 
omme expression polynomiale en ses 
oef�
ients. Lorsquele polyn�me n'est pas symétrique mais seulement invariant par le groupede Galois de α sur k, le théorème de Galois nous assure que sa valeuren α appartient aussi à k. Les modules fondamentaux rendent e�e
tif 
ethéorème.Soit p un polyn�me de k[x1, . . . , xn]. Posons p = rn+1 et dé�nissonsde manière indu
tive la suite rn, rn−1, . . . , r1 telle que rj est le reste de ladivision entière de rj+1 par Fj en xj (j ∈ [[1, n]]). Le reste r1 sera appelé lereste de p modulo T ou bien le reste de p modulo M. Il satisfait aux propriétéssuivantes (fa
ilement véri�ables) :
degxj

r1 < mj pour tout j ∈ [[1, n]], p(α) = r1(α)et surtout
p(α) ∈ k si et seulement si r1 ∈ k.C'est ainsi que les modules fondamentaux rendent e�e
tif le théorème deGalois.En fait, T étant une base de Gröbner pour l'ordre lexi
ographique, il estpossible de diviser p par les éléments de T dans n'importe quel ordre pourobtenir sa forme normale r1.Dans la suite de 
et arti
le, lorsque γ ∈ k(α) sera exprimé sous la forme

γ = p(α) ave
 p ∈ k[x1, . . . , xn], il sera sous-entendu que le polyn�me p estidentique à son reste modulo T.5.3. Éléments primitifs et polyn�mes minimaux. Soit Θ un polyn�me de
k[x1, . . . , xn] et θ = Θ(α). D'après [31℄, le polyn�me 
ara
téristique χ del'endomorphisme multipli
atif induit par Θ dans le k-e.v.

k[x1, . . . , xn]/M
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ines d'un polyn�me 11est donné par
χ =

∏

σ∈G

(x− σ.Θ(α)).(8) Note 2. Le polyn�me χ est aussi le polyn�me 
ara
téristique de l'endo-morphisme dans le k-e.v. k(α) qui à γ asso
ie θ.γ : χ =
∏
σ∈G(x− θσ).Note 3. Sans faire appel aux raisonnements 
lassiques de la théorie deGalois, par l'algèbre linéaire, le polyn�me χ est à 
oe�
ients dans k.Le polyn�me χ résulte des éliminations (i.e. ave
 des résultants) su

es-sives des variables xn, xn−1, . . . , x1 du polyn�me x − σ.Θ d'abord ave
 Fnpuis ave
 Fn−1 puis . . . et en�n ave
 F1 ([5℄).Nous pouvons ainsi déterminer fa
ilement un élément k-primitif du 
orpsdes ra
ines de f en 
hoisissant pour Θ un polyn�me tel que χ soit sansra
ine multiple (il en existe une in�nité). Si tel est le 
as, le polyn�me χ estle polyn�me minimal sur k de l'élément k-primitif θ = Θ(α) de k(α). Les

D = #G modules fondamentaux de χ sur k sont de la forme
χ(x1), x2 + v2(x1), x3 + v3(x1), . . . , xD + vD(x1)où vi ∈ k[x]. Le groupe de Galois de χ sur k est une représentation régulièrede G dans SD.Soit H un sous-groupe de G. Le 
al
ul d'un élément k-primitif du 
orps

k(α)H n'est pas bien di�érent. Choisissons pour Θ unH-invariant G-primitif.Le polyn�me
h =

∏

σ∈G/H

(x− θσ)

de k[x] est un fa
teur irrédu
tible de χ :
χ = h#Het s'il est sans ra
ine multiple alors il est le polyn�me minimal sur k de θ,élément k-primitif de k(α)H (
ar k est un 
orps parfait). Notons que h esten fait la résolvante G-relative de α par Θ.6. Étude et 
al
ul des modules fondamentaux6.1. Résolvantes et idéaux de Galois. Dans 
e paragraphe, nous dé�nis-sons les idéaux de Galois à la base de l'algorithme GaloisIdéal 
al
ulant Tpar 
onstru
tion d'une 
haîne 
roissante de tels idéaux ([31, 34℄). En termede 
oût, la proposition 6.4 apporte une amélioration importante à 
et algo-rithme que nous dé
rirons sous sa nouvelle forme. Nous supposons a
quisesles prin
ipales propriétés des idéaux de Galois et nous reprenons égalementles notations des paragraphes pré
édents. En parti
ulier, M est l'idéal (maxi-mal) des α-relations, et G, son groupe de dé
omposition, est le groupe deGalois de α sur k.



12 A. ValibouzeDé�nissons les idéaux de Galois. Soit M un sous-ensemble de Sn 
on-tenant l'identité (M n'est pas né
essairement un groupe) ; alors l'idéal
I =

⋂

σ∈M

σ−1.M(9)est l'idéal de Galois dé�ni par M et M. Nous notons M (I) l'ensemble desidéaux maximaux 
ontenant I :
M (I) = {σ−1.M | σ ∈M}.Le plus grand ensemble de permutations dé�nissant I ave
 M est GM . Si

GM est un groupe alors 
'est le groupe de dé
omposition de I (i.e. 
elui quienvoie I dans I), et si le groupe de dé
omposition de I 
ontient G alors ils'identi�e à GM . Dans 
e 
as, l'idéal I est dit pur. Un idéal de Galois purest triangulaire ([5℄).Pour tout σ ∈ M , l'idéal I est aussi dé�ni par σ−1M (= M si M estun groupe) et l'idéal σ−1.M de M (I). Ainsi, lorsque nous �xons un idéal deGalois I et que nous 
onsidérons M ∈ M (I), ou 
e qui revient au même αappartenant à la variété de M, si M n'est pas imposé alors l'idéal M peutdésigner un idéal quel
onque de M (I). Cette démar
he est don
 di�érentede 
elle qui 
onsiste à imposer un ordre aux ra
ines 
omme 
ela peut se fairedans les méthodes numériques.En reprenant les notations du paragraphe 3, supposons que l'idéal I soitdé�ni par l'idéal M et le groupe L 
ontenant G (i.e. l'ensemble de permuta-tions M est le groupe L). Le groupe L 
ontenant G, le groupe de dé
ompo-sition le 
ontient également et, par 
onséquent, l'idéal I est pur.Comme le montre la proposition évidente suivante, l'idéal I est un outilalgébrique intermédiaire répondant partiellement au problème de l'e�e
tivitédu théorème de Galois.Proposition 6.1. Soit p∈k[x1, . . . , xn] invariant par L (et don
 par G).Alors la rédu
tion de p modulo I est la valeur de Θ(α) sur k.Au paragraphe 3, les résolvantes sont exploitées a�n de déterminer legroupe de Galois d'un polyn�me. Elles fournissent une liste de groupes 
an-didats à être le groupe de Galois. Elles sont également exploitables pour
al
uler des relations 
omme le montre le lemme suivant :Lemme 6.2. Pour tout fa
teur p sur k (simple ou non) de la résolvante R,il existe un idéal N de M (I) tel que
p(Θ) ∈ N.Démonstration. Car les ra
ines de R sont les σ.Θ(α) = Θ(σ.α) où σpar
ourt L et que M étant l'idéal des α-relations, l'idéal σ−1.M de M (I)est 
elui des σ.α-relations.



Sur les relations entre les ra
ines d'un polyn�me 13Sans perte de généralité, lorsque le groupe de Galois G de α sur k n'est�xé qu'à 
onjugaison près dans L, nous pouvons toujours supposer que Θ(α)est une ra
ine de h, le fa
teur de la résolvante R 
orrespondant à la G-or-bite O. Si G est �xé, et que τ.Θ appartient à O, il su�t de rempla
er, dans
e qui suit, le H-invariant Θ par τ.Θ et H par son 
onjugué τHτ−1 quistabilise τ.Θ dans L.L'algorithme GaloisIdéal utilise le théorème fondamental suivant :Théorème 6.3 ([31℄). Si le polyn�me h asso
ié à la G-orbite O est sansra
ine multiple, alors l'idéal de Galois
K = I + 〈h(Θ)〉est dé�ni par H et M. Le plus grand ensemble dé�nissant K ave
 M est
GH =

⋃

C∈O

C,

où O est la G-orbite de H dans les 
lasses à gau
he de L modulo H.Démonstration. Idée intuitive de la preuve : 
omme I ⊂ K ⊂ M, l'idéal Kest de Galois ; sa variété est d'interse
tion vide ave
 
elle de l'idéal de Galoisdé�ni par ⋃
τ H

τ où τ par
ourt une transversale à gau
he de L modulo Hprivée des permutations σ telles que h(σ.Θ(α)) = 0. Les idéaux de Galoisétant radi
aux, on prouve que K est dé�ni par H et don
 que GH est le plusgrand ensemble le dé�nissant. Par ailleurs, pour tout σ ∈ L, toute 
lassedouble σ de L modulo G et H peut être vue ensemblistement 
omme GσH,soit l'union des 
lasses de la G-orbite de σH.Note 4. Pour que l'hypothèse du théorème 6.3 soit satisfaite, il est suf-�sant mais pas né
essaire que h soit un fa
teur irrédu
tible simple sur k dela résolvante R. Le 
orps k étant parfait lorsqu'un fa
teur est irrédu
tible, ilest sans ra
ine multiple.Note 5. Le théorème pré
édent s'applique également aux idéaux de Hil-bert (
as parti
uliers des idéaux de Galois lorsque f = xn et G = In).Les idéaux de Hilbert ne sont pas né
essairement triangulaires. La base deGröbner de 
elui dé�ni par le groupe alterné est 
al
ulable à la main ([35℄).Dans le 
as des idéaux de Galois, 
e 
al
ul est très 
omplexe 
ar le hautdegré de transitivité de 
e groupe induit à la fois un invariant 
omposé de
n!/2 mon�mes, di�
ile à réduire modulo l'idéal dé�ni par Sn, et un degréd'extension identique rendant rapidement impossible la fa
torisation dansles extensions. C'est don
 à la méthode linéaire et p-adique de K. Yokoyamaqu'il faut re
ourir.La proposition suivante améliore l'algorithme GaloisIdéal dans le 
asoù K n'est pas pur ou, dit autrement, dans le 
as où M = GH n'est pas ungroupe :



14 A. ValibouzeProposition 6.4. Soit K un idéal de Galois tel que M ∈ M (K) et M leplus grand ensemble de permutations le dé�nissant ave
 M. Alors , 
onsidé-rant G le groupe de dé
omposition de M, l'idéal de Galois
G.K = {g.p | g ∈ G et p ∈ K}est un idéal de Galois pur dé�ni par M et le plus grand sur-groupe D de G
ontenu dans M . En parti
ulier , pour tout groupe U intermédiaire entre Get D,

G.K = U.K.Démonstration. Comme G.(G.I) = G.I, G est un sous-groupe du groupede dé
omposition D de l'idéal G.K. De 
e fait, le groupe de dé
omposition
D de G.K est aussi le plus grand groupe dé�nissant 
et idéal ave
 M (enfait, ave
 tout idéal maximal 
ontenant G.K). Comme K ⊂ G.K, nous avons
D = GD ⊂ GM = M ([31, Proposition 3.14℄). À partir de là, la maximalitéest évidente. La dernière assertion est évidente également puisque D 
onte-nant G, il véri�e D.K = DG.K = G.K 
ar D est le groupe de dé
ompositionde G.K.Utilisation de la proposition 6.4 pour 
al
uler G.K et D1. Si I est un idéal de Galois pur in
lus dans K et de groupe de dé
om-position U , alors il est inutile de permuter les polyn�mes de I puisque

D ⊂ M ⊂ U implique D.I = U.I = I ⊂ K. Cela s'applique don
 à
I = I et U = L.2. Si U est un sous-groupe du groupe de dé
omposition de K, seules sontutiles les permutations τ2, . . . , τm telles que

GU = U +
m⋃

i=2

τiU.De plus, si un groupe U intermédiaire entre D et G est déterminé,les permutations de G∩U sont su�santes. Cela s'applique au groupe
U = H 
ar H = StabL(Θ) et I ⊂ H.I ⊂ L.I = I ; les τi sont alors
al
ulées ave
 la G-orbite O.3. L'algorithme GaloisIdéal possède 
omme paramètre une liste degroupes 
andidats à être le groupe de Galois. Le groupe G appar-tient à une 
haîne 
roissante de 
andidats sous-groupes de D. Il existeun groupe 
andidat U maximal dans la 
haîne d'in
lusions tel que
U.K est un idéal de Galois (i.e. 1 6∈ U.K) pur. Un tel groupe véri�e
G ⊂ U ⊂ D et G.K = U.K = D.K.4. Le groupe D est déterminable à partir de l'ensemble triangulaire T′engendrant l'idéal pur G.K 
ar #D est le produit d des degrés initiauxdes polyn�mes de T′. Il su�t de 
her
her D parmi les groupes d'ordre
d 
ontenant un groupe 
andidat en testant si σ.p ∈ G.K pour tout
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ines d'un polyn�me 15générateur σ de D et tout p ∈ T′. Sa
hant que D est unique parmi
eux d'ordre d, une véri�
ation modulaire est envisageable.Algorithme GaloisIdéal amélioré. L'algorithme GaloisIdéal, muni dé-sormais de la proposition 6.4, 
onstruit une 
haîne 
roissante d'idéaux deGalois
I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Moù I1 est un idéal de Galois donné ou, à défaut, l'idéal des relations symé-triques entre les ra
ines de f . À 
haque étape, l'algorithme dispose d'un idéalde Galois pur I (i.e. d'un ensemble triangulaire l'engendrant) de groupe dedé
omposition L et d'une liste de sous-groupes de L 
andidats à être legroupe de Galois G. Un sous-groupe H de L est 
hoisi. Grâ
e à I, une H-résolvante L-relative est 
al
ulée (note 6). Ave
 
ette résolvante et la matri
edes groupes, la liste des groupes 
andidats est réduite ; toujours ave
 
etterésolvante, un idéal K est 
al
ulé (théorème 6.3) ; si H est in
lus dans tousles groupes 
andidats (à 
onjugaison près) alors K = M 
ar GH = G (onpeut toujours 
hoisir H = In lorsque les 
al
uls sont abordables) ; sinon, si

K n'est pas pur, sont alors 
al
ulés l'idéal de Galois pur G.K et son groupede dé
omposition D (voir les points 1. à 4. 
i-dessus). Seuls les 
andidatssous-groupes de D sont 
onservés. Ensuite l'algorithme 
her
he à exploiterles autres fa
teurs de R pour avan
er vers l'idéal maximal (tout dépenddes degrés des fa
teurs qui lorsqu'ils s'élèvent rendent di�
iles les 
al
ulsde bases de Gröbner). Tant que l'idéal M n'est pas atteint, l'algorithmeGaloisIdéal se poursuit ré
ursivement.Évidemment, l'algorithme est améliorable dès lors qu'une nouvelle rela-tion (génératri
e ou non) est 
al
ulable par toute autre méthode. Par exem-ple, lorsque le degré d'un polyn�me Fi est 
onnu (
ar identique pour tousles groupes 
andidats) et que la méthode p-adique s'avère plus e�
a
e que
elle des résolvantes pour 
al
uler Fi.Note 6. Chaque résolvante est doublement exploitée : pour déterminerle groupe de Galois et pour 
al
uler de nouvelles relations. Pour 
al
uler desrésolvantes L-relatives, nous utilisons l'idéal I. Sont ainsi évités le 
al
ul etla fa
torisation de résolvantes absolues de degrés élevés (voir exemple 7.2,note 8 pour s'en 
onvain
re). Une résolvante L-relative par Θ est 
al
ulablede deux manières : soit ave
 des résultants éliminant les variables xi de x−Θdans k[x1, . . . , xn]/I (voir [5℄), soit en réduisant modulo I les 
oe�
ientsde la résolvante générique ∏e
i=1(x − σi.Θ), puisqu'étant symétriques en lespolyn�mes de la L-orbite de Θ, ils sont invariants par L (proposition 6.1).Exemple 6.5. Choisissons le polyn�me f = x8 +x6 +2x2 +4 de la basede données de MAGMA et dont le groupe de Galois sur k = Q est 8T19.



16 A. ValibouzeConsidérons l'idéal de Galois de f suivant :
K = 〈 g1 = x8

1 + x6
1 + 2x2

1 + 4, g2 = x2 + x1,

g3 = x2
3 + (1/2)x6

1 + (1/2)x4
1 + 1, g4 = x4 + x3,

g5 = x4
5 + (−(1/2)x6

1 − (1/2)x4
1 + x2

1)x
2
5 + 2,

g6 = x3
6 + x2

5x6 + x5x
2
6 + (−(1/2)x6

1 − (1/2)x4
1 + x2

1)x5

+ x3
5 + (−(1/2)x6

1 − (1/2)x4
1 + x2

1)x6,

g7 = x2
7 + x6x7 + x5x7 + x2

6 + x5x6 + x2
5 − (1/2)x6

1 − (1/2)x4
1 + x2

1,

g8 = x8 + x7〉.Les 
al
uls qui nous ont amenés à K nous assurent que tous les groupesde la liste des groupes 
andidats sont in
lus dans des 
onjugués de 8T35d'ordre 128. Nous savons également que 
haque 
andidat 
onjugué de 8T35
ontient un groupe de dé
omposition d'un idéal de M (K). Choisissons parmiles 
andidats le 
onjugué
D = 〈(7, 8), (1, 3)(2, 4), σ = (1, 5, 3, 8)(2, 6, 4, 7)〉de 8T35. Nous 
onstatons que σ.(x1+x2) = x5 +x6 et que l'idéal triangulaire

K + 〈x5 + x6〉a pour produit de ses degrés initiaux l'ordre 128 du groupe D. Don
 D estle groupe de dé
omposition de l'idéal
G.K = D.K = K + 〈x5 + x6〉

= 〈g1, g2, g3, g4, g5, x6 + x5, 2x
2
7 + 2x2

5 − x6
1 − x4

1 + 2x2
1, g8〉.L'algorithme GaloisIdéal peut se poursuivre ré
ursivement ave
 G.K (ladimension de l'anneau quotient est 128) à la pla
e de K (la dimension est

3 · 128 = 384).6.2. Un nouvel algorithme. Nous allons dé
rire une autre méthodologie
omposée de pré-
al
uls sur les sous-groupes de Sn a�n d'élaborer un algo-rithme e�
a
e pour le 
al
ul de T. Par pré-
al
uls, nous entendons 
al
uls nedépendant que du groupe G et qui s'appliqueront à tout polyn�me de groupede Galois G. Nous reprenons les notations des paragraphes pré
édents. Enparti
ulier, 
on
ernant le paragraphe 3, l'invariant Θ est le polyn�me x1 et larésolvante R est don
 le polyn�me f lui-même de groupe de Galois G sur k.A�n d'é
lairer l'exposé, 
onsidérons le polyn�me f = (x − 1)(x2 − 2)et �xons α = (1,
√

2,−
√

2). Les modules fondamentaux sont les polyn�mes
F1 = x1−1, F2 = x2

2−2 et F3 = x3+x2. Nous voyons que f2 ∈ k[x] ⊂ k(α1)[x]et que f3 ∈ k(α2)[x] ⊂ k(α1, α2)[x]. Les 
orps k et k(α2) sont les 
orps ditsminimaux de f2 et f3, respe
tivement.L'étude de T que nous proposons i
i 
ommen
e tout d'abord par dis-tinguer deux étapes auxquelles l'algorithme général se ramènera. Ce qui
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al
uls groupistiques et non de 
al
uls sur les polyn�mes. Ils'agit, par une pré-étude sur G, de dé
rire les modules fondamentaux de toutpolyn�me de groupe de Galois G.Étape 1 : Fa
teurs fondamentaux appartenant à k[x].Données : f , k et G, le groupe de Galois de α sur k.Supposons que G possède r ≥ 1 
lasses de transitivité. Alors f a exa
te-ment r ≥ 1 fa
teurs irrédu
tibles sur k. D'après les identités (4) et (6), 
esont les r fa
teurs fondamentaux de f sur k appartenant à k[x] suivants :
fj1 = h1, fj2 = h2, . . . , fjr = hroù, pour s ∈ [[1, r]], js = inf(Os) et φ(G,Os) est le groupe de Galois sur kdu fa
teur fjs en tant que sous-groupe de SOs

. Naturellement
d(G) = (mj1 , . . . ,mjr).Remarque 6.6. Si f est rédu
tible sur k alors né
essairement les degrés

mj1 , . . . ,mjr de ses modules fondamentaux sont stri
tement inférieurs à n(on a n = mj1 + · · · +mjr).Les fa
teurs fondamentaux de 
orps minimal k ainsi que leurs groupes deGalois sur k et leurs degrés respe
tifs ne dépendent que de j1, . . . , jr, φ(G)et d(G) 
al
ulés à partir de G.Voi
i une idée très simple pour 
al
uler e�
a
ement de nombreux mo-dules fondamentaux. Supposons que, pour s ∈ [[1, r]], le fa
teur fjs soit leseul fa
teur de f sur k(α1) non 
al
ulé. Il se déduit alors trivialement desautres par
fjs =

f∏
i6=s fji

.(10)Note 7. Comme nous le 
onstaterons lors de la deuxième étape, il estpossible de prévoir par des 
al
uls groupistiques que 
ertains modules fon-damentaux parmi fj1 , . . . , fjr seront 
al
ulables par permutation d'autresfa
teurs déjà 
al
ulés (proposition 6.8). L'utilisation de la formule (10) estelle aussi prévisible en fon
tion de G uniquement. En e�et, il s'agit d'utiliserles indi
es j1, . . . , jr et éventuellement d(G) 
ar, si un 
hoix doit être faitpour fjs , 
e sera le fa
teur le plus di�
ile à 
al
uler autrement qu'ave
 
etteformule. Nous verrons dans nos exemples 
omment 
ette idée simple en ap-paren
e donne des résultats spe
ta
ulaires.Étape 2 : f est supposé irrédu
tible sur k.Données : f irrédu
tible sur k et G, le groupe de Galois transitif de αsur k.D'après l'étape 1, f1 = f . Don
 F1 = f(x1) est le seul module fondamen-tal appartenant à k[x1].



18 A. ValibouzeLes fa
teurs fondamentaux x − α1, fj2 , . . . , fjr de f sur k(α1) et appar-tenant à k(α1) sont obtenus en appliquant l'étape 1 ave
 les données f , k(α1)et le groupe G(1).Fixons i appartenant à {j2, . . . , jr}. Le 
orps minimal k(α1) de fi estdéterminé :
Fi ∈ k[x1, xi].Sans être expli
itement signalé, 
e résultat existe déjà dans [25℄.Pour simpli�er, dans la suite de 
ette étape, nous posons Fi = Fi(x1, xi).Dans l'esprit de la proposition 6.4, nous allons pré-déterminer en fon
tionde G s'il est possible ou non de 
al
uler des fa
teurs fondamentaux à partirde 
eux appartenant à k(α1).Lemme 6.7. Pour tout σ ∈ G(1), si σ(i) 6= i alors mσ(i) < mi.Démonstration. Car, pour tout σ ∈ G(1), le fa
teur fondamental fσ(i) estun fa
teur fondamental de fi sur k(α1), si σ(i) 6= i alors fσ(i) est un fa
teurde fi/(x−αi) de degré mi−1 dans une extension de k(α1). Par 
onséquent,

mσ(i) ≤ mi − 1.D'après 
e lemme, au
un permuté de fi par G(1) n'est un nouveau fa
teurfondamental fj de degré mj = mi. En revan
he, 
omme le groupe G est unsous-groupe transitif de Sn, nous pourrons appliquer la proposition suivanteaux permutations τ de G n'appartenant pas à G(1).Proposition 6.8. Soit i ∈ {j2, . . . , jr}. Si τ ∈ G satisfait les 
onditions
mτ(i) = mi et τ(1) < τ(i),alors τ(1) 6= 1 et le τ(i)-ième fa
teur fondamental de f sur k est donné par

fτ(i) = Fi(ατ(1), x) ∈ k(ατ(1))[x].Don
 τ.Fi = Fi(xτ(1), xτ(i)) ∈ k[xτ(1), xτ(i)] et le module fondamental Fτ(i)résulte de la rédu
tion de τ.Fi modulo 〈F1, . . . , Fτ(i)−1〉.Démonstration. Nous avons τ(1) 6= 1, d'après le lemme 6.7. Le reste estévident puisque Fi ∈ k[x1, xi].Soient τ1 = id, . . . , τn des permutations du sous-groupe transitif G de Sntelles que τj(1) = j pour j ∈ [[1, n]]. Pour 
haque j ∈ [[1, n]], les r polyn�mes
x− αj et fτj(i) où i par
ourt {j2, . . . , jr} sont les fa
teurs de f sur k(αj) degroupe de Galois Gj sur k(αj) (où Gj est le stabilisateur de j dans G). Don
 ilsu�ra d'appliquer la proposition 6.8 aux seules permutations τ2, . . . , τn de G.Inversement à la proposition 6.8, s'il existe l ∈ [[1, n]] et 1 ≤ j < l telsque fl soit un fa
teur irrédu
tible de f sur k(αj) (i.e. fl = P (αj , x) ave

P ∈ k[y, x]) alors, par la transitivité de G, P (α1, x) est aussi un fa
teur irré-du
tible de f sur k(α1). Don
 né
essairement, la proposition 6.8 s'appliquepour déduire le module Fl d'un des modules Fj2 , . . . , Fjr .
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ines d'un polyn�me 19Des
riptif de l'algorithme. Le polyn�me f est supposé être un polyn�mequel
onque de groupe de Galois G sur un 
orps k. Il s'agit d'élaborer un algo-rithme portant sur G et dé
rivant les fa
teurs fondamentaux de f . L'é
riturede l'algorithme serait illisible. Nous dé
rivons 
omment le 
onstruire.Il faut d'abord appliquer la première étape à G ave
 
omme donnéesabstraites le polyn�me f et le 
orps k ; on obtient ainsi j1, . . . , jr, φ(G) et
d(G) et nous savons que nous pouvons 
al
uler dans le 
orps k(αj1 , . . . , αjs)isomorphe à

k[xj1, . . . , xjr ]/〈fj1, . . . , fjr〉.Ensuite, à 
haque groupe φ(G,Os), di�érent de l'identité, agissant tran-sitivement sur Os et obtenu lors de la première étape, est appliquée (à lapla
e de G) la deuxième étape ave
 
omme données abstraites fjs (à la pla
ede f) et le 
orps k. Cette deuxième étape renvoie à la première étape. Onre
ommen
e alors 
e que nous venons de dé
rire. Et ainsi de suite, ré
ur-sivement, jusqu'à 
e que tous les modules fondamentaux soient dé
rits ave
leurs 
orps minimaux respe
tifs.Ainsi, lors d'un appel ré
ursif à la deuxième étape, sera étudié un poly-n�me g de degré m et irrédu
tible sur une extension ku = k(αu1, . . . , αui
) ; deplus, les 
al
uls pré
édents réalisés sur G nous assurent qu'un sous-ensemble

T′ = {fi1 , . . . , fil} de T est déjà 
al
ulable ; 
ela signi�e qu'ave
 T′ les 
al
ulsalgébriques dans le 
orps k(αi1 , . . . , αil) sont possibles. Le polyn�me g seraun fa
teur fondamental de f sur k. Les données de l'étape 2 seront g, ku,l'ensemble T′ (
e sont des données abstraites), et le groupe de Galois Gu de
β sur ku 
al
ulé ave
 la fon
tion φ, où β est le m-uplet des ra
ines de g re-spe
tant l'ordre induit par la numérotation des ra
ines de f . En parti
ulier,les générateurs de Gu dans Su engendrent un sous-groupe de G dans Sn.La première étape est appliquée, en n'oubliant pas la formule (10) qu'il faututiliser ave
 T′ pour déterminer quel fa
teur fjs s'en déduira. L'ensemble T′est ainsi agrandi et il ne reste qu'à appliquer la proposition 6.8, au groupe G,et non pas uniquement au groupe Gu, 
omme l'illustrera l'exemple du groupePSL(2, 7) du paragraphe 7. L'algorithme se poursuit ainsi ré
ursivement en
her
hant à prédire le 
al
ul et les 
orps minimaux des modules fondamen-taux n'appartenant pas en
ore à T′.Cal
ul e�e
tif des modules fondamentaux. L'algorithme sur le groupe Gdétermine les fa
teurs (modules) fondamentaux qui par la proposition 6.8ou la formule (10) seront dédu
tibles des autres, appelés prin
ipaux. Pour
al
uler un fa
teur fondamental prin
ipal fi, nous disposons de plusieursméthodes, 
omme : l'algorithme GaloisIdéal (voir l'exemple du groupe 8T39du paragraphe 7), les algorithmes de fa
torisation dans les extensions (voir,par exemple, 
elui historique de B. Trager [28℄), la méthode interpolatri
ede M. Lederer, la méthode p-adique de K. Yokoyama lorsque le degré mi =
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mi(G) est déterminable et 
onnaissant le 
orps minimal de fi pour éviter le
al
ul des 
oe�
ients a priori nuls.6.3. Appli
ation des résultats dans un 
as général. Dans le paragraphepré
édent, nous avons dé
rit une méthodologie de pré-étude portant sur ungroupe G donné a�n de déterminer le 
anevas d'un algorithme de 
al
ulde T lorsque G est son groupe de dé
omposition. Une fois 
ette pré-étuderéalisée pour tous les groupes d'un même degré n, elle est alors 
ombinable(toujours en pré-étude) ave
 les matri
es de groupes sur k mais aussi surses extensions ku. Tant que le groupe de Galois n'est pas déterminé, à toutmoment, il est possible d'utiliser l'algorithme GaloisIdéal en rajoutant, siné
essaire, des modules de Cau
hy de fa
teurs fondamentaux déjà 
al
ulés([25℄). De la sorte, il est possible de produire un algorithme très e�
a
epour le 
al
ul simultané de T et G en degré n. Si le groupe G est déjà déter-miné, l'algorithme se simpli�e. L'utilisation de GaloisIdéal est restreinteau 
al
ul de nouvelles relations ave
 des résolvantes relatives ; il faudra alors
omparer au 
as par 
as son e�
a
ité ave
 d'autres méthodes (interpolatri
ede M. Lederer, p-adique de K. Yokoyama, . . .).En fait, l'algorithme idéal de 
al
ul de T serait parallèle. En même tempsque le groupe de Galois serait déterminé, des relations seraient 
al
ulées (ave
toute méthode possible), d'autres en seraient déduites par la formule (10) oul'une des propositions 6.4 et 6.8. Chaque 
al
ul parallèle viendrait enri
hir un
orps prin
ipal qui redistribuerait les informations ré
oltées et orienterait les
al
uls en fon
tion des avan
ées tout en 
onstruisant des idéaux de Galois.7. Exemples. Nous allons illustrer les résultats du paragraphe 6 à tra-vers trois exemples 
ara
téristiques. Le premier détaille la méthode à suivrepour la pré-étude sur un groupe �xé. Le se
ond illustre la méthodologieà suivre pour déterminer simultanément le groupe de Galois et l'idéal desrelations ave
 l'utilisation de GaloisIdéal. Le troisième montre 
ommentutiliser 
orre
tement la proposition 6.8.7.1. Un groupe d'ordre 384 
onjugué de 8T44. Donnons-nous le groupe

G = 〈(4, 6), (1, 6)(2, 4), (1, 7, 3, 6)(2, 8, 5, 4)〉
onjugué de 8T44, d'ordre 384 et tel que m(G) = (8, 1, 6, 4, 1, 1, 2, 1). Pour
omprendre les 
al
uls groupistiques, nous supposons qu'un polyn�me f ait
G 
omme groupe de Galois sur un 
orps k. Nous 
ommençons par la premièreétape qui, puisque G est transitif, nous donne le premier fa
teur prin
ipal :

f1 = f ∈ k[x].Comme T′ = {f1}, il est possible de 
al
uler dans k(α1) isomorphe à
k[x1]/f1. Dans le 
ontexte de la deuxième étape ave
 f1, k et G 
ommedonnées, nous appliquons la première ave
 f1, k(α1) et G(1). Le groupe
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G(1) est le groupe G∗ de l'exemple 3.4. Nous 
al
ulons j2 = 2 et j3 = 3,
d(G(1)) = (1,m2,m3) = (1, 1, 6) et φ(G∗). Don
, dans k(α1), f1 a deux fa
-teurs linéaires x−α1 et f2 et le fa
teur f3 de degré 6 et de groupe de Galois
φ(G∗,O3) sur k(α1). Ce
i nous donne

f2, f3 ∈ k(α1)[x] ou bien F2 ∈ k[x1, x2] et F3 ∈ k[x1, x3].Nous dé
idons que le fa
teur linéaire f2 (ou bien F2) sera prin
ipal ; don

T′ = {f1, f2}. Le fa
teur f3 sera obtenu ave
 la formule (10) :

f3 =
f1

(x− α1)f2
∈ k(α1)[x].(11)Désormais T′ = {f1, f2, f3} et nous pouvons 
al
uler dans k(α1, α2, α3).Comme f2 ∈ T′ et m2 = m5 = m6 = m8 = 1, nous 
her
hons à utiliserla proposition 6.8 ave
 l'indi
e i = 2 de m2. Des trois permutations τ3 =

(1, 3)(2, 5)(4, 8)(6, 7), τ4 = (1, 4, 5, 8, 2, 6, 3, 7) et τ7 = (1, 7, 3, 6)(2, 8, 5, 4) de
G modulo G(1), nous pourrons déduire les trois fa
teurs fondamentaux :

f5 = F2(α3, x), f6 = F2(α4, x), f8 = F2(α7, x).(12)Maintenant T′ = {f1, f2, f3, f5, f6, f8}. Il reste à trouver les fa
teurs fonda-mentaux f4 et f7 de degrés respe
tifs m4 = 4 et m7 = 2. Nous appliquons(ré
ursivement) l'étape 2 au polyn�me f3 (pas à f2 
ar 
e fa
teur est linéaire),irrédu
tible sur k(α1, α2) = k(α1) ave
 φ(G∗,O3) 
omme groupe de Ga-lois de (α3, . . . , α8) sur k(α1) dans S{3,4,5,6,7,8} (i.e. agissant sur les indi
esdes αi). Appliquons l'étape 1 ave
 f3 sur k(α1)(α3). Le stabilisateur de 3dans H = φ(G∗,O3) est le sous-groupe H∗ = 〈(4, 6), (4, 7, 6, 8), (7, 8)〉 de
S{3} × S{4,6,7,8} × S{5} (H∗ est engendré par les mêmes générateurs que
G(3)). Comme j1 = 3, j2 = 4 et j3 = 5 ave
 f3, f5 ∈ T′, dans k(α1, α3)[x], laformule (10) nous permettra de 
al
uler rapidement f4 :

f4 =
f3

(x− α3)f5
∈ k(α1, α3)[x].(13)Nous avons T′ = {f1, f2, f3, f4, f5, f6, f8}. L'étape 2 se poursuit ave
 f3.Comme m4 6= m7, le fa
teur f7 n'est pas dédu
tible de f4 par permutation.Nous appliquons alors ré
ursivement l'étape 2 au groupe H∗, supposé être legroupe de Galois de f4 sur k(α1, α3). Cette étape nous redirige sur l'étape 1ave
 le polyn�me f4, le 
orps k(α1, α3)(α4) et le sous-groupe S{4} × S{6} ×

S{7,8} de S{4,6,7,8} (i.e. le stabilisateur de 4 dans H∗). I
i j1 = 4, j2 = 6 et
j3 = 7 ave
 f4, f6 ∈ T′. Don
, d'après la formule (10), nous obtenons

f7 =
f4

(x− α4)f6
∈ k(α1, α3, α4)[x].(14)Nous pourrons don
 
al
uler les 8 modules fondamentaux à partir desdeux prin
ipaux : F1 = f(x1) ∈ k[x1] et F2 ∈ k[x1, x2], linéaire en x2.



22 A. ValibouzeCommentaires. Le gain de notre méthode est extrêmement important.Le module F2 résulte d'une fa
torisation partielle de f/(x − α1) sur k(α1)(i.e. seul le fa
teur linéaire est à 
al
uler). Ave
 la formule (10), nous évitonsla fa
torisation 
omplète de f sur k(α1). Sans la formule (10) et la proposi-tion 6.8, par la méthode 
lassique de fa
torisation dans les extensions, pourobtenir f4 et f5, il faut fa
toriser f3 de degré 6 sur k(α1, α3, α4) de degré 48sur k ; 
'est-à-dire fa
toriser sur k un polyn�me de degré 288 = 6 · 48 (voir[28℄). De même, pour obtenir f6 et f7 en fa
torisant f4 sur k(α1, α3, α4), ilest né
essaire de fa
toriser sur k un polyn�me de degré 768 = 192 · 4. Cetexemple simple permet don
 de mesurer à la fois la simpli
ité et l'e�
a
itéde la méthode proposée dans 
et arti
le.7.2. Un groupe d'ordre 192 
onjugué de 8T+
39. Nous nous plaçons dansle 
as plus 
omplexe où le groupe de Galois n'est pas pré-déterminé. En sui-vant l'algorithme GaloisIdéal, nous 
al
ulons simultanément des fa
teursfondamentaux et le groupe de Galois ave
 les matri
es de groupes. Pour
et exemple illustratif, 
e n'est pas la meilleure stratégie qui est re
her
hée.L'obje
tif est d'expliquer 
omment éviter de lourds 
al
uls dépassant parfoisles 
apa
ités de la ma
hine. Pour une implantation, a�n de déterminer par-tiellement ou 
omplètement le groupe de Galois, il est possible d'appliquerau préalable le théorème de Dedekind ([7, 24℄) ou, en 
ours de 
al
ul, unedes méthodes exposées par A. Hulpke dans [17℄.Nous 
onservons les notations de l'exemple pré
édent et nous supposonsqu'ave
 la matri
e des groupes relative à S8 nous ayons déterminé que legroupe de Galois de f sur k est l'un des quatre groupes 8T23, 8T+

39, 8T40 et
8T44. Pour 
ela, il su�t que la résolvante absolue R de f par un invariantprimitif de S2 × S6 possède sur k un fa
teur irrédu
tible simple de degré 4et de groupe de Galois impair (
'est S4) et un fa
teur irrédu
tible de degré24 (voir la sous-matri
e des groupes relative à S8 publiée dans [30℄). Nousfaisons volontairement l'é
onomie du 
al
ul du dis
riminant de f pour nepas dis
riminer 8T+

39 dès à présent.Toujours d'après la matri
e des groupes, le polyn�me f possède alorsun fa
teur linéaire sur k(α1). De 
e fa
teur linéaire, nous déduisons l'idéalde Galois I engendré par les polyn�mes F1, . . . , F8 de l'exemple pré
édent
onsa
ré à 8T44. Le groupe de dé
omposition de I est le groupe G 
onjugué de
8T44 (exemple 7.1). Ave
 les polyn�mes F1, . . . , F8, nous sommes en mesurede 
al
uler des résolvantes G-relatives ([5℄), et don
 d'exploiter la matri
ede groupes relative à G pour déterminer le groupe de Galois de f sur k.Choisissons le sous-groupe (distingué)

H = 〈(1, 8)(2, 7)(3, 4)(5, 6), τ3, (1, 6)(2, 4)(3, 7)(5, 8),(15)
(1, 4, 3)(2, 6, 5), (1, 2)(3, 6, 5, 4)〉
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onjugué de 8T39. En 
omparant m(H) = (8, 1, 6, 4, 1, 1, 1, 1) à m(G),nous en déduisons, qu'hormis F7, les polyn�mes Fi engendrant I sont lesmodules fondamentaux de α sur k si H est son groupe de Galois sur k. Sitel est le 
as, H est le groupe de dé
omposition de M et de (4, 6).M (
ar Hest auto-adjoint dans G et G = H +H(4, 6)) tels que
I = M ∩ (4, 6).M.Déterminons à la fois le groupe de Galois et T (i.e. le module fonda-mental manquant). Commençons par 
al
uler Θ, un H-invariant G-relatif,et réduisons-le à θ modulo I. Nous 
al
ulons (note 6)

R2 = (x− θ(α))(x− (4, 6).θ(α))(
ar G = H + (4, 6)H), la résolvante G-relative de α par θ de degré 2,l'indi
e de H dans G. Supposons que 
ette résolvante se fa
torise en deuxfa
teurs linéaires (x + a)(x + b) distin
ts. La résolvante R2 possédant unfa
teur linéaire simple, le groupe de Galois de α sur k est un sous-groupede H, 
'est don
 H (
'est un 
as parti
ulier d'utilisation de la matri
e desgroupes qui rejoint un théorème bien 
onnu). D'après le théorème 6.3, nousavons �nalement
M = I + 〈θ + a〉.Note 8. À travers 
et exemple, nous 
onstatons l'intérêt du 
al
ul d'unensemble triangulaire engendrant l'idéal de Galois I. Nous avons pu 
al
ulerune H-résolvante relative (i
i G-relative) de degré 2 à la pla
e d'une H-résolvante absolue de degré 210 = [S7 : H] dont R2 serait un fa
teur qu'ilfaudrait identi�er. Cette résolvante teste si le groupe de Galois est ou n'estpas 8T39. De plus, à partir de I, en utilisant un fa
teur de R2, nous aboutironsrapidement à l'ensemble triangulaire T engendrant M.Appliquons 
e résultat au polyn�me irrédu
tible f = x8 + x2 + 1 
al
ulépar Mattman, M
Kay et Smith. La résolvante R de f par x1x2 possède sur

k = Q un fa
teur irrédu
tible de degré 24 et un de degré 4 de groupe deGalois impair. La parité de f impose que le fa
teur fondamental linéaire sur
k(α1) soit

f2 = F2(α1, x) = x+ α1.En appliquant les formules (11)�(14) de l'exemple 7.1, nous en déduisons lesgénérateurs de l'idéal de Galois I :
f3 = f/(x2 − α2

1) = x6 + α2
1x

4 + α4
1x

2 + α6
1 + 1et F5 = x5 + x3, F6 = x6 + x4 et F8 = x8 + x7 ; autrement dit f5 = x+ α3,

f6 = x+ α4 et f8 = x+ α7. Pour �nir ave
 I, nous avons
f4 = f3/(x− α3)(x+ α3) = f3/(x

2 − α2
3)

= x4 + x2α2
1 + x2α2

3 + α4
1 + α4

3 + α2
3α

2
1,

f7 = f4/(x
2 − α2

4) = x2 + α2
1 + α2

3 + α2
4.



24 A. ValibouzeVoyons 
omment ave
 Maxima nous 
al
ulons f7 (ave
 xi à la pla
e de αi) :(C10) f7:divide(f4,x^2-x4^2,x);(D10) [x4^2+x1^2+x3^2+x^2,x4^4+(x1^2+x3^2)*x4^2+x1^4+x3^2*x1^2+x3^4℄;Véri�ons que le reste est nul :(C11) divide(x4^4+(x1^2+x3^2)*x4^2+x1^4+x3^2*x1^2+x3^4,ev(f4,x=x4));(D11) [1,0℄;Nous 
al
ulons θ = x1x2x4x7 = Θ modulo I et, toujours en utilisantl'ensemble triangulaire engendrant I, nous 
al
ulons R2 = (x−1)(x+1). Ce
al
ul peut se faire en éliminant x1, x2, x4, x7 dans x− θ ave
 des résultantsou en réduisant x1x2x4x7 + x1x2x6x7 et x1x2x4x7.x1x2x6x7 = x2
1x

2
2x4x6x7modulo I (voir note 6). Du 
al
ul (
'est une sysigie intervenant dans les
al
uls 
lassiques de bases de Gröbner)

g7 = x1x2x3f7(x7) − x7(θ − 1) = x7 + x1x2x
3
3 + x1x

3
2x3 + x3

1x2x3nous déduisons que le groupe H donné en (15) est le groupe de Galois as-so
ié (i.e. son groupe de dé
omposition) à l'idéal maximal M engendré parl'ensemble triangulaire
T = {F1, . . . , F6, g7, F8}.Commentaires. Cet exemple est assez étonnant 
ar les 
al
uls sont réali-sables rapidement �à la main� alors que la fon
tion SplittingField deMAGMA n'en �nit pas de 
al
uler sans obtenir de résultat. Pour le 
al-
ul de g7, la fa
torisation en MAGMA de f7 dans k(α1, α3, α4) se réalise enplus de 6 se
ondes sur une ma
hine Intel Pentium 1,60 GHz, 512 MB/Mo.Pour éviter des fa
torisations dans les extensions, il est également possibled'appliquer la méthode de M. Lederer ou 
elle de K. Yokoyama. Rappelonsque l'algorithme idéal serait parallèle. Ainsi, il faudrait lan
er simultané-ment plusieurs méthodes pour 
al
uler g7. Dans 
e 
as pré
is, nous aurionspu exploiter la parité de f pour réduire les 
al
uls de f3, f4 et f7.7.3. Le groupe PSL(2, 7) = 7T5 à 168 éléments. (Voir [33℄ pour unepremière étude de 
e groupe.)Soit f un polyn�me irrédu
tible sur k de degré n = 7 et de groupe deGalois le groupe PSL(2, 7) à 168 éléments. Nous avons f1 = f . Fixons legroupe

G = 〈(1, 4, 3, 5, 6, 7, 2), (2, 5)(3, 4)〉
omme étant le groupe de Galois de α sur k. Ave
 G, nous 
al
ulons m =
(7, 6, 1, 4, 1, 1, 1), le n-uplet des degrés des fa
teurs fondamentaux de α sur k.Comme G(1) = 〈(2, 5)(3, 4), (2, 7, 4)(3, 6, 5)〉, d'après la formule (10), dans
k(α1) nous avons

f2 =
f1

x− α1
∈ k(α1)[x].
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ines d'un polyn�me 25Puis, en appliquant l'étape 2 à G(1) et f2, nous passons à l'étape 1 ave

G(2) = 〈(4, 6)(5, 7), (4, 5)(6, 7)〉 et f2 dans k(α1, α2) ; nous avons

f3 ∈ k(α1, α2)[x], f4 =
f2

(x− α2)f3
∈ k(α1, α2)[x]ave
 deg f3 = 1 = m3 et deg f4 = 4 = m4. Comme m3 = m5 = m6 = m7

= 1, ave
 f3 ∈ k(α1)(α2), nous appliquons la proposition 6.8 à i = 3 et auxpermutations τ ′4 = (2, 4, 7)(3, 5, 6) et τ ′6 = (2, 6)(3, 7) de G(1) modulo G(2).Don

f5 = F3(α1, α4, x), f7 = F3(α1, α6, x).Pour déduire f6, nous remontons jusqu'à G. Ave
 la permutation τ3 =

(1, 3, 6, 2, 4, 5, 7) de G modulo G(1), nous obtenons �nalement
f6 = F3(α3, α4, x).Pour le polyn�me f = x7 − 7x+ 3 de groupe de Galois 7T5, nous avons

63f3 = 63x+ (2α5
1 + 5α4

1 + α3
1 + 7α2

1 − 3α1 − 6)α5
2

+ (5α5
1 + 5α3

1 + 3α2
1 − 7α1)α

4
2

+ (α5
1 + 5α4

1 − 8α2
1 − 4α1 + 24)α3

2

+ (7α5
1 + 3α4

1 − 8α3
1 − 6α2

1 + 28α1 − 6)α2
2

+ (−3α5
1 − 7α4

1 − 4α3
1 + 28α2

1 − 14α1 + 45)α2

+ 3(−2α5
1 + 8α3

1 − 2α2
1 + 15α1 − 4).Ce polyn�me est 
al
ulable par toutes les méthodes déjà évoquées et, enparti
ulier, en moins d'une se
onde par une fa
torisation partielle de f sur

k(α1, α2) isomorphe à k[x1, x2]/〈f1, f2〉.Commentaire. Pour la détermination de T, si le groupe de Galois 7T5est déterminé, ave
 la formule (10) et la proposition 6.8, tous les modulesfondamentaux se 
al
ulent à partir des deux prin
ipaux F1 = f(x1) ∈ k[x1]et F3 ∈ k[x1, x2, x3], linéaire en x3. I
i en
ore le gain est remarquable.Con
lusion. L'étude �ne a priori du 
orps des ra
ines et du groupe deGalois d'un polyn�me nous a permis de dégager une méthode algébrique ex-trêmement e�
a
e pour son 
al
ul. Les exemples de 
et arti
le en apportentune illustration indéniable. Cette méthode est entièrement automatisable eten grande partie 
omposée de pré-
al
uls.Remer
iements. Je remer
ie mes amis et 
ollaborateurs Jean-MarieArnaudiès et Antonio Ma
hí pour tous les é
hanges fru
tueux que j'ai eusave
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