ACTA ARITHMETICA
131.1 (2008)

Sur les relations entre les racines d’un polynéme
par

ANNICK VALIBOUZE (Paris)

1. Introduction. Pour tout cet article, nous nous donnons un polynéme
f d’une variable sur un corps parfait k et nous fixons a = (aq,...,q,) un
n-uplet formé des n racines de f supposées distinctes (avec n > 0). Le corps
k() = k[a] est celui des racines de f (i.e. son corps de décomposition).

Pouvoir réaliser des calculs algébriques avec les racines d’un polyndéme
d’une variable est un probléme antique. Tout d’abord, il s’est agi d’exprimer
les racines sous forme de radicaux pour les polynémes de degré 2 (plus de
2000 ans avant JC), puis 3 (certaines équations particuliéres furent résolues
dans Pantiquité jusqu’a la solution & 23 +px—q de Scipione del Ferro en 1500,
puis Tartaglia en 1535 et Cardan en 1545) et 4 (Ferrari en 1540), jusqu’a La-
grange ([20]) qui, en introduisant la résolvante, émit le doute que ce soit sys-
tématiquement possible au dela de ce degré. Ce fut Abel qui, en 1824, démon-
tra finalement 'impossibilité pour I'équation générale du degré 5 (|2]). Dans
le cas ol ’équation est résoluble par radicaux, le degré 5 a été résolu en 1991
par Dummit ([8]) et le degré 6 en 2000 par Hagedorn ([15]). La manipulation
des radicaux est quasiment inutilisable lorsque le degré du polynéme s’éléve.
Pour pouvoir traiter tous les cas (résoluble ou non) et réaliser des calculs al-
gébriques dans le corps des racines, il existe au moins trois autres possibilités :

e la méthode numérique consistant & approximer les racines mais in-
duisant les problémes d’erreurs de calculs qu’il s’agit de pouvoir con-
troler ;

e le calcul du polynéme minimal d’un élément k-primitif du corps des
racines du polyndéme f donné; le degré D de ce polynéme minimal
est identique & celui de l'extension (i.e. 'ordre du groupe de Galois)
pouvant atteindre la factorielle du degré n de f; c’est a la résolvante
de Galois qu'il faut recourir (|9]);
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e le calcul d’un ensemble triangulaire T (si les racines de f sont distinctes
deux-a-deux) de polynomes sur k en n indéterminées 1, ..., T, :

Fy =27 +up(xy),

Fy = 25" + us(x1, x2),

m
F,=x" 4+ up(z1,22,...,Tn)

tels que D = my ---m,, et que, pour chaque i € [1,n], Fj(a) = 0 et
degrj u; < mj pour tout j € [1,4]; ce sont les modules fondamentaux
de Tchebotarev ([27]). Ils forment une base de Grébner réduite pour
I’ordre lexicographique de I’idéal 9.

Cette derniére possibilité offre des avantages multiples dont le plus évi-
dent est de répartir sur n polynémes multivariés le caractére exponentiel
de l'ordre D du groupe de Galois de f sur k. L’ensemble ¥ étant une base
de Grobner réduite, tout v de k(a) posséde une représentation polynomiale
unique modulo F1, ..., F, et cette représentation appartient & k si et seule-
ment si -y lui appartient également (i.e. les modules fondamentaux rendent
effectif le théoréme de Galois). De plus, une fois ces polynémes calculés,
I’obtention du polynéme minimal d’un élément k-primitif de tout sous-corps
du corps des racines est aisée.

Plusieurs auteurs ont travaillé sur le calcul de relations entre les racines
d’un polynéme. Ci-aprés, sont évoqués ceux qui nous apparaissent comme
les plus marquants et représentatifs. K. Girstmair a publié de nombreux
résultats sur les relations linéaires (|11, 13]). Dans son travail de thése,
M. A. Gémez-Molleda traite le cas du groupe diédral ([14]). Intéressons-
nous aux algorithmes généraux dont le travail présenté ici améliore considé-
rablement les performances. Dans [3], I'algorithme applique la démarche de
Tchebotarev en factorisant “a 'aveugle” f dans les extensions k(aq, ..., ;).
Les idéaux de Galois introduits dans [31] constituent un outil algébrique
aboutissant & 'algorithme GaloisIdéal (paragraphe 6). Dans le cas k = Q,
supposant le groupe de Galois donné, K. Yokoyama utilise la pré-détermina-
tion des degrés m; (paragraphe 4) pour calculer les coefficients de chaque
F; par 'algébre linéaire et des approximations p-adiques des racines de f
(|36]). Cette méthode est particuliérement efficace lorsque le groupe de Ga-
lois est le groupe alterné A,, (paragraphe 6.1, note 5). Dans |21], M. Lederer
établit une formule interpolatrice pour le calcul des modules fondamentaux ;
de plus, I'idée des approximations p-adiques est également utilisée lorsque
k = Q. La méthode exposée dans [25] utilise les modules de Cauchy des fac-
teurs fondamentauz Fi(z, o, . . ., ;) et les permutations de relations (voir ici
les propositions 6.4 et 6.8 qui en sont inspirées) pour obtenir rapidement des
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relations. Cette méthode, réclamant une pré-étude en chaque degré, mixte
toutes les autres tout en les améliorant individuellement. Lorsque le groupe
de Galois est supposé donné, la pré-étude se décomplexifie.

Ce travail est un prolongement de [32], [33] et [25]. Il fait aussi suite
4 un échange avec K. Yokoyama en 1999 concernant le calcul des F; par sa
méthode p-adique. Je lui avais alors fait remarquer que des calculs inutiles de
coefficients a priori nuls ou identiques étaient évitables en étudiant certaines
orbites de {1,...,n}. Cet article répond a la question sous-jacente & cette
remarque : lesquels 7 Sans que cela y soit explicitement écrit, 1'article [25] y
répond également.

C’est a la description (paragraphe 4), aux intéréts (paragraphe 5) et au
calcul efficace des modules fondamentaux (paragraphe 6) qu’est consacré cet
article. Nous rappellerons la définition classique du groupe de Galois comme
groupe de permutations (paragraphe 2), celle de la matrice des groupes
qui pré-détermine les groupes de Galois des facteurs des résolvantes (para-
graphe 3), et nous terminerons sur des exemples qui illustrent 'efficacité de
notre méthode (paragraphe 7).

2. Le groupe de Galois du polyndéme. Fixons tout d’abord des
notations qui seront valables tout au long de l’article. Soit ' un ensem-
ble non vide. Nous notons Sg le groupe symétrique agissant sur E. Pour

E = {1,...,m}, Sg est aussi noté S,,, le groupe symétrique de degré m.
Lorsque E = {ey,...,en} C {1,...,n}, le groupe Sg agit naturellement sur
les polynomes p de k[ze,, . .., T,,| et sur tout m-uplet u = (ue,,. .., U, ) par

permutations des indices, et nous avons o.p(u) = p(o.u) pour tout o € Sg.

Le groupe de Galois G de « sur k est le sous-groupe de S, formé des
permutations o vérifiant que pour tout polynéme p de k[z1,...,x,] tel que
p(a) = 0 alors o.p(a) = 0.

Le groupe de Galois G est le plus grand sous-ensemble de S;, pour lequel
une action sur le corps k(«) est définissable (a conjugaison prés, c¢’est-a-dire
a une numérotation des racines prés). Il est isomorphe au groupe des k-
automorphismes du corps k(«). Ainsi, pour une permutation o de G et pour
0 appartenant a k(«), il n’y a aucune ambiguité a noter §7 (I’ordre des racines
étant fixé). Plus précisément, si = p(a) = q(a) avec p,q € klx1,...,xy]
alors

0° = p(o.a) = q(o.q).

Par la théorie de Galois classique, le polynéme minimal de 6 sur k£ est donné
par

(1) ming, = [] (& —1),
veG.0
ou GO = {07 | 0 € G} = {o.p(a) | 0 € G} est la G-orbite de 6 dont le
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cardinal est identique au degré du corps k(6) sur le corps k (i.e. sa dimension
en tant que k-espace vectoriel).

Lorsque le groupe de Galois sera évoqué a conjugaison preés (i.e. & une
permutation des racines prés), nous parlerons du groupe de Galois de f.

3. Groupes de Galois des facteurs d’une résolvante. Fixons L et
H deux sous-groupes de S, tels que H et G soient des sous-groupes de L.
Le groupe de Galois (sur k) d'une H -résolvante L-relative (paragraphe 3.2)
séparable de o sur k est représentable par l'action & gauche de G sur les
classes & gauche de L modulo H ([4, 30]). Nous allons décrire précisément
cette représentation et ses représentations équivalentes afin de les appliquer
au calcul des modules fondamentaux et a la détermination du groupe de
Galois.

3.1. Matrices de groupes et de partitions. Donnons-nous un polyndéme ©
de k[z1,...,2,) tel que H = {0 € L | 0.0 = ©}. Un tel polynéme O est
appelé un H -invariant L-primitif. Notons {01, ...,0.}, e étant l'indice de H
dans L, une transversale a gauche de L modulo H. A chaque G-orbite

5:{0i1H,...,UZ‘mH}, 1<y <<y <e,
de L modulo H correspond la G-orbite
0= {O‘il.@, ey Uim'@}

de L.© au sens ot la représentation de G par action & gauche sur O est
équivalente a celle de G sur 9. Cette derniére représentation de G est na-
turellement équivalente & une représentation symétrique dans Sp que nous
notons ¢(G, O). Fixons la bijection de O dans {1,...,m} qui a chaque 0;,.0
associe 'entier j. Induite par cette bijection, la représentation symétrique
naturelle de ¢(G,O) dans Suo = Sy, sera quant a elle notée (G, O).
Fixons l'ordre total 1 < --- < x, sur les variables et étendons-le aux
mondmes par 'ordre lexicographique puis aux polynémes (en comparant
les plus grands monoémes de chaque polynéme). C’est I'ordre pour lequel
Fi, ..., F, forment une base de Grobner de 91. Munis d’un tel ordre < sur
les polynémes, ordonnons les G-orbites 91, ...,9, de L.O de telle sorte que

inf(91) < --- < inf(O,).

Définissons alors les applications ¢ et d qui & tout sous-groupe G de L
associent respectivement

(2) ¢(G) = Qs(Gle) Koo X qb(GvDT)
dans So, x -+ x Sp, et

(3) d(G) = (#91,. .., #9Or)
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dans ’ensemble des partitions de n. Posons encore

¢(G) - (1/1(G7531)7 sy Q/J(Gvo'f)) - (5#917 cees S#Dr)'

Si G’ est L-conjugué a G et que H est remplacé par un de ses L-
conjugués quelconques alors ¥(G) = (G’). La matrice des ¢(G, H) ou G
et H parcourent l'ensemble des sous-groupes de L (un groupe par classe
de L-conjugaison suffit) est appelée la matrice des groupes relative a L. En
remplacant ¢ par d, on obtient la matrice des partitions relative o L.

LEMME 3.1 ([4]). Les lignes de la matrice de partitions sont distinctes
deur-a-deur.

3.2. Résolvantes. Faisons maintenant le lien avec le polynéme f et con-
tinuons & supposer que G et H sont deux sous-groupes de L. La résolvante
L-relative de o par © est, par définition, le polynome

R= [ @-w(e)),
vel.®
appartenant a k[z] puisque ses coefficients sont invariants par le groupe de
Galois G de « sur k. Une telle résolvante est aussi appelée une H -résolvante
L-relative. Lorsque L = S,,, la résolvante ne dépendant pas de la numérota-
tion des racines de f, elle est dite absolue et appelée résolvante de f par 6.
Le degré de R est l'indice e de H dans L. Supposons R sans racine mul-
tiple (il existe une infinité de polynémes @ dans ce cas). La résolvante est
alors dite séparable. Le corps k étant parfait, la séparabilité se vérifie lors de
la factorisation. La résolvante R se factorise en r (le nombre de G-orbites)
facteurs irréductibles (simples) sur k& dont, & une permutation prés, d(G)
est le r-uplet des degrés respectifs et 1(G) celui des groupes de Galois re-
spectifs sur k. Plus précisément, I'action de G sur une G-orbite O de L.©
est équivalente & celle de G sur O(a), I'évaluation de la G-orbite en a. Le
polynome
h= 1] @-wv
YeD(a)

de k[x] est irréductible sur k car, d’aprés lidentité (1) et puisqu’il est sans
racine multiple, il est le polynéme minimal sur k£ de chacune de ses racines.
Nous avons m = #9 = degh. Si 'orbite O est ordonnée (avec I'ordre <) et
3 est le m-uplet des racines de h correspondant a cet ordre (i.e. 3; = 0.0(«)
si 0.0 est le i-iéme élément de 9), alors ¢(G, O) est le groupe de Galois de
B sur k en tant que sous-groupe de So et (G, D) est le groupe de Galois
de B sur k en tant que sous-groupe de S;,. D’apres le lemme 3.1, nous avons
donc :

THEOREME 3.2 ([4]). La matrice des partitions relative a L permet de
déterminer le groupe de Galois de f sur k lorsqu’il est un sous-groupe de L.
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En application du théoréme précédent, la matrice des groupes offre un
moyen plus efficace que celle des partitions pour l'identification du groupe
de Galois. Pour s’en convaincre, prenons comme exemple n = 8, L = Sg
et H = S5 x Sg. Seuls les trois sous-groupes transitifs 8754, 8714 et 8113
de Sg satisfont d(87;) = (4,12,12) (voir paragraphe 3.3 pour la notation
jT;). La matrice des partitions ne suffit pas a les départager sans le calcul
d’une autre résolvante absolue de degré 35 pour I'un d’eux et une autre de
degré 112 pour les deux autres. Or on a ¢(8T13) = Ay x Us x Ug, ¢(8T14) =
Sy X Ug‘ x Uy et ¢(8To4) = Sy X U1+ X U2+7 ou les U; sont des sous-groupes
transitifs de Syo, les exposants + et — précisant s’ils sont ou non sous-groupes
du groupe alterné Ajs. Ainsi, si le discriminant du facteur irréductible (sim-
ple) de degré 4 est un carré sur k alors G = 873 ; sinon, si le discriminant
d’un des facteurs irréductibles (simple) de degré 12 n’est pas un carré alors
G = 8714, sinon G = 8Ty4. La matrice des groupes est également exploitable
pour le probléme de Galois inverse ([30]).

La résolvante de Tchirnhaus. Choisissons maintenant H = S7 x S,,_1
et L = S5,. Nous sommes alors dans le cas particulier de la résolvante dite
de Tchirnhaus s’identifiant au polynome f lorsque ©® = x1, ce que nous
supposons jusqu’'a la fin de ce paragraphe. Comme L.© = {xi,...,z,},
dans ce cas particulier, chaque variable x; sera représentée par son indice 1.
L’ordre < devient 'ordre sur les entiers. Les facteurs irréductibles de f sur
k sont donc les 7 polyndémes

(4) hs = ming; 1 = H (x —a;) onjs=inf(O;) et s € [1,r].
1€,

3.3. Outils logiciels de calculs. Pour calculer des résolvantes absolues,
il existe de nombreuses méthodes. Une bonne partie d’entre elles sont im-
plantées dans le module SYM ([29]) du systéme de calcul formel Maxima
(|26]). Le calcul de résolvantes relatives utilise les idéaux de Galois que nous
aborderons ultérieurement (paragraphe 6.1, note 6). Tout systéme de calcul
formel généraliste convient.

Concernant la factorisation des polynémes d’une variable, tous les sys-
témes de calcul formel offrent cette fonctionnalité (dans les extensions y
compris). Dans le cas particulier des résolvantes, il serait souhaitable qu'y
soient implantés des factorisateurs spécifiques ([22] pour £ = Q). En effet,
souvent seules des factorisations partielles sont nécessaires.

Le logiciel libre GAP ([10]) et le logiciel MAGMA ([6]) contiennent toutes
les fonctionnalités nécessaires aux calculs des représentations ¢(G,9O) et
(G, D) a partir des groupes L, H et G.

En GAP3, le programme PrimitiveInvariant écrit par I. Abdeljaouad
calcule des invariants primitifs (|1]). Comme expliqué ci-aprés, K. Girstmair
nous propose d’améliorer cet algorithme avec son travail sur les caractéres
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([12, Section 2]). Soit M un module-gauche sur anneau Q[S,,] ; par exemple,
I’espace vectoriel de polynomes M = Zl§i<j§n Qxjzxj. Soit H C L deux
sous-groupes de Sy,. Nous cherchons w € Fix(H)yy = {ve M :Vs € H :
sv = v} qui ne soit pas fixé par L. Un tel w n’existe que si dim Fix(L)ys <
dim Fix(H ). Ces dimensions sont facilement comparables si le S),-caractére
m de M est connu, car

dim Fix(H)y = |H|™' ) w(s).
seH

Pour les groupes transitifs, nous adoptons la nomenclature de G. Butler
et J. McKay ([7]) jusqu’au degré 11 et celle d’A. Hulpke ([16]) jusqu’au
degré 30 : le groupe j7; est le i-ieme groupe transitif de S;. Sous GAP et
MAGMA, nous disposons de la librairie avec la commande

TransitiveGroup(j,i);

Dans nos exemples, nous choisirons des conjugués qui simplifient la présen-
tation.

Pour j < 15, des polynoémes de groupe de Galois j7; sont disponibles
dans la base de données de G. Malle et J. Kliiners ([18, 19]). Un de ces
polynémes est accessible dans MAGMA avec les commandes

load ‘‘galpols’’;
PolynomialWithGaloisGroup(j,i);

3.4. Fzemple. Choisissons n = 8, © = x; et le sous-groupe
(5) G* =((4,6),(3,7,6)(4,5,8),(4,7,6,8),(7,8))

de Sg d’ordre 48. Les G*-orbites de {1,...,n} sont {1}, {2} et O3 = {3,4,5,
6,7,8}. Nous avons d(G*) = (1,1,6) et

P(G™) = Sp1y x Spay X ¢(G*,9O3) C Sp1y x Spay ¥ So,

ou ¢(G*,9O3) est engendré dans Sp, par les permutations de (5) engen-
drant G*. Le sous-groupe (L, 93) de Sg est le groupe de Galois de =
(as,...,ag) sur k; c’est un conjugué de 6777. Le calcul montre que parmi
les sous-groupes G’ de Sg tels que d(G') = d(G*) (donc les sous-groupes de
Sa(), les seuls dont (G, O3) et ¥(G*, O3) soient Sg-conjugués sont des
conjugués de G* dans Sy(g+)-

Supposons désormais qu'un polynoéme f de degré 8 posséde sur k deux
facteurs linéaires et un facteur h de degré 6 ayant (G*, O3) comme groupe
de Galois sur k. Alors G* est le groupe de Galois de f sur k. Pour déterminer
si le groupe de Galois de h est ¥(G*, O3), il suffit d’utiliser les matrices des
groupes en degré 6 sachant a priori que le groupe de Galois de h sur k est
un sous-groupe transitif de Sg.
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4. Définition des modules et des facteurs fondamentaux. Ce qui
est présenté sous forme d’exposé sans preuve reléve de résultats communé-
ment admis. Le lecteur est invité & consulter, par exemple, I'ouvrage de
N. Tchebotarev ou le cours d’A. Machi (|23]). Pour cette étude, le lecteur
pourra également se reporter a larticle [5] (bien que les résultats y soient
présentés de maniére différente et dans un cadre plus général, celui des idéauz
dits de Galois).

Pour chaque i € [1,n], considérons le polynome

fim)= I (== aww)
o€Gi—1)/G)
ol G(O) =G et
Guy={0€Gu-1|o@) =i}
Ces sous-groupes satisfont la chaine d’inclusions suivante :
G(n) =1, = G(n—l) < G(n,g) <0< G(l) < G(o) =G.
Pour i € [1,n], nous posons m;(G) = #G(;_1)/#G ) et
m(G) = (m1(G),...,my(G)).
REMARQUE 4.1. En particulier, f, = x —ay, et si f est irréductible alors
f=n.
Le groupe G(;_1) est le groupe de Galois de a sur k(ay,...,a;-1). Les
coefficients de f; sont des expressions polynomiales en « invariantes par

G (i—1). Par la théorie de Galois classique, f; appartient a k(az, ..., a;—1)[z].
Le groupe G|;) stabilisant i dans le groupe de Galois G(;_1), le polynome f;
de racine «; est irréductible sur k(aq,...,a;—1). Donc

(6) fz = minai,k(al,...,aifl)'

En posant m; = deg f; = m;(G), nous avons l'identité #G = mq---m,, et
la tour d’extensions

degré de ’extension corps polynéme minimal

M1 - Mn = #G
k(@)@ = k(aa,. .., 001, )

mi = #Gi—1)/#G i) fi
k(a)%6-) = k(aq,...,ai—1)

my---mio1 = #G/#G -1

k(@) =k
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Pour chaque ¢ € [1,n], il existe un unique polynéme Fj(z1,...,x;) de
klxi,...,z;] tel que

fi(z) = Fi(a1, ..., -1, )

et deg,, I; < degy, I; pour tout j € [1,i — 1] ; il vérifie deg,. F; = m;.

Les polynémes f1,..., f, seront appelés les facteurs fondamentaur de f
sur k (cela ne signifie pas qu'ils sont des facteurs de f sur k mais qu'ils sont
les facteurs de f quand on passe de k & k(«)), et les modules fondamentaux
de f sur k sont les n polynémes de ’ensemble triangulaire

T ={Fi(x1), Fo(x1,22), ..., Fp(x1,...,20)}.

Ils sont bien de la forme donnée dans I'introduction. En notant (E) l'idéal
engendré dans k[z1,...,z,] par une de ses parties E, nous avons

(7) k[xl,...,xi]/<F1,...,F,~>:k(al,...,ai).
En particulier, k(«) ~ k[z1, ..., x,]/(%).

REMARQUE 4.2. Le calcul du polynéme F;, résulte de la réduction modu-
lo Fi,...,F,—1 du polynébme x1 + --- 4+ x,, + a1 o a1 est le coeflicient sous-
dominant de f.

Pour i € [1,n] et pour tous les ,...,3;—1 appartenant a k(«) tels que

Fi(61) = Fo(pr,02) =+ = Fima(B1, ..., Bi—1) =0,

le polynéme univarié F;(f1,...,03i—1,x) est sans racine multiple. En effet,
d’une part, il existe 7 € G tel que B = a;q),...,0i-1 = ari-1) et,
d’autre part, f;(z) = Fij(aq,...,q;—1,x) est sans racine multiple; puisque
7 € G, on peut faire agir 7 sur k(a); toute permutation des coefficients
de f; par T revenant & permuter ses racines par T, les racines du polyndéme
F;(B1,...,Bi—1,x) sont bien distinctes. Un systéme triangulaire tel T est dit
séparable (voir aussi [5]).

L’ensemble triangulaire ¥ est réduit puisque degx]. F < degl,j F; pour
tout i € [2,n] et tout j € [1,7—1]. Ainsi, T est une base de Grobner réduite
pour l'ordre lexicographique de I’idéal qu’il engendre.

5. Intéréts des modules fondamentaux

5.1. Générateurs de l’idéal des relations. L’ensemble 91 des polyndmes
p de k[z1,...,x,] tels que p(a) = 0 est appelé 'idéal des a-relations. 11 est
maximal car noyau du k-morphisme d’évaluation entre 'anneau klx1, . .., zy]
et le corps k() qui a x; associe «; ; c’est-a-dire que le corps k(a) est iso-
morphe & 'anneau quotienté par 901 :

k(o) ~ kl[z1, ..., 2, /9.
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Comme ’ensemble séparable T est inclus dans 91, d’aprés I'isomorphisme
(7), nous avons

M = (T).

Ainsi, en tant qu’espace vectoriel sur k, le corps k(a) posséde comme base
I'ensemble des a7 ---afr on 0 < s; < m;, i € [1,n]. Nous retrouvons
l'identité #G = my - - my, = dimg(k(a)).

NoOTE 1. Le groupe de Galois G de a sur k est le groupe de décomposition
de I'idéal 9, c’est-a-dire, le plus grand sous-groupe de S, tel que G.9T = M.

5.2. Effectivité du théoréme de Galois. Lorsqu'un polyndéme est symé-
trique en x1,...,x,, le théoréme fondamental des fonctions symétriques
donne sous sa forme effective la valeur dans k£ de ce polynome évalué en
les racines de f comme expression polynomiale en ses coefficients. Lorsque
le polynéme n’est pas symétrique mais seulement invariant par le groupe
de Galois de o« sur k, le théoréme de Galois nous assure que sa valeur
en « appartient aussi & k. Les modules fondamentaux rendent effectif ce
théoreme.

Soit p un polynoéme de k[z1,...,x,]. Posons p = 7,41 et définissons
de maniere inductive la suite r,,7,-1,...,71 telle que r; est le reste de la
division entiére de 7,41 par Fj en x; (j € [1,n]). Le reste 7 sera appelé le
reste de p modulo T ou bien le reste de p modulo 9. 1l satisfait aux propriétés
suivantes (facilement vérifiables) :

deg, r1 <m; pourtout j€ [Ln], pla)=ri(a)
et surtout

p(a) € k  siet seulement si 7 € k.

C’est ainsi que les modules fondamentaux rendent effectif le théoréme de
Galois.

En fait, ¥ étant une base de Grobner pour l'ordre lexicographique, il est
possible de diviser p par les éléments de T dans n’importe quel ordre pour
obtenir sa forme normale 7.

Dans la suite de cet article, lorsque v € k() sera exprimé sous la forme
v = p(a) avec p € k[xy,...,z,], il sera sous-entendu que le polynome p est
identique & son reste modulo ¥.

5.3. Eléments primitifs et polynémes minimauz. Soit © un polynéme de
Elxi,...,zy] et § = O(a). D’aprés [31], le polyndme caractéristique y de
I’endomorphisme multiplicatif induit par @ dans le k-e.v.

klxi,...,z,] /M
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est donné par

®) v =[] (= - 0.00).
oeG
NOTE 2. Le polyndéme x est aussi le polynéme caractéristique de ’endo-
morphisme dans le k-e.v. k(a) qui a v associe 0.y : x = [[,eq(z —67).

NOTE 3. Sans faire appel aux raisonnements classiques de la théorie de
Galois, par lalgébre linéaire, le polynéme x est & coeflicients dans k.

Le polynome x résulte des éliminations (i.e. avec des résultants) succes-
sives des variables z,,,z,_1,...,21 du polynéme x — 0.© d’abord avec F,,
puis avec F,_; puis ... et enfin avec F; ([5]).

Nous pouvons ainsi déterminer facilement un élément k-primitif du corps
des racines de f en choisissant pour © un polynome tel que x soit sans
racine multiple (il en existe une infinité). Si tel est le cas, le polynéme x est
le polynéme minimal sur k de 1'élément k-primitif § = ©(«a) de k(«a). Les
D = #G modules fondamentaux de x sur k sont de la forme

x(z1), T2+ ve(x1), 3+ v3(x1), ..., zp + vp(z1)
ot v; € k[z]. Le groupe de Galois de x sur k est une représentation réguliére
de G dans Sp.
Soit H un sous-groupe de G. Le calcul d’'un élément k-primitif du corps
k(a)™ n’est pas bien différent. Choisissons pour © un H-invariant G-primitif,

Le polynéme
h= ]] (x-06)
oc€G/H
de k[z] est un facteur irréductible de x :
x = htf

et s’il est sans racine multiple alors il est le polynéme minimal sur £ de 6,
élément k-primitif de k(o)™ (car k est un corps parfait). Notons que h est
en fait la résolvante G-relative de o par 6.

6. Etude et calcul des modules fondamentaux

6.1. Résolvantes et idéaux de Galois. Dans ce paragraphe, nous définis-
sons les idéaux de Galois a la base de I'algorithme GaloisIdéal calculant ¥
par construction d’une chaine croissante de tels idéaux (|31, 34]). En terme
de coiit, la proposition 6.4 apporte une amélioration importante a cet algo-
rithme que nous décrirons sous sa nouvelle forme. Nous supposons acquises
les principales propriétés des idéaux de Galois et nous reprenons également
les notations des paragraphes précédents. En particulier, 9t est I'idéal (maxi-
mal) des a-relations, et GG, son groupe de décomposition, est le groupe de
Galois de « sur k.
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Définissons les idéaux de Galois. Soit M un sous-ensemble de .S,, con-
tenant I'identité (M n’est pas nécessairement un groupe); alors I'idéal

(9) =)o 'm

oceM
est 'idéal de Galois défini par M et 9. Nous notons .# (J) 'ensemble des
idéaux maximaux contenant J :

MI)={o" M| o e M}.

Le plus grand ensemble de permutations définissant J avec 9t est GM. Si
GM est un groupe alors c’est le groupe de décomposition de J (i.e. celui qui
envoie J dans J), et si le groupe de décomposition de J contient G alors il
s’'identifie & GM. Dans ce cas, I'idéal J est dit pur. Un idéal de Galois pur
est triangulaire ([5]).

Pour tout o € M, I'idéal J est aussi défini par 0 *M (= M si M est
un groupe) et l'idéal =19 de .# (7). Ainsi, lorsque nous fixons un idéal de
Galois J et que nous considérons 9 € .#Z(J), ou ce qui revient au méme «
appartenant a la variété de 9, si M n’est pas imposé alors 'idéal It peut
désigner un idéal quelconque de Z(3J). Cette démarche est donc différente
de celle qui consiste & imposer un ordre aux racines comme cela peut se faire
dans les méthodes numériques.

En reprenant les notations du paragraphe 3, supposons que l'idéal J soit
défini par I'idéal 9 et le groupe L contenant G (i.e. 'ensemble de permuta-
tions M est le groupe L). Le groupe L contenant G, le groupe de décompo-
sition le contient également et, par conséquent, 1’idéal J est pur.

Comme le montre la proposition évidente suivante, I'idéal J est un outil
algébrique intermédiaire répondant partiellement au probléme de effectivité
du théoréme de Galois.

PROPOSITION 6.1. Soit pek[xy,...,zy] invariant par L (et donc par G).
Alors la réduction de p modulo J est la valeur de ©(a) sur k.

Au paragraphe 3, les résolvantes sont exploitées afin de déterminer le
groupe de Galois d’un polynome. Elles fournissent une liste de groupes can-
didats a étre le groupe de Galois. Elles sont également exploitables pour
calculer des relations comme le montre le lemme suivant :

LEMME 6.2. Pour tout facteur p sur k (simple ou non) de la résolvante R,
il existe un idéal M de A (J) tel que

p(O) € N.

Démonstration. Car les racines de R sont les 0.0(a) = O(o.a) ou o
parcourt L et que 9 étant I'idéal des a-relations, I'idéal o=1.90 de .#(3J)
est celui des o.c-relations. =
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Sans perte de généralité, lorsque le groupe de Galois G de o sur k n’est
fixé qu’a conjugaison prés dans L, nous pouvons toujours supposer que O(q)
est une racine de h, le facteur de la résolvante R correspondant a la G-or-
bite O. Si G est ﬁxe et que 7.@ appartient & 9, il suffit de remplacer, dans
ce qui suit, le H-invariant © par 7.0 et H par son conjugué 7H7 ! qui
stabilise 7.@ dans L.

L’algorithme GaloisIdéal utilise le théoréme fondamental suivant :

THEOREME 6.3 ([31]). Sile polynéme h associé a la G-orbite O est sans
racine multiple, alors l’idéal de Galois

R=T+ (h(O))
est défint par H et M. Le plus grand ensemble définissant K avec M est

= U C,
CeD

ou O est la G-orbite de H dans les classes a gauche de L modulo H.

Démonstration. Idée intuitive de la preuve : comme J C 8 C I, I'idéal K
est de Galois ; sa variété est d’intersection vide avec celle de 'idéal de Galois
défini par |J. H™ ot 7 parcourt une transversale a gauche de L modulo H
privée des permutations o telles que h(0.©(a)) = 0. Les idéaux de Galois
étant radicaux, on prouve que K est défini par H et donc que GH est le plus
grand ensemble le définissant. Par ailleurs, pour tout o € L, toute classe
double @ de L modulo G et H peut étre vue ensemblistement comme Go H,
soit I'union des classes de la G-orbite de cH. u

NOTE 4. Pour que ’hypothése du théoréme 6.3 soit satisfaite, il est suf-
fisant mais pas nécessaire que h soit un facteur irréductible simple sur k de
la résolvante R. Le corps k étant parfait lorsqu’un facteur est irréductible, il
est sans racine multiple.

NOTE 5. Le théoréme précédent s’applique également aux idéaux de Hil-
bert (cas particuliers des idéaux de Galois lorsque f = z" et G = I,).
Les idéaux de Hilbert ne sont pas nécessairement triangulaires. La base de
Grobuer de celui défini par le groupe alterné est calculable & la main ([35]).
Dans le cas des idéaux de Galois, ce calcul est trés complexe car le haut
degré de transitivité de ce groupe induit a la fois un invariant composé de
n!/2 monodmes, difficile a réduire modulo 'idéal défini par S, et un degré
d’extension identique rendant rapidement impossible la factorisation dans
les extensions. C’est donc & la méthode linéaire et p-adique de K. Yokoyama
qu’il faut recourir.

La proposition suivante améliore l'algorithme GaloisIdéal dans le cas
ou R n’est pas pur ou, dit autrement, dans le cas ot M = GH n’est pas un
groupe :
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PROPOSITION 6.4. Soit & un idéal de Galois tel que M € .4 (R) et M le
plus grand ensemble de permutations le définissant avec M. Alors, considé-
rant G le groupe de décomposition de M, 'idéal de Galois

GR={gp|lgeGetpec Y}

est un idéal de Galois pur défini par I et le plus grand sur-groupe D de G
contenu dans M. En particulier, pour tout groupe U intermédiaire entre G
et D,

G.R=UR.

Démonstration. Comme G.(G.J) = G.J, G est un sous-groupe du groupe
de décomposition D de 'idéal G.R. De ce fait, le groupe de décomposition
D de G.R est aussi le plus grand groupe définissant cet idéal avec 90t (en
fait, avec tout idéal maximal contenant G.K). Comme R C G.RK, nous avons
D =GD C GM = M ([31, Proposition 3.14]). A partir de 13, la maximalité
est évidente. La derniére assertion est évidente également puisque D conte-
nant G, il vérifie D.R = DG.R = G.R car D est le groupe de décomposition
de G.R. »

Utilisation de la proposition 6.4 pour calculer G.R et D

1. Si I est un idéal de Galois pur inclus dans R et de groupe de décom-
position U, alors il est inutile de permuter les polyndémes de I puisque
D Cc M c U implique D.I = U.I = I C R. Cela s’applique donc &

I=TetU=L.
2. Si U est un sous-groupe du groupe de décomposition de R, seules sont
utiles les permutations 7y, ..., T, telles que

m
GU=U+|JnU.
=2
De plus, si un groupe U intermédiaire entre D et G est déterminé,
les permutations de G N U sont suffisantes. Cela s’applique au groupe
U= H car H = Staby(©) et 3 C HJ C L.J = 7J; les 7; sont alors
calculées avec la G-orbite O.

3. L’algorithme GaloisIdéal posséde comme paramétre une liste de
groupes candidats & étre le groupe de Galois. Le groupe G appar-
tient & une chaine croissante de candidats sous-groupes de D. Il existe
un groupe candidat U maximal dans la chaine d’inclusions tel que
U.R est un idéal de Galois (i.e. 1 € U.R) pur. Un tel groupe vérifie
GcUcCDet GR=URK=D.R

4. Le groupe D est déterminable & partir de I’ensemble triangulaire ¥’
engendrant 1’idéal pur G.8 car #D est le produit d des degrés initiaux
des polynémes de T'. Il suffit de chercher D parmi les groupes d’ordre
d contenant un groupe candidat en testant si o.p € G.R pour tout
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générateur o de D et tout p € T'. Sachant que D est unique parmi
ceux d’ordre d, une vérification modulaire est envisageable.

Algorithme GaloisIdéal amélioré. L’algorithme GaloisIdéal, muni dé-
sormais de la proposition 6.4, construit une chaine croissante d’idéaux de

Galois
LchLcCc---CM

ou I est un idéal de Galois donné ou, & défaut, 1’idéal des relations symé-
triques entre les racines de f. A chaque étape, I’algorithme dispose d’un idéal
de Galois pur J (i.e. d’un ensemble triangulaire ’engendrant) de groupe de
décomposition L et d’une liste de sous-groupes de L candidats & étre le
groupe de Galois G. Un sous-groupe H de L est choisi. Grace & J, une H-
résolvante L-relative est calculée (note 6). Avec cette résolvante et la matrice
des groupes, la liste des groupes candidats est réduite; toujours avec cette
résolvante, un idéal K est calculé (théoréme 6.3); si H est inclus dans tous
les groupes candidats (& conjugaison prés) alors 8 = 9 car GH = G (on
peut toujours choisir H = I, lorsque les calculs sont abordables) ; sinon, si
R n’est pas pur, sont alors calculés I'idéal de Galois pur G.8 et son groupe
de décomposition D (voir les points 1. & 4. ci-dessus). Seuls les candidats
sous-groupes de D sont conservés. Ensuite ’algorithme cherche a exploiter
les autres facteurs de R pour avancer vers 'idéal maximal (tout dépend
des degrés des facteurs qui lorsqu’ils s’élévent rendent difficiles les calculs
de bases de Grobner). Tant que l'idéal 90t n’est pas atteint, 1’algorithme
GaloisIdeéal se poursuit récursivement.

Evidemment, Palgorithme est améliorable dés lors qu’une nouvelle rela-
tion (génératrice ou non) est calculable par toute autre méthode. Par exem-
ple, lorsque le degré d’un polynéme F; est connu (car identique pour tous
les groupes candidats) et que la méthode p-adique s’avére plus efficace que
celle des résolvantes pour calculer Fj.

NoTE 6. Chaque résolvante est doublement exploitée : pour déterminer
le groupe de Galois et pour calculer de nouvelles relations. Pour calculer des
résolvantes L-relatives, nous utilisons I'idéal J. Sont ainsi évités le calcul et
la factorisation de résolvantes absolues de degrés élevés (voir exemple 7.2,
note 8 pour s’en convaincre). Une résolvante L-relative par @ est calculable
de deux manieéres : soit avec des résultants éliminant les variables z; de x — @
dans k[xi,..., 2]/ (voir [5]), soit en réduisant modulo J les coefficients
de la résolvante générique [[;_,(z — 0;.0), puisqu’étant symétriques en les
polynomes de la L-orbite de O, ils sont invariants par L (proposition 6.1).

EXEMPLE 6.5. Choisissons le polynéme f = 28 + 2 + 222 4 4 de la base
de données de MAGMA et dont le groupe de Galois sur & = Q est 8T1g.
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Considérons l'idéal de Galois de f suivant :
R=(qn =x§+x?+2x%+4, g2 = x2 + 71,

gs =23+ (1/2)af + (1/2)21 +1, g2 =14+ 33,

g5 = x5+ (=(1/2)af — (1/2)a1 + a)a + 2,

g6 = 3§ + w36 + w575 + (—(1/2)2) — (1/2)a] + 21)z5

+a5 + (= (1/2)2] — (1/2)21 + 27)ze,

gr = 22 + zexy + w507 + T2+ w526 + 22 — (1/2)28 — (1/2)2] + 23,

gs = T8 + 7).
Les calculs qui nous ont amenés & K nous assurent que tous les groupes
de la liste des groupes candidats sont inclus dans des conjugués de 8735
d’ordre 128. Nous savons également que chaque candidat conjugué de 8735

contient un groupe de décomposition d’un idéal de .# (). Choisissons parmi
les candidats le conjugué

D = ((77 8)7 (17 3)(27 4)7 0= (17 5,3, 8)(27 6,4, 7)>
de 8T35. Nous constatons que o.(z1 +2x2) = x5+ x¢ et que l'idéal triangulaire
R+ (CE5 + 1’6>

a pour produit de ses degrés initiaux ’ordre 128 du groupe D. Donc D est
le groupe de décomposition de I’idéal

GRA=DR=RK+ <£L‘5 + .’L‘6>
= (91, 92, 93, 94, G5, Te + x5, 223 + 228 — 2f — 27 + 227, gg).

L’algorithme GaloisIdéal peut se poursuivre récursivement avec G.8 (la
dimension de Panneau quotient est 128) a la place de R (la dimension est
3-128 = 384).

6.2. Un nouvel algorithme. Nous allons décrire une autre méthodologie
composée de pré-calculs sur les sous-groupes de .S, afin d’élaborer un algo-
rithme efficace pour le calcul de €. Par pré-calculs, nous entendons calculs ne
dépendant que du groupe G et qui s’appliqueront a tout polynéome de groupe
de Galois G. Nous reprenons les notations des paragraphes précédents. En
particulier, concernant le paragraphe 3, I'invariant @ est le polynome z1 et la
résolvante R est donc le polynéme f lui-méme de groupe de Galois G sur k.

Afin d’éclairer 1'exposé, considérons le polynéme f = (x — 1)(z? — 2)
et fixons o = (1,v/2, —v/2). Les modules fondamentaux sont les polynomes
Fy = x1—1, F; = 3—2 et F3 = 23+2. Nous voyons que fo € k[z] C k(ay)[z]
et que f3 € k(ag)[z] C k(a1,a2)[z]. Les corps k et k(az) sont les corps dits
minimauz de fo et f3, respectivement.

L’étude de T que nous proposons ici commence tout d’abord par dis-
tinguer deux étapes auxquelles l'algorithme général se raménera. Ce qui
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suit reléeve de calculs groupistiques et non de calculs sur les polyndémes. Il
s’agit, par une pré-étude sur GG, de décrire les modules fondamentaux de tout
polynéme de groupe de Galois G.

ETAPE 1 : Facteurs fondamentaux appartenant a k[x].
Données : f, k et G, le groupe de Galois de « sur k.

Supposons que G posséde r > 1 classes de transitivité. Alors f a exacte-
ment 7 > 1 facteurs irréductibles sur k. D’aprés les identités (4) et (6), ce
sont les r facteurs fondamentaux de f sur k appartenant a k[z] suivants :

fj1:h17 fj2:h27 ceey fjr:hr
ou, pour s € [1,7], js = inf(Oy) et ¢(G,O;) est le groupe de Galois sur k
du facteur f;, en tant que sous-groupe de Sg,. Naturellement
d(G) = (mjl, ce ,mjr).

REMARQUE 6.6. Si f est réductible sur k alors nécessairement les degrés
Mj,, ..., mj, de ses modules fondamentaux sont strictement inférieurs a n
(onan=mj +---+mj).

Les facteurs fondamentaux de corps minimal k£ ainsi que leurs groupes de
Galois sur k et leurs degrés respectifs ne dépendent que de ji,...,j., ¢(G)
et d(G) calculés a partir de G.

Voici une idée trés simple pour calculer efficacement de nombreux mo-
dules fondamentaux. Supposons que, pour s € [1,7], le facteur f;, soit le
seul facteur de f sur k(cy) non calculé. Il se déduit alors trivialement des
autres par

f

10 R —
( ) f]s Hz;és fji

NoTE 7. Comme nous le constaterons lors de la deuxiéme étape, il est
possible de prévoir par des calculs groupistiques que certains modules fon-
damentaux parmi fj,,..., fj, seront calculables par permutation d’autres
facteurs déja calculés (proposition 6.8). L’utilisation de la formule (10) est
elle aussi prévisible en fonction de G uniquement. En effet, il s’agit d’utiliser
les indices ji,...,j, et éventuellement d(G) car, si un choix doit étre fait
pour f;,, ce sera le facteur le plus difficile & calculer autrement qu’avec cette
formule. Nous verrons dans nos exemples comment cette idée simple en ap-
parence donne des résultats spectaculaires.

ETAPE 2 : f est supposé irréductible sur k.

Données : f irréductible sur k£ et G, le groupe de Galois transitif de «
sur k.

D’aprés 'étape 1, fi = f. Donc Fy = f(z1) est le seul module fondamen-
tal appartenant a k[z1].
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Les facteurs fondamentaux « — a1, fj,, ..., fj. de f sur k(aq) et appar-
tenant & k(a) sont obtenus en appliquant ’étape 1 avec les données f, k(o)
et le groupe G|y).

Fixons i appartenant a {ja,...,/j.}. Le corps minimal k(c;) de f; est
déterminé :

F; € k[ml,xi].
Sans étre explicitement signalé, ce résultat existe déja dans [25].

Pour simplifier, dans la suite de cette étape, nous posons F; = Fj(z1, ;).

Dans l’esprit de la proposition 6.4, nous allons pré-déterminer en fonction
de G ¢’il est possible ou non de calculer des facteurs fondamentaux & partir
de ceux appartenant a k(aq).

LEMME 6.7. Pour tout o € Gy, si 0(i) # 1 alors m,(; < m;.

Démonstration. Car, pour tout o € G(y), le facteur fondamental f,(;) est
un facteur fondamental de f; sur k(aq), si 0(i) # i alors f,(;) est un facteur
de fi/(x — ;) de degré m; — 1 dans une extension de k(ay). Par conséquent,
My <M — 1. =

D’aprés ce lemme, aucun permuté de f; par G(1) n’est un nouveau facteur
fondamental f; de degré m; = m;. En revanche, comme le groupe G est un
sous-groupe transitif de .S,,, nous pourrons appliquer la proposition suivante
aux permutations 7 de G n’appartenant pas a G(y).

PROPOSITION 6.8. Soiti € {jo,...,jr}. Si T € G satisfait les conditions
mey =m; et T(1) < 7(3),
alors T(1) # 1 et le 7(i)-iéme facteur fondamental de f sur k est donné par

fri) = Filary, ©) € k(azq)[z].
Donc 7.F; = Fi(z1), Tr(5)) € k[Tr1), Tr(5)] et le module fondamental F;
résulte de la réduction de T.F; modulo (F, ..., Fri_1)-

Démonstration. Nous avons 7(1) # 1, d’aprés le lemme 6.7. Le reste est
évident puisque F; € k[xy,z;]. w

Soient 7 =id, ..., 7, des permutations du sous-groupe transitif G de S,
telles que 7;(1) = j pour j € [1,n]. Pour chaque j € [1,n], les r polynomes
T — ay et fr () ol i parcourt {jz,...,jr} sont les facteurs de f sur k(c;) de
groupe de Galois G sur k(a;) (ot Gj est le stabilisateur de j dans G). Donc il
suffira d’appliquer la proposition 6.8 aux seules permutations 7o, ..., 7, de G.

Inversement & la proposition 6.8, s’il existe | € [I,n] et 1 < j < [ tels
que f; soit un facteur irréductible de f sur k(o) (i.e. fi = P(aj,x) avec
P € k[y, z]) alors, par la transitivité de G, P(a, z) est aussi un facteur irré-
ductible de f sur k(a;). Donc nécessairement, la proposition 6.8 s’applique
pour déduire le module F; d'un des modules F},, ..., F} .
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Descriptif de l’algorithme. Le polynome f est supposé étre un polynéme
quelconque de groupe de Galois G sur un corps k. Il s’agit d’élaborer un algo-
rithme portant sur G et décrivant les facteurs fondamentaux de f. L’écriture
de Palgorithme serait illisible. Nous décrivons comment le construire.

Il faut d’abord appliquer la premiére étape & G avec comme données
abstraites le polynéme f et le corps k; on obtient ainsi ji,...,Jr, ¢(G) et
d(G) et nous savons que nous pouvons calculer dans le corps k(o ,. .., o ,)
isomorphe a

klzjs s ] Fas oo o)

Ensuite, a chaque groupe ¢(G, ), différent de I'identité, agissant tran-
sitivement sur O; et obtenu lors de la premiére étape, est appliquée (a la
place de G) la deuxiéme étape avec comme données abstraites f;, (& la place
de f) et le corps k. Cette deuxiéme étape renvoie a la premiére étape. On
recommence alors ce que nous venons de décrire. Et ainsi de suite, récur-
sivement, jusqu’a ce que tous les modules fondamentaux soient décrits avec
leurs corps minimaux respectifs.

Ainsi, lors d’un appel récursif a la deuxiéme étape, sera étudié un poly-
nome g de degré m et irréductible sur une extension ky, = k(ay,,. .., ay,); de
plus, les calculs précédents réalisés sur G nous assurent qu’un sous-ensemble
T ={fi,,..., fi,} de T est déja calculable ; cela signifie qu’avec T’ les calculs
algébriques dans le corps k(v , ..., ;) sont possibles. Le polynome g sera
un facteur fondamental de f sur k. Les données de I'étape 2 seront g, ky,
I'ensemble T’ (ce sont des données abstraites), et le groupe de Galois G, de
B sur k, calculé avec la fonction ¢, o1 3 est le m-uplet des racines de g re-
spectant Pordre induit par la numérotation des racines de f. En particulier,
les générateurs de G, dans S, engendrent un sous-groupe de G dans Sy,.
La premiére étape est appliquée, en n’oubliant pas la formule (10) qu’il faut
utiliser avec ¥’ pour déterminer quel facteur f;, s’en déduira. L’ensemble ¥’
est ainsi agrandi et il ne reste qu’a appliquer la proposition 6.8, au groupe G,
et non pas uniquement au groupe G, comme l'illustrera I’exemple du groupe
PSL(2,7) du paragraphe 7. L’algorithme se poursuit ainsi récursivement en
cherchant & prédire le calcul et les corps minimaux des modules fondamen-
taux n’appartenant pas encore a T’.

Calcul effectif des modules fondamentauz. L’algorithme sur le groupe G
détermine les facteurs (modules) fondamentaux qui par la proposition 6.8
ou la formule (10) seront déductibles des autres, appelés principauz. Pour
calculer un facteur fondamental principal f;, nous disposons de plusieurs
méthodes, comme : ’algorithme GaloisIdéal (voir 'exemple du groupe 87359
du paragraphe 7), les algorithmes de factorisation dans les extensions (voir,
par exemple, celui historique de B. Trager |28]), la méthode interpolatrice
de M. Lederer, la méthode p-adique de K. Yokoyama lorsque le degré m; =
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m;(G) est déterminable et connaissant le corps minimal de f; pour éviter le
calcul des coefficients a priori nuls.

6.3. Application des résultats dans un cas général. Dans le paragraphe
précédent, nous avons décrit une méthodologie de pré-étude portant sur un
groupe G donné afin de déterminer le canevas d’un algorithme de calcul
de ¥ lorsque G est son groupe de décomposition. Une fois cette pré-étude
réalisée pour tous les groupes d’'un méme degré n, elle est alors combinable
(toujours en pré-étude) avec les matrices de groupes sur k mais aussi sur
ses extensions k,. Tant que le groupe de Galois n’est pas déterminé, a tout
moment, il est possible d’utiliser ’algorithme GaloisIdéal en rajoutant, si
nécessaire, des modules de Cauchy de facteurs fondamentaux déja calculés
(|25]). De la sorte, il est possible de produire un algorithme trés efficace
pour le calcul simultané de ¥ et GG en degré n. Si le groupe G est déja déter-
miné, 'algorithme se simplifie. L’utilisation de GaloisIdéal est restreinte
au calcul de nouvelles relations avec des résolvantes relatives; il faudra alors
comparer au cas par cas son efficacité avec d’autres méthodes (interpolatrice
de M. Lederer, p-adique de K. Yokoyama, ...).

En fait, I’algorithme idéal de calcul de ¥ serait paralléle. En méme temps
que le groupe de Galois serait déterminé, des relations seraient calculées (avec
toute méthode possible), d’autres en seraient déduites par la formule (10) ou
I'une des propositions 6.4 et 6.8. Chaque calcul paralléle viendrait enrichir un
corps principal qui redistribuerait les informations récoltées et orienterait les
calculs en fonction des avancées tout en construisant des idéaux de Galois.

7. Exemples. Nous allons illustrer les résultats du paragraphe 6 a tra-
vers trois exemples caractéristiques. Le premier détaille la méthode & suivre
pour la pré-étude sur un groupe fixé. Le second illustre la méthodologie
& suivre pour déterminer simultanément le groupe de Galois et 1'idéal des
relations avec 'utilisation de GaloisIdéal. Le troisiéme montre comment
utiliser correctement la proposition 6.8.

7.1. Un groupe d’ordre 384 conjugué de 8Ty4. Donnons-nous le groupe
G = <(47 6)’ (17 6)(2’ 4)7 (1’ 7,3, 6)(27 8,5, 4)>

conjugué de 8Ty, d’ordre 384 et tel que m(G) = (8,1,6,4,1,1,2,1). Pour
comprendre les calculs groupistiques, nous supposons qu’un polynéme f ait
G comme groupe de Galois sur un corps k. Nous commencons par la premiére
étape qui, puisque G est transitif, nous donne le premier facteur principal :

fi=[f€klz].
Comme T = {f1}, il est possible de calculer dans k(«;) isomorphe a

E[xz1]/fi. Dans le contexte de la deuxiéme étape avec fi1, k et G comme
données, nous appliquons la premiére avec f1, k(ap) et G(1)- Le groupe
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G(1) est le groupe G* de I'exemple 3.4. Nous calculons jo = 2 et j3 = 3,
d(Gqy) = (1,m2,m3) = (1,1,6) et ¢(G*). Donc, dans k(a1), f1 a deux fac-
teurs linéaires © — a1 et fo et le facteur f3 de degré 6 et de groupe de Galois

#(G*, O3) sur k(aq). Ceci nous donne
f2, f3 € k(aq)[z] ou bien F, € k[x1,xo] et F3 € k[, z3].

Nous décidons que le facteur linéaire f, (ou bien F) sera principal ; donc
T = {f1, fo}. Le facteur f3 sera obtenu avec la formule (10) :

fi
11 =——— € k(a1)[x].
(1) hi= D e kel
Désormais ' = {f1, f2, f3} et nous pouvons calculer dans k(aq,as,as).

Comme fo € ¥ et mo = ms = mg = mg = 1, nous cherchons a utiliser
la proposition 6.8 avec l'indice ¢ = 2 de mo. Des trois permutations 73 =
(1,3)(2,5)(4,8)(6,7), 4 = (1,4,5,8,2,6,3,7) et 77 = (1,7,3,6)(2,8,5,4) de
G modulo G(y), nous pourrons déduire les trois facteurs fondamentaux :

(12) f5:F2(043,.’L'), fﬁZFQ(a47$)7 f8:F2(C¥7,.T).

Maintenant ' = {f1, fo, f3, f5, f6, fs}. Il reste a trouver les facteurs fonda-
mentaux fy et fr de degrés respectifs my4 = 4 et m; = 2. Nous appliquons
(récursivement) I'étape 2 au polyndme f3 (pas a fy car ce facteur est linéaire),
irréductible sur k(ai,as) = k(aq) avec ¢(G*,O3) comme groupe de Ga-
lois de (as,...,as) sur k(o) dans S{34567s) (i-e. agissant sur les indices
des «;). Appliquons I'étape 1 avec f3 sur k(aq)(as). Le stabilisateur de 3
dans H = ¢(G*,9D3) est le sous-groupe H* = ((4,6), (4,7,6,8),(7,8)) de
Siay X Sgae,7.8y X Sgsp (H™ est engendré par les mémes générateurs que
G3)). Comme ji = 3, jo =4 et j3 = 5 avec f3, f5 € T, dans k(a1, az)[z], la
formule (10) nous permettra de calculer rapidement f; :

f3

(13) fa= ———+
(z—a3)fs
Nous avons ¥ = {f1, fo, f3, f4, [5, f6, fs}. L'étape 2 se poursuit avec f3.
Comme my4 # my, le facteur f7 n’est pas déductible de f4 par permutation.
Nous appliquons alors récursivement 1’étape 2 au groupe H*, supposé étre le
groupe de Galois de fy sur k(ai, as3). Cette étape nous redirige sur 'étape 1
avec le polynome fy, le corps k(a1,a3)(as) et le sous-groupe Spyy X Sty ¥
S78) de Sga67,8) (i-e. le stabilisateur de 4 dans H*). Ici j1 = 4, jo = 6 et
Jjs = 7 avec fy, f¢ € T'. Donc, d’apreés la formule (10), nous obtenons

B Ja
(14) fi= (r —a4)fo ©

Nous pourrons donc calculer les 8 modules fondamentaux & partir des
deux principaux : Fy = f(x1) € k[z1] et Fy € k[x1, x9], linéaire en x5.

€ k(aq,as)lz].

k(ay, as, aq)[z].
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Commentaires. Le gain de notre méthode est extrémement important.
Le module Fj résulte d’une factorisation partielle de f/(z — a1) sur k(aq)
(i.e. seul le facteur linéaire est a calculer). Avec la formule (10), nous évitons
la factorisation compléte de f sur k(aq). Sans la formule (10) et la proposi-
tion 6.8, par la méthode classique de factorisation dans les extensions, pour
obtenir f4 et f5, il faut factoriser f3 de degré 6 sur k(aq, as, ay) de degré 48
sur k; c’est-a-dire factoriser sur k& un polynéme de degré 288 = 6 - 48 (voir
[28]). De méme, pour obtenir fs et f7 en factorisant fy sur k(aq, as, ay), il
est nécessaire de factoriser sur k un polyndéme de degré 768 = 192 - 4. Cet
exemple simple permet donc de mesurer a la fois la simplicité et 1'efficacité
de la méthode proposée dans cet article.

7.2. Un groupe d’ordre 192 conjugué de 8T3:5. Nous nous plagons dans
le cas plus complexe ot le groupe de Galois n’est pas pré-déterminé. En sui-
vant ’algorithme GaloisIdéal, nous calculons simultanément des facteurs
fondamentaux et le groupe de Galois avec les matrices de groupes. Pour
cet exemple illustratif, ce n’est pas la meilleure stratégie qui est recherchée.
L’objectif est d’expliquer comment éviter de lourds calculs dépassant parfois
les capacités de la machine. Pour une implantation, afin de déterminer par-
tiellement ou complétement le groupe de Galois, il est possible d’appliquer
au préalable le théoréme de Dedekind (|7, 24]) ou, en cours de calcul, une
des méthodes exposées par A. Hulpke dans [17].

Nous conservons les notations de I’exemple précédent et nous supposons
qu’avec la matrice des groupes relative & Sg nous ayons déterminé que le
groupe de Galois de f sur k est I'un des quatre groupes 8753, 8T35, 8Ty et
8T44. Pour cela, il suffit que la résolvante absolue R de f par un invariant
primitif de So x Sg posséde sur k un facteur irréductible simple de degré 4
et de groupe de Galois impair (c’est Sy) et un facteur irréductible de degré
24 (voir la sous-matrice des groupes relative & Sg publiée dans [30]). Nous
faisons volontairement 1’économie du calcul du discriminant de f pour ne
pas discriminer 8T3T3 dés & présent.

Toujours d’aprés la matrice des groupes, le polyndéme f posséde alors
un facteur linéaire sur k(ay). De ce facteur linéaire, nous déduisons 'idéal

de Galois J engendré par les polynémes Fi, ..., Fg de 'exemple précédent
consacré a 8Tyy. Le groupe de décomposition de J est le groupe G conjugué de
8T44 (exemple 7.1). Avec les polyndmes F1, ..., Fg, nous sommes en mesure

de calculer des résolvantes G-relatives ([5]), et donc d’exploiter la matrice
de groupes relative & G pour déterminer le groupe de Galois de f sur k.
Choisissons le sous-groupe (distingué)

(15) H = ((1,8)(2,7)(3,4)(5,6), 73, (1,6)(2,4)(3,7)(5,8),
(1,4,3)(2,6,5), (1,2)(3,6,5,4))
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de G conjugué de 8T39. En comparant m(H) = (8,1,6,4,1,1,1,1) a m(G),
nous en déduisons, qu’hormis F%, les polynémes F; engendrant J sont les
modules fondamentaux de « sur k si H est son groupe de Galois sur k. Si
tel est le cas, H est le groupe de décomposition de 9 et de (4,6).90 (car H
est auto-adjoint dans G et G = H + H(4,6)) tels que

J=9mnN(4,6).90.
Déterminons a la fois le groupe de Galois et ¥ (i.e. le module fonda-

mental manquant). Commengons par calculer ©, un H-invariant G-relatif,
et réduisons-le & § modulo J. Nous calculons (note 6)

Ry = (z — 0(e))(x — (4,6).0(c))
(car G = H + (4,6)H), la résolvante G-relative de o par 6 de degré 2,
I'indice de H dans (G. Supposons que cette résolvante se factorise en deux
facteurs linéaires (x + a)(x + b) distincts. La résolvante Ry possédant un
facteur linéaire simple, le groupe de Galois de a sur k est un sous-groupe
de H, c’est donc H (c’est un cas particulier d’utilisation de la matrice des
groupes qui rejoint un théoréme bien connu). D’aprés le théoréme 6.3, nous
avons finalement
M=T+ (0 + a).

NOTE 8. A travers cet exemple, nous constatons I'intérét du calcul d'un
ensemble triangulaire engendrant 1'idéal de Galois J. Nous avons pu calculer
une H-résolvante relative (ici G-relative) de degré 2 a la place d’'une H-
résolvante absolue de degré 210 = [S7 : H] dont Rp serait un facteur qu’il
faudrait identifier. Cette résolvante teste si le groupe de Galois est ou n’est
pas 8T39. De plus, a partir de J, en utilisant un facteur de Ro, nous aboutirons
rapidement & I’ensemble triangulaire ¥ engendrant 9.

Appliquons ce résultat au polynéme irréductible f = x® + 22 + 1 calculé
par Mattman, McKay et Smith. La résolvante R de f par xjxs posséde sur
k = Q un facteur irréductible de degré 24 et un de degré 4 de groupe de
Galois impair. La parité de f impose que le facteur fondamental linéaire sur
k(aq) soit

f2 = Fg(ozl,x) =+ a.
En appliquant les formules (11)—(14) de 'exemple 7.1, nous en déduisons les
générateurs de l'idéal de Galois 7 :
fs=[/(z" —o}) =2’ + a2’ + ala” +af + 1

et F5 = x5 + x3, Fg = x¢ + x4 et Fg = x5 + x7; autrement dit f5 = = + ag,
fe = x4+ a4 et fs = x + ay. Pour finir avec J, nous avons

fa=f3/(x — az)(z + az) = f3/(a* — a3)

= 2! + 2%l + x2a§ +af + a§ =+ a%a%,
fr=f1/(@® —a?) =22 + o + a3 + 2.
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Voyons comment avec Maxima nous calculons f; (avec x; a la place de o) :

(C10) f7:divide(f4,x"2-x4"2,x);
(D10) [x4"2+x172+x3"2+x"2,x4"4+(x1"2+x372) *x4~2+x1"4+x3~2*xx1~2+x374] ;

Vérifions que le reste est nul :

(C11) divide(x4~4+(x1"2+x3"2)*x4"2+x1~4+x3"2*x1~2+x3"4,ev(f4d,x=x4));
(b11) [1,0];

Nous calculons 6 = zizoxsx7 = © modulo J et, toujours en utilisant
I'ensemble triangulaire engendrant J, nous calculons Ry = (z —1)(x+1). Ce
calcul peut se faire en éliminant x1, x2, x4, x7 dans x — 6 avec des résultants
ou en réduisant T1x9x4T7 + X1ToTeX7 €t T1T2X4T7.T1T2XeLT = m%x%mmgm
modulo J (voir note 6). Du calcul (c’est une sysigie intervenant dans les
calculs classiques de bases de Grébner)

g7 = 12223 f7(27) — 27(0 — 1) = 17 + 217275 + 12373 + T T2T

nous déduisons que le groupe H donné en (15) est le groupe de Galois as-
socié (i.e. son groupe de décomposition) a l'idéal maximal 9T engendré par
I’ensemble triangulaire

T:{Fla"'aFﬁag7)F8}'

Commentaires. Cet exemple est assez étonnant car les calculs sont réali-
sables rapidement “a4 la main” alors que la fonction SplittingField de
MAGMA n’en finit pas de calculer sans obtenir de résultat. Pour le cal-
cul de g7, la factorisation en MAGMA de f; dans k(aq, as, ay) se réalise en
plus de 6 secondes sur une machine Intel Pentium 1,60 GHz, 512 MB/Mo.
Pour éviter des factorisations dans les extensions, il est également possible
d’appliquer la méthode de M. Lederer ou celle de K. Yokoyama. Rappelons
que l'algorithme idéal serait paralléle. Ainsi, il faudrait lancer simultané-
ment plusieurs méthodes pour calculer g;. Dans ce cas précis, nous aurions
pu exploiter la parité de f pour réduire les calculs de fs3, fy et f7.

7.3. Le groupe PSL(2,7) = TT5 a 168 éléments. (Voir [33] pour une
premiére étude de ce groupe.)

Soit f un polynoéme irréductible sur k£ de degré n = 7 et de groupe de
Galois le groupe PSL(2,7) a 168 éléments. Nous avons f; = f. Fixons le
groupe

G =((1,4,3,5,6,7,2),(2,5)(3,4))

comme étant le groupe de Galois de o sur k. Avec (G, nous calculons m =
(7,6,1,4,1,1,1), le n-uplet des degrés des facteurs fondamentaux de a sur k.
Comme Gy = ((2,5)(3,4),(2,7,4)(3,6,5)), d’aprés la formule (10), dans
k(c1) nous avons

fo= 2 e konle)
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Puis, en appliquant I'étape 2 & G(1) et f2, nous passons a l'étape 1 avec
Gy =((4,6)(5,7),(4,5)(6,7)) et fo dans k(a1, ag); nous avons
f2

(z —a2)fs ©
avec deg f3 = 1 = mg3 et deg fs = 4 = my. Comme mg = ms = mg = my
=1, avec f3 € k(a1)(ag2), nous appliquons la proposition 6.8 & i = 3 et aux
permutations 7; = (2,4,7)(3,5,6) et 75 = (2,6)(3,7) de G (1) modulo Gy).
Donc

fs € k(an, a0)[z],  fa= k(ay, ag)[x]

f5 = F3(a1,a4,2), fr=F3(a1,06,).

Pour déduire fg, nous remontons jusqu’a G. Avec la permutation 73 =
(1,3,6,2,4,5,7) de G modulo Gy, nous obtenons finalement

fo6 = F3(as3, a4, ).
Pour le polynome f = 27 —7r+3de groupe de Galois 775, nous avons
63f3 = 632 + (205 + 5af + aF + 7 — 3a; — 6)ad
+ (503 + 503 + 302 — Ta)aj
+ (o} + 5aj — 8at — 4ay + 24)ad
+ (703 + 3af — 8a3 — 602 + 28a1 — 6)a3
+ (=308 — Taf — 403 + 28a% — 140 + 45)an
+3(—2a3 + 8a3 — 203 + 1501 — 4).
Ce polyndéme est calculable par toutes les méthodes déja évoquées et, en
particulier, en moins d’'une seconde par une factorisation partielle de f sur
k(a1, ag) isomorphe a k[z1,x2]/(f1, f2).
Commentaire. Pour la détermination de %, si le groupe de Galois 775
est déterminé, avec la formule (10) et la proposition 6.8, tous les modules

fondamentaux se calculent a partir des deux principaux F} = f(x1) € k[z]
et F3 € klx1, xo, x3], linéaire en x3. Ici encore le gain est remarquable.

Conclusion. L’étude fine a priori du corps des racines et du groupe de
Galois d’un polynoéme nous a permis de dégager une méthode algébrique ex-
trémement efficace pour son calcul. Les exemples de cet article en apportent
une illustration indéniable. Cette méthode est entiérement automatisable et
en grande partie composée de pré-calculs.
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