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1. Introduction. Soit GL(n, Z) le groupe multiplicatif des matrices nxn
inversibles a coefficients entiers. Différents auteurs ont étudié la fonction
~(n) ordre maximal d’un sous-groupe d’ordre fini de GL(n, Z). En particulier
dans [6], il est démontré que

v(n) < (e“+o(1))"n!, n — +oo,

ouc= 3 (logp)/(p— 1)2 = 1.227. .., la sommation portant sur tous les
nombres premiers. On conjecture que la constante e = 3.41... peut étre
remplacée par 2.

Nous définissons G(n) comme 1’ordre maximal d’un sous-groupe cyclique
d’ordre fini de GL(n,Z). On trouvera dans [9] quelques propriétés de G(n).
Soit S, le groupe des n! permutations de n lettres. Dans [8], E. Landau a
introduit la fonction g(n), ordre maximal d’un élément de S,,, et prouvé que

(1.1) log g(n) ~ v/nlogn.

11 est facile de voir que S,, se plonge naturellement dans GL(n,Z) et cela
entraine

(1.2) 9(n) < G(n).

La fonction de Landau g a fait 'objet de plusieurs articles, et on lira avec
intérét ’exposé de synthese [14]. On trouvera dans la these de H. Gerlach
[3] une généralisation des fonctions g et G.

Une fonction arithmétique f est dite additive si 'on a f(mn) = f(m) +
f(n) lorsque m et n sont premiers entre eux. Une telle fonction est donc
définie si ’on connait sa valeur sur les puissances de nombres premiers. On
définit la fonction additive ¢ par ¢(p®) = p® pour tout p premier et o > 1.
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Il est démontré dans [15], p. 139, que

1.3 n) = max N.
(1.3) g(n) = max

Erdds et Turdn ont observé dans [2] qu’il existe un élément d’ordre K
dans S, si et seulement si £(K) < n, et ont montré que le nombre W(n)
d’ordres distincts d’éléments de S,, vérifiait

2 n <\/ﬁlog 10gn>
= — +O| ——————|.

V6 '\ logn logn
Soit f une fonction telle que lim; .1 f(f) = +00. On dit que N est un
champion pour la fonction f (on un f-champion) si M > N = f(M) >
f(N) ou, ce qui est équivalent, si f(M) < f(N) = M < N. Une autre
fagon de formuler (1.3) est de dire que les nombres g(n), valeurs prises par
la fonction g, sont exactement les nombres /-champions.

Soient ¢ 'indicateur d’Euler, et ¢’ la fonction additive définie par

{6’(1) =/0(2)=0
U'(p®) = p(p™) =p* —p*~1  sip* >3

Notons que, pour N = [[p{" # 2mod 4, on a ¢'(N) = > p(p;"), tandis
que, pour N =2mod 4, ona ¢'(N)=>¢(p;") — 1. Remarquons aussi que
V'(N) est toujours pair, et que, pour N impair, ¢/(2N) = ¢'(N).

Dans [20] (cf. aussi [9] et [7]), il est démontré que K est l'ordre d’un
élément de GL(n,Z) si et seulement si ¢/(K) < n. Il s’ensuit que

1.4 = N
(1.4) G(n) S

log W (n)

et les remarques ci-dessus montrent que
(1.5) G2n+1)=G((2n), n>1.

On trouvera aussi dans [9] I’équivalence

(1.6) log G(n) ~ \/nlogn, n — +oo,
et une table des valeurs de G(n) pour n < 300.

Comme ¢p(n) < n, on a ¢'(n) < {(n) et les formules (1.3) et (1.4) re-
donnent aisément (1.2). La similitude des formules (1.3) et (1.4) permet
d’étendre a G la plupart des résultats démontrés pour g.

Nous dirons qu’un nombre N est super £-champion s’il existe un réel
o > 0 tel que pour tout entier M on ait

(1.7) (M) —plog M > ¢(N) — plog N.

Un tel nombre est ¢-champion : M > N = ¢(M) > {(N) + olog(M/N) >
((N). Cette définition généralise la notion de nombre hautement composé
supérieur introduite par Ramanujan (cf. [17]), et dans le probléme d’optimi-
sation défini par (1.3), le parametre ¢ joue le role d’un multiplicateur de
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Lagrange discret. L’inconvénient est que tous les nombres ¢-champions ne
sont pas super ¢-champions.

Les nombres super ¢'-champions sont définis en remplacant dans la défi-
nition des nombres super ¢-champions la fonction £ par ¢', notamment dans
(1.7). Au paragraphe 2, nous rappellerons les propriétés des nombres super
f-champions, et nous donnerons les propriétés, tres similaires, des nombres
super /’-champions. Comme application, nous donnerons au paragraphe 3 la
démonstration du théoreme 1, qui étend a la fonction G le résultat de [10] :

THEOREME 1. Pour toutn > 5 on a

(1.8) log G(n) < 1.054510...+/nlogn
avec égalité pour n = 235630, G(n) = 2°3°5373112...29231...1811.

La démonstration du théoréme 1 que nous donnerons ci-dessous est
différente de celle donnée dans [10] pour majorer log g(n), et qui aurait pu
s’adapter sans difficulté. Il s’agit en fait de deux méthodes de démonstration
de ce type de résultat, et il est difficile de dire quelle est la meilleure.

Rappelons que d’apres [12], on a log g(n) > v/nlogn pour n > 906. (1.2)
et le calcul de G(n) pour n < 905 montre que

(1.9) logG(n) > /nlogn pour n > 154.

Nous verrons que la fonction GG n’est pas beaucoup plus grande que la
fonction g. Plus précisément, nous démontrerons :

THEOREME 2. (i) Lorsque n — +00, on a

(1.10) (logn)'T°M < G(n)/g(n) < exp(O(loglogn)?).
(ii) Sous I’hypothése de Riemann, on a, lorsque n — +00,
(1.11) G(n)/9(n) < (logn)*+.

Je conjecture que G(n)/g(n) = (logn)'*t°(). Cependant, la liste des
points (n, G(n)/g(n)) donnée en annexe, montre une assez grande dispersion.

La démonstration du théoreme 2, exposée au paragraphe 6, repose de
fagon essentielle sur I'estimation de la somme portant sur les nombres pre-
miers :

(1.12) U(z) =Y p= ',

p<xz

ou oy, est le plus grand entier tel que

p
1.13 A < lo
(1.13) P S T logp
et sur une somme voisine V' (z) définie en (5.21). En effet, si N est un nombre
super ¢-champion, sa décomposition en facteurs premiers est connue (cf.
(2.6) ci-dessous), et l'on a

logx’
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UN) - C(N) = U(z)

pour une valeur de z adéquate.

Pour majorer U(z), on utilise le théoréeme des nombres premiers, qui
sous I’hypothese de Riemann est beaucoup plus précis, et cela explique la
différence entre (1.10) et (1.11). L’étude des sommes U(x) et V(x) fera
I’objet du paragraphe 5.

Un autre outil important dans la preuve du théoréme 2 est la proposition
3 qui fournit une formule des “accroissements finis” pour les fonctions log g
et log G, et montre que leur comportement local est assez régulier. Cette
proposition repose sur la “méthode des bénéfices”, qui a déja été appliquée
avec succes dans [15], [11] et [12].

En gros, cette méthode, exposée au paragraphe 4, montre que si g(n) est
voisin d’un nombre super /-champion N, de parameétre p, le point (log g(n),
¢(g(n))) ne s’écarte pas trop de la droite de pente g passant par le point
(log N,, £(N,)). Cet écart, mesuré verticalement, est par définition le béné-
fice de g(n) par rapport a o. Cette méthode s’étend sans difficultés aux
valeurs de G(n) et aux nombres super ¢'-champion.

Il résulte du théoreme 2 que les estimations asymptotiques données dans
[11] pour log g(n) sont aussi valables pour log G(n), en particulier

(1.14) log G(n) = V/Li X(n) + O(\/me~*VPEn)

ot Li désigne le logarithme intégral, Li~' sa fonction réciproque et a un
nombre réel positif convenable.

Parmi les problemes ouverts, nous signalons au paragraphe 2 : les images
de N par g et G ont-elles une infinité d’éléments communs? Soit n; la suite
des nombres tels que G(n;) > G(n; — 1). Compte tenu de (1.5) les nombres
n;j sont pairs, et I'on peut conjecturer (comme dans [16] pour la fonction
g) que lim(n;;1; — n;) = 2. Par contre, on peut démontrer comme pour la
fonction g (cf. [15], p. 158) qu’il existe des intervalles arbitrairement grands
sur lesquels la fonction G est constante, c’est-a-dire lim(n;1 — n;j) = 400,
Enfin lestimation précise des sommes U(x) et V(x) définies au lemme 10,
permettant d’obtenir dans le théoréme 2 un équivalent de log(G(n)/g(n))
est sans doute un probleme difficile.

Notation. Nous utiliserons les notations suivantes : f < g veut dire
f = 0(g), | z] notera la partie entiere de x, et p, P, q, Q, p;, P;, q; désigneront
des nombres premiers.

2. Les nombres super champions. Il a été démontré dans [15], pp.
139-141, les équivalences

(2.1) N € g(N) < N est un ¢-champion < N = g({(N)).
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On a de méme, comme conséquence de (1.4),

(2.2) N € G(N) & N est un £'-champion < N = G(¢'(N)).
En effet, il résulte de (1.4) que, pour tout n > 0,

(2.3) U'(G(n)) <n,

et que

A>G(n) = (A >n>0(G(n)).
Cela prouve que G(n) est un ¢’-champion. Ensuite soit N un ¢’-champion
on a, toujours par (1.4),
A=GW(N))> N,
et, par (2.3), avec n = ¢/(N), on a ¢/(A) < ¢/(N). Comme N est un ¢'-
champion, cela implique A < N et A= N = G(¢'(N)). Enfin, N = G(¢'(N))
entraine évidemment N € G(N), ce qui complete la preuve de (2.2).
Si N possede k facteurs premiers, on a

o o Pt + .+ pit (N
(N)l/k:(pl pkk)l/kﬁ 1 ko _ ( )

k k

Il s’ensuit que
(2.4) ((N) > EN1/k
et comme k < (1+0(1)) 10?1%)]ng (cf. [4], chap. 18) et que la fonction t s tN'/*
est décroissante pour t <log N, on a lorsque N — +o0,

(log N)2+o(1)
2.5 I(N)> =2~
(2:5) (N) = loglog N

Pour tout g > 0 réel fixé, on a donc ¢(N) — plog N — +o0, et cette fonction
admet un minimum qu’elle atteint en un (ou plusieurs) nombres N qui, par
(1.7), sont super ¢-champion. Comme la fonction N +— ¢(N) — polog N est
additive, il est possible de déterminer ces nombres.

Supposons g > 2/log 2. 1l existe un unique x > 4 tel que ¢ = z/logx. On
définit alors

T
2.6 N = ap o
(2.6) 0 p]:[Ip R oy
avec
p p>—p
1 si I <o< 1 ,
_ ogp ogp

(2.7) Qp = P — po-l potl — pe

a>2 si—— <p< ——.

logp logp

Il est montré dans [12] que les nombres super ¢-champions sont 1, 3, 6 ou
N, défini par (2.6) avec o > 2/log2.
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Pour tout ¢ > 1, la fonction
th—t =1

t— ——— =t —
logt logt
est une bijection croissante de [1, 400 sur lui-méme. Pour ¢ > 2/log2, on
définit x1 > 4 par o = x/logx, x1 = = et pour ¢ > 2, on définit x; par
xl — szjil
2.8 t T — .
(2.8) gz, 0

Le nombre N, défini par (2.6) peut étre écrit

(2.9) N=]1 1[I »"

k>1 x4 <plxy
Notons que dans (2.9) le produit en k est fini puisque, par (2.8), pour 2¥~! >

olog?2, on a xp < 2.
Avant d’étudier les nombres super ¢’-champions, on observe d’abord :

LEMME 1. Pour N > 7, on a ¢'/(N) > ¢(N)/2.

Démonstration. Soit N = pr%. Si N est impair, on a

B

p|N p|N

Si N est multiple de 4, la méme démonstration, en minorant 1 — 1/p par
1/2, fournit ¢/(N) > ¢(N)/2. Si N = 2 mod 4, on écrit N = 2N’ avec N’
impair et
!/

3 3 2
deés que £(N) > 8. Or I’étude de la fonction ¢ — t N1/ et (2.4) montrent que
¢(N) > elog N et donc pour N > 19, on a ¢(N) > 8. Le calcul de ¢(N) et
¢/(N) pour N = 10, 14, 18 acheve la preuve du lemme 1.

Par (2.5) et le lemme 1, on voit que pour p fixé, ¢'(N) — plog N tend
vers l'infini avec N, et la fonction N +— ¢/(N) — plog N admet un minimum
sur N*, qu’elle atteint en un, ou plusieurs nombres N qui, par (1.7), sont
super ¢'-champions.

Pour ¢ > 0, ou définit IV, par
(2.10) Ny =[] »*

p<az’
ou, pour ¢ > 0, 2’ est défini par 2’ = 2 si p < 1/log2 et pour o > 1/log2
par
-1

log '

(2.11) =0
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Quant a a;, il est défini comme ’exposant o qui minimise la quantité ¢/ (p®)—
oalog p; de facon plus précise, pour p impair on a

-1 —1)2
1 si 719— <o< (1’17),
ogp ogp
(2.12) o = i
— -1 2 a—1 —1 2
ase g2 =" P o)
logp log p
et pour p = 2, compte tenu de ce que ¢'(2) =0, on a
2
1 sip < ——,
, log 2
(213) Qg = a—2 2&—1
a>3 si <po< .
- log2 — ¢ log 2
Table 1
0>0 N ¢'(N))
2 0
a3 = 1.82
6=2-3 2
4_—248
log 5
30=2-3-5 6
ooz = 2.88
120=8-3-5 10
a7 = 3-08
840=8-3-5-7 16
T3 = 3.64
2520=8-9-5-7 20
Sy = 417
27720=8-9-5-7-11 30

On peut alors énoncer :
PROPOSITION 1. On définit pour p premier et a > 2 les nombres

0 (p®) — ¢! a—1 V4
e(p,a) = ) ) e(p.1) = (p)
logp logp
Alors les nombres e(p, ), o > 1 et p premier, sont tous distincts, a l’excep-

tion de

e(2,2) =e(2,3) =2/log2.

Soit E' =, {e(p,a)} = {e1 = 0,e2 = 2/log3, e3 = 4/log5, es = 2/log2,
es =6/log7,...,¢ej,...}, ou l'on a classé les éléments de E' par ordre crois-

sant.
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Si o & E', alors {'(N) — olog N est minimal en un seul nombre N,
défini par (2.10). Si 0 = e;, avec 0 < o # 2/log2, alors {'(N) — olog N
est minimal en deux nombres Né_ et Néﬁ, ot 0~ est un nombre quelconque
de lej_1,e;| et o7 un nombre quelconque de [e;,ej11[. Si o = 2/log?2, alors
V'(N)—olog N atteint son minimum en 3 nombres : 30, 60 et 120. Seul, 60
est un nombre super ¢'-champion qui n’est pas de la forme (2.10).

Démonstration. La preuve est tout a fait semblable a celle que ’on
trouvera dans [15], p. 150, pour le minimum de ¢(N) — glog N. On utilise
Iadditivité de ¢'(N) — glog N, et 'on détermine a;, pour minimiser £'(p®) —
oalog p.

REMARQUE. Comme on a vu dans l'introduction, un nombre super £'-
champion est un ¢’-champion, et par (2.2), on a donc

(2.14) N super ¢'-champion = N = G({'(N)).

DEFINITION DE z}. Pour tout k > 0, la fonction ¢ — t¥(t — 1)2/logt est
croissante pour t > 1, et est donc une bijection de [1,4o00[ sur [0, +o0[. On
définit =’ en fonction de p par (2.11) lorsque ¢ > 1/log2, ) = 2’ et pour
i > 2, x} est défini par
o) () o1 1

log x; log x/

On déduit alors de (2.10), (2.12), et (2.13) : Pour ¢ > 2/log2, on a

(2.16) Né:ﬁ I »~

k=1 zj ., <p<z}

Comme dans (2.9), le produit en k est en fait fini puisque pour 2¥=2 > plog 2,
(2.15) donne z}, < 2.

Comparons maintenant les nombres N, et N, définis par (2.6) ou (2.9)
et (2.10) ou (2.16).

PROPOSITION 2. Pour ¢ > 2/log2, N, défini par (2.10) est un multiple
de 2N, ot N, est défini par (2.6).

Démonstration. Observons d’abord que z’ défini par (2.11) est plus
grand que z défini par (2.6). On a de méme z; > x; ol z; et x; sont définis en
fonction de p par (2.8) et (2.15). (2.9) et (2.16) montrent alors que NN, divise
N,. Le calcul de o et ap par (2.7) et (2.13) montre que l'on a exactement
aly = ag + 1, ce qui acheve la démonstration.

PROBLEME. Existe-t-il une suite de valeurs de ¢ tendant vers l'infini
pour lesquelles on ait N, = 2N,? Ceci se produit pour des valeurs de o as-
sez grandes. Par exemple o = 700, N, = 21036517311313%...53259...6101.
Mais ce probleme dépend des approximations diophantiennes des loga-
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rithmes de nombres premiers, et il se peut qu’il soit tres difficile. S’il avait
une réponse affirmative, on en déduirait que l'intersection

{G(n):n>1}Nn{2¢(n):n>1}

est infinie. On peut se demander aussi si les images de N par g et G ont une
infinité d’éléments communs.

LEMME 2. Désignons les fonctions de Chebyshev par O(x) = Zp<m logp
et par ¥(x) = Zpgg; |log z/log p| log p.

(i) Soient © > 4, o = z/logz et N, défini par (2.6). Alors, pour tout
p <z, p premier, on a p*?» < x et
(2.17) O(z) <logN, <¥(z).

(ii) Soient ' > 16, 0 = (2’ — 1)/logx’ et N, défini par (2.10). Alors,
pour tout p < x', p premier, on a p®r < a2’ et
(2.18) O(z") <log Né, <v(z).

Démonstration. On trouvera dans [10] la preuve de (i). La preuve
de (ii) est similaire : si a;, = 1, p® < 2/ est évident. Supposons a, > 2
et raisonnons par Iabsurde : si I'on avait ' < pa;, par la croissance de la

fonction ¢ — (t — 1)/logt, on aurait

x/ _ 1 pa; _ 1 pa;

< < .
log «/ aplogp g, logp
En comparant avec (2.12), on aurait

pr 2 (p - 1)? co_r—1 P

= <
logp - log o’ ay, logp

et cela entrainerait
(2.19) (al, = 1)p* = 200,p + a, < 0.

Mais, pour aj, > 2, on a (a;, — 1) > «a;,/2, et pour p > 5, (2.19) n’est jamais
vérifiée. Il reste a vérifier les cas p = 2 et p = 3. Pour p = 2, (2.13) donne
/

202 < 4polog2 = :lc —

1
~log(16) <2’ —1 <2’ pour 2’ > 16.

ogx

De méme, pour p = 3, (2.12) donne

!/

-1 9
T /'Zlog3§x/—1<$’ pour z’ > 12.
ogx

9
3% < ZQIOgB <

La preuve de (2.18) est une conséquence facile de p®» < 2/, de (2.10) et
de la définition des fonctions de Chebyshev.
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REMARQUE. D’apres le théoreme des nombres premiers, on a @(z) ~
U(z) ~ x. Les inégalités (2.17) et (2.18) nous donnent donc des informa-
tions sur la valeur des nombres super champions. Considérons la suite or-
donnée des nombres super #/-champions : NV =2 N® =6 ... NO .
D’aprés la proposition 1, NU) divise NU*D | et le quotient NG+ /NG
est un nombre premier p < P ou P est le plus petit nombre premier
ne divisant pas N(j) Posons n9) = ¢(NU). On aura nUtH — nl) =
E’(p"‘;H) (p* ) ou a, est 'exposant de p dans NG, Soit g le parametre
commun & N et N(J“). On a o= (¢'(p»*) — /(p™))/logp. On définit
x' par (z' — 1)/10g z’ = p. On a donc 2’ < P. Par le lemme 2(ii) appliqué a
NU+D on apa 1 < g/ < Petil s’ensuit que nUT1) —pl) < E’(pa;ﬂ) < P.

3. Majoration effective de G(n). Il résulte d’abord de (1.3), (1.4) et
du lemme 1, que pour n suffisamment grand, on a

(3.1) G(n) < g(2n).

Un calcul plus précis montre qu’en fait, (3.1) est vérifié des que n >
3. Du résultat de J. P. Massias [10], logg(n) < 1.0532y/nlogn, on déduit
I’existence d’une constante C' telle que

logG(n) < Cy/nlogn Vn >2.

LEMME 3. Soient N’ et N” deux nombres super ' -champions consécu-
tifs, supérieurs ou égaux a 6. Soit n vérifiant £'/(N') <n < /(N"). On a

log G(n) “m ( log N’ log N” >
] X
Vnlogn — VO(N)log!(N')" \/t'(N")log ¢/(N")

Démonstration. Observons d’abord que la fonction ¢ — +/tlogt
est croissante et concave de |1,+oo[ dans |0,4oc[, et donc, sa fonction
réciproque est croissante et convexe sur ]0,4o00[. D’aprés la proposition 1,
les deux nombres N’ et N” ont un parametre commun o € E’ tel que la
fonction M +— ¢'(M) — olog M atteigne son minimum aux deux points N’
et N”. Posons A =G(n). On a

(3.3) V'(A) — plog A>V'(N') — plogN' = ¢'(N") — plog N".

(3.2)

Désignons par ¢ le membre de droite de (3.2), et posons &(t) = c/tlogt.
N étant 'un quelconque des deux nombres N’ et N” on alog N < &(¢'(N))
et encore ¢'(N) > &~ 1(log N). De (3.3), on déduit

(3.4) V(A) >V (N)—ologN + ologA> & '(logN) — plog N + plog A.

De 'hypothese ¢/(N') <n < ¢'(N"), de la croissance de la fonction G et de
(2.14), on déduit N’ < A < N”, et comme la fonction t — &~1(t) — glogt
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est convexe, pour au moins un des deux nombres N=N' ou N=N" on a
& (log N) — olog N > &~ '(log A) — plog A.
Par (3.4), on obtient ¢'(A) > 45_1(10g A) soit
log A < @(l'(A)) = c\/l'(A) log(¢'(A)).
Puisque A = G(n), et que par (2.3), V'(A) < n, cela prouve (3.2).
LEMME 4. Soit S(z) =3_ ., p. Pour z > 70841, on a

z? 0.477
S(x) > 1 .
(z) 2 2logm< + log:U)

Démonstration. Clest le théoreme D(ii) de [13].

LEMME 5. Soit 2’ > 200000, ¢ = (2" —1)/logz’, et N, défini par (2.10).
Alors

(3.5) log N, < 1.05434\/¢'(N})log(¢'(N})).

Démonstration. Par (2.18), on a log N, < ¥(2'), et pour ¥(z') on
a la majoration (cf. [19], p. 357)

0.0221 0.0221
(3.6) U(z') <a (1 +7 - ) < 33/<1+ 155200000 g200000) < 1.00182z".
og T (0]

L’exposant de 2 dans N, est, par (2.13), supérieur a 3; en observant que
pour a > 2, ¢'(p*) = p® — p®~1 > pet que £'(p) = p— 1, on a, par (2.10),

> p-r
p<z’

Par le lemme 4, et la majoration classique de m(z) = > _ 1 (cf. [18], p
69), il vient -

2 0.477 x’
(N') > S(a) — m(z') > —2 1 —-1.2
E(Np) 2 S() —m(a’) = 2logm’< +log:ﬂ’> 6logm’

2 1 2.521og z’
> 2 (14 0.477 — 252182\ )
2log ' log ' x/

Et, comme (2.52logx’) /2" < 1073 pour 2’ > 200000, on obtient

2 0.476
. I(N)> 2 (1 .
(37) ( 9)_210gx’< +10g:n’>

I1 vient ensuite, en posant X = 1/logz’,

Xlog?2 n Xlog X
2 2

2
logﬁ'(N;) > 2loga’ —log2 — logloga’ = 5% (1 _
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et
1/2
TN Toa(EN)) > ((1 +0.476X) (1 _X 1;g2 X 1<;g X )) .

r le membre de droite ci-dessus est une fonction décroissante de X pour
< X < 1/10 et vaut 0.9502 pour X = 1/log200000. On a donc pour
> 200000,

8) VU (N})log(¢/(N})) > 0.9502".
Par (2.18), (3.6) et (3.8), il vient

log N, - 1.001822
VI (N,) log(¢'(Ny)) ~ 0-95022"

ce qui démontre (3.5).

O
0
x’
(3.

< 1.05434,

Démonstration du théoréeme 1. Par les lemmes 3 et 5, il suffit de calculer
(log Né)/\/é’(NL’,) log(¢'(N})) pour les nombres super ¢'-champions vérifiant
x’ <200000. I faut aussi calculer (log G(n))/+/nlogn pour les n < 2 puisque
le lemme 3 n’est valable que pour 6 < N’ < N”. Tout ceci a été fait en
ordinateur en utilisant MAPLE. Pour tout N 2) > 30 et vérifiant =’ < 200000,
on trouve un quotient < 1.054511, et le maximum est obtenu pour x' = 1811,
¢'(N]) = 235630. La table 2 montre que les seules exceptions a (1.8) sont
n=1,n=2etn=4.

Table 2

log G(n)
" G(n) vnlogn
1 2 00
2 6 1.52178
3 6 0.98695
4 12 1.05524
5 12 0.87597
6 30 1.03733

4. La méthode des bénéfices. Soit ¢ un nombre réel positif, et définis-
sons N, par (2.6). On sait que la fonction M — (M) —plog M est minimale
pour M = N,. On pose pour un nombre M entier, M > 1 :

(4.1) bén, (M) = (M) — ¢(N,) — plog(M/N,) > 0.
Comme la fonction ¢ est additive, si I’on pose M = Hp pP on a

(4.2) béng (M) = (L(p°) = £(p™*) — o(Bp — ) log p),
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et d’apres la définition de «,, chaque terme de cette somme est positif ou
nul. On trouvera des explications supplémentaires dans [11] et [16].

Evidemment, cette notion se définit aussi pour la fonction ¢/. On pose
(4.3) BEN, (M) = ¢'(M) — £'(N}) — olog (M/N}) > 0,

avec N L/) défini par (2.10). Notons que, avec les notations de la proposition
1,8l p € E', et si N, , est un autre nombre o le minimum de la fonction
M — /(M) — olog M est atteint, on a aussi

BEN, (M) = ¢'(M) — ¢'(N.) — olog(M/N?).

Cela permet de montrer la continuité par rapport a o de BENQ(M ). En
utilisant 'additivité de la fonction ¢, on a, comme en (4.2),

(4.4) BEN, (M) =Y " ('(p%) = €' (p°) — (B, — o) logp)

p

et grace au choix de o, en (2.12) et (2.13), on a pour tout p premier

(4.5) O @) = (p™r) — o(By — ) logp > 0.
Nous allons montrer

LEMME 6. Soit o un nombre réel tendant vers +o0o. On définit x et x’ par
x>eetzx/logr = (' —1)/loga’ = o. Il existe une constante 6, 1/2 < § < 1
telle que :

(i) soit n = €(N,) et |t| < n® alors bén, g(n +t) = O(x/log ),
(ii) soit n’ = l'(Np) et [t] < n'® alors BEN, G(n/ 4+ t) = O(a' /log ).
On peut prendre § = 0.732.

Démonstration. (i) est une amélioration du lemme D de [11], dont
nous suivons la méthode de démonstration. Le premier ingrédient est le
théoreme de Hoheisel [5] : Soit 7(y) = Zpgy 1; il existe 7 < 1 tel que pour
y assez grand

(4.6) m(y+y") —7w(y) > y" /logy.

La meilleure valeur de 7 est due & Baker et Harman (cf. [1]) et vaut 0.535.
Nous choisirons dans notre lemme § < 1 — 7/2.
Nous allons prouver (ii), la preuve de (i) étant tres similaire. Nous
définissons x4 et a% par (2.15) :
vy(r5 -1 (a3 —1)% 2’ -1

log - log x4, - log x’ -
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et les méthodes classiques donnent les développements asymptotiques, lors-
que ' — +00 :

log 2 1 s’
4. T=yx'/2[1- —="+0 — I~ ==
(4.7) T2 $/< 2log 2’ ((logaz’)Q))’ 3 3

(cf. lemme 9 ci-dessous et (5.19)). Ensuite par (2.18) et le théoreme des
nombres premiers, on a log N, ~ z’, et comme n’ = {'(N,), on a, par (2.14),
N, =G(n) et

logG(n') =log N, ~ '

Enfin, par (1.6), on a ' ~ y/n’logn’, ce qui entraine

(4.8) n' = (z')#eW,
Soit ' < Py < P, < ... les nombres premiers suivant z’. On définit
j > 0 par

(49) P1—].+P2—1+...+Pj—].St<P1—1+...+Pj+1—1
lorsque t est positif. Nous allons démontrer (ii) lorsque ¢ est positif. Pour ¢
négatif, on utiliserait les nombres premiers précédant x’. De (4.9) il vient
g’ —1) <t <n’,
et, par (4.8) et le choix de §, pour =’ assez grand,
(410> j< (x/)2671+o(1) _ 0(((El)177—) _ O(x’T/loga:')
car 7 > 1/2. On a donc aussi j + 1 = o(z'" /logz’) et (4.6) entraine que,
pour o assez grand,
(411) l‘/<P1 <P2<...<Pj+1 SZE,—F(:E,)T.
On introduit ensuite les nombres premiers ¢; < ... < ¢ < 1 < xh

précédant xf, mais supérieur a x5, et I’on pose
Pjt1- - Py

qi...q2n ¢

Par (2.16), les nombres premiers ¢;, 1 < i < 2h, qui sont compris entre x4
et xy divisent IV, avec I'exposant 2 et I'on a, puisque ¢'(N,) = n/,

M;, =P ...P;

J
(412)  (Mjp)=n'+> (Pi—1)
i=1
h
+ ) (Prsi = 1) = (q2im1 — 1)* = (g2 — 1)?).
i=1
Dans la deuxieme somme, chaque terme vérifie

x'log 2

2 2 2
(4.13)  (Pj+i—1)—(g2ic1—1)"— (g —1)" > 2’ —=1-2(z5—1)° ~ log '
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en utilisant (4.7). Ceci montre que ¢'(M, ;) est croissant en h, et l'on fixe
alors h tel que
(414) EI(MLh) <n +t< (’(Mj7h+1).

Par (4.12)—(4.14), on a
J

n +) (P, —1)+h(1+0(1))

i=1

2'log 2
2 <V (M) <0+t
logz’ — (Mjp) <n+

tandis que, par (4.9) et (4.11), on a
J J
n+t<n'+Y (Pi—1)+Pa<n+> (P-1)+a'+(a)".
i=1 i=1
Par comparaison, on obtient avec (4.10)

log «’

(4.15) hs (1 o(1)3 5

Pour h vérifiant (4.15), on a bien, par (4.6) et (4.7),

(4.16) Th>qL>qa > ... > qop > Ty — Ty > T,

Par (4.10) et (4.15), on a j + h = o(z'" /log z’), qui assure, par (4.6),
(4.17) T <PL<Py<...<Pjy<a'+2".

Majorons maintenant BEN, (M, ;) : par (4.3) et (4.12), il vient

j+h 2h
(4.18) BEN, (M) =) (P, —1—logP))+ Y (elogg; — (¢ — 1)%).
=1 =1

Or on a, puisque ¢ = (z' — 1)/logz’ = (x4, — 1)?/log x5,
P,—1—yplogP; =P, —1—(2' —1) — glog(P;/2") < P, — 2’
et
eloggi — (g —1)* = (x5 — 1)* — (¢ — 1)* + olog(ai/x5)
< (ah—1)% — (¢ — 1)* < 228 (2h — qi).

Donc (4.16)—(4.18) entrainent

BEN,(M; 1,) < (j + h)a'™ 4 dhahaly
et par (4.10), (4.15) et (4.7),
(419) BENQ(M] h) < (xl)max(26+771,(1+7—)/2)+o(1)'
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Enfin, de (4.14) et de (1.4), on déduit G(n' +t) > M, ;. Par (4.3), (2.3) et
(4.14), il suit

/
BEN,(G(n' +t)) = £'(G(n' +1t)) — £'(N}) — olog L?}\; )
e
M;
<n'+t—{(N)) — olog ]\%,h

, M.
= BEN,(M; 441) + olog #

Jsh
Mais, par (4.16), (4.17) et (4.7), il vient
Mjntr _  Piwnpr @ o
M;n P2h+1G2h+2  (xh)

et donc, par (4.19), puisque § < 1 — 7/2, on complete la preuve de (ii).

LEMME 7. Soit 7 un nombre tel que (4.6) soit vérifié, et € > 0. Lorsque
n — +00, on a:

() Ug(n)) = n + 0. (n"/2+),
(i) ¢(Gn) = n+ 0 (n"/>+*).

Démonstration. Nous allons montrer (ii). La preuve de (i) est simi-
laire. Soit p le plus petit nombre premier qui ne divise pas G(n); il est
démontré dans [9], théoreme 1, que p tend vers l'infini avec n. En utilisant
les notations du lemme 2, on a ©(p — 1) < log G(n), et d’apres le théoreme
des nombres premiers, cela entraine p < 2log G(n) pour n assez grand. Soit
@ le nombre premier précédant p. Par (4.6) et (1.6), on a

(4.20) p—Q=0(p") =0(logG(n))” = O(n™/>*%).

Soit @ > 1 lexposant de @) dans G(n), et posons M = pG(n)/Q. On a
M > G(n) et donc, par (1.4), /(M) > n. Il suit

n<l(M)=0(Gn)+p-1+(Q") - Q) <(Gn) +p-Q,
ce qui donne, par (2.3), 0 <n—/¢'(G(n)) < p—Q et qui, avec (4.20), acheve
la preuve de (ii).
L’estimation dans (i) ou (ii) est assez grossiere, mais cela vient du man-

que de précision sur la majoration de la différence entre deux nombres pre-
miers consécutifs (cf. [15], Th. 3, p. 158).

5. Etude de sommes portant sur les nombres premiers. Rap-
pelons d’abord deux lemmes classiques, I’'un sur les nombres premiers, I’autre
sur les développements asymptotiques.
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LEMME 8. Soit w(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égauz
a z etli(z) = {; dt/logt. On pose r(z) = m(z) —li(z). Soit R(x) une fonc-
tion posztwe croissante pour x assez grand, tendant vers +oo et vérifiant
Ir(x)] < R(x) pour tout x. Soit k un réel > 1, dépendant éventuellement
de x. On a

(5.1) Zpk L= 1li(z%) + O(z**R(x))

et la constante impliquée dans le O est absolue.

Nous appliquerons ce lemme avec les fonctions R () = ¢;ze VI8 qui
est une majoration usuelle de |r(z)| dans le théoréme des nombres premiers
avec ¢ et a des constantes positives bien choisies, ou encore avec Ry(x) =
c2v/xlogx qui majore |r(x)| sous 'hypothese de Riemann.

Démonstration. On a, par 'intégrale de Stieltjes,

Yoot =) = § ) + dlre)
a xT k 1 X
= | @dt—k )]s = (k= Dt 2r(t) dt

= li(z*) — 1(2%) + 2" (z) — I,

avec, pour x assez grand,

7] = ( — 1)tk dt‘ < |R(@)| | (k - )* 2 dt < 2" ' R(x).
2
Puisque
2 g ok
<ok _ k—1
li(2%) = S Togi _IOgQ—O(a: ) pour x — 400

on a donc

‘Zpk_l—li(xk (gzxk LR(z) + O(z*1),

p<z
ce qui démontre (5.1).

LEMME 9. Soit x un nombre réel > 4. Pour k > 2, on définit xy, par

(5.2) af — k! o
’ logz,  logx
et ), par

logxk ~logx’



192 J.-L. Nicolas

Par commodité, on posera x1 = xy = x. Pour tout k > 2, on a
(5.4) zy < ).
De plus, on a, uniformément pour 2 < k < (logz)/loglogz, lorsque v —
00,
(5.5) zy ~ (a3)" ~ a/k,
(5.6) zp ~ zh ~ (z/k)VE,
Démonstration. Notons
ok gk—1 k=2 2
Ye(t) = (% —t"" ") /logt et dp(t) =t =(t — 1)*/logt.

Pour k£ > 2, ces deux fonctions sont croissantes pour ¢ > 1. Comme z > 4,
on a

z—1 z—1
op(z) = ——aF 2z —1) > = 0k (] = 0k (1
o) = ot e = 1) 2 o = Bu(a) > 0 = i)
et cela prouve
(5.7) 1<z <.
De plus, on a, par (5.3) et (5.7),
: -1 x
"=4¢§ / Ly — x . k > —
k() k(ﬂﬁk)% -1 logz z), —1 " logz Ve (@n);
et cela prouve (5.4). Pour 2 < k < (logz)/loglogz, on a
log4logx T
W(®) S48 Sexp [ Tomt ) < = ()
loglog x log x

pour z assez grand, et cela prouve, avec (5.4),

(5.8) 4 <y < )
Pour minorer xj, on itere la formule déduite de (5.2) :
x
5.9 K> 1 .
(5.9) Ty = log 0g Tk
En partant de (5.8), on obtient successivement, pour z assez grand,
ok > ——log4 > vz,
log x
soit
(5.10) I AYACLN
1
k> r_ logr x 7
logx 2k 2k
soit

(5.11) x> (x/(2k)VF,
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et enfin
k x
. > —
(5.12) x> klogx(logx log(2k))
Tl log(2k) > . log log
k log k log
et

1/k 1/k 1/k
x loglog x x loglog x
5.13 > = 1— > = 1-— .
(>13) “‘(kr) < log ) —<k> ( log v

Pour majorer z}, on itere la formule déduite de (5.3) :
(%)’
CAERE
en observant que la fonction ¢t — (t?logt)/(t — 1)? est croissante pour ¢ > 4,

et que, pour z assez grand, (5.8) assure zj, > 4. En partant de (5.7), on
obtient

(5.14) (@)* = 2 L ogat)

~ logx

-1
(z})F < ° logx( ° = <o
T

~ logx

ce qui donne
(5.15) z), < (2z)VF.
De (5.8) et (5.11), on déduit

:Ek >0 > exp(_log]iZk))xl/k > exp(_g)x(loglogr)/logm >
(&

1
=1
=3 og T,

et de (5.14), on obtient

log 2
5.16 A — log 7.
( ) (k)" < 10gx<logm—3> 08 Tk

En itérant (5.16) a partir de (5.15), il vient

log 1 x 10
5.17 e < 2 ~log(22) < =( 1
( ) (22)" = log:U(logx—?)) k 0g(2z) < k( * )

pour z assez grand. Il s’ensuit que

1/k 1/k
x 10 x 10
1 < 2 1 <[z _
(5.18) = (kf) ( " log:r) - (kf) P (logaf)

Les formules (5.8), (5.12) et (5.17) prouvent (5.5), tandis que (5.8), (5.13) et
(5.18) prouvent (5.6). La méme méthode fournit, pour k fixé, le développe-
ment pour Ty ou x, :
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519) (2 . o dosk _logk okt ok —logh)
' K klogz  2k2(logz)2 " 8 &

+0(<log1x>3>)'

LEMME 10. Soit  un nombre réel > 2. On pose

(5.20) U(z) =Y p™ !,

p<z

(5.21) Vie) =Y po

p<z

Y / . ;.
ou oy el o, sont les plus grands entiers vérifiant

p
5.22 o < 1 ,
(5.22) P o loep g
, P2 z—1

5.23 o < 1
(5.23) P S oy s

logz
Alors on a :

(i) U(z) < V().

(ii) Lorsque x — +00,

Ula) > (1+0(1)—

log log x.
ogx

(iii) Lorsque x — +o0,
x

V(r) < (loglog z)?.

log

(iv) Sous U’hypothése de Riemann, on a, lorsque © — +00,
x

V(z) < (34 0(1)) loglog x.

log x
REMARQUE. Je conjecture que U(z) ~ V(z) ~ (x/logz)loglog z, mais
ce semble difficile & montrer. Une somme encore plus difficile & étudier est
(5.24> W(x) _ Z pmfl _ xzpflf{logz/logp}
pm§x<p7n+l pSm

ou {u} désigne la partie fractionnaire de u. Par une méthode voisine de la
démonstration de (iii), A. Ivi¢ a prouvé

(5.25) W(z) < xlogloglogx.

Il est facile de voir que W (x) > x. Sous 'hypothese, tres forte, que les
nombres log p, p premier, sont algébriquement indépendants, A. Schinzel a
prouvé que W(x)/z — +o0.
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Démonstration de la lemme 10. (i) est évident en observant que pour
p < x, le membre de droite de (5.22) est inférieur au membre de droite
de (5.23). Pour prouver les autres assertions du lemme, on observe d’abord
qu’en définissant xj, et x} par (5.2) et (5.3), on a, par (5.22) et (5.23),

(5.26) ap =k & zp11 <p<uzy,
(5.27) o, =k & 1z, <p<ua

en posant x; =z} = z. Il vient ainsi

K-1
(528) U(x) = Z pap—l + Z Z pk—l

p<TK k=1 zp11<p<zg

ou K est un parametre a fixer mais que 'on choisira tel que K — +oo
avec x et K < (logx)/loglogx. Pour prouver (ii), on néglige dans (5.28) la
premiere somme, et on applique le lemme 8. Il vient

(5.29) Z (Li(2f) = li(zFq) + O(zy ' R(zy))).
k=1

Par le lemme 9, on a 2§ ~ x/k, et x/k — +o0o uniformément pour k < K.

On a donc

K— K-l ok K-
' _ 1; k ~ k 1 K.
(5.30) So z_: i(zy) ; log 2k kz:: klog logﬂf o8

Montrons maintenant que
K-1
Sz = Z 1i(w§+1)
k=1

est négligeable. On a, par (5.5),
k+1 k+1
o ka < ka < x
Rt Tht1  TK (k+1)logx
car, par (5.10), xg > x'/(K) > gloglogz)/logx) — | /loox si I'on choisit
K < (logz)/loglogz. On en déduit
K—1

5.31 S
(5.31) 5 < ; o

x 1 < T
32 k11 (loga)??

log K.

Il reste & estimer
K—1

Sy = Z :Ullz 'R(xp) < Z zk exp(—av/log z1.).

k=1
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On choisit K = | A (logz)/(loglog z)? ], avec A suffisamment petit. Par (5.4)
et (5.15), on a 2f < x pour k < K, et par (5.10), il s’ensuit que

1
Sy < Kxexp(—ay/logzrg) < Kz exp(—a ;—ng>

et, comme K < A(logz)/(loglogx)?, pour A < a?/8, on a
(5.32) Sy < Ka(logz)~ V2 = O(z/log z).

(5.29)—(5.32) démontrent (ii). La preuve de (iii) est trés voisine. De
(5.27), on déduit

K—-1
(5.33) Vi)=Y p» 4+ > pt

p<z k=1 2}, <p<zj

Si= > p!

p<zh

Pour majorer

nous utilisons (5.23). On a

r—1 plogp x
S < = (1 1)—1 !
1 = logflf Z (p_].)2 < +0< ))loga,’ O0g T

p<z'

en utilisant la formule Zpga; (logp)/p ~ log z, et en remarquant que la série
>, (p(logp)/(p — 1)* — (log p)/p) est convergente. Par le lemme 9, (5.6), on
a

T

(5.34) S| < (1+0(1))Klzgxlog (%) < (1+o0(1) -

On procede alors comme ci-dessus. On applique le lemme 8 pour estimer la
deuxieme somme de (5.33). On obtient alors

(5.35) V(z) = S, + S, — S, + O(S)) < S, + S} + O(S!)
avec
K1 K-1
S = SR, %= 3 ().
k=1 k=1
K-1
Sy = (2},)F exp(—ay/log z},).
k=1

On choisit K = |A(logz)/(loglogx)?], avec A suffisamment petit, et 'on
obtient comme dans (5.30) et (5.32),

(5.36) [

log K,
log
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(5.37) SQ:O( < >

log x

Les relations (5.34)—(5.37) démontrent (iii).
Sous I'hypothése de Riemann, la majoration R(z) du reste dans le théo-

réme des nombres premiers peut étre choisie telle que R(xz) = O(y/zlogx)
et (5.35) devient

(5.38) V(z) <S]+ S5+ 0(SY)
avec
K—1
Si = Y (ah)" '/ log a}.
k=1

On choisit K = |B(logz)/loglogz| et 1/4 < B < 1/2. Par (5.18), il vient

K-1 —1/(2k)
0\ /1. = 10
S < il - Zlog =
<> k:(k P\ logz )\ % %% T logz

k=1
= xlogx
< (1 +0(1)) Z 7.%,71/(2]6).
k=1

On définit K; = (logz)/(4loglogx). On a
1
Z ﬁx_l/@k) < :C—l/(QKl) Z 1/]€2 — O((lOgSU)_Z)
1<k<K; k>1
et
1 _ K _ 1
Z 727 1/@2k) < ek 1/(2K) < 16B(logz) ™" 1/2B) Joglog z.
Ki<k<K-1 1

On en déduit

" x
(5.39) Sl = O(logw)

et (5.38), (5.34), (5.36) et (5.39) prouvent (iv), en choisissant B aussi proche
que l'on veut de 1/2.

6. Démonstration du théoréme 2. Nous allons maintenant appliquer
les lemmes 6 et 7 pour obtenir une formule des “accroissements finis” pour
les fonctions log g et log G.

PROPOSITION 3. Soient n tendant vers l'infini, § = 0.732 comme dans
le lemme 6 et n' tel que

(6.1) In —n'| <n’j2.



198 J.-L. Nicolas

Alors on a

—n/ log 1 1 log1 2
i) log g(n/) _n-—mn <1+ oglogn + +O(og 0gn> >+O(1)
gn’)  2\/n/logn 2logn logn

et

. G(n) n—n' ( loglogn + 1 <loglogn>2>
ii) lo = 1+ + 0| ———— + O(1).
(i) gG(n’) 2¢/n/logn 2logn logn (1)

Démonstration. Nous allons prouver (ii); la preuve de (i) est simi-
laire. On définit NV é comme le nombre super ¢'-champion précédant G(n),
et 'on pose m = ¢'(N}). On a donc (cf. remarque a la fin du paragraphe 2)

(6.2) N! < G(n) < PN/,
et
(6.3) m<n<m-+P

ou P est le plus petit nombre premier ne divisant pas N é‘ Posons
(' —1)/log 2’ = . On sait que P est le plus petit nombre premier supérieur
a z’ et, par le théoréeme des nombres premiers, P ~ x’. De (6.3) on déduit

(6.4) 0<n-—m<P=0().
Déterminons maintenant ¢ en fonction de n, ¢ étant I'un quelconque des
parametres de N, (c’est-a-dire tel que N, minimise ¢'(M) — olog M). Avec

les notations de (2.10), par le lemme 2 on ap —1 < E’(po‘;) < p® < 7/, et
cela implique, avec (2.16),

dlp-1)<m=0(N) <> (p—1)+a'm(ah).

p<z’ p<az’
Par (6.4) et (4.7), il s’ensuit que

n=m+0@)=>Y (p—1)+0@&)*?> =Y p+0()*?
p<x’ p<az’
et en appliquant le lemme 8,
n=1i((z')%) + O((a')?e V=),
Comme li(¢) ~ t/logt, on en déduit
(6.5) '~ \/nlogn

et
(') =1 (n) + O((a')*log 2’ e~*V18 ™)

puis, en changeant la valeur de a,

2 = VI (n) + O(Vie *VIoET),
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et enfin p = (' — 1)/logz’ vérifie

2Vl (n)
~ log(li™!(n))
A partir du développement asymptotique

k—1)!
1i(x)=i+ig+...+¥+o<%>
logz ~ log”x log” x log" ™t

(6.6) + O(y/ne Vioen),

on calcule

log 1
li~t(y) = <logy+loglogy—1+O<01g ogy>>
ogy

et 'on déduit de (6.6) le développement

n loglogn + 1 loglogn
6.7 =2 1-—
(6.7) © logn ( 2logn +0 < logn

Par (6.4) et (6.5), on a |m —n| < m°/4 qui donne, avec (6.1), |m — n’
< m?. On applique alors le lemme 6, et avec (4. 3) on obtient

£(6(m) —m — olog S = BEN,(G(n) = 0(0),

/
'(G(n')) —m — plog G](Vrf ) = BENQ(G(n’)) = 0(p).
0
Par soustraction, en observant que par le lemme 7 et (6.7) on a ¢'(G(n)) —
(G(n)) =n—n'"+0(p), il vient
Gn) n-—n'

logG(n,)z . +0(1)

qui, avec (6.7), prouve (ii).

Démontrons maintenant le théoreme 2. Soit n assez grand. Comme dans
la preuve de la proposition 3, on définit N L/) comme le plus grand nombre
super {'-champion précédant G(n), et 'on pose m = ¢'(N,). On introduit
ensuite les variables P, z’, o avec la méme définition que dans la preuve
de la proposition 3, de telle sorte que les relations (6.2)—(6.7) sont encore
vérifiées.

Evaluons maintenant £(N, o) Par (2.10), on obtient

UNY) = (N + Y p™r =m+ V()

p<z’
ou V(') est défini en (5.21) et donc, par (1.3),

(6.8) gm+V(z')) > N,.
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Ensuite, en observant que, par (2.14), G(m) = G(¢'(N,)) = N, il vient

69) G) _ G Ny gm+ V()
o) ~ Glm) gm V) o)
Gn) glm+ V()
SGm) g

par (6.8). On applique alors la proposition 3. Les hypotheses sont vérifiées,
puisque, par (6.4), (6.5) et le lemme 10(iii), on a

(6.10) m—n=0(y/nlogn) et m+V(z') —n=0(/nlogn).

La proposition 3 et (6.9) donnent alors

G(n) n—m < loglogn < 1 ))
1 < 1+ +0| —
o8 g(n) ~ 2y/n/logn 2logn logn
/ J—
+m+V(ac) n<1+loglogn+0< 1 >>+O(1).

2¢/n/logn 2logn logn

Par (6.10), les deux premiers termes de reste se fondent dans le troisieme,
et ’on obtient

G(n) V(z') loglogn
(6.11) log o (n) < N (1 + Slogn > + O(1).

En estimant «’ par (6.5) et V(2’) par le lemme 10(iii) et (iv), on obtient la
majoration dans (1.10) et (1.11).

La minoration s’obtient de fagon tres symétrique. Partant de n assez
grand, on définit N, comme le nombre super ¢-champion précédant g(n).
On pose m’ = ¢(Ny ). On définit © > 4 par z/logx = ¢’ et P’ est le plus
petit nombre premier ne divisant pas N, . La similitude des fonctions ¢ et
¢ fait que les relations (6.2)—(6.7) sont encore vérifiées, en remplacant m
par m’, P par P, 2’ par x et p par ¢'. En particulier,

(6.12) x ~ y/nlogn.

Evaluons maintenant ¢'(N,). Par (2.6), on obtient

((Ny) = UNy) =Y p* ' =m' = Ulx)

p<z
ou U(x) est défini en (5.20) et donc, par (1.4),

G(m' —U(x)) > Ny.

11 vient ensuite
Gn) . Gn) G —U@) gm) G(n)  g(m))

g(n)  G(m' = Ul(x)) Ny gln) = G(m' = U(x)) g(n)
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G(n)/g(n) pour 1<=n <=50000
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En appliquant la proposition 3 on obtient

G(n) Ul(z) loglogn
(6.13) o g(n) - 2y/n/logn <1 N 2logn > +OW

qui, a 'aide de (6.12) et de 'estimation de U(x) par le lemme 10(ii), donne
la minoration dans (1.10).

Annexe. On trouvera a la page précédante une représentation graphique
de G(n)/g(n) pour 2 < n < 50000 ainsi que des fonctions U(z) et V(z)
définies par (5.20) et (5.21) pour = < 1000. Les relations (6.11) et (6.13)
ci-dessus montrent le lien entre le rapport G(n)/g(n) et ces deux fonctions
UetV.

Le nuage des points (n,G(n)/g(n)) avec G(n)/g(n) > 46 correspond a
18 intervalles de la forme [n; ... (n; 4+ d;)]. Les valeurs de n; et ¢; sont listées
ci-dessous :

15108 0 | 15526 1 |15946 2
16376 3 |16808 4 [17246 5
17688 6 | 18136 7 |18592 8
19052 9 19514 10 19980 11
20458 12 | 20944 13 |21434 14
21932 8 22434 5 22942 O

Pour les 18 nombres n;, G(n;) est un nombre super ¢’-champion. Les plus
grands facteurs premiers de G(n;) varient de 409 a 509, et correspondent aux
valeurs de z’ dans (2.10) et (6.11). Sur le deuxiéme graphique, on constate
que, pour z voisin de 400, les valeurs de U(x) et V(x) sont relativement
grandes.

On sait que lim, 1o g(n+ 1)/g(n) = 1, mais la convergence n’est pas
tres rapide. Par exemple, ¢g(20471)/¢(20470) = 1.87... (noter que 20470 =
n13+013). Le terme d’erreur dans la proposition 3 est important, et cela fait
que les calculs ne montrent peut-étre pas la vraie nature du phénomene.

On remarquera que U(109) = V(109) = 62.
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