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Approximation algébrique en caractéristique p
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1. Résultats et situation. Soit A = F,[T] 'anneau des polynomes a
coefficients dans le corps & g éléments F, dont on note p la caractéristique
et K = Fy(T) le corps des fractions. L'opposé du degré munit K d’une
valuation v = —deg et on notera Ko, = F,((1/7")) le complété de K pour
cette valuation. Celle-ci, ainsi que le degré, se prolongent de maniere unique
a la cloture algébrique de K., et a son complété C' qui reste un corps
algébriquement clos. On notera |z| = ¢3°8®) avec la convention deg(0) =
—00. On désigne aussi par K le corps des éléments de C' qui sont algébriques
sur K et on les appellera plus simplement nombres algébriques.

DEFINITION 1. Le module de Carlitz est la donnée du groupe additif G,
et de 'homomorphisme F-linéaire d’anneaux ¢ : A — End(G,) défini par
&(T) = TF? + F, ot F est 'endomorphisme de Frobenius relatif & g.

Il existe alors une unique fonction exponentielle eg caractérisée par les
propriétés :

(1) ea(0) = 0, & (ea(2)) = 1;
(2) pour tout z de C, eq(Tz) = Teg(z) + es(2)1.

Rappelons (voir [C]) que cette exponentielle est Fy-linéaire, qu'il existe un
dlément 7, de Ko tel que Kereg = A(T —T9)Y @~ Dr, et quelle admet une
bijection réciproque dans le disque deg(z) < g/(¢ — 1), notée Logg.

DEFINITION 2. Pour tout entier naturel > 0, on pose [h] = T7" — T et
[0] =1 et on définit par récurrence les suites Dy, et Ly par Dy =1 = L et
pour h > 0,

Dy, = [h](Dh_l)q et L= [h]Lh_l.

2010 Mathematics Subject Classification: 11G09, 11J85.
Key words and phrases: Carlitz module, transcendence measures.

DOI: 10.4064/aa147-2-1 [101] © Instytut Matematyczny PAN, 2011



102 L. Denis

L’équation fonctionnelle de I'exponentielle conduit alors a (voir [C]) :

h
24

eg(z) = oo pour tout z dans C,
h>0 0

h

— 1)
Logg(2) = Z (22 pour tout z de degré < ¢/(q —1).
h
h>0

Rappelons enfin que les valeurs de la fonction zéta de Carlitz aux entiers
naturels sont pour tout s entier naturel > 0 définis par ((s) = > 4. 1/n°
(o A+ désigne I'ensemble des éléments unitaires de A) et qu’elle vérifie

(_1)hs '
C(s) = Z s pour 1 < s < ¢ (voir [C]).
h>0 h

Dans [D2] on introduit des fonctions qui prennent en des valeurs ra-
tionnelles du parametre certaines valeurs du logarithme Logg du module
de Carlitz et des fonctions zéta de Carlitz afin de prouver l'indépendance
algébrique. Ces fonctions satisfont des équations fonctionnelles d’un genre
déja considéré par Mahler. Rappelons la définition de ces applications :

DEFINITION 3. Soit a(z) un élément non nul de Fy((1/2)), a un élément
non nul de Fy et g(2) = 29 — T ol e est un entier non nul fixé. Alors pour
tout entier naturel s > 0, expression

h

Z) = a,o,s)(z2) = aa(z)qh
F(2) = f(a,5)(2) hzzo[g(z)...g(zth)]s’

ou il est convenu qu'un produit vide vaut 1, définit pour deg(a(z)) <
seq/(q — 1) une série entiere dans la région deg(z) > 1/(ge) et vérifie
I'équation fonctionnelle F'(2%) = [g(z)*/a] [F(z) — a(2)].

Nous obtenons ici une mesure de transcendance assez générale pour les
valeurs de ces fonctions en z = TV, qui est la valeur intéressante en vue
des applications. Pour tout § élément de C algébrique de degré d sur K
on désignera sa hauteur par h(3) (plus précisément sa hauteur logarith-
mique absolue égale au quotient du maximum du degré des coefficients d’un
polynéme minimal de 3 sur A divisé par d).

THEOREME 1. Soit a(z) un élément non nul de Fy(z) de degré négatif
par rapport a z, et B un élément de C algébrique de degré d sur K et de
hauteur h(3). Alors il existe un réel Cy (effectivement calculable en fonction
de q, e, s) tel que

deg(F(T¢) — ) > —Cod*h(r) max[d®(h(e) + 1), dh(f), 1].

REMARQUE 1. Si on veut exprimer cette estimation via la taille de
(définie par 7(5) = h(B) + d) on trouve, par les résultats de I’appendice,
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deg(F(TV¢) — 8) > —Cy(a)1(8)*. Ceci est du méme ordre de grandeur que
les résultats obtenus en caractéristique nulle par Becker dans [B] (P. G. Be-
cker a été le premier a prouver des mesures de transcendance pour les valeurs
de certaines fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles “a la Mahler”
dans le cadre de la caractéristique finie). Dans [B] Pauteur obtient des es-
timations meilleures en la dépendance en d, en caractéristique p, mais les
séries qu’il considére sont toutes a coefficients dans Iy, ce qui nous interdit
ici d’appliquer directement sa méthode. Le cheminement de la preuve sera
donc plus proche de celui de Miller (voir [M]).

Si on se limite aux valeurs liées aux logarithmes du module de Carlitz et
a la fonction zéta on obtient une constante entierement explicite Cy :

THEOREME 2. Soit 3 un élément de degré d sur K. Alors:
(a) Pour tout entier 1 <s<q—1,
deg(¢(s) — B) > —16sq(1 + 200q)d? max[236sq*d?, dh(), 1].
(b) Simy est une période fondamentale du module de Carlitz,
deg(m, — 8) > —16¢*(1 + 200q9)d? max[236¢°d?, d(h(B) + 2),1].
(c) Pour tout o dans Fy(T/¢) de degré négatif,

deg(Logg(a) — 3)
> —70e3¢*d? (h(a) + 1) max[236¢* > d? (h(a) + 1), dh (), 1].

REMARQUE 2. Ces résultats sont optimaux vis a vis de la dépendance
en la hauteur de 5 (comme le montre le principe de Dirichlet) et améliorent
en cela d’une exponentielle les estimations obtenues par P. Bundschuh dans
[Bu] ou B. de Mathan dans [DM], notamment pour 7,. Notons que pour les
valeurs du logarithme de Carlitz on ne gagne qu’'un facteur log(h(3)) par
rapport au résultat (plus général) de V. Bosser sur les formes linéaires de
logarithmes [Bo|, mais on perd quant & la dépendance en le degré.

En caractéristique nulle un théoreme de transfert classique (voir par
exemple [L]) explique pourquoi une mesure d’approximation par des nom-
bres algébriques équivaut a une mesure de transcendance. Nous montrerons
en appendice comment les résultats précédents fournissent une mesure de
qualité comparable quitte a perdre un facteur d & cause d’un phénomene
d’inséparabilité.

2. Un lemme de multiplicités. On commence par établir un lemme
de multiplicités lié a 1’élévation a la puissance d et valable sur un corps
quelconque, inspiré de [B] mais totalement effectif.

Si K est un corps commutatif et ) une fraction rationnelle a coefficients
dans K alors lécriture Q(X) = U(X)/V(X) ou U et V sont premiers entre
eux dans K[X] permet de définir la hauteur de Q notée h(Q)) comme étant
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le maximum des degrés de U et V. De méme si () est une fraction rationnelle
de K(X,Y) sa hauteur partielle en X notée hx(Q) est la hauteur de @ vue
comme élément de K(Y)(X).

THEOREME 3. Soit K un corps commutatif, et f(z) € K((z)) transcen-
dante sur K(z). On suppose l’existence d’une fraction @ € K(X,Y) dont la
hauteur partielle en' Y vérifie hy (Q) < d (ou d est un entier > 1) tel que

F(=%) = Q(z, £(2))-
Alors pour tout couple d’entiers (M, N) et tout polynéme P appartenant a
K[X,Y]— {0} dont les degrés partiels vérifient
degx(P) <M et 1<degy(P)<N,
on a la majoration de l'ordre en zéro :
ordo(P(z, f(2))) < N[2Md + Nhx(Q)].

Preuve. Par hypothese, P n’est pas constant en Y. Ecrivons une décom-
position de P en produit de facteurs irréductibles sur I'anneau K(X)[Y] :
P(X,)Y) = [li<j<, Pi(X,Y), ot Pi(X,Y) est dans K[X,Y]. On a donc
d; = degy (P;) > 0 et n; = ordg(Pi(z, f(2))). 1l vient dy + - +dy < N
et on pose n = ni + -+ + n,. Par sommation, on ne peut donc pas avoir
pour tout ¢ (1 < i < N) 'inégalité n;/n < d;/N; sans perte de généralité on
supposera donc
(%) ni/n > dy/N.

Ecrivons Q(X,Y) = Q1(X,Y)/Q2(X,Y) fraction irréductible dans
K[X,Y]. Posons

Ro(X,Y) =P (X,Y) et Ri(X,Y)=P (X%, Q(X,Y))Qx(X, V)",
ce sont des polynémes de K[X,Y]. Comme Ry est irréductible, il existe
un entier naturel r tel que Ry et RiR," soient premiers entre eux dans
K(X)[Y]. Si D est le coefficient dominant de Rj par rapport a la variable
Y alors Re(X,Y) = D(X)Ry"(X,Y) P (X%, Q(X,Y))Q2(X,Y)% est dans
K[X)Y].

On a degy (R;1) < dihy(Q) et degy(R1) < Md+ dihx(Q), d’ou
(**) degy(RQ) < dlhy(Q) —rdy < dl(d — T‘),

degyx (R2) < Md+ dihx(Q)+rM.

Le résultant en Y de Ry et Ry est alors un polynéme non nul R de K [X].
Comme R est une combinaison linéaire de Ry et Ro, on a

min{ordy(Ro(X, f(X))),ordg(R2(X, f(X)))} < ordp(R(X)) < deg R(X).
La majoration du résultant

deg R < degx(Ro) degy (R2) + degx (R2) degy (Ro)
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montre que

deg R < Mdy(d—r)+di(Md+ dihx(Q) +rM) < di(2Md + dihx(Q)).
Or grace a ’équation fonctionnelle vérifiée par f on a
ordg(R2(X, f(X))) > ordo(R1 (X, f(X)))—rordo(Ro(X, f(X))) > (d—r)n;.
Comme d’apres (xx) d > r, il s’ensuit ny < d1(2Md + dihx(Q)) et I'hypo-
these () fournit bien la conclusion n < N(2Md + Nhx(Q)).

REMARQUE. Nous n’utiliserons ici que le cas ou la hauteur partielle
de @ en Y vaut 1. Dans ce cas, l'inégalité (xx) devient degy (Rg) <
dihy (Q) — rdy < di(1 — r) et par conséquent r = 0. Ceci permet de
s’affranchir de l'introduction du polynéme Rs dans la preuve du théoréeme
mais ne semble toutefois pas permettre de modifier les constantes de 1’esti-
mation finale.

3. Lemmes de transcendance. Nous utiliserons la version suivante
du lemme de Siegel (voir par exemple [ADR]) :

LEMME 1. Soit pour 1 <i <m et 1 < j <n des éléments a;; de A et

H un majorant de leur degré. Si m < n, alors il existe x1,...,r, dans A
non tous nuls tels que
Z CLi,j:Uj =0 (1 S ) S m),
1<j<n
m .
deg(z;) < H+1 (1<j<n).

n—m
Etablissons ensuite les propriétés arithmétiques des fonctions qui entrent

en jeu.

LEMME 2. Soit a(z) un élément non nul de Fy((1/2)), a un élément de
F, — {0} et g(2) = 29 — T ou e est un entier non nul fixé. Alors pour tout
entier naturel s > 0, 'expression

h
aa(z)?
F(z) = f(a,a,s)(z) = -
h% l9(2) ... g(za" )]
(avec la convention usuelle qu’un produit vide vaut 1), définit pour deg, (c(z))
< seq/(q — 1) une série entiére dans la région deg(z) > 1/(qe) et vérifie
I’équation fonctionnelle

F(27) = (9(2)/a)(F(2) = a(2))-
Cette fonction est transcendante sur K(z). De plus si on écrit son déve-

loppement en 1/z, F(z) = 3 )5 0 cn/2", alors les coefficients ¢y, sont des
éléments de A vérifiants deg(cr,) < h/(qe).
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Preuve. Seule la derniere assertion n’est pas établie dans le lemme 2.1
de [D2]. Pour celle-ci, remarquons d’abord que le développement en 1/z de
a(z) n’admet comme coefficients que des termes nuls ou de degré 0. Ensuite
si on note

d
T= {Z —Z : chaque dj, est dans A et deg(dy,) < h/(qe)},
>0 *
alors cet ensemble est stable par somme et produit fini. Enfin pour tout
entier j > 1, 1/(2°¢’ — 1) est bien dans T.

Ces deux lemmes vont nous permettre d’obtenir un polynéme auxiliaire
dans le lemme qui suit.

LEMME 3. On note f(z) = F(1/z) ot F est la fonction du lemme 2 et
dans laquelle on suppose de plus deg,(a(z)) < 0. Soit M, N, c trois entiers
non nuls tels que 2 < ¢ < N. Il existe un polynome P € A[X,Y] ot 0 <
degx(P) < M, 1 <degy(P) <N, et

0 < degp(P) < (M +1)(N +1)/(gec(c — 1)) + 1,

vérifiant
ordy(P(2, £(2))) > (N + 1)(M +1)/c.

Preuve. Ecrivons P(X,Y) = Y o<i<aro<j<n @i i X'Y7 ol les a;; sont
des inconnues appartenant a A, et grace a ’hypothese sur a(z), f(z) =
tho cpz" ot les ¢y, sont dans A. Alors,

Pz, f(2)) = Z ai,jzi(z chzh>j

0<i<M,0<j<N h>0
= E amz’(g c,(lj)zh) = E by 2"
0<i<M,0<j<N h>0 u>0

avec b, = Zogz‘gM,ogjgN D ith—u ai,jcg). On veut donc que b, = 0 pour
0<u<(M+1)(N+1)/c. Nous allons donc appliquer le lemme 1 avec

m=[(M+1)(N+1)/c]+1 et n=(M+1)(N+1).

Pour majorer le degré des coefficients du systeme linéaire, rappelons que
I’ensemble T de la preuve du lemme 2 est stable par produit et donc que
deg cg) < h/(qe) < (M + 1)(N + 1)/(cge). On vérifie alors qu’on ne peut
avoir degy (P) = 0.

REMARQUE. Les polyndémes obtenus dans ce lemme dépendent en fait
de ¢, M, N ; pour alléger les notations on les désignera simplement par P.

On va en déduire une estimation de P(z, f(z)) évalué en une puissance
assez grande de z :
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LEMME 4. Soit a(z) un élément non nul de Fy(z) de degré négatif,
P(X,Y) un polynéme construit au lemme 3 et w un entier tel que

q“ > (—1/deg(2))[2(M + 1)(N + 1) + N%(s + h(a)/(ge)) + 2].
Alors pour tout z de degré strictement inférieur & —1/(qe) on a
q¥ deg(2)N[2Mq + N(seq + h(a))] < deg(P(z7", f(27"))
< q%deg(z)(M + 1)N/e.
Preuve. Ona P(2/, f(2')) = 3,5y, bu(2')" ol ug est 'ordre d’annulation
en 0 de application considérée (c’est un entier puisque f est transcendante).
Comme la valeur absolue est ultramétrique on va avoir |P(2/, f(2'))| =
|buy (2/)40] dés que pour tout entier u > ug, |by,(2')“| > [by(2")"]. Comme
les b, sont dans A, il suffit donc d’avoir 1 > |b,(2")“~"|; en particulier si
2/ = 29" il suffit que 0 > deg(b,) + ¢ deg(2)(u — ug) pour avoir 1’égalité
désirée. Le degré d’un coefficient b, se majore alors a l'aide du résultat
du lemme 3 et de l'expression de b, trouvée dans ce méme lemme par
(M +1)(N+1)/(gec(c — 1)) + 1 +u/(ge). Par conséquent pour avoir notre
égalité il suffit que

0> (M + 1)(N + 1)/(gec(c — 1)) + 1+ u/(ge) + ¢ deg(=) (u — uo)
on choisit alors ¢* > —1/(qe deg(z)) pour n’avoir & vérifier I'inégalité qu’en
u=ug+1:

0> (M+1)(N+1)/(gec(c—1)) + 14 (up +1)/(ge) + ¢* deg(z).
Montrons que le résultat va suivre de la majoration de ug obtenue au
théoreme 3. En effet, on a F(29) = (g(2)%/a)(F(z) — a(z)) donc f(z9) =
[(1/29° — T)* Ja)(f(2) — ad1/2)) du type Q(z, /(=) ot b (@) < sge + h(a).
Donc le théoreme 3 entraine que uy < N[2Mq + N(sqe + h(a))]. 11 suffit
donc que
0>(M+1)(N+1)/(gec(c—1))+1
+ (N[2Mq+ N(sqe + h())] +1)/(qe) + ¢* deg(2),

ce qui est bien réalisé sous la condition énoncée.

Sous cette condition |P(27", f(29"))| = |buy2? “0| et les encadrements de
up obtenus au lemme 3 et théoreme 3 donnent le résultat.

A partir de Péquation fonctionnelle f(z9) = (g(1/2)%/a)(f(z) — a(1/2))
une récurrence nous montre que pour tout entier k > 0,

k i %
1 = (10— Y A9a(/) /A0 )
0<i<k—1

ott AD(2) = (a/g(1/2)*)(a/g(1/29)*) ... (a/g(1/z7"")*). Pour 3 dans C on
définit alors B = (8 — > g<icp1 A (2)a(1/27))/A®)(2), de maniere &
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avoir l'identité

k
(E) FET) = B = (f(2) — B) /AP (2).
On établit ensuite un lemme d’approximation ot on conserve les notations
et hypotheses du lemme 4 :

LEMME 5. Pour tout z dans C' de degré strictement inférieur a —1/(qe)
on a

deg(P(z"", i) = P(="", ("))
< deg(B—f(2))+ (M +1)(N+1)/(gec(c—1))+1
+ N max(0, deg(8) — s(¢" —1)/(q — 1))
Preuve. Notons que le degré de A®)(2) est —sqe deg(2)(¢" —1)/(¢—1).

Alors, en écrivant P(X,Y) = 3 o, <n 0<j<n a; ;XY on a

F(E) < e deg(ais (8] - £
1<<N

k

deg(P (27", B,) — P(2*

Et la conclusion vient de la majoration

deg(B] — f(z7")) < deg(By — £(7")) + N max(0, deg(Sy), deg(f(=7))).

Le lemme 2 nous indique (puisque deg(z) < —1/(qe)) que deg(f(24")) <0,
donc (E) implique aussi deg(8;) < deg(3) — s(¢® —1)/(¢ — 1). Le résultat
découle alors directement des estimations du lemme 3.

L’inégalité de Liouville suivante est classique, une référence en caractéris-
tique p est le lemme 4 de [M] :

LEMME 6. Soit P un polynome en n variables a coefficients dans A et

V1, ...,V des éléments de C contenus dans une extension de K de degré au
plus d avec v; de degré d; sur K. Alors si P(v1,...,v,) nest pas nul on a
deg P(v1,...,v,) > —d( > degx, (P)h(vi)/di + degT(P)>‘

1<i<n

Nous allons 'appliquer aux valeurs P(zqk, Bk) du lemme 5 pour obtenir :

LEMME 7. Sous les hypothéses des lemmes 3 et 5 on suppose (}Ze plus que
8 est algébrique de degré d sur K et que z = T~/ Alors si P27, By) nlest
pas nul, on a la minoration

deg(P(z7", B))

> —dMq" = EN[h(B) + ((¢" = 1)/(a = 1) (h(e) +5¢° /(g = 1))]
—de(M +1)(N +1)/(gec(c —1)) + 1.
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Preuve. 27" et O sont dans une extension de K de degré au plus ed.
k A~ ,
L’élément P (27, () est un polyndéme de degré au plus Mk en z et N
en f. Le lemme 6 fournit donc

deg(P(="", ) = —~de(Mq*h(z) + Nh(Be) /d(Br) + degr(P)).
Or h(z) = 1/e et le degré de P (qui est aussi sa hauteur) est majoré au
lemme 3, reste donc a estimer la hauteur de Gg. Si A et p sont deux nombres
algébriques, h(A + p) < h(A\) + h(p) et h(Ap) < h(A) + h(p) (voir par
exemple [DI]); 'expression Gy = (8 — > g<icp_1 A (2)a(1/27)) /AP (2)
implique alors que

h(Br) < (AW (2)) + Y MAD(z)a(1/7)),
0<i<k—1
d’ou
2

k _
80 < 2 (e + 5250 ) 4 h(0).

On remarque par ailleurs que (i est de la forme b3+ ¢ ol b est non nul dans
K et c est dans K(T1/¢); par conséquent le degré d(8;) de (B sur K est au
moins d/e. Un calcul donne alors le résultat énoncé.

L’estimation suivante est la derniere étape pour prouver le théoreme 1 :

LEMME 8. On suppose que (B est algébrique de degré d sur K et que
z =T Alors si les entiers M, N et k vérifient

q2
>, N > 4de,
q—1

¢ > max(e[2(M + 1)(N + 1) + N%(s + h(a)/(ge)) + 2], 4de, (¢ — 1)dh(3)),

on a

M > 8¢° <h(a) +5

deg(8 — f(2)) = —(N + 1)[2¢M + N(sge + h(a))](¢" /e + 1).
Preuve. On suppose les conditions du lemme 8 réalisées mais que
deg(8 — f(2)) < —(N +1)[2¢M + N(sqe + h(@))](¢"/e + 1).

D’apres les lemmes 4 et 5, 'inégalité ultramétrique implique (puisque dh(3)

> deg(8))
deg(P(=7", i)

k
< max(deg(ﬁ— f(z)+(M+1)(N+1)/(gec(c—1)) +1, —%N(M—I— 1)>

On choisit alors ¢ = 2 et I'inégalité précédente se résume a deg(P(zqk k) <
—%N(M +1); si deg(P(zqk,ﬁk)) n’était pas nul, le lemme 7 entrainerait
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alors
k k _

2
%N(M+ 1) < dMq" + e2N<h(ﬁ) + qq ] {h(a) + Sqq_ 1])

d
o (M DIV +1) 41

et on vérifie que cette inégalité est incompatible avec le choix de nos para-
metres (notons qu'un choix plus grand de la constante ¢ entraine a cet
endroit une condition plus forte sur la grandeur de N et de M). Alors

P(zqk,ﬁk) = 0 et la minoration du lemme 4 jointe au lemme 5 nous donne
_ 4k
TZN(Z(JM + N(seq+ h(a))) < deg(0 — P(zqk7 f(zqk))

< ;]k(N +1)(2¢M + N(seq + h(a))),

e
qui est la contradiction souhaitée.

Fin de la preuve du théoréme 1. En regroupant les conditions imposées a
M, N, k (sans oublier qu’il s’agit d’entiers) obtenues au lemme 8 on obtient

deg(8—f(2))
2

> (“dde+2) [Zq <8€3 <h(a)+sqq_1) +1> +<4de+1><sqe+h<a>>]

AV

s o5 (0 +5- ) 42) 427+ 401 120

4dq, qdh(3)/ 6) ,

d’ou le résultat du théoréme 1.

Passons maintenant a la conclusion du théoreme 2.

(a) Onaicie =1, g(z) =27 —T et pour 1 < s < p—1, on considere
F(z) = f((=1),1,5)(2). Alors comme h(1) = 0 et f(T~!) = ((s), les
estimations ci-dessus donnent le résultat.

(b) Pour s = q—1, ((q—1) = 7 /b ot b est dans K (voir [C]). Comme
le degré de ((gq — 1) est nul on a deg(b) = (¢ — 1) deg(my) = 0. Il suffit alors
de factoriser 7" — 3771 en remarquant que si deg(7d " — #771) < 0 alors
pour tout £ dans F, — {0}, deg(my — &£8) = 0.

(c) Ici on laisse g(z) = 29° — T. Si a est un élément de F,(T"/¢), on note
a(z) I’dément de F,(2) obtenu en remplacant formellement 7"'/¢ par z dans
I’expression de a.. Notons que si le degré dans C' de « est négatif, le degré en
z de «a(z) Vest aussi et sa hauteur est eh(a). Avec F(z) = f(—1,a(z),1)(2),
Pexpression du logarithme donnée au paragraphe 1 fournit alors f(T' -1/ €)=

Logg ().
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4. Appendice. Nous expliquons ici comment passer de I’approximation
a la mesure de transcendance dans C. La preuve s’inspire fortement de
celle donnée en caractéristique nulle dans [L] et n’est modifiée que par des
questions d’inséparabilité.

On rappelle que si P € A[X], sa hauteur (logarithmique), notée h(P),
est le maximum des degrés de ses coefficients.

LEMME 9. Soit P(X) = ap + a1 X + -+ + agX?¢ dans A[X] ou d =
deg(P) > 0 est le degré du polynéme P, et P(X) = aq[[1<;<q(X — i) sa
décomposition en facteurs irréductibles dans C[X]. Alors

h(P) = deg(aq) + Z max(0, deg(c;)).
1<i<d

Si Q et R sont dans A[X] on a donc h(QR) = h(Q) + h(R).

Preuve. Vient du caracteére ultramétrique du degré (voir lemme 1, cha-
pitre 6 de [L].

L’estimation suivante est une version du lemme 4 (chapitre 6 de [L]) dans
notre situation :

LEMME 10. Soit P(X) =ap+ a1 X + -+ agX? € A[X] de degré d >0
et de hauteur h(P) n’ayant que des racines simples aq, ..., aq. Alors pour
tout élément z de C on a

min deg(z — ;) < deg(P(z)) + (3d — 2)h(P).
1<i<d

Preuve. Sans perte de généralité supposons que min;<;<q(deg(z—a;)) =
deg(z — aq). Pour i > 2, z — a; = 2 — aq + a1 — «;, d’out par ultramétricité
deg(a1—a;) < deg(z—a;) et done deg(P(z)) > deg(z—a1)+deg(P'(a1)) (on
P’ est le polynome dérivé de P). Le résultant R(P, P’) de P et de P’ peut
s’exprimer (par combinaison des lignes) comme le déterminant d’une matrice
carrée de taille 2d — 1 dont la derniere ligne est (X92P', ..., X'P' ... P/,
X4=tp ... X'P,...,P) les d — 1 premicres lignes ne contenant que des
coefficients de P et les suivantes que des coefficients de P’ (voir si besoin [L,
paragraphe 2 du chapitre 5]). Comme le résultant est un élément non nul
de A on a, en développant par rapport a la derniére ligne évaluée en z,

0 < deg(R(P, P"))
< (d — 1) max(0, deg(z)) + max(deg(P(z)),deg(P'(z))) + (2d — 1)h(P)

(notons en effet que h(P’") < h(P)). En appliquant cette relation en z = oy
et remarquant que deg(a1) < h(P) on obtient le résultat annoncé.

Le résultat qui suit permet de se ramener aux polynoémes irréductibles :

LEMME 11. Soit f un entier naturel et z un élément de C. On suppose
qu’il existe un réel Cy > 0 tel que pour tout polynome P irréductible appar-
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tenant a A[X]—{0}, de hauteur inférieure a h et de degré inférieur a d, on
ait deg(P(z)) > —Cod/ (h + d). Alors pour tout polynéme P appartenant d
A[X] — {0} (non nécessairement irréductible), de hauteur inférieure a h et
de degré inférieur a d, on a deg(P(2)) > —Chd/ (h + d).

Preuve. Soit P € A[X]— {0} ; écrivons une décomposition de P en pro-
duit d’irréductibles de A[X] : P(X) = [[;<;<, Pi(X). Par hypothese, en
notant h; (respectivement d;) la hauteur (respectivement le degré) de P; on
a deg(P(2) = —Cod! (b + d;). Dot deg(P(2)) = —Co X cpcy d! (hi + i)
et le résultat suit de deg P = ;e di et h(P) = 1 cicshii

On peut enfin expliquer comment passer d’une mesure d’approximation
par des algébriques a une mesure de transcendance sur K :

LEMME 12. Soit d,h deux réels positifs, z un élément de C, et f un
entier naturel fixé non nul. On suppose qu’il existe un réel C; > 0 tel que
pour tout élément B de C algébrique sur K de degré inférieur a d et de
hauteur inférieure a h on ait deg(z — ) > —C1d’ (h+ d). Alors il existe un
réel Cy > 0 tel que pour tout polynome P de A[X] — {0} de degré inférieur
a d et de hauteur inférieure a h on a deg(P(z)) > —Cod/*(h + d).

Preuve. D’apres le lemme 11 on peut supposer que P est irréductible.
Soit s le plus grand entier naturel tel que P(X) € A[XP"]; on peut donc
écrire P(X) = Q(XP") et Q est irréductible dans A[X]. Maintenant @ n’a
que des racines simples dans C' (par minimalité de s), son degré est inférieur
a d/p° et sa hauteur est celle de P. La conclusion du lemme 10 appliquée
a @ fournit donc min; << q/ps (deg(z — a;)) < deg(Q(2)) + (3d/p® — 2)h, les
o étant les racines de Q, d’olt minj<;<qyps (deg(2?” — a;)) < deg(P(z)) +
(3d/p* — 2)h. On applique alors Phypothese & 3 = o'/P° (ot « est une
racine de ) réalisant le minimum de la quantité & gauche dans la derniere
inégalité) ; c’est un nombre algébrique de degré inférieur a d et de hauteur
h(B) = h(a)/p®, soit deg(z—a'/P") > —C1d/ (h(a) /p®+d). Par élévation & la
puissance p* on obtient ainsi deg(P(z))+ (3d/p* —2)h > —C1d/ (h(a) +dp?),
et comme h(a) < h/(d/p®) (la hauteur d’'un nombre algébrique est celle de
son polynéme minimal divisée par le degré de celui-ci), on a le résultat.

Remerciements. L’auteur tient a remercier vivement ’arbitre pour ses
observations judicieuses lui ayant permis d’améliorer divers passages de ce
texte.
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