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Dans toute la suite K désigne un corps commutatif de caractéristique
nulle, K une cloture algébrique de K et X = (X1,...,X,) (n > 2) des
indéterminées algébriquement indépendantes sur K, que nous noterons X
et Y pour n = 2.

Cet article, dans la suite de travaux de Bertini, Krull et Stein, a pour
objet de montrer que pour tout ensemble {ai,...,as} d’éléments distincts
de K et pour tous entiers g1, ..., 0s positifs non nuls, il existe un polynéme
P(X) dans K[X] non composé tel que P(X) — a; ait exactement g; + 1
facteurs irréductibles dans K[X],i=1,...,s, et P(X) — X soit irréductible
pour tout A & {ai,...,as}.

1. Présentation des résultats. Etant donné un polynéme non con-
stant P(X) € KI[X], le spectre de P est le sous-ensemble de K défini
par B _

o(P)={X € K : P(X) — X est réductible sur K}.

Il est clair que si P est un polyndéme composé sur K, c’est-a-dire, s’il ex-
iste deux polynémes R(T") € K[T] avec deg(R) > 2 et Q(X) € K[X] tels
que P(X) = R(Q(X)), alors le spectre o(P) est un sous-ensemble infini
de K (en fait o(P) = K). D’aprés un théoréme de Bertini [12, chap. 3, §3,
cor. 1], la réciproque est aussi vraie. De plus on voit facilement que si P est
irréductible sur K, alors il est non composé ().

Cet article est une étude de I'ensemble o(P) et des factorisations as-

sociées P — \ = H?:()i) ff;l en irréductibles fy; € K[X] pour A € o(P).
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(*) Mais irréductible sur K ne suffit pas (penser & P(X,Y) = (XY)? — 2). Rappelons
de plus que P est non composé sur K si et seulement si P est non composé sur K (voir [1]).
Récemment Ayad et Ryckelynck [3] ont donné une méthode pour détecter si un polynéme
P € K[X,Y] est composé et sinon déterminer les valeurs A € o(P).
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Comme dans [13], on définit les nombres suivants :

or(P)=n(A) =1 (AeK), oP)=>_ or(P)
NeK

qui sont respectivement le degré partiel relatif a A et le degré total de
réductibilité du polynéme P.
On a le résultat suivant, que nous appellerons inégalité de Stein :

o(P) < deg(P).
Ce résultat a été démontré par Stein [13] en 1989 pour le cas n = 2, et a été
étendu pour n > 2 par Cygan [4] en 1992 (tous deux font des hypotheses
sur le corps (non dénombrable, etc.) mais nous expliquons en §2.1 comment
en déduire le résultat pour un corps de caractéristique 0 arbitraire). Pour
n = 2, U'inégalité a été améliorée par Lorenzini [11] en 1993, qui a montré
qu’en caractéristique quelconque,

o(P) < mm {Zdeg i) } —1 <deg(P)—1.
Cygan et Lorenzini donnent aussi ’exemple du polynéme non composé
PX,Y)=X+Y J[(X -

(pour lequel o(P) = {0,...,d — 2} et g;(P) = 1 pour tout i € o(P)) qui
montre que l'inégalité de Stein est optimale.

Le résultat suivant, que nous allons déduire de notre théoréme principal,
montre plus précisément que l’ensemble fini o(P) et les parametres corre-
spondants o) (P) > 0 sont a priori quelconques.

THEOREME 1. Etant donnés un entier s > 1, un ensemble {ai,...,as}
d’éléments distincts de K et des entiers o1, ..., 0s positifs non nuls, il existe
un polynéme P(X) dans K[X] non composé (et méme irréductible sur K si
ai,...,as sont non nuls) tel que o(P) = {ai1,...,as} et 0q,(P) = 0; pour
tout 1 =1,...,s

Si on voit les éléments A du spectre o(P) comme des poles vis-a-vis
de lirréductibilité et les parametres o) (P) comme lordre de ces poles, le
théoreme 1 affirme qu’on peut trouver des polynomes P de poéles et d’ordres
fixés a 'avance (ce qui dans ’esprit est analogue au théoréeme de Riemann—
Roch).

Notre théoreme principal montre de plus que, quitte & ne demander que
I'inclusion {aq,...,as} C o(P), on peut également imposer a l’avance tous
les facteurs irréductibles de P(X) —a; (i = 1,...,s) sauf un. De facon
précise :
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THEOREME 2. Soient s > 1 un entier, ai,...,as des éléments distincts
de K et fi,...,fs des polynomes de K[X] tels que (f;) + (f;) = K[X] si
i # j. Alors il existe une infinité de polynomes P € K[X] non composés (et

méme irréductibles sur K siai, ... ;s sont non nuls) tels que P—a; = f;H;,
avec H; € K[X] irréductible dans K[X] et ne divisant pas fi, i =1,...,s.
De plus, si les polynomes f1,..., fs soit sont constants soit se décom-

posent dans K[X] en produit de facteurs irréductibles distincts de degré 1,
alors on peut ajouter & la conclusion que deg(P) = (3_;_, deg(fi)) + 1.

REMARQUES 1. (a) Dans cet énoncé, certains des polynémes f; peuvent
étre choisis constants non nuls. Pour ces indices, la conclusion du théoreme 2
est que P(X) — a; est irréductible sur K, i.e., g4 (P) = 0. Cela entraine
qu’il suffit de montrer I’énoncé sans la condition “P non composé”. En
effet, en appliquant cet énoncé plus faible a la famille ag,aq,...,as avec
ap & {a1,...,as} et en prenant fy € K \ {0}, on obtient alors, en plus des
conclusions relatives & a1, . . ., as, que P(X)—ag est irréductible sur K, donc
est non composé, ce qui entraine que P(X) lui-méme est non composé. Si
ai,...,as sont non nuls, le méme argument, avec ag = 0, fournit 1’énoncé
plus fort encore, oi1 la conclusion “P € K|[X] irréductible sur K remplace
“P € K[X] non composé”.

(b) La condition (f;) + (f;) = K[X] qui apparait dans les hypotheses de
I'énoncé est nécessaire puisque, pour ¢ # j, (P—a;) et (P—a;) sont étrangers
et donc tout diviseur du polynéme P — a; engendre un idéal étranger a celui
qui est engendré par tout diviseur du polynéome P — a;.

Preuwve du théoréme 1 (a partir du théoréme 2). Prenons des polyno-
mes f; (1 = 1,...,8) qui s’écrivent comme produit de g; polynomes dans
K[X] irréductibles dans K[X] et qui vérifient (f;) + (f;) = K[X] si i # j.
D’apres le théoreme 2, il existe une infinité de polynémes P(X) € K[X] non
composés (et méme irréductibles sur K si ay, ..., as sont non nuls) tels que
P—a; = f;H;, avec H; € K[X] irréductible dans K[X] et ne divisant pas f;,
i =1,...,s. Enparticulier, P—a; est réductible dans K[X] (puisque f; ¢ K),
i=1,...,s. L’ensemble o(P) contient donc tous les éléments ay,...,as. De
plus, gq4,(P) est égal au nombre de facteurs irréductibles de f;, c’est-a-dire
oi,t=1,...,s.

Maintenant, on va montrer qu’on peut en plus garantir ’égalité o(P) =
{ai1,...,as}. Pour cela, prenons

Qi
FX) =] (@ X1+ + an X + i),
k=1
pour ¢ = 1,...,s, ol a1,...,q, sont des éléments de K non tous nuls et
ou les a;y sont des éléments deux a deux distincts de K. Ces polynomes
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satisfont les conditions du théoreme 2, et d’apres la seconde partie de ce
dernier, on peut demander en plus que deg(P) = (>_;_, deg(f;)) + 1. Sup-
posons maintenant que o (P) contient au moins un \ différent de tous les a;.
Alors, puisque deg(fi) = 0i = 0q,(P),i=1,...,s,0na

> (S0 0u(P)) +ox(P) = (S dentf)) + x(P) > dea(P) ~ 1.
=1 i=1

ce qui contredit I'inégalité de Stein. m

Le théoreme 2, notre résultat principal, est démontré dans la section 3.
Dans la section 2 nous établissons quelques résultats préliminaires a la
preuve du théoreme 2. Enfin dans la section 4, nous énoncons et démontrons
un résultat analogue au théoréme 2 dans le cas d’une variable (sur un corps
hilbertien).

2. Résultats préliminaires

2.1. L’inégalité de Stein sur un corps de caractéristique 0. Soient C' un
corps algébriquement clos de caractéristique 0, K C C un sous-corps et
P(X) € K[X]. On note

oc(P)={Xe€ C: P(X) — X est réductible sur C'},
oz(P)={\€ K : P(X) — X\ est réductible sur K}

les spectres du polynome P relatifs respectivement aux corps C et K.
On a:

Si P est non composé sur K alors oc(P) = oz (P). En particulier, la
définition du spectre ne dépend pas du corps algébriquement clos contenant
les coefficients de P.

En effet, il est clair que 0z(P) C o¢(P). Inversement, soit A € oc(P),
c’est-a-dire

(%) P(X) - A= Q(X)R(X), avec @, R € C[X] non constants.

Soit F' le corps engendré sur K par A et les coefficients de Q et R; F/K
est une extension de type fini. On peut donc I'écrire F' = K (t1,...,tq,%),
ou ti,...,tq sont algébriquement indépendants sur K et y algébrique sur
K(t1,...,tq). Notons h € K(t1,...,tq)[Y] son polynéme minimal. La fac-
torisation (x) se réécrit sous la forme

P(X) = At1,...,tg,y) = Q(tr, ..., ta, y)(X)R(t1, ..., tq,y)(X).

Ainsi pour tout (d + 1)-uplet (¢9,...,t9,4°) d’éléments de K tels que
h(t(l), cee tg, y%) = 0 sauf dans un fermé propre de Zariski, la _spécialisation
correspondante fournit une décomposition non triviale dans K[X]
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(o) PX) =A@, t0,y°) = QY g,y ) (XD R(H, . 10, 57) (X).

On a donc A(#),...,t%,4°) € o z(P).

Si A € F\ K, cela donne une infinité d’éléments dans oz(P), ce qui
contredit P non composé sur K. D’ott A € K et P(X) — X réductible sur
K par (xx); c’est-d-dire, A € oz(P). (Cela montre en particulier que P non
composé sur K entraine P non composé sur C.)

De plus si on écrit P(X) — A = H?:(’}) f,\yi(X)k**i une décomposition en
irréductibles de K[X] alors cette décomposition est aussi la décomposition
dans C[X] (car irréductible dans K[X] entraine irréductible dans C[X]).
Les parametres n(A) ne dépendent donc pas du corps algébriquement clos
contenant K.

Notons Ky le corps engendré sur Q par les coefficients de P; on a P €
Ko[X]. De Ky C K on déduit que 0, (P) = oz (P). D’autre part le corps Ko
peut étre plongé dans C. On a donc aussi 0z (P) = oc(P), d'ott 0z(P) =
oc(P). En appliquant le résultat de Cygan (i.e., 'inégalité de Stein sur C),
on obtient ),z ox(P) < deg(P) — 1.

L’inégalité de Stein s’étend donc du cas K= C au cas de tout corps
algébriquement clos de caractéristique 0.

2.2. Quelques résultats sur les corps hilbertiens. Soient m, r et d des
entiers > 1. Soient T' = (T1,...,Ty), Z = (Z1,...,2Z4) des indéterminées
algébriquement indépendantes sur K et P(T,Z),...,P.(T,Z) des poly-
nomes irréductibles dans K(7')[Z]. Rappelons qu’on appelle partie hilber-
tienne de K™ associée aux polynomes Py, ..., P, le sous-ensemble de K™
défini par

Hp, . p={t=(t1,...,tm) € K™ : Pi(t,Z) est irréductible dans K[Z]},

et qu'un corps K est dit hilbertien si les parties hilbertiennes sont Zariski-
denses dans K™ pour tous entiers m,r,d > 1.

Dans la suite de ce texte, on va utiliser la proposition ci-dessous qui
montre en particulier que pour K un corps infini, le corps K(X) est hilber-
tien, et qui donne une forme spéciale d’éléments de ce corps dans une partie
hilbertienne donnée.

PROPOSITION. Soient K un corps infini, H une partie hilbertienne de
K(X) et m > 1 un entier. Alors il existe un polynéme ¢ € K[X,t] non nul
tel que pour tout (zo,ty) € K? avec ¢(zo,t9) # 0 et pour tout \g € K sauf
un nombre fini, ’élément t* = to+ Ao(X — )" de K(X) est dans la partie
hilbertienne H.

Pour la preuve de ce résultat et pour plus de détails, nous renvoyons par
exemple & [9] ou [10, prop. 4.1, p. 236].
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Nous utilisons aussi le résultat suivant qui raffine le caractere hilber-
tien du corps K(X) dans une forme que nous n’avons pas trouvée dans la
littérature, a savoir :

THEOREME 3. Soient P\(X,T,Z),...,P.(X,T,Z) des polynémes irré-
ductibles dans K[X,T,Z] de degré > 0 en Z. Alors il existe une infinité de
polynomes t(X) € K[X] de degré 1 tels que les polynomes Pj(X,t(X),2)
sont irréductibles dans K[X][Z] pour j =1,...,r.

Cela veut dire que les polynémes spécialisés P;(X,t(X),Z) € K[X][Z]
sont non seulement irréductibles dans K (X)[Z] mais aussi primitifs.

On va déduire le théoreme 3 de la proposition précédente et du lemme
suivant.

LEMME 1. Soient Ao(X,T),...,Aq(X,T) € K[X,T] des polynomes pre-
miers entre eux. Alors il existe deux ensembles finis F et G de K tels que
pour tout t(X) € K[X] vérifiant “t(x) € F pour tout x € G”, les polynémes
Ai(X,t(X)) sont premiers entre euzx dans K[X] pouri=0,...,d.

Preuve. Les polynomes Ag(X,T),..., Aq(X,T) sont a priori premiers
entre eux dans K[ X, T, et il est facile de vérifier qu’ils le sont dans K (X)[T].
Par conséquent, il existe ug(X,T),...,uq(X,T) € K[X,T] et il existe §(X)
€ K[X] non nul tels que

up(X, T)Ao( X, T) 4 - - + uq(X, T)Ag(X,T) = 6(X).
Pour toute spécialisation ¢(X) de T' dans K[X], on a
(X, (X)) Ao (X, (X)) + - + ua(X, 6(X)) Ag( X, £(X)) = 5(X).
Pour tout z € K, alors il existe un indice i(x) tel que A;y(z,T) # 0 :

sinon (X — ) serait un diviseur de chaque A;(X,T) dans K[X,T], ce qui
contredirait que les polynémes Ay, ..., Az sont premiers entre eux.

Soient 1, ...,x; les racines de §(X) dans K. On pose
F = {y € K : y racine d'un des polynomes Aiapy (x5, T), j=1,....1},
G= {a:l,...,xl}.

Soit t(X) € K[X] vérifiant “t(x) ¢ F si x € G”. Montrons qu’alors les
polynomes A;(X, (X)) sont premiers entre eux dans K [X] pouri = 0, ..., d.
Sinon ces polynémes auraient un diviseur irréductible commun H(X). On
aurait que H(X) divise §(X) et donc un des éléments de G, disons zj,
serait racine de H(X). Mais alors on aurait A;(z;,t(xz;)) = 0 pour tout
i=0,...,d, ce qui pour ¢ = i(z;) contredit le fait que t(z;) ¢ F'. m

Preuve du théoreme 3. Soient Pi,..., P, des polynomes irréductibles
dans K[X, T, Z] de degré >0enZ. Alors ils sont primitifs comme polynomes
en Z a coefficients dans K[X,T)] et ils sont irréductibles dans K (X)(T)[Z].
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Ainsi, en vertu de la proposition pour m = 1, il existe un polynéme ¢ €
K[X,t] non nul tel que pour tout (zg,t9) € K? avec ¢(zq,t9) # 0, et pour
tout \gp € K sauf dans un ensemble fini E, ’élément ¢(X) = to+ \o(X — x0)
de K(X) est dans la partie hilbertienne Hp, . p,.

Considérons chaque polynéme P;(X,T,Z) comme polynome en Z a co-
efficients dans K[X, T :

P(X.T,2)= > AuX,T)Z} -7y,
1=(i1,...s0q)
avec i1 + - -+ +ig < degy(P;) pour j =1,...,7.

D’apres I’hypothese du théoréme 3, pour chaque j=1,...,r, les polyno-
mes A;;(X,T) sont premiers entre eux dans K[X,T]. En vertu du lemme 1,
il existe deux ensembles finis F; et G; tels que pour tout ¢(X) € K[X]
vérifiant “t(z) ¢ F; pour tout z € G;”, les polynémes A;;(X,t(X)) sont
premiers entre eux dans K[X] pour j =1,...,7r.

On pose ensuite I = (J;_; Fj et G = [Jj_; Gj; ce sont deux ensembles
finis. D’autre part, ’ensemble

U={(z,t) € K?: x # g pour tout g € G}

est un ouvert de Zariski, donc est dense dans K?2. On peut alors choisir
(zo,to) € U qui n’appartienne pas au fermé propre de Zariski, Z(¢) =
{(z,t) € K% : ¢(x,t) = 0}. Soit finalement \g # (f — t0)/(g — o) pour
tout f € F et pour tout g € G et \g € E (c’est-a~-dire un nombre fini
d’exceptions). La condition sur Ag entraine que “t(z) = to + Ao(xz — xp)
¢ F pour tout x € G”. En particulier “t(z) ¢ F; pour tout z € G,
(j = 1,...,7)". Pour t(X) ainsi construit, on voit que les polyndmes
Pj(X,t(X), Z) sont irréductibles dans K (X)[Z] (proposition) et sont primi-
tifs (lemme 1), j=1,...,7. =

REMARQUE 2. Le théoreme 3 n’est plus vrai si on remplace K[X] par
Z. En effet : si on prend le polynome P(T,Z) = (T% —T)Z + (T? — T + 2),
qui est primitif dans Z[T|[Z], alors pour tout t € Z, t? —t et t*> — t + 2 sont
des entiers pairs et donc P(t, Z) est réductible dans Z[Z].

On termine ces préliminaires par le lemme suivant qui résulte de fagon
immédiate du lemme de Gauss.

LEMME 2. Soient A(X) et B(X) deux polynomes de K[X] qui n'ont
pas de facteur commun dans K[X]. Alors le polynéme P(X,T) = A(X) +
TB(X) est irréductible dans K[X,T)].

REMARQUE 3. Une application du théoréme 3 au polynéme P(X,T) du
lemme 2 (vu comme polynéme dans K[X;][T][Xs, ..., X,]) fournit I’énoncé
suivant : si A(X) et B(X) sont premiers entre eux dans K|[X]| et de degré
> 0 en (X2,...,X,), alors il existe une infinité de m(X;) € K[Xi] tels
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analogue du fameux théoréme de la progression arithmétique.

que A(X) + m(X1)B(X) est irréductible dans K[X], ce qui constitue un

3. Preuve du théoréme 2. Dans une premiere étape, on montre ’exis-
tence d’un polynéme Py € K[X] tel que Py(X) — a; = fi(X)pi(X), avec
pi € K[X] pour touti = 1,...,s. Celarésulte du lemme chinois : ’hypothese
(fi) + (fj) = K[X] si i # j entraine que ’homomorphisme ¢ : K[X]| —
[T;_, K[X]/(fi) est surjectif.

De plus les polynémes P € K[X] pour lesquels P — a; est divisible par
fipouri=1,...,s sont de la forme

P(X) = Py(X) +d(X) ] fi(X)
=1

avec d(X) € K[X]. Quitte a changer Py(X), on peut supposer que deg ., (p;)
>0,2=1,...,s.

On se demande maintenant si parmi ces polynomes P(X), il en existe
pour lesquels P(X) — a; = f;(X)H;(X) avec H; irréductible dans K[X] et
ne divisant pas f;,i=1,...,s.

Pour répondre a cette question, nous allons utiliser le théoreme 3. Nous
allons ’appliquer aux polynomes

pX)+T [ £(X), i=1...5
1<j<s
J#i
avec les variables X, T et Z du théoreme 3 prises respectivement égales a
X1, T et (Xg,...,X,). Vérifions d’abord que ces polynomes satisfont les
conditions du théoreme 3. Pour vérifier l'irréductibilité de ces polynomes
dans K[X,T,Z] = K[|X,T), on utilise le lemme 2.

Les polynomes p; et [],;- j<s,ji /7 sont premiers entre eux dans K [X].
En effet : si p est un diviseur irréductible dans K[X] de ces deux polynomes,
alors p divise I'un des f; (j # i) et p divise p;, donc p est un diviseur commun
des polynémes Py — a; et Py — aj, ce qui est impossible pour j # i.

Nous pouvons donc appliquer le théoréeme 3 : il existe une infinité de
m(X1) € K[X1] de degré 1 tels que les polynoémes

pi(X) +m(Xy) H fi(X), i=1,...,s,
1<5<s
J#i

sont irréductibles dans K[X]. En posant, pour tout i = 1,...,s,

P(X) = Ry(X) +m(X1) [ ] £i(X),
=1
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Hi(X) = pi(X) +m(X1) H fi(X)
%
on obtient
P(X) —a; = fi(X)Hi(X)

et les polynomes H; (i = 1,...,s) sont irréductibles dans K[X]. De plus, on
peut choisir m(X1) de telle sorte que H; ne divise pas f;, i =1,...,s: pour
une infinité de choix du polynéme m(X;) (de degré 1), les polynémes H; cor-
respondants ne sont pas proportionnels et ne peuvent donc pas étre tous des
diviseurs irréductibles de f;, i =1,...,s. Compte tenu de la remarque 1(a),
cela acheve la preuve de la premiere partie du théoreme 2.

Pour la deuxiéme partie, on note I C {1,...,s} I'ensemble des indices
1 tels que f; est non constant. On suppose que les polynémes f; avec ¢ € [
se décomposent dans K[X] en produit de facteurs irréductibles distincts de
degré 1. On pose, pour chaque i € I, fi(X) =[]}, 9ix(X) ot m; > 1 est
le nombre de facteurs de f;. La condition (f;) + (f;) = K[X] pour i # j
dans I entraine que les facteurs g; j et g;, sont étrangers, c’est-a-dire n’ont

pas de zéros communs dans (K)" pour tous k =1,...,m;et h=1,...,m;;
les g; sont donc de la forme a1 Xy + -+ + o, Xy, + o (& un coefficient
multiplicatif pres), avec i € I, k=1,...,m; et ot les o; ;, sont deux & deux
distincts. Pour tous indices 7,5 € I, k =1,...,m; et h =1,...,m; tels que
(i, k) # (j, h), on pose
1
Uipih = ————  Vihih = —Uikih]
lak’J’h a,hk _ aj7h lak’J’h 7'7k).])h

on a alors
Wi go,jh ik (X) + Vi g ngn(X) = 1.
Pour tout couple (i, k) fixé, avec i € I et k = 1,...,m;, en développant
l'identité
I @ikgngin(X) +vikjngin(X)) =1,
(5,h)#(ik)
on voit que le polynéme défini par
bieX)= ] vikgnginX)
(4,h)#(i,k)
vérifie 1 — b, € (gik) et bix € ﬂ(j,h#(i,k) (gj,n)- On pose alors

Py(X) = ZZ a;b; 1 (X).

i€l k=1

On vérifie facilement que Py(X) — a; est divisible par g; ;, pour tous i € I et
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k=1,...,m;, et donc est divisible par f; pour tout ¢ =1,...,s. De plus
S
deg(Py) < max{deg(b;,)} = (D des(f)) 1.
Lk i=1

Finalement, pour le polynéme P correspondant, on a

deg(P <Zdeg f1)+1 "

REMARQUE 4. Si on prend des polynomes fi,..., fs dans K[X] de la
forme f;(X) = [[2; (9(X) + air), avec g € K[X]\ K et les éléments o 1, €
K deux a deux distincts, alors en utilisant le méme procédé que ci-dessus,
on peut trouver une solution particuliere Py telle que

deg(Py) < (Zdeg fi) ) — deg(g).
Par conséquent le polynéme correspondant

P(X) = Py(X) +m(X1) f[fi(l()
est encore de degré (>°7 | deg(f;))+1

4. Le cas d’une seule variable. On finit cet article par un analogue
de notre résultat dans le cas d’une seule variable, en supposant le corps K
hilbertien (par exemple K = Q). Dans ce cas nous dirons qu'un polynéme
p(X) € KI[X] est strictement composé sur K s'il existe deux polynomes
r(X),q(X) € K[X] avec deg(r) > 2 et deg(q) > 2 tels que p(X) = r(¢(X)).

Rappelons le résultat suivant, dia a Fried [7], [8] : Les seuls polynomes
non strictement composés p(X) € Q[X] pour lesquels p(X ) —t est réductible
pour une infinité de t € Z \ p(Q) sont de degré 5. Ainsi pour un polynéme
non strictement composé p(X) € Q[X], si on définit le spectre o(p) comme
I’ensemble des t € Z tels que p(X) —t est réductible sur Q, alors o(p) \ p(Q)
est fini, sauf dans le cas exceptionnel ou deg(p) = 5. De plus Debes et Fried
ont montré [5], [6] que le cas deg(p) = 5 est réellement exceptionnel : il existe
des polynémes non strictement composés p(X) € Q[X] (de degré 5) pour
lesquels p(X) — t est réductible pour une infinité de ¢t € Z \ p(Q).

Dans ce contexte, on a I’analogue de notre résultat principal (théoreme 2),
pour K un corps hilbertien, & savoir :

THEOREME 4. Soient s > 1 un entier, a1, ...,as des éléments distincts
de K et fi,...,fs des polynomes de K[X] tels que (f;) + (f;) = K[X] si
i # j. Alors il existe une infinité de polynomes p(X) € K[X] non strictement
composés sur K (et méme irréductibles si ai,...,as sont non nuls) tels
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que p(X) —a; = fi(X)hi(X), avec hi(X) € K[X] irréductible pour tout
1=1,...,s.

Preuve. Quitte a ajouter a aj,...,as un élément supplémentaire as41
de K eta fi,..., fs un polynéme fs1q premier & f1,..., fs, on peut supposer
que Y7 ; deg(f;) est un nombre premier. Cette réduction nous sera utile en
fin de preuve.

L’existence d'un polynéme po(X) € K[X] tel que po(X) — a; =
[i(X)pi(X), avec p;(X) € K[X] pour ¢ = 1,...,s, se démontre comme
dans le théoréme 2 (par le lemme chinois). Et les polynémes p(X) € K[X]
pour lesquels p(X) — a; est divisible par f;(X),i=1,...,s, sont de la forme

p(X) = po(X) +t(X) [ ] £i(X)
i=1
avec t(X) € K[X]. De plus, on peut choisir po(X) tel que deg(py) <
Zf:l deg(fi)-

De fagon similaire a la preuve du théoréme 2, on considere les polynémes
S
i=1

QL. X)=p(X)+T [] £X) (i=1...59).

1<j<s

J#i
On montre comme dans la section 3 que les polynomes Q;(T,X) (i =
1,...,s), et P(T,X) si aj,...,as sont non nuls, sont irréductibles dans

K[T, X].

Il découle de I’hypothese “K hilbertien” appliquée aux polynomes
Qi(T,X),i=1,...,s,etenplus a P(T, X) dans le cas ot aq, . . ., as sont non
nuls, qu’il existe une infinité de ¢t € K tels que les polynémes correspondants,
spécialisés en T = t, sont irréductibles sur K.

Pour de tels t € K, on obtient bien, en posant p(X) = P(t, X) et h;(X) =
Qi(t, X), que p(X) — a; = fi(X)hi(X), avec h;(X) irréductible sur K, i =
1,...,s.

Enfin, pour tous ces t sauf un nombre fini, deg P(t,X) = degyx(P) =
>oi_, deg(f;) est premier (grace a la réduction préliminaire) et donc p(X
est non strictement composé sur K.

De plus, dans le cas ou ay,...,as sont non nuls, pour les ¢t € K choi-
sis comme ci-dessus, on a aussi le polynéme p(X) = P(t, X) irréductible
sur K. m

REMARQUES 5. (a) Dans la preuve ci-dessus, nous assurons la non-com-

position des polynoémes p(X) en les construisant comme spécialisations de
polynémes P(T,X) de degré premier en X. Plus généralement il est vrai
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que si P(T, X)) est non strictement composé sur K (7") alors P(t, X) est non
strictement composé sur K pour une infinité de ¢ € K.

En effet, P(T, X') non strictement composé sur K (7") équivaut a dire que
le groupe de Galois G du polynéme P(T, X)— Z sur K(T')(Z) agit de fagon
primitive sur les racines x1,...,z4 (ou d = degy(P)) dans K(T,Z) de ce
polynéme ([12] ou [2, énoncé 4-9]). Cette action est (équivalente &) l'action
de G sur les classes a gauche de G modulo le sous-groupe H qui fixe x1. Grace
a ’hypothése “K hilbertien” on peut trouver une infinité de t € K tels que
G reste le groupe de Galois du polynome spécialisé P(t, X) — Z sur K(Z) et
H reste le fixateur de z1(t). Pour ces t, Iaction précédente correspond alors
aussi & celle de G sur les racines z;(t),...,z4(t). Cette derniere action est
donc primitive. On en conclut donc que pour les ¢ considérés, P(t, X) est
non strictement composé sur K.

(b) Etant donné {ay,...,as} C K, le théoréme 4 permet de construire
p(X) € K[X] non strictement composé tel que {a1,...,as} C o(p). Il parait
plus difficile de prescrire exactement o(p) comme dans le cas de n > 2 varia-
bles. En effet, les résultats de finitude de ’ensemble o (p) \ p(Q) démontrés
par Fried utilisent le théoreme de Siegel sur les points entiers des courbes
algébriques, lequel n’est pas effectif. On ne peut donc pas les utiliser pour
borner efficacement o(p), comme 'inégalité de Stein avait permis de le faire
pour n > 2 variables.
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