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1. Introduction. Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre entier su-
périeur ou égal a 2. Rappelons que tout entier strictement positif n admet
un unique développement g-adique de la forme

12
(1) n:anqj, 0<n;<q—-1,n, >1.
=0

Pour n = 0, on convient de poser v = 0 et ng = 0. Conformément & 1'usage,
pour tout 0 < k < g — 1 on désigne par |- | la fonction comptant le nombre
d’apparitions du chiffre £ dans le développement en base ¢, soit

Inle = #{0 <j <v|n; =k}

En particulier la fonction somme des chiffres est définie pour tout nombre

entier positif n par
14
s(n) = an = Z Eln|g.
j=0 0<k<gq
Dans la suite, la lettre p désigne toujours un nombre premier, nous notons
P l'ensemble des nombres premiers et, pour tout nombre réel z, e(z) =
exp(2imz), ||z| la distance de = & l'entier relatif le plus proche, 7(z) le
nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Enfin nous désignons
par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout nombre entier positif n
par
A(n) = {logp si n = p avec p premier et £ > 1,
0 sinon,
par ¢ la fonction indicatrice d’Euler et par 7 la fonction qui compte le nombre
de diviseurs.
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Afin de détecter les congruences nous utiliserons la relation d’orthogona-
lité classique : pour m € N* et (a,b) € Z2, on a

@) LS () {1 i =bmodn

=0 S11101.

Méme lorsque ce n’est pas mentionné, les constantes implicites dans les
< et O peuvent dépendre de la base de numération q.

1.1. Fonctions ¢-additives et fonctions digitales. La notion de fonc-
tion g-additive a été introduite indépendamment par Bellman et Shapiro [3]
et Gelfond [2I]. Il s’agit des fonctions f : N — R qui vérifient, pour tout
(a,b,5) € N? tel que 0 < b < ¢/,

flag’ +b) = f(aq’) + f(b).
Une fonction g-additive vérifie donc nécessairement f(0) = 0. Lorsque l'on
a de plus f(ag’) = f(a) pour tout (a,j) € N? on dit que la fonction f est
fortement q-additive. La fonction somme de chiffres appartient & la classe
des fonctions fortement g-additives a valeurs entiéres. Si f est fortement
g-additive alors on a, pour tout nombre entier positif n vérifiant ,

3) PO md) = 3 )= 3 fE)inlk,
0<j<v 0<j<v 1<k<q

de sorte que f est complétement déterminée par ses valeurs f(k) pour 1 <
k < g. Réciproquement, toute fonction de la forme f(n) = >4, arlnlk
est fortement g-additive. Par contre on remarquera que la fonction |- |p n’est
pas fortement g-additive.

Bassily et Katai ont étudié dans [27] et [2] la distribution limite des
fonctions g-additives dans ’ensemble des nombres premiers. On en déduit
par exemple que lorsque f est fortement g-additive alors

Tr(lx)#{p <z ‘ f(p) < pylogyx + y\/a}%kJTq:c} = (y) +o(1)

ol juf = éZO§k<q f(k), a]% = 520§k<q f2(k) — ,u?c et @ désigne la distribu-
tion normale.

NoTATION 1. On note F l’ensemble des fonctions f : N — R définies
pour tout nombre entier positif n par

(4) fn)= > axlnls,
0<k<q
ol o, a1, . . ., 0g—1 sont des nombres réels.
Si € est un ensemble d’entiers vérifiant card{n < x | n € £} >¢ 2’

pour tout 6 < 1, Copeland et Erdds [12] ont montré en 1946 la normalité du
nombre réel dont I’écriture en base ¢ est formée de 0 suivi de la concaténation
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dans l'ordre croissant des éléments de I’ensemble & écrits en base ¢. Il découle
en particulier de leur théoréme que si f € F alors

Zf( Z ay + o(z

p<w 0<k<q

ql ogq

Drmota et Mauduit ont étudié dans [I5] certaines propriétés statistiques
de ces fonctions, appelées fonctions digitales, et 'objet de ce travail est
d’étudier les sommes d’exponentielles le long des nombres premiers associées
a ces fonctions.

1.2. Propriétés digitales des nombres premiers. On ne connait pas
d’algorithme simple permettant de savoir si un nombre entier est premier &
partir de la donnée de son écriture en base q. Minsky et Papert ont d’ailleurs
montré dans [33] que I'ensemble des nombres premiers n’est reconnaissable
par aucun g-automate fini (pour cette notion, on pourra consulter [I] ou [17]).
Cobham a présenté dans [10] plusieurs preuves alternatives de ce résultat,
qui a été généralisé par Hartmanis et Shank dans [25] et Schiitzenberger
dans [35] en montrant qu’aucun ensemble infini de nombres premiers n’est
reconnaissable par un g-automate fini (ni méme par un automate a pile), par
Mauduit dans [29] en montrant que I’ensemble des nombres premiers n’est
engendré par aucun morphisme sur un alphabet fini et par Cassaigne et Le
Gonidec dans [9] en montrant que l’ensemble des nombres premiers n’est
reconnaissable par aucun g-automate infini (voir [30] pour cette derniére
notion).

Il existe peu de résultats dans la littérature concernant les propriétés des
chiffres des nombres premiers. Le théoréme de Lejeune Dirichlet (voir [28]
pp. 315-342] ou [14], p. 34]) concernant la répartition des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques peut étre considéré comme le premier
résultat dans ce domaine. Il permet de montrer, comme 1’a remarqué Sier-
pifiski, que pour toute suite finie de chiffres aq,...,a,, et b1,...,b, telle
que pged(by,q) = 1, il existe une infinité de nombres premiers dont les m
premiers chiffres sont successivement a1, . . ., a,, et les n derniers chiffres suc-
cessivement by, ..., b, ([36] contient une preuve de ce théoréme dans le cas
g = 10 et attribue a une remarque de Knapowski le cas général). Harman et
Katai ont étendu dans [24] ce résultat & des nombres premiers qui possédent
certains chiffres librement préassignés, améliorant des résultats antérieurs
dus a Katai, Harman et Wolke [27, 23, 37] : pour tout nombre entier ¢t > 0
fixé, pour tous 0 < j; < - -+ < jy < ket pour tout (by,...,b) € {0,...,q—1}
vérifiant (b1,q) = 1si j; = 0 et by # 0 si j; = k, pour tout ¢ > 0 fixé et pour
tout nombre entier ¢ vérifiant

(5) 1<t < eVk/logk,
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on a, pour N = ¢*, k — oo,
k
Card{p <N ‘p = ijqjv (pj17“’ 7pjt) = (b17~ . -ubt)}
j=0 N
og N
q

7 si g1 >0,

[~
-

N
¢ p(q) log N
Dans un travail récent [6l [7], Bourgain a amélioré lorsque ¢ = 2 de maniére

quasi-optimale ce résultat en montrant qu’il restait valable pour tout nombre
entier ¢ vérifiant 1 < ¢ < ¢k ou ¢ est une constante fixée.

si j1 =0.

Le théoréme suivant démontré par Mauduit et Rivat dans [32] a permis
de répondre a une question posée en 1968 par Gelfond dans [2I] concernant la
somme des chiffres des nombres premiers (voir [19] [I8, T3] pour une réponse
partielle dans le cas des nombres presque premiers, c¢’est-a-dire ayant au plus
r facteurs premiers, ol 7 > 2 est un nombre entier fixé).

THEOREME A. Pour ¢ > 2 et a € R tels que (¢ — 1)a € R\ Z, il existe
oq(a) > 0 tel que pour z > 1, on a

(6) > A(n) e(as(n)) Kga z' 70,

n<x

Un raffinement dans la preuve de [32] permet de s’affranchir de la dé-
pendance implicite en « et de fournir une forme explicite pour l’exposant
o4(a) : c’est objet du théoréme 2.1 de [16], qui permet de choisir o4(a) =
c/|(g — 1)a|? ol ¢ est une constante strictement positive qui ne dépend que
de gq.

Lorsque ¢ = 2, pour toute partie £ de N, Bourgain a généralisé dans
[4] estimation @ au cas ou la fonction s est remplacée par la fonction
sp définie pour tout nombre entier positif n par sgp(n) = Y ,.pn; et qui
apparait de maniére naturelle dans le cadre de I’étude de la transformation
de Fourier-Walsh (voir aussi [22] pour le cas ou le cardinal de I’ensemble E
est négligeable par rapport a y/logx, et [5 [8] pour 'étude de la distribution
de ces coefficients de Fourier-Walsh).

2. Résultats. Il est assez naturel de rechercher une estimation similaire
a @ pour une fonction fortement g-additive arbitraire. Nous établissons un
tel résultat en traitant plus généralement la somme d’exponentielles

(7) Y Am)e(f(n)+pn) (z>1,8€R)

ou f est une fonction digitale.
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Pour estimer nous allons distinguer deux cas selon que la suite
ap, 1, ..., (g1 est une progression arithmétique modulo 1 ou non :

Cas 1 : la suite g, a1, ...,a4—1 est une progression arithmétique mo-
dulo 1, c’est-a-dire qu’il existe 6 € R tel que pour tout j € {0,...,¢g— 1} on
a aj = ap + j0 mod 1. Nous verrons que dans ce cas le comportement de la
somme d’exponentielles (7)) dépend de (¢ — 1) :

Si(¢—1)8 € R\ Z alors on a

Z Aln )+ Bn) = o(x).
n<ax
Si (¢ —1)0 = ¢ € Z alors, en écrivant
aj =ag+jl/(¢—1) mod 1
pour 0 < j < g, et en notant que |njo+- - -+|ns—1 = [log, n]+1, on parvient

A 'identité

> A(n)e(f(n) + Bn) =Y _ An) <ao [log, 7]

n<lx n<lx

¢
e(ap ZA <a0 [log, n J—I—q_nl+ﬁn>,

n<x

s(n) + 5n>

car s(n) = n mod (¢ — 1) pour tout entier naturel n. En découpant la somme
en n suivant des intervalles g-adiques, on se raméne ainsi & 1’évaluation de
sommes d’exponentielles de la forme

Z/l e(nd) (PeR,0<y<u),
y<n<xz

qui peuvent étre estimées par des techniques classiques de théorie analytique
des nombres.

Cas 2 : la suite ag, aq, ..., aq_1 n’est pas une progression arithmétique
3 3 s Lbg
modulo 1. Dans ce cas nous verrons que 1’on a toujours

Z A(n )+ fBn) = o(x).
n<x
Ceci nous conduit & introduire le sous-ensemble suivant de F :

NOTATION 2. On note Fy l'ensemble des éléments de F pour lesquels
la suite des nombres réels ag, a1, ..., ag—1 est une progression arithmétique
modulo 1.

REMARQUE 1.

e Lorsque ¢ =2 on a F = Fy.
e Pour ¢ > 2 et f(n) =as(n) avec « € R, on a f € Fy.
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LEMME 1. La suite g, v, . . ., 0ig—1 est une progression arithmétique mo-
dulo 1 si et seulement st
. . . 2
min i = = (i = j)t[|” =0.
0<j<i<q
Démonstration. Si la suite ag, a1, ..., aq—1 est une progression arithmé-

tique modulo 1 alors il existe ¢t € R tel que pour tout j € {0,...,q — 1},
aj = ag + jt mod 1. Par conséquent pour tout (i,5) € {0,...,¢—1}* on a
oy — aj — (i — j)t|| = 0. Réciproquement, si

min ||ozi—aj—(i—j)t||2 =0
teR —t
0<5<i<q

alors il existe un ¢ € R qui réalise ce minimum. Pour cette valeur de t tous
les termes de la somme sont nuls, donc pour tout j € {0,...,¢ — 1} on a
lo; — g — jt||* = 0, c'est-a-dire a; = g + jt mod 1. m

Pour tout f € F on note
®) oolf) =min 32 i~ ag— (i~ )il
0<j<i<q
et on remarque que
feFo & o4(f)=0.

Nous allons démontrer les théorémes suivants.

THEOREME 1. Pour tout ¢ > 2, il existe c; > 0 tel que pour tout f € Fo,
x>2, R, ona

©) > A(n)e(f(n) + fn) < (log )it —eall@-Dol,
n<lz
ot 0 = oy — o et ot la constante implicite ne dépend que de q.

REMARQUE 2. En appliquant le théoréme[I]avec f(n) = as(n) ot o € R,
on a § = « et on obtient une généralisation de la proposition 2.1 de [16].

THEOREME 2. Pour tout ¢ > 2, il existe cqg > 0 tel que pour tout f € F,
x>2, BeER, ona

(10) " Am)e(f(n) + Bn) < (log )t —reD),
n<lz
ot la constante implicite ne dépend que de q.

Les théorémes [I] et [2 permettent d’obtenir plusieurs applications de na-
ture arithmétique qui feront I'objet d’un travail ultérieur.
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REMARQUE 3. Par la méme méthode, on peut obtenir des majorations
analogues pour les sommes

> uln ) + Bn),
n<x

ou u est la fonction de Mobius, en utilisant une variante de l'identité de
Vaughan adaptée a la fonction p (voir [26] proposition 13.5]).

La remarque [3| montre le lien entre notre travail et le programme général
proposé par Sarnak concernant le principe heuristique connu sous le nom de
«Mo6bius randomness principle» (voir par exemple [34], [26] p. 338], ainsi que
les articles [22], [4] et [5] déja cités dans le paragraphe [1.2)).

3. Description de la preuve des théorémes 1 et 2. L’identité de
Vaughan (voir par exemple [26] paragraphe 13.4|) appliquée a la somme
conduit & I'estimation de sommes classiquement qualifiées de type I et II,
qui font 'objet des paragraphes [0] et [7] respectivement. La pertinence de
ces estimations repose sur I’étude de la transformée de Fourier discréte de
versions tronquées de la fonction f. Plus précisément, nous fournissons au
paragraphe [5| des estimations en moyenne L' et en norme infinie de ces
transformées de Fourier discrétes, qui semblent présenter un intérét intrin-
séque. La mise en ceuvre via l'identité de Vaughan de la fin de la preuve des
théorémes [T] et [2] est effectuée au paragraphe

La fonction somme des chiffres s correspond & un cas trés particulier
de fonction digitale car (s(0),s(1),...,s(¢ — 1)) =(0,1,...,q — 1) constitue
une progression arithmétique. Dans la méthode mise en place dans [32] il
est crucial de pouvoir estimer de maniére trés précise les transformées de
Fourier discrétes

sin mg(o = h/g))
sinm(a — h/q7)

A
1

Lorsque f est une fonction dlgltale quelconque, I’étude des transformées de

Fourier discrétes
|F)\ h O[ == )\ H @( ) 9
7j=1

ol p(t) = [Xp<pqelar — kt)|, est extrémement délicate. Si ap, ..., a1
constitue une progression arithmétique modulo 1 (c’est-a-dire si f € Fy),
la fonction ¢ est une somme géométrique et la méthode mise en place dans
[32] se généralise et permet d’obtenir le théoréme [I} Dans le cas général la
stratégie développée dans [32] est inopérante et il est nécessaire d’étudier
d’une maniére beaucoup plus fine ces transformées de Fourier. C’est ’objet
des lemmes 2H7
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4. Lemmes techniques. Nous établissons dans cette section quelques
lemmes utiles pour la section 5] Nous commengons par fournir deux lemmes
généraux concernant certaines moyennes quadratiques et biquadratiques
d’un polynéme trigonométrique.

LEMME 2. Soit K € N et P(t) = ZkKZO cre(kt) (¢ € C). Alors pour
tout nombre entier N > K +1 on a

1 n 2 K
_ 2
3 P<t+N> _kzom |

Démonstration. En développant le carré du membre de gauche et en
intervertissant les sommes on obtient

Zchck/e ((k— K)t) ]Vz_fe((k—k’):[).

k=0 k'= n=0
Pour tout N > K—i—l, il y a équivalence entre k—k’ = 0 mod N et k—k' =0,
d’ou I’égalité annoncée. m
LEMME 3. Soit K € N et P(t) = S0 ere(kt) (cx € C). Alors |P(t)[?
est un polynome trigonométrique de degré K :

|P(t) Z (Z Cj+k CJ)

|kI<K j

ot la somme sur j est restreinte par max(0,—k) < j < min(K, K — k), et
pour tout nombre entier N > 2K + 1 on a

1 n 4 K 9
k=—K J

Démonstration. On écrit

ZZC’C? (1 —7)t)

1=0 j=0
et en posant ¢ = j+k on obtient la premiére égalité. Pour montrer la seconde
égalité, on observe que |P(t)|? = |Q(t)| avec

Z (Z Cj+k CJ) (k + K)t) Z (Z Cj+k'—K C]) e(k't),
|kI<K Jj 0<k/<2K = j
et on applique le lemme [2| & Q(t)
Pour R € N* et u € R, introduisons

(11) r(w) =] = e(ru).

0<r<R
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LEMME 4. Pour des nombres entiers L > 2 et R > 2, on a
1 |€] l 1
12 — 1-— < <1
(12) RL gﬂ L> (RL) 4-2V2

Démonstration. Pour 0 < a < 1 fixé, la fonction x +— sin(rax) est

concave sur [0;1/2], d’ou sin(waz) > 2xsin(wa/2). En prenant a = |¢|/L
et z =1/R, on a donc

1 4 sin 7r|£\ < sin 7T|L€| B ml

RQOR RL Rsm % 2sin WM ~ar

Le noyau de Fejér d’ordre L — 1 vaut, pour tout t e R,

Kr(t)= ( - ‘?) cos(2mbt) = 3 ( |£|) e(lt) = i(siﬁfy

[¢|<L [¢|<L

Nous avons ainsi
1 |€] !/ 1 1
_ e § < = _
AL 2 <1 L)w <RL> LKL<4L>

|¢|<L
1 <sinj;>2 1
T2\ on T = 2.2 T
L sin 47 2L4sin I

Par Concavité de la fonction sinus, pour tout x € [0;7/8] on a la minoration
sinz > 22 sin I, ce qui, appliqué avec z = m/4L € [0;7/8], donne

1 ( |€|> ( ¢ > 1
(e <
> R R
RL <L L RL 8 sin .

d’ott la majoration (12)) puisque sin? g=02- V2)/4. =

5. Etude de transformées de Fourier discrétes. Dans cette section
nous considérons une fonction f € F fixée, ce qui revient a fixer un g-uplet
(a, ..., 0q-1) de nombres réels. Pour tout A € N et tout k € {0,...,¢—1},
nous introduisons les fonctions | - |y 5 définies par

(13) In|xr =#{0<j<X|n; =k} (n:anqj,Ognj<q),
j=0
et la fonction fy définie par
(14) )= arlnlyg
0<k<q
Remarquons que pour j € {0,...,¢q — 1}, u,v € N, v < g, et A € N* on a
(15) lug + v[x; = [ulr-1,; + |vl;,
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Aug+v) = hoa)+ D ol = fHroa(u) + .

0<j<q

La fonction n + e ( f)\(n)) étant ¢*-périodique, nous pouvons considérer
sa transformée de Fourier discréte

(16) Bt = ¥ e(nw-%) wen
0<u<g?

On a Fy =1, et pour A € N*| en remplagant u par ug 4+ v avec 0 < v < g et
0<u< q’\_l, nous obtenons

F\(h) = qlA e<av - g) Z e(fAl(“) - 1:1)

0<v<q 0<u<gr~1 q
= (1] e<0év Uf)ﬂ—l(h)
0<v<q
Par récurrence, on obtient donc
12 (h
(17) RwI=51e(5) Gemnen,
j=1

ol ¢ est la fonction 1-périodique définie par

> e(ak—kt)‘ (t € R).

0<k<q

(18) p(t) =

Les calculs ultérieurs nécessitent deux types de renseignements spéci-
fiques concernant la fonction F) : une majoration en moyenne le long d’une
progression arithmétique et une majoration en norme infinie.

5.1. Estimations en moyenne. L’objectif de ce paragraphe est d’ob-
tenir une estimation fine du comportement en moyenne de F le long d’une
progression arithmétique. Dans le cas de la fonction somme des chiffres et
lorsque g > 3, cela repose essentiellement sur I’étude de la fonction de trans-

fert
By (1) = - 3 cp(t—l—;),

0<r<q

ou @ est définie par avec oy = ka et v € R. Dans le lemme 16 de [32]
(la fonction de transfert y est notée ¥,), il était possible d’obtenir pour @,
une borne uniforme meilleure que la racine carrée de la borne triviale. Une
telle majoration n’est pas disponible dans le cas plus général traité ici. Dans
le cas ou ¢ = 2, pour la fonction somme des chiffres, le lemme 18 de [32]
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repose sur ’étude de la fonction de transfert d’ordre 2 :

ég(t):i > <t+r>@1<t—gr>

0<r<q
t+r t+r s
:22 <Q)Z(p(q2 +Q>'
0<r<gq 0<s<gq

Pour des raisons techniques qui apparaitront clairement dans la preuve de la
proposition (1] infra, résultat principal de ce paragraphe, nous avons besoin
d’introduire une généralisation de la fonction @5. Posons, pour tout ¢ € R et
tout (R, S) € N*2,

(19) U(t,R,S) = 22 <t”>2¢(tq¥+;>,

r<R s<S

ol ¢ est définie par . Pour tout t € R, on a la majoration triviale
U(t,R,S) < RS. Un majorant pour ¥(t,R,S) de la forme (RS)™ avec
ng < 1/2 est fourni au lemme [7] infra, dont la preuve repose sur les lemmes
[] et [6] qui suivent.

LEMME 5. Pour R|q et S|q on a

(20) meSVsij<—ﬁfﬁmG;)

! Jei<ars
ol QR est définie en .

Démonstration. Commencgons par remarquer que d’aprés le lemme [2] ap-
pliqué a la fonction ¢, pour tout nombre entier N > ¢ on a

1= n
21 — 2t+ =) =q
(21) ]Vﬂ¢<+N)q
En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz & la somme sur r dans 'ex-
pression de ¥(t, R, S), et en observant a 'aide de (21)) que

1 of t4+7) 1 of t  rq/R
I D C ORI (e
0<r<R
t
2
o) =1
2. ¢ <R " Q> ’
on voit qu’il suffit de majorer par le membre de droite de I’expression

Z Z (t+r ;)

0<r<RO<s<S

IA
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Maintenant on peut écrire

S . . . NS
Z ¢2<u+ S) = Z Z e(oy —aj — (1 — j)u) Z e<—(z —j)S>,
0<s<S 0<i<q 0<j<q 0<s<S
ce qui entraine, d’aprés ,

Z¢2(u+;>zsz 3 el —ay — (i — ju).

0<s<S 0<i<g 0<j<q
j=imod S

Il suffit donc de majorer par le membre de droite de I’expression
t+r
VD VD W (R

0<7‘<R 0<i<qg 0<j<q
j=imod S

En intervertissant les sommes et en majorant trivialement, il suffit finalement
de montrer que le membre de droite de est égal & l'expression

22 3 | X e(-a-n)

0<i<q 0<j<q 0<r<R
j=imod S

En découpant par tranches de longueur .S on obtient

EDIID D E =)

0<i<S 0<k<q/S 0<j<q
Jj=imod S

c’est-a-dire, en posant j=1i+kS,

s Z D> wR( k:SRkS)>’

0<i<S 0<k<q/S 0<k'<q/S

ce qui, en comptant le nombre de représentations de ¢ = &k’ — k, donne

# 2 (5 )en(GR)

le|<q/S
c’est-a-dire le membre de droite de . n

Lorsque S < ¢, le membre de droite de (20) est strictement inférieur a
RS car dans ce cas il existe des valeurs de £ telles que 1 < |{| < ¢/S, et
pour ces valeurs de £ on a ¢r(£S/qR) < R. En revanche, lorsque S = ¢, le
majorant dans vaut Rq et la majoration est donc triviale. Il est donc
nécessaire d’obtenir une majoration plus précise dans ce cas. C’est 1'objet
du résultat suivant.
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LEMME 6. Pour tout nombre entier R > 2 tel que R|q et tout t € R
on a

(2\3) v(t, R, q) < Rq(1 - O(f))
@(f):<1—2>{1—< q—l :qugke —aﬁk‘)m}
vérifie

(1) 6, :=mino(f) > (1 - ;){1 - (1 - q2(qz_1)>l/2} > qlg > 0.

Démonstration. En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz a la somme
en r dans Pexpression (19) de ¥(¢, R, S), on obtient

venos xS o(F) S(Se(Gr+)
P (xe <’f”+q>>2»

ou la derniére égalité provient de (| . Cela donne, vu que ¢ est périodique
de période 1,

R—1qg—1q—-1

1 t+r kK t+r k /£
At R,q) < — > > < +> < ++>.
( ) g _¢ R " q)"\arR Tq g

On isole ce terme ¢ = 0 dans la majoration de ¥2(t, R, q) ci-dessus et on
applique I'inégalité de Cauchnychwarz a la triple somme en 7, k et £ :

(25) VAtRq) SR+ L (Ry(q - )Y (1. R, )2

avec
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c’est-a-dire, d’apres (21),

qR—1 t—|—€
Y(t,R,q)=Rq" = ) 904<)-

=0 qF

Or d’aprés le lemme [3| appliqué a la fonction ¢, ©?(t) est un polynéome
trigonométrique de degré g—1 qui vérifie, pour tout nombre entier N > 2¢g—1,

N-1
1 n
(26) et n) = 3 [ elay o)
N N
n=0 |k|<q—1

J

‘ 2

Donc, comme gR > 2q — 1 (car R > 2), il en résulte que

T(ta Ra Q) Rq - Rq Z ’ E aj+k

|k|<g—1 j

2

9

ou encore, en isolant le terme k = 0 et en exploitant la symétrie entre —k
et k,

qg—1 q—1-k 9
T(ta R: q) = Rq4 - ng - QRQZ ’ Z e a]-i-k) )
k=1 Jj=

ce qui, en mettant Rg®(q — 1) en facteur et en reportant dans , donne

qg—1 q—1-k 1/2
Pt ) < R+ Rlg - ) (1= PIPIEE - )

et fournit bien .
La minoration s’obtient en ne conservant dans la définition de O(f)
que le terme k = g — 1 dans la sommation sur k. =

Introduisons la quantité

o = mx( log(4 ~2v2) 1 )

2 4dlogq—2log2’ 2 4logq
En remarquant que 0 < 6, < 1, on a

1 log(l—6 1
L, log(1-6,) 1
2 4logq 2
et
11 -2 1 log(4—2v2 1
038577665 < L logd=2v2) 1 logd-2v2) 1
2 2log 2 2 4logqg —2log2 2
d’oul

(28) 0.38577665 < 1, <
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant.
LEMME 7. Pourt€R, R|q, S|q et R,S>2, on a
(29) U(t,R,S) < (RS)™.
Démonstration. Lorsque S < ¢, nous employons le lemme [3] :
una<d (- a(5)
[¢l<q/S

En appliquant le lemme [d]avec L = ¢/.S, on obtient, pour R > 2, S'|gq, S < ¢
(et donc S < gq/2et L > 2),
log(4—2v2)
U(t,R,S)? < (RS)'™ lems

et, comme RS < ¢%/2, on a

log(4—2v2)
(30) U(t,R,S) < (RS) T dlgg—2lg2 (S < q).
Lorsque S = ¢, on emploie (23 et (24)), ce qui entraine
log(1-6q)

U2(t, R,q) < Ry (1 - 6,) = (Rg)" " s
et, comme R < ¢ et log(1 —0,) <0, on a

log(l—Qq)

(31) !I/(t R,q) < (Rq) dlogq
Les deux inégalités (30) et . entrainent bien

La proposition suivante généralise les lemmes 17 et 18 de [32].

PROPOSITION 1. Pour A€ N,a€Z,0<0 <\, ke N* k|¢", ¢tk
on a

(32) Yo B < kg OM Fy(a)).

0<h<g?
h=a mod kq®

En particulier, pour k=1, § =0, on a

(33) > FA(R)] < g"
0<h<g
Démonstration. Si A = 4, la condition k|¢g*~° entraine k = 1 et le

membre de gauche de qui vaut |Fs(a)| est bien inférieur au membre
de droite qui vaut lui ¢|Fs(a)|. Lorsque A > § nous reprenons les notations
introduites dans la preuve du lemme 17 de [32] : on pose pour § < 6 < A,
do = pged(q?, kq®), ug = ¢%/dy, et pour § < 6 < X, pg = dy/dg—, € N.
Rappelons que 'on a alors

(34) pola et ps<q,
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et que par ailleurs
(35) pged(pg,up—1) =1 (0 <O < N).
Enfin nous posons

(36) Gola,dg)= > [Fa(h)l= D> [Fola+udy)| (5<6<N),

0<h<q? 0<u<ug
h=a mod dgy

En écrivant u = sug_1 +v avec 0 < s < q/pp et 0 < v < up_1, on a, pour
6< <A

(37) Gg(a, d@) = Z Z ’Fg(a + vdy + Sqeflpe)\

0<v<ug—1 0<s<q/po

= Y. > [|Felatupedsr+sq"pg)l.

0<v<ug_1 0<s<q/pe

En employant ’écriture de |Fy| sous forme de produit, il vient

! a+vpgdy_1+sq?1
Gola,dg) =~ > [Fy-r(a+vppdg-)l Y w( o T '°9>.

0<v<ug_1 0<s<q/pp 4

La majoration triviale ¢(¢) < ¢ fournit donc la majoration
q
Gola,dg) < — Y |Fy_1(a+vpeds1)|.
0<v<ug_1

D’aprés , vpg parcourt bijectivement I’ensemble des classes modulo ug_1
lorsque v varie entre 0 et ug_1. Et comme la fonction h — Fy_q(a + hdy_1)
est ug_1-périodique, il s’ensuit

(38) Gy(a,dy) < %Gaq(a, do—1).

Nous effectuons & présent une seconde itération a partir de (37)) : pour §+1 <
0 < X, en posant v = rug_s +u avec 0 < u < ug_9, 0 <7 < q/pp—1, on a

Gola,dg) = > Y. > |Folatupy-rdo_a+rq" *po_1+5¢"" ps).
0<u<ug_2 s<q/po 7<q/po—1

En employant I'écriture de |Fy| sous forme de produit, on obtient, en posant
Ry = q/py et tg = Ro_1(a+ upg_1dg_2)/q"*,

Go(a,dy)
1 to+ 1 to+r s
—5 X Rt umdin)l S o o )
q OSU<U9,2 7’<R9,1 S<R9 RG—l qR9—1 R9

< max |[U(t, Ro—1, Ry)| > |Fy-a(a+ ups_1dy-)l,
€ 0<u<ug_o
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ce qui, comme pged(pg—1,ug—2) = 1, entraine
Go(a,dg) < max W (L, Ro—1, Ry)|Go—2(a, dp—2).

Notons que d’aprés , ona Ryg|lqet Rg > 2 pour § <60 < \. Par consé-
quent, d’aprés le lemme [7] appliqué avec R = Rg_1 et S = Ry, on a
2

Mg
(39)  Gyla,dg) < (peZe 1) Go_ola,dg_s) (6+1<0<N).

En appliquant 'inégalité (39)) [ (A — d)/2] fois, puis éventuellement une fois
I'inégalité , il vient
> IR = Gala,dy) < (pa- - psg1)"1q? OO Gy (a, ds).

0<h<g?
h=a mod kq¢°

Compte tenu des identités

dy k¢ 5
PPl = G = = k et Gsla,ds) = Gsa,q°) = |Fs(a)l,

nous obtenons bien la majoration (32]). m

5.2. Estimation en norme infinie. Posons

’Yq(f) —
(40) q max o(t)p(qt).

Notons qu’avec cette définition on a
(41) max | Fy(h)| < @ 0a(H)=D+1,
heZ

En effet, cela résulte directement de I’expression de F) sous forme de
produit et de la suite d’inégalités

A
[Teta) <a T lta®)elta™) < OVt < P,
j=1 0<i<|Mz2)

valables pour tout ¢ € R. Mauduit et Rivat ont obtenu dans [32], Lemme 20]
et [31, Lemme 7| des majorations de ~,(f) dans le cas particulier ou f(n) =
as(n) avec o € R. Nous commengons dans ce paragraphe par fournir une
majoration générale de v,(f) pour f € F qui est, compte tenu du lemme
non triviale dés que f ¢ Fy. Nous rappelons la définition de o4(f) en (§).

LEMME 8. Pour f € F, on a

8 . . ..
(42) o) < qexp(—qn% oy (i —y>t||2) (0<ij<aqteR),
et

(43) o) <1 ——29

- vtoa™ )
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Démonstration. Lorsque i = j, 'inégalité (42)) est triviale. Lorsque i # j,
nous avons

o(t) = | e(a; —it) +e(a; — jt) + Z e(ag — kt)‘
0<k<q
kg{i,g}

<le(a; —it) +e(aj — jt)| +q —2
— |1+ efai — a — (i — )] +q - 2.
Or d’apres le lemme 12 de [I1], nous disposons de I'inégalité
[L+e(®)] <201 -4]8]*) (B ER).
Ainsi

p(t) <201 —4)je — aj — (i — j)t||*) + g — 2
8 . .
_ q<1 ~SJai—a; - —y>t|2>,

et compte tenu de I'inégalité de convexité 1 —x < exp(—z) (z € R), nous
obtenons bien . Par ailleurs, en employant I'inégalité (42) pour chaque
couple (i,7) avec 0 < j < i < ¢ nous avons

_ _ 8 o
LR L CEID D PR (T

0<j<i<q
< q1@=D/2 oxp <zgq(f)) .

Cela fournit bien la majoration (43)). =

La preuve du Théoréme [I| nécessite une majoration spécifique de v4(f)
lorsque f € JFy. Pour ce faire, nous établissons en premier lieu un lemme
technique. Nous introduisons la fonction g, ¢ définie pour ¢ > 2, 6 € R par

9a6(t) = 10 + 1> + 10 + atl* (¢t € R).
LEMME 9. Pourq>2,0 €R, ona
. I(¢ —1)o|I?
min t)y > —————.
teR g%e( ) - (q+ \/5_ 1)2

Démonstration. Dans ce qui suit on désigne par d(z, A) la distance, au
sens de la valeur absolue, entre un nombre réel x et une partie A de R.
Posons &g = d((q — 1)9,Z) de sorte que

1 8o
d<9’q—1Z> g1

et introduisons un parameétre 0 € [0; dp] a fixer ultérieurement.
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Si [[(¢—1)t|| > 6, alors en employant I'inégalité |lul|>+ [Ju+v[|* > 3|v||?,
valable pour tout (u,v) € R? (cf. inégalité (3.2) de [20]), on obtient

1
gq,@(t) > 552

Si [[(g — 1)t|| < 9, cela signifie que d((¢ — 1)t,Z) < 0, soit

1 )
dlt,——Z L
(’q—l ><q—1
On a alors

d t+0,LZ >d G,LZ —d(t, L 4 250_5.
qg—1 qg—1 qg—1 qg—1

11 suit
dg— 0
d(t+06,7) >
( + ) ) — q _ 1 )
puis
(6 — do)?
9q0(t) 2 ——5-
q ( ) (q _ 1)2
Finalement
(1.5 (6—260)?
t) > 52— teR
gqﬂ( ) - m1n<2 ) (q _ 1)2 ( € )7
et en effectuant le choix § = —90Y2 , on parvient & la conclusion souhaitée. m
g+v2-1

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une majoration de ~4(f),
non triviale dés qu'il existe (i, 5) € {0,...,¢—1}? tel que (¢—1)(c;— ;) & Z.

LEMME 10. Pour f € F et pour tout (i,j) € {0,...,q—1}%, on a
All(g = D(es — )|

q(q+ V2 —1)?logg
Démonstration. D’aprés la majoration nous avons

o()p(at) < ¢ exp(—i Gorosoy (G — z‘)t)).

L’emploi du lemme [9] fournit alors directement la conclusion souhaitée. m

Yq(f) <1

On en déduit immédiatement lorsque f € Fy :

LEMME 11. Pour f € Fg, on a
4)l(g — 1)|I?

(a4) W) 1 e

avec 0 = o — ap.
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6. Sommes de type I. La majoration des sommes de type I constitue
la partie facile de la preuve des théorémes|[I]et[2l La proposition 2] fournit une
majoration des sommes de type I associées & la somme d’exponentielles
et généralise ainsi la proposition 2 de [32] : la preuve en est d’ailleurs essen-
tiellement identique, au moins une fois le lemme technique [12| établi. Nous
la restituons sommairement dans le seul but de montrer comment le terme
additionnel 8n dans ’exponentielle peut étre traité grace a un argument de
périodicité.

Pour f € F, A € N, nous introduisons la fonction

rt) = Y e(frl@)+1t) (teR).
0<t<g*

LEMME 12. Pourte R, N >1, ona

S e <20-1) Y 180

0<n<N A< llog N
ogq

Démonstration. Nous reprenons les notations de la partie 2 de [I5] :

_ Inlo_.In|1 Inl 1, m
Sn(zo,z1,...,Tq-1,Y) = E R R R R VA
0<n<N
et

w0 |n| 1 Inlv,q—1, n
Ty n(xo, 1y ..., Tg—1,Y) E xy Sz, Ty (N >1,veN),
0<n<N
ou les fonctions | - |, ; sont définies en (|13)), et nous posons

SN = SN(e(QO)v e(al)’ s 76(04(1*1)’ e(t))a
TV,N = TV,N(e(a0)7 e(al)v o 7e(aq—1)7 e(t))a
de sorte que

Sv=3 elf(n)+nt)

et
(45) Tyg =P, (t).

Nous pouvons écrire N =/{¢” + N’ avec v=|log N/logq|, N'<q”, 1<(<q.
Il résulte alors des formules fournies au lemme 2.1 de [I5] que

(46) | 2 e(fn)+nt)| = Sugnel < ISuge| + [T
0<n<N
<1Spe] + (= DTy | + [T
<@-1 Y Mgl+ (=)Dl + [Tl

0<j<v

<=1 Y Tl +ITn-
0<j<v
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En posant N’ = mg'+ N" avec i = |log N'/logq|, N" < ¢'’,1 <m < ¢, ona
TN | < |\Tymgi| + [Tine] < (@ = DI gil + |Tionr -
En itérant le procédé, on aboutit &
(47) Ty < (g —=1) Y [Tyl
0<A<i
En insérant dans nous obtenons

Y e <2a-1) Y Tl
0<n<N A<|log N/log q]
ce qui, compte tenu de , correspond bien & la conclusion attendue. m

PROPOSITION 2. Pour f € F, x>2, BER, 1 <M <z'/3 ona

E max
<
t<z/m e

Ze(f(mn) + ﬂmn)‘ < 2t 7D log
M<m<2M — t

la constante implicite ne dépendant que de q, avec

i 300,

Démonstration. Nous posons

T:= Z max ’ e(f(mn) + 5mn)‘

t
Me<mean =M

Pour M <m <2M, on a

B R R )|

0<n<t 0<k<m 0<l<mt

§2+% Y e(f(£)+f<ﬁ+:;>)‘.

0<k<m'O<t<mt
k
3% (ﬁ + > ‘
m

En employant le lemme [I2] on obtient pour mt < z,

> e<f(€)+€<5+2>> <2q-1) >

0<é<mt )\ log T
—loggq

de sorte que
T<<M+f Z S(M,q, )

)\<logT
log q
avec
k
(48) SM,q, N = > Y ‘¢A<ﬁ+m>‘.
M<m<2M 0<k<m

En organisant la somme du membre de gauche de selon la valeur de
d = pged(k,m), on a
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SMaN= >, >, D

1<d<2M M<m<2M 0<k<m
pged(k,m)=d

@A<B—|—:L)‘.

Tout comme la fonction F), la fonction @) admet une écriture sous forme
de produit : [@x(t)] = [o<j<r¢(—¢’t) (on aura remarqué que P)(t) =
¢ F\(—¢*)). En introduisant pour chaque d fixé un paramétre A\; < A,
on a donc, d’apreés la définition de v4(f) en ,

By (1)] < |@y, (£)]q70PIOA-ADFL,

Comme de plus les nombres réels k/m sont d?/M? bien espacés, on peut
appliquer l'inégalité de Sobolev-Gallagher a la fonction ¢ — @y, (8 + t) et
aux nombres k/m, et on obtient

DS @(mi)]

M<m<2M 0<k<m
< QDO 3 3

pged(k,m)=d
M/2<m<M 0<k<m
pged(k,m)=d

45)\1 </B+k>’
m

M? |
<o (2L LNCERERS Sl@&1(5+t)!dt)-

Comme la fonction @), est l—périodique, on a

% k()

M<m<2M 0<k<m
_ M 1
<00 (T fon @l 3§, 0l)
0

pged(k,m)=d

En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz puis l’égahte de Parseval, on
obtient, pour A € N,

L L 1/2

Jloat)lde < ([leamat) " = g2

0 0
Par ailleurs, on a

A< Y & ] el-d't)

0<j<A  0<i<A

< > 7 ] e=aty = D it

0<j<A 0<i<j 0<j<A
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Il en résulte que

Z Z k
m
M<m<2M 0<k<m
pged(k,m)=d

2 XA1/2
<<qw(f)(A—A1)<MC‘iJ2I/+qA1 3 qj/2>
0<j<A

d2

n = min(3, | ZECH/D )

log g

En observant que ¢ < min(¢*, M2/d?) et ¢~ < max(¢~*, qd?/M?), on
obtient

)RS

M<m<2M 0<k<m

2 A1/2
< aHO-A) (Mq 7 q3>‘1/2>.

On choisit alors

2
oy (54 )| <« M puho-r+ny2
m d?

pged(k,m)=d
M2 A2 M3—274(f) M2 M3—274(f)
el 2 e 2 A2 P T (A
CECT Tt Emp T TS E Tt 9t

la derniére inégalité résultant du fait que v,(f) < 1. Il suit
S(M,q,\) < M2qM? + M3~ log(20) g7,
puis
T < Y201 4+ 279D pr2=27a(f) log(2M).

Comme 1 < M < zl/ 3. on obtient bien la conclusion souhaitée. m

7. Sommes de type II

PROPOSITION 3. Pour tout f € F, toutes suites de nombres complezes
am et by, avec |am| < 1, |by| < 1,2 >2, 0<e<1/2, 2° < M,N < z,
MN <z, on a

(49) Z Z ambn e (f(mn) + fmn) < 28D logz,
M<m<2M N<n§2N

la constante implicite ne dépendant que de q, avec
. (e 1 . 1 log 2
50 el =min( 55 ) min( (5 - ) e 20— (1) ).

Démonstration. Quitte & intervertir les roles de m et n, on peut supposer
que M < N. Comme les constantes implicites sont autorisées & dépendre
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de g, la majoration (49)) est vraie lorsque N < (16¢)2. Nous supposons donc
dans la suite que N > (16¢)2. Nous posons

Si= > > ambne(f(mn) + Bmn)  (laml, |ba| <1, M < N).

M<m<2M N<n<2N
mn<zx

Notons tout d’abord que d’apreés I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
2

S?< M Z ‘ Z by e(f(mn) + pmn)

M<m<2M N<n<2N
mn<z

Rappelons l'inégalité de van der Corput (cf. par exemple lemme 4 de [32]) :
pour tous nombres complexes z1,...,zy et R € N* on a

‘gzjf < M{Z|zj|2+2 Z <1— > Zm %iarT }

ot R(z) désigne la partie réelle de z.
Considérons R un nombre réel tel que

(52) 4< R<ANYA,

et que nous fixerons ultérieurement. L’inégalité (51| appliquée aux nombres
complexes

zj = byyje(f(m(N +j)) + Bm(N + j)) L (N+j)<z>
de modules inférieurs a 1, et & R' = [R] (le plus petit entier > R), fournit
la majoration
‘2

(53) ] 3" bue(f(mn) + Brmn)

N<n§2N
J_V +R —1 N+R -1 r
ST 2 Mt > (1‘1%/)
N<n§2N 1<r<R’
X Z R (bpsrbne(f(m(n+r)) — f(mn) + Bmr)).
N<n<2N-—r
m(n+r)<z

En sommant sur m l'inégalité (b3), puis en intervertissant les somma-
tions, et enfin en observant que & +1}%%'/_1 < N +R pour R < N et que la
condition r < R = [R] équivaut a la conditlon r < R pour r entier, nous

obtenons la majoration
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2M2
4 2
(54) $* <
+Mnglra<xR Z ‘ Z e(f(m(n—kr))—f(mn)—kmrﬁ)‘.
N<n<2N M(<m§)2<M
m(n+r)<z

Le paramétre R ayant vocation & étre choisi relativement petit par rapport a
M et N, la quantité mr est petite devant mn et ’addition de mr ne va donc
pas changer les chiffres de mn de poids supérieurs a un certain parameétre A,
sauf dans certains cas relativement rares. De sorte que l'on peut espérer
remplacer dans la fonction f par la fonction tronquée f) définie en ,
au prix d'une erreur dont la contribution & S? est o((M N)?). Cet argument
a été développé et explicitement mis en forme dans le lemme 5 de [32] puis
dans le lemme 3.4 de [I6] et nous en présentons ici une variante plus directe.

Désormais nous désignons par A I'unique nombre entier tel que ¢*~! <
MR? < ¢*. Notons que cela entraine que ¢* < gMR2 < 16¢gM N2 < MN.
Lorsque k,b € N* et k¢* < b < (k+1)¢*, on a

[blj = [kl + ol (0=7<q).
Par conséquent, sous la condition k¢* < mn < m(n+r) < (k+1)¢*, ce qui

revient a dire que les chiffres de mn et m(n 4 r) de poids supérieur a A sont
les mémes, nous avons

f(m(n+r)) = f(mn) = fa(m(n+r)) — fa(mn).
Notons E(M, N,r,A) le nombre des couples (m,n) avec M < m < 2M,
N < n < 2N pour lesquels il existe k € N* tel que
(55) mn < kg* < m(n+r).
On a
Z ‘ Z e(f(m(n+r)) — f(mn) + mrﬁ)‘

N<n<2N M<m<2M
m(n+r)<z

= Y | X ehmnr) = frlmn) +mrB)| + O(B(M, N, 1, \)).
N<n<2N %(f—;?.;)éj\i

Comme

E(M,N,T,)\) < Z Z Z ]]-kq/\7€£0modm

M<m<2M mN/q*<k<(2mN-+mr)/q> 0<l<mr
mr
< g E —+1
m
M<m<2M mN/g*<k<(2mN+mr)/q*

M2NR < MN
I R’
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on obtient

) 2772
(56) ST 7 —I—MNlr<nTa<x So(r, M, N, \),
avec

So(r, M, N, \) := Z ’ Z e(fa(m(n+7)) — fr(mn) +mrﬁ)‘.
N<n<2N J\Tgérﬁ%é]\;[

Rappelant la définition de F en ((16), d’aprés la formule d’inversion de la
transformée de Fourier discréte nous avons

e(fr(n)) = > Fa(h)e(nh/g).
0<h<g?

Nous en déduisons I’identité

(57) Z e(fa(m(n+7)) — fa(mn) + mrp)

M<m<2M
m(n+r)<z
—_ m((h + k)n+ hr
= Y EME(R D e< ( 3 )+mrﬂ>.
0<h k< M<m<2M 4

m(n+r)<z

En insérant (57) dans puis en effectuant la somme géométrique sur m
nous obtenons

. 1
s S BOIACO S (M)
q)\

0<h,k<g* N<n<2N

Nous employons alors le lemme suivant qui découle directement du lemme 6
de [32].

LEMME 13. Soient a,m € Z avec m > 1 et d = pged(a,m). Soit b € R.
Pour tout réel M >0, on a

> min <M

0<n<m-—1

1
) <<dmin<M, - >+mlogm.

o sin 4

}blnﬂ'

Nous découpons ainsi lintervalle |N;2N] en un nombre < 1 + N/¢*
d’intervalles de longueur ¢*, et nous organisons les sommes en h et k suivant
les valeurs de pged(h + k, ¢) de sorte que

N
So K <1 + q>\> (S?Sl) + S?(,2))
avec

S(l) Zd Z |F\(h)| ]FA(—k)‘min<M ‘1hr+qABTH)

djg* 0<h,k<q> sinm_x ’
pged(h+k,q*)=d
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et
SO = Mlogg® Y IR IFA(-H).
0<h,k<g*
Pour estimer S (2), nous employons l'inégalité :
2
(58) S:g?) < (log N)q/\( Z ’F)\(h”) < (log x)q(1+2nq))\'
0<h<g*

Pour estimer Sél), remplagons la condition pged(h +k, ¢*) = d par la condi-
tion plus faible (h = a mod d et k = —a mod d) avec a parcourant ’ensemble
des classes résiduelles modulo d. Nous obtenons ainsi

Sél) SZd Z min( 1ar+q>‘BTH>< Z |F)\(h)|)2.

dj¢* 0<a<d sin % o) H 0<h<g*
h=amodd

Sid| ¢*, on note vg(d) le plus grand entier m tel que ¢™ |d. En employant
la proposition [I] sous la forme

AN Mg
> IAml<(G) IFa@l @l

0<h<g?
h=amodd
il suit
1 - . 1
Sy < Py d' P N By (@) min (M i )
djg* 0<a<d sin AH H
D’aprés l'inégalité , on a
S < 21N 3 @22+ 3 i < M, 1% - >
d)g* 0<a<d sin7 % H vl
La fonction sinus étant concave sur [0; 7], on a
i d ||ar + ¢*Br d . ar + ¢*Br d|. ar+¢Br
sin| 7 ||————|| | 2 —sin{ 7||————|| | = —|sinT—F—|.
q d q d q d
Ainsi
S < qH2I0N 37 g2 g2 (Nald) 3 g a1
3 q q q>\ 9 . ar+q>‘ﬁr *
djg* 0<a<d |sin 7 T |
Nous pouvons alors employer une nouvelle fois le lemme [13]:
min| —-, ——————
0<a<d " [sin %.qiﬁr}
. (adM 1
< (r,d) m1n<qk, sin pgcd H *rB H) +dlogd.

pged(r,d)
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Il suffit maintenant de majorer trivialement le minimum par C;—]\f pour obtenir
une majoration indépendante de 3 :

dM 1 AM
3y min(A’ i > < "5 + dlogd < dlogd,
0<a<d q ST ‘ 4

la derniére inégalité résultant du fait que » < R et ¢* =< MR?. Ainsi nous
avons

Sél) < (IOg N)q(1+277q))‘ Z d1*277qq(*2+27q(f))vq(d)‘
dlg*
Nous décomposons & présent d sous la forme d = kq® avec 0 < § < ), ¢ 1k,
et donc vg(d) = J, ce qui entraine

S:gl) < (logaz)q(1+2”q>’\ Z 127 () =2ma) Z 1200

0<5<A klg*—?
qtk
Posons
1 log2 1 1
59 0< === < _p <=
( ) wq <2 Q) logq — 77Q— 4

(d’apres ) Comme pged(k, ¢) est un diviseur strict de g, il en résulte que
(k,q) < q/2 et nous en déduisons k = pged(k, ¢* %) < (k,¢)* % < (¢/2) 0.
Nous avons donc, en employant la majoration 7(n) < n“,

Z L2 < T(q)\—d)(q/2)(1*2flq)(>\*5)

klg*—?
quk log 2
& PaP 01200 A=6)—(1-21q) 1555 (A=9)
= g~ wa(A=0)+(1-209)(A~0)
d’ou
S < (logz)g 2N 3 g @ulh-24en)
0<6<A
< (log 2)g® =0\ (1 + AW -2+en))
Finalement,
(60) 5’3()1) < (logz)(q3=waA 4 g?ralHAy,

Ainsi, en regroupant les estimations et (60) nous obtenons
S, < (log.) (1 + ]i> (290N 4 2N 4 g(1+20)).
q

Posons

:uq(f) = min(wqa 1- 277(17 2(1 - ’Vq(f))) = min(w(p 2(1 - ’Vq(f)))
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Remarquons que, d’apres ,
(61) 0 < y(f) < 1/4.

On a ainsi

Sy < (log ) (1 + g) g2 1alFDA,

d’ot1, d’aprés ,

5?2 <« (logz)(N?2M?R™" + NMq?=HaDA 4 N2ppq(=ralOX),
Comme ¢* =< M R?, il suit
(62)

5% <« (logz) NM(NMR™' + M?~#a(H) gA=2ualf) o N ppt—#alf) R2=21a(F)y
Il nous faut a présent déterminer R de maniére optimale suivant les tailles
respectives de M et N. Lorsque
(63) M < N'=21a(H)/3

s
nous posons R =4M 3f2q“(q()f ) ; cette égalité entraine que les premier et troi-
siéme termes de la somme figurant au membre de droite de sont de
méme ordre de grandeur. On peut vérifier que pour ce choix, la condition
est bien satisfaite. En effet, on a

()
4 < AMTImalD < ANYI0 < 4N/,

Nous obtenons alors

(f) (4—2pq (f))ng(f)
(64) S2 < (log QZ)NM (Nles—l;quq(f) + ]\427“‘1(10)+ 3ﬁqzuq<;)q

La condition est précisément équivalente au fait que le deuxiéme terme
de la somme figurant dans n’excéde pas le premier. Par conséquent,

(65) 5% <« (logz)N2M?72¢1 (M < N1—2uq(f)/3),
avec )
Hq
a=clqf)=—"=.
1 1) 6 — 4p1q(f)
Lorsque
(66) N1*2Hq(f)/3 S M S ]\77

1 _ 1—pq(f)
nous posons R = 4N5-2ua(N) M 5-2u4(f) ;13 encore il est facile de constater

que la condition est remplie. Ce choix de R entraine cette fois que les
premier et deuxiéme termes de la somme figurant dans sont de méme
ordre de grandeur. Sous la condition , les premier et troisiéme termes de
la somme figurant dans n’excédent pas le deuxiéme. Ainsi

SQ < (1OgZL‘)N2_262M2+202_263 (N1—2p,q(f)/3 < M < N),
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avec

- B 1 tq(f)
cz—cz(q,f)—m et ez =cs(q.f) = m

Notons bien que pour j = 1,2,3 nous avons 0 < ¢; < 1, et que par ailleurs
c3 < co. Nous obtenons donc la majoration uniforme

(67) S < (NM=er 4 Ni=e2 ppitea=esyjog g,

Sous les conditions M < N < z, MN < z et M > zf, qui entrainent
d’ailleurs M < y/z, on a donc

S < (xM~ + (MN)=2M%e2=¢3) Jog
< (zM~ 4 gl (\/x)?2 %) log
< (a7 4 2/ logx < 2! log x,

avec ¢4 = min(ecy, c3/2). Or ¢1 > pg(f)/6 et c3 > pg(f)/10, ce qui implique
la majoration
S < it 1og g,

avec ¢5 = min(e/6,1/20). Compte tenu de la définition de y4(f), nous obte-
nons bien la conclusion souhaitée. m

8. Preuve des théorémes 1 et 2. Rappelons 'identité de Vaughan pour
la fonction de von Mangoldt (cf. la proposition 13.4 de [26] par exemple) :
pouru>1letn>1,0ona

(68) A(n) = A Lycu(m) + Y log(m
mk=n
k<u
= wA0+ Y uk)A),
mkl=n mkl=n
kt<u k,>u

Posons & présent u = z3/10 de sorte que u < 21/3. Nous déduisons de
la, décomposition

Z/l n)+ fn) = So+ S1 — S2 + s,
n<x
avec
So=>Y_ An ) + Bn),
n<u
Si="3 ulm)log(n)e(f(mn) + Bmn),
m<u

mn<x
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Sy = Z w(my)A(ma) e(f(mimaon) + fmiman),

mi<u
ma<u
mimon<z

Ss= Y p(m)A(m)e(f(mning) + Bmnins).

u<m<x
u<ni <z
mnin2<x

Nous avons classiquement
Sy < u.

La somme S peut étre traitée comme une somme de type I :

n

Si= 3 ulm) Y e(f(mm) + pmn) | &

m<u n<z/m 1
=S )| Y erlmn) + pmn) T
m<u lt<n<z/m
< (logx) Z max ‘ Z e(f(mn) + an)‘
meu ST e
< (logzn max ‘Z (mn) + ﬁmn)‘

En découpant la sommation en m suivant des intervalles dyadiques, et en
employant la proposition |2, nous obtenons la majoration

Sy < 27" (log z)3.

Pour traiter So, nous posons m = mimsy de sorte que

=3 (X wm)Am)) S e(f(mn) + Bmn).

m<u? m1m2<:m mn<x
- mi1su
ma<u

De la majoration

Y. w(m)A(mz) < Y A(mg) = logm,

mims=m ma|m
mi<u
mo<u

nous déduisons que

Sy < (logu) Z’ Z (mn) 4+ Bmn)

m<u? n<z/m

< (St + S + ) log z,
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avec

SI:Z‘ Z (mn +ﬁmn)‘

m<u n<z/m

su= Y | X e(f(mn)+ﬁmn)‘.

u<m<u? u<n<z/m

Nous traitons St comme une somme de type I en découpant la sommation
sur m suivant des intervalles dyadiques et en appliquant la proposition 2| :

Sy <zt ") (log z)2.

Nous traitons St; comme une somme de type II : en découpant les som-
mations sur m et n suivant des intervalles dyadiques il vient

S < (logx)qup’ Z Z b e(f(mn —|—an)‘
M<m<2M N<n§2N
mn<x

ou le supremum est pris sous les contraintes |a,,| < 1, |by| < 1 pour tous
entiers m et n, M > u, N > u, MN < x. En appliquant la proposition
avec ¢ = 3/10, nous avons donc

St < (log )3z ~Sas/10(f),
Ainsi
Sy < (log [L’)g(xl—:‘iq(f) + 2 =¢q,3/10(f) + .2139/10),
Traitons enfin la somme S :

S3 = (log ZL‘) Z :U’(m) Z (]ng

u<m<z/u u<n<z/m

> Anl) f(mn) + Bmn)

u<ni <z
ning=n

Nous remarquons que

> Atm) <logn,

u<ni <z
ning=n

de sorte que l'on peut réécrire S3 sous la forme
S3 = (log x) Z am Z by e(f(mn) + Bmn)
u<m<z/u u<n<z/m

avec |apy| < 1, |by| < 1 pour tous entiers m et n. En procédant comme pour
S11, nous obtenons donc

S3 < (log $)4$1_§q,3/10(f)‘
Finalement, nous avons

Z A(n )+ Bn) < (log z)* (") 4 g1 =8as/10(f) 4 51-9/10)

n<x

< (log )zt~
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avec

|
=

() m<@ux@wmﬁ%ﬁ0

({1 \log2 1ong(f) 1) 11
20\2 " )logqg’ 10 3 1076

. 1 /1 log2 1 —,(f)
=min{ — =z —1q , )
20\ 2 log q 10

D’aprés la majoration (43)), pour tout f € F on a
. 1/1 log 2 8o, (f
T,(f) > min{ —( = — 174 T a(f) .
20\ 2 logq’ 5¢*(q — 1)logq

Comme o4(f) < ¢q(g — 1)/8, nous aboutissons a

74(f) = cq04(f)

1 2(1/2 — ny)log?2 8
cq—min< (1/ 1g) 10g, , >>O,
q(¢—1) 5logq 5qlogq
ce qui fournit ’énoncé du théoréme 2]
De la méme maniére, lorsque f € Fp, nous obtenons, grace a la majora-

tion (44) et en tenant du compte du fait que ||(g — 1)0|> < 1/4,
74(f) = ¢qll(a = )OI

1/2 — log 2 2
o202 -
5logq 5q(q+v2 —1)?logq
ce qui fournit ’énoncé du théoréme

m

avec

avec
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