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1. Position du probléme. Dans sa formulation primitive (cf. [3]), la
premiere conjecture de Gross postule, a 'image de celle de Leopoldt, la non-
nullité d’un certain régulateur construit sur la partie imaginaire du groupe
des f-unités d'un corps de nombres. Sous sa forme généralisée (cf. [5]), elle
n’est rien d’autre en fait que la transposition naturelle en termes f-adiques
du théoreme de Dirichlet sur le groupe des unités attaché a un corps de
nombres algébriques K.

De facon classique, en effet, si K possede r plongements réels o, et 2c
plongements complexes o, et 7, (i.e. 7 + ¢ places & l'infini), le plongement
logarithmique a I'infini

Lo KX — PR=R"
v|oo
s’obtient en associant a chaque x de K* la famille indexée par les places a
I'infini
Loo () = (10856 [Z[v) o0 = (108 Nk, /r(%))v]00

ol 'on a posé |z, = |oy(x)| si v est réelle, |z], = |o,(x)]* = Nk, jr(0y(2))
si v est complexe, et noté log, I'unique prolongement & R* du logarithme
népérien sur R} qui vérifie 'équation fonctionnelle log (zy) = log, x +

log v

De facon semblable, si le corps K possede [ plongements f-adiques o
pour un premier ¢ (i.e. [ places (-adiques), le plongement logarithmique
f-adique

LK - P Qe =Q

(e
s’obtient en associant & un x de K * la famille indexée par les places f-adiques
L(x) = (log |#|0)ye = (log, Nre, jq, (%)) 11
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ot I'on a noté |z|; = |o((z)| la projection de N, /q,(x) = Nk, /q,(o((z)) sur
le sous-groupe principal U} de Q) = ufU, }EZ, et log, 'unique prolongement
a Q) du logarithme f-adique qui vérifie la convention d’Iwasawa Log, ¢ = 1
et I’équation fonctionnelle log,(zy) = log, x + log, y.

Si donc 'on remarque que le groupe des f-unités totalement positives

By = {z € K* | vy(a) = 0 Vp1 ()

est le pendant f-adique de celui des unités Ex = {z € K* | vp(x) = 0
Vpfoo}, on voit que le classique théoreme de Dirichlet, qui affirme que le
R-espace engendré par l'image Lo, (Fk) de Ex dans R"¢ est I'hyperplan
Hoo = {(z1,...,Trye) € R™TC | S a; = 0}, se traduit dans le contexte
f-adique par 1’énoncé suivant, qui constitue précisément la conjecture de
Gross généralisée :

CONJECTURE. Avec les notations ci-dessus, le Qg-espace engendré par
Uimage Lo(E)) dans Q) du groupe des -unités (positives) Ey d’un corps
de nombres K ayant | places £-adiques est Uhyperplan Hy = {(x1,...,2;) €
Q| X @ = 0}.

Et tout le probleme est d’établir ce résultat en I’absence du secours de la
géométrie des nombres. Avant d’en proposer une preuve pour certains corps
par des méthodes de transcendance, nous en donnons d’abord la traduction
en termes de classes logarithmiques, qui justifie le titre de ’article.

2. Classes logarithmiques. Le /-groupe des classes logarithmiques
d’un corps de nombres K peut se définir comme le quotient du Zg,-module
Dlk des diviseurs logarithmiques de degré nul (i.e. du sous-module du Z-
module libre Dl = @p Z¢p construit sur les places finies de K formé
des diviseurs § = > npp de degré total degd = 3 nydegp = 0) par
le sous-module principal ﬁK obtenu en envoyant dans YA)JKK le tensorisé
Rk = Zy @z K* du groupe multiplicatif de K * au moyen des logarithmes
d’Iwasawa des valeurs absolues f-adiques. Avec les notations de la théorie
(-adique du corps de classes, le {-groupe des diviseurs logarithmiques est
le quotient Dl = Tk /[], Uy du f-adifié Jx = [[,” R, du groupe des
ideles de K par le sous-groupe Hp ﬁp des normes cyclotomiques locales;
le sous-module des diviseurs logarithmiques de degré nul est le quotient
JIk/ Hp Uy, o Jk est le sous-groupe de Jx associ¢ par la théorie a la

Zg-extension cyclotomique K¢ de K ; et 73@;( n’est autre que I'image dans
Dlg du sous-module Ry des ideéles principaux (cf. [6]). Le quotient

EZK = ﬁK/ﬁEK >~ jK/HZjIpRK
p
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s’identifie donc au groupe de Galois relatif Gal(K'¢/K*¢) ou K¢ est le Z-
extension cyclotomique de K et K la pro-f-extension abélienne maxi-
male de K qui est localement cyclotomique partout (i.e. complétement
décomposée sur K¢ en chacune de ses places).

Du point de vue de la théorie d’ Iwasawa, le groupe cl x nest rien d’autre
que le quotient des ¢-genres attaché au groupe de Galois C,, = Gal(C._/K*°)
de la pro-f-extension abélienne complétement décomposée maximale C?_

de K¢
Cli ~ Cl = C[’)O/C(’Qfl,

relativement au groupe procyclique I' = Gal(K°¢/K) = 7% : la Z;-extension
cyclotomique K¢ est, en effet, la réunion K¢ = Ko = (J, oy Kn de ses
étages finis et sa pro-f-extension abélienne maximale qui est completement
décomposée en chacune de ses places est la réunion C., = |J,yC);, des
l-extensions abéliennes respectives C] des K, qui sont non ramifiées ¢-
décomposées (i.e. non ramifiées partout et completement décomposées aux
places au-dessus de ¢) et maximales sous ces conditions ; dans I'isomorphisme
du corps de classes les groupes de Galois Gal(C),/K,,) s’identifient aux (-
groupes de (-classes d’idéaux respectifs C¢), des corps K, (i.e. aux quotients
des f-groupes de classes au sens ordinaire par les sous-groupes engendrés par
les classes des places au-dessus de ¢) et le groupe Gal(C’ /K) a la limite
projective considérée par Greenberg (cf. [4]) :

. =limcCl,.
—

Enfin, comme K€ est la plus grande sous-extension de C’, qui est abélienne
sur K, le groupe des classes logarithmiques Clx = Gal(K'/K*®) est aussi
le plus grand quotient fC.  de C., sur lequel I' agit trivialement, ce qui
explique, en particulier, les liens entre /-groupes de classes logarithmiques
et {-parties des noyaux sauvages de la K-théorie.

Comme expliqué dans [6], la conjecture de Gross généralisée postule
précisément la finitude du groupe E@K. Pour chaque place [ de K au-dessus
de ¢, notons en effet v; = log| |;/deg [ la valuation logarithmique attachée
a [; il vient :

PROPOSITION. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) le L-groupe EEK des classes logarithmiques de K est fini;

(ii) l’application (Vr)y, envoie le tensorisé £ = Ly Rz, By du groupe des
L-unités de K sur un sous-groupe d’indice fini du Zy-module @[MZA formé
des diviseurs de degré nul construits sur les places au-dessus de {;

(iii) le corps K satisfait la conjecture de Gross généralisée pour le pre-
mier £.



4 J.-F. Jaulent

Preuve. L’équivalence des deux premieres assertions résulte de 1’exacti-
tude de la suite canonique (cf. [6, §3])

Ex — @Zg[ — Clyx — Cly
(e
et du fait que le f-groupe des ¢-classes d’idéaux Cl} qui apparait a droite
est fini. L’équivalence des deux dernieres est immédiate.

3. Enoncé du Théoréme principal. Le résultat principal de cette
note peut s’énoncer comme suit :

THEOREME. Soient K un corps de nombres absolument galoisien et ¢
un nombre premier dont le sous-groupe de décomposition Dy est distingué
dans G = Gal(K/Q). Supposons réunies les deux conditions suivantes :

(i) le sous-corps de décomposition H = K€ est totalement réel et
(i) Ualgébre de groupe Q¢[G/Dy] n’a pas de facteur M, (D) avec n > 2.

Alors le corps K vérifie la conjecture de Gross généralisée pour le nombre

premier £; autrement dit, le £-groupe CLx des classes logarithmiques de K
est fini.

REMARQUE. Il est facile de voir que la conjecture de Gross est héréditaire
en ce sens qu’elle est vérifiée dans un corps de nombres H des qu’elle I'est
dans I'un de ses sur-corps de degré fini K : en effet, si elle était en défaut dans
H, la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maximale H'® de H
serait de degré infini sur la Z,-extension cyclotomique H€ et le compositum
K H'® serait alors une pro-f-extension abélienne localement cyclotomique de
K de degré infini sur K¢ = KH®; en particulier C{x = Gal(K'¢/K°®) serait
également infini. Sous les hypotheses du théoreme, la conjecture de Gross
généralisée se teste donc en fait dans le sous-corps de décomposition H de
la place £. Autrement dit :

COROLLAIRE. La conjecture de Gross généralisée pour un premier £ vaut
dans tout corps de nombres absolument galoisien K qui est totalement réel et
totalement (-adique (i.e. dont le complété en chaque place {-adique est égal
a Q) dés que lalgébre de groupe Qp[Gal(K/Q)] ne contient pas d’algébre
de matrices sur un corps gauche M, (D) avec n > 2 et, plus généralement,
dans toute extension finie L d’un tel corps ou les places £-adiques de K ne
se décomposent pas.

Preuve du Corollaire. Le premier cas du corollaire correspond au cas par-
ticulier K = H. Pour voir que ce résultat vaut encore dans toute extension
finie L de K dans laquelle les places ¢-adiques de K ne se décomposent pas,
il suffit d’observer que 'hyperplan H,(L) = H;(K) est alors Q-engendré
par I'image logarithmique de E donc a fortiori par celle de E7 .
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REMARQUE. De méme qu’il est assez naturel d’étudier la conjecture de
Leopoldt pour les corps totalement réels, de méme la question de la con-
jecture de Gross se pose naturellement d’abord pour les corps totalement
l-adiques (au sens du Corollaire). Si I'on met alors de coté les approches
algébriques, qui ne permettent de conclure que dans des cas particuliers,
force est de constater que les méthodes transcendantes, en dépit de leurs
récents progres, ne réussissent a établir la conjecture de Leopoldt pour les
corps galoisiens réels que dans le cas ou algebre de Galois Q¢[G] est un
produit direct de corps (i.e. lorsque les caracteres ¢-adiques irréductibles de
G sont de multiplicité au plus 1 dans le caractere régulier). La condition de
réalité (i) du Théoréme est donc le prix a payer pour pouvoir appliquer avec
succes les résultats de transcendance sous I’hypothese plus faible (ii) ou sont
acceptés des facteurs irréductibles de multiplicité 2.

4. Preuve du Théoréme principal. Soient donc K une extension
galoisienne réelle du corps des rationnels, G son groupe de Galois et £ un
nombre premier vérifiant les hypotheses du Théoréeme, que nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, completement décomposé.

Puisque le corps K est réputé (totalement) réel, nous savons, par le
théoreme de représentation de Herbrand, que le groupe E;g des unités to-
talement positives est un Z[G]-module de caractére xaug = Xreg — 1 €,
puisque K est réputé aussi totalement f-adique, il suit que le groupe E’
des /-unités totalement positives a lui pour caractere Xreg +Xaug = 2Xreg — 1.
Cela étant :

LEMME D’INDEPENDANCE. Sous les hypothéses du Théoréme, le Z|G]-
module L(E}) engendré dans K¢ = @y, K1 = @y, Q¢ par les logarithmes
d’Iwasawa des éléments de EY a pour caractére X gy = Xreg — 1.

Preuve du Lemme. Evidemment, Xc(e) < Xaug Puisque U'image L£,(E7)
du (-adifié £ = Zy @z E' du groupe des f-unités totalement positives E’
est contenue dans ’hyperplan Hy qui est bien un Q[G]-module de caractere
Xaug ; €t tout le probleme est d’établir I'inégalité opposée : x (/) = Xreg — 1,
i.e. de vérifier que les caracteres Q-irréductibles ¢ représentés dans xaug le
sont encore avec la méme multiplicité dans x o (g).

Distinguons donc deux cas, suivant que cette multiplicité vaut 1 ou 2 :

(1) Si ¢ est représenté une seule fois dans xaug, le théoreme de Baker—
Brumer (cf. [1]) nous suffit pour conclure : prenons, en effet, ¢ € E} engen-
drant un sous-Z[GJ]-module d’indice fini de E ; 'élément ¢, = e2rec o7
de &} engendre alors un Z,[G]-module isotypique de caractere ¢ et il en est
de méme pour son image L;(e,) dans K. Observons au passage que, si ¢
prend ses valeurs dans Z, I’élément ¢, est dans E' et I'inégalité Ly(e,) # 0
est alors évidente, indépendamment de tout argument de transcendance.
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(ii) Si ¢ est représenté deux fois dans xaug, le caractére yg contient
r, = 4 fois le caracteére ¢, tandis que le caractere régulier X oe le contient
d, = 2 fois. L’indice k = [r,/d,] introduit par M. Emsalem (cf. [2]) est ici
égal a 2 et les raffinements du théoreme de M. Waldschmidt (cf. [9]) donnés
par M. Laurent (cf. [7, th. 1]) et D. Roy (cf. [8, th. 7]) nous assurent que
Xc(ery contient o, > ryd,/(r, 4+ d,) = 8/6 > 1 fois le caractere ¢; d’ou le
résultat.

REMARQUE. Le lecteur attentif aura peut étre remarqué que nous avons
raisonné sur la décomposition irréductible du caractere y¢r, alors méme que
les résultats de transcendance que nous utilisons (notamment [7] et [8])
font intervenir, eux, la décomposition absolument irréductible des caracteres
considérés.

Expliquons brievement pourquoi cette distinction est sans conséquence :

écrivons, en effet,
Y =Ny E ¢
Pl

la décomposition absolument irréductible du caractere irréductible . Dans
les décompositions respectives du caractére d’augmentation xaug et du ca-
ractere g/, nous sommes alors amenés a remplacer 7, par le produit ry =
nery et dy, par le produit dy = n,d,, de sorte que nous avons toujours
[r4/dg] = 2, et les résultats de transcendance invoqués nous assurent que
Xc(ery contient oy > rgdg/(r¢ +dg) = 8ny, /6 > ny, fois le caractere ¢, donc,
comme attendu, g, = 04/n, > 1 fois le caractere ¢.

Il est évidemment possible d’énoncer ce qui précede caractere par ca-
ractere :

SCOLIE. Soient K un corps de nombres absolument galoisien et Xreg =
Y- nyp la décomposition canonique du caractére régulier de G = Gal(K/Q)
comme somme de caractéres Qg-irréductibles, puis x¢ = > nf;gp (resp. Xoo =
Y. nye) celle du caractere de linduite a G de la représentation unité du
sous-groupe de décomposition de l'une quelconque des places €-adiques (resp.
a Uinfini) de K. Pour chaque caractére ¢ qui vérifie les conditions
(%) nt, =n =n, <2,
la conjecture de Gross généralisée est vraie en @ pour le nombre premier ¢
(en ce sens que la p-composante du caractére X gy coincide bien avec celle
de x¢e —1).

En exprimant que les hypotheses (*) sont satisfaites pour chaque facteur
irréductible ¢ de x¢ — 1, on voit que l'identité nf; = n,, s’écrit globalement
Xe N (Xreg — X¢) = 0, tandis que I'inégalité nf; < ng donne x¢ < Xoo; la
premiere condition entraine en fait que les sous-groupes de décomposition
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des places £-adiques soient distingués dans G et la seconde implique alors que
leur sous-corps commun de décomposition soit totalement réel. On retombe
donc bien sur le Théoreme principal.

Bien entendu, le résultat obtenu est banalement vrai si le corps considéré

satisfait la conjecture de Leopoldt.
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