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1. Introduction. Dans cet article, nous poursuivons l’étude commencée
dans [BDIL] sur la numération des entiers naturels au moyen d’une suite
strictement croissante d’entiers G = (Gn)n telle que G0 = 1. Une telle suite
est appelée échelle de numération. Relativement à cette échelle, tout entier
naturel n se décompose sous la forme

n =
∑

k≥0

ek(n)Gk(1)

avec ek(n) ∈ N. Cette écriture est unique lorsque la condition

∀m ∈ N,
m∑

k=0

ek(n)Gk < Gm+1(2)

est vérifiée, ce que nous supposerons systématiquement par la suite. Dans
ce cas, le mot infini JG(n) := e0(n)e1(n)e2(n) . . . est, par définition, le G-
développement de n, ej(n) en est le j-ième chiffre ; il est nul pour tout
j assez grand. En particulier JG(0) = 0ω (notation). Exemples et pro-
priétés arithmétiques élémentaires se trouvent regroupés dans [Fra] ; les pre-
miers éléments généraux associant à une échelle un système dynamique sont
développés dans [GLT].

La propriété (2) conduit à introduire l’ensemble KG des suites e =
e0e1e2 . . . à valeurs dans N, appartenant au produit

Π(G) :=
∞∏

m=0

{0, 1, . . . , dGm+1/Gme − 1},

et qui satisfont à (2). Dans la suite, un ensemble fini sera muni de la topolo-
gie discrète, de sorte que la topologie produit sur Π(G) qui en résulte est
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compacte. L’ensemble KG est alors une partie compacte de Π(G), appelée
G-compactifié de N. Notons que N s’envoie dans KG par l’injection cano-
nique n 7→ JG(n), l’entier n étant identifié au mot infini JG(n). De manière
évidente, pour x ∈ KG et m ≥ 0, le mot infini x0 . . . xm0ω correspond par
cette application au G-développement de l’entier

x[m+ 1] := x0G0 + . . .+ xmGm.

Il en résulte que l’image canonique JG(N) de N dans KG est partout
dense. Inversement, soit w = w0 . . . wm un mot sur l’alphabet N (wi ∈ N
pour chaque indice i). Il est dit G-admissible si w0ω ∈ KG ; il existe alors
un unique entier n tel que JG(n) = w0ω et il sera pratique d’utiliser de
manière équivalente les notations n, w, JG(n) et w0ω. À l’usage, la référence
à l’échelle pourrait être omise lorsqu’aucune ambigüıté ne sera à craindre.
Enfin, le cylindre dans KG de base w sera noté [w], i.e.

[w0 . . . wm] := {x ∈ KG : x0 . . . xm = w0 . . . wm}
et, par extension, ek : KG → N (k ∈ N) désignera la fonction k-ième coor-
donnée, de sorte que x = e0(x)e1(x)e2(x) . . .

L’odomètre associé à l’échelleG est déterminé par l’application τ : KG →
KG qui résulte du prolongement naturel de l’addition de 1 effectuée sur
les entiers, mais traduite en termes symboliques sur le G-développement.
L’article [BDIL] était consacré principalement aux propriétés combinatoires
et topologiques de l’odomètre ; son étude métrique en est la suite logique
et constitue la plus grande partie de ce travail. Par soucis de clarté pour le
lecteur, les notions spécifiques telles que l’arbre des retenues d’une échelle
et les échelles basses, introduites dans [BDIL], seront brièvement rappelées
à la section 2. Celle-ci fixe quelques notations utiles, explicite brièvement
la définition d’un G-odomètre et donne quelques propriétés élémentaires de
τ , dont un critère de continuité très pratique portant sur les arbres des
retenues. Trois questions étroitement liées entre elles s’imposent d’emblée et
seront traitées : existe-t-il sur KG une mesure de probabilité invariante par
l’odomètre? Quelle est l’entropie du système dynamique qui en résulte? Une
telle mesure est-elle unique?

Dans la section 3, nous introduisons la fonction poids faible νG, définie
sur KG par νG(x0x1x3 . . .) := max{k : x0 . . . xk−1 = 0k}, fonction qui joue
aussi le rôle d’une valuation. La suite de cette section est consacrée à l’ana-
lyse d’un sous-shift symbolique (XG, σ) appelé valumètre, déterminé à partir
de la suite des poids faiblesA := (νG(n))n. Ce système abrite un sous-shift —
notéX(0)

G — qui, en un certain sens, est isomorphe à l’odomètre et un second,
qui traduit le caractère irrégulier, voire pathologique, de l’échelle. Il se trouve
que XG hérite par A d’une structure de système codé, d’où résulte un nouvel
éclairage sur les échelles de numération et une meilleure classification. Le
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passage de (KG, τ) à (XG, σ) se fait naturellement par l’application AG :
x 7→ νG(x)νG(τx)νG(τ2x) . . . mais, en général, AG(KG) n’est pas contenu
dans XG. La proposition 4 donne une condition nécessaire est suffisante
pour avoir égalité. Celle-ci est vérifiée en particulier si τ est continue ; en ce
cas, à des ensembles topologiquement négligeables près (maigres au sens de
Baire), AG( · ) fournit un isomorphisme topologique entre l’odomètre et le
valumètre. Les propriétés combinatoires de A et celles de l’application AG
sont développées dans la sous-section 3.2. La sous-section suivante caracté-
rise le cas où A est récurrent (proposition 5) et celle d’après, celui où (XG, σ)
est minimal (théorème 3).

La section 4 se rapporte essentiellement aux aspects métriques de la
dynamique du valumètre. Une question banale telle que celle de savoir si
l’ensemble des entiers n vérifiant la relation e0(n) = c pour un chiffre donné
c admet une densité pose en fait le problème de l’existence d’une mesure
de probabilité sur KG invariante sous l’action de τ . Dans le cas largement
étudié des échelles de Cantor Q = (Qn)n, définies par la condition que Qn

divise Qn+1, il est facile d’identifier l’odomètre avec l’addition de 1 dans
le groupe des entiers Q-adiques ; celui-ci est donc uniquement ergodique,
de mesure invariante la mesure de Haar. C’est également le cas si (Gn)n
vérifie une relation de récurrence linéaire finie issue d’un β-shift, comme il
est prouvé dans [GLT].

La sous-section 4.1 introduit une notion de convergence molle, avatar de
la convergence faible, qui permet notamment, dans la sous-section suivante,
d’identifier la situation où X

(0)
G admet une mesure invariante (théorème 5).

La sous-section 4.3 donne une condition suffisante sur l’échelle G pour que
(X(0)

G , σ) soit uniquement ergodique (théorème 7). L’étude de l’entropie du
valumètre termine la section 4.

La dernière section regroupe les conséquences de l’étude précédente sur
l’odomètre. Par exemple, celui-ci est uniquement ergodique pour toute
échelle à croissance rapide, plus précisément telle que lim infnGn+1/Gn > 1.
Il est également prouvé que, pour toute mesure invariante sur l’odomètre, le
système correspondant est d’entropie nulle, répondant ainsi à une question
posée par J.-P. Thouvenot.

La structure dynamique de l’odomètre, en dehors des cas classiques des
échelles de Cantor ou d’Ostrowski, et même dans le cas d’une échelle à récur-
rence finie associée à un β-shift, est loin d’être élucidée. Dans cette direction,
on connâıt des conditions suffisantes assez simples pour que l’odomètre soit
métriquement isomorphe à une translation ergodique sur un groupe compact
([So], [GLT]). Cette situation n’est pas la règle, un odomètre pouvant être
sans composante spectrale discrète. Ainsi, les échelles définies par

Gn+1 = qGn + 1, n ≥ 0,
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pour tout entier q ≥ 2 fixé, étudiées dans [Dou], et qui interviennent en
combinatoire (voir [ABS] et [CW]), fournissent des exemples simples d’odo-
mètres uniquement ergodiques, qui sont faiblement mélangeants. En outre,
ces odomètres ne sont pas continus.

2. L’odomètre
2.1. Notations et conventions pratiques. Un ensemble non vide X est ap-

pelé alphabet. Un mot sur X est une suite finie ou infinie x0x1 . . .
d’éléments de X. On note X∗ l’ensemble des mots finis sur X ; ∧ est le mot
vide et, pour x = x0 . . . xl−1 ∈ X∗, la longueur de x est par définition |x| := l.
La notation xn (ou x(n)) désigne la concaténation de n copies de x (c’est
donc un mot de longueur n|x|) ; par convention, x0 := ∧ est de longueur
0. Plus généralement, si (x, y) ∈ X2

∗ , x · y (ou xy) est la concaténation des
mots x et y. De même, xω est le mot infini obtenu par concaténation d’une
infinité de copies de x. Pour m < n, on pose x]m,n] = xm+1 . . . xn (à ne
pas confondre avec la notation x[m + 1]). Si X est un espace topologique,
l’ensemble Xω des suites à valeurs dans X est muni de la topologie produit
usuelle et σ : Xω → Xω désigne l’opérateur de décalage (ou shift) défini
par

σ(x0x1x2 . . .) := x1x2x3 . . .

Considérons un élément noté∞, distinct de ceux de N et formons l’ensemble
Λ := N ∪ {∞} muni de la topologie qui en fait le compactifié d’Alexandroff
de N, noté Λc. L’ordre naturel de N est prolongé à Λ de sorte que∞ en soit le
plus grand élément. Dans la suite, X est principalement l’espace topologique
discret N (avec l’addition usuelle) ou l’espace compact Λc. L’ensemble Ω :=
(Λc)ω est muni de la topologie produit ; celle-ci est compacte et métrisable.
Pour toute lettre a ∈ Λ, on pose

Ua := {x ∈ Λω : x0 = a} et Uā := {x ∈ Λω : x0 =∞ ou x0 ≥ a}.
Plus généralement, le cylindre de base w est défini par

Uw :=
⋂

0≤i<l
σ−iUwi(3)

pour w = w0 . . . wl−1, avec wi = ai ou wi = ai, ai ∈ Λ.
2.2. Successeur et odomètre. Pour calculer le développement de n + 1

dans l’échelle G à partir de JG(n) = e0e1e2 . . . , plusieurs cas doivent être
envisagés. Ou bien (e0 + 1)e1e2e3 . . . est un G-développement, et c’est celui
de n+ 1, ou bien il existe un entier l tel que

l∑

k=0

ekGk = Gl+1 − 1
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et l’addition de 1 donne lieu à un calcul de retenue. On introduit alors,
pour tout élément x = x0x1x2 . . . de KG, l’ensemble D(x) des entiers d ≥ 0
(appelés sauts des retenues) tels que

J(Gd+1 − 1) = x0 . . . xd.

En particulier D(0ω) = ∅. L’addition de 1 est alors prolongée en l’application
τ : KG → KG définie de la manière suivante :

• si D(x) est fini, on pose l := maxD(x) lorsque D(x) n’est pas vide et
l = −1 sinon et, par définition,

τ(x) := 0(l+1)(xl+1 + 1)xl+2xl+3xl+4 . . . ;(4)

• si D(x) est infini, on pose τ(x) := 0ω.

Cette construction se trouve dans [GLT]. Notons que

τ(x) := lim
n
J(x[n] + 1),

ce qui fournit une autre manière, plus concise, de définir τ . L’ensemble
τ−1(0ω) joue un rôle important dans l’étude de τ . Rappelons [GLT, BDIL]
qu’il peut être vide, fini, dénombrable ou infini non dénombrable ; il peut
être dense, mais, dans tous les cas, il est d’intérieur vide. Enfin, τ(KG) = KG
si et seulement si τ−1(0ω) n’est pas vide et τ est injectif sur KG \ τ−1(0ω).

Il est intéressant de noter que la définition de (KG, τ) cöıncide avec celle
de système adique introduite par A. Vershik [Ve] lorsque la propriété (2) est
markovienne, c’est-à-dire lorsqu’il existe une suite M = (M (n))n de matrices
d’incidence (M (n))ij (0 ≤ i < Gn+1/Gn et 0 ≤ j < Gn+2/Gn+1), telle que
KG soit exactement le compactum de Bratteli K(M) défini par

K(M) := {x ∈ Π(G) : ∀n ∈ N, M (n)
xnxn+1

= 1}.(5)

Une famille d’exemples remarquables, étudiée dans [SV], est donnée par
les échelles d’Ostrowski : pour α ∈ [0, 1[ irrationnel, de développement en
fraction continuée α = [0; a1, a2, . . .] dont (pn/qn)n est la suite des réduites,
définissons l’échelle de numération Gn := qn (ou Gn = qn+1 lorsque a1 = 1,
cas que nous écartons ici pour simplifier). Alors, si M (n) est la matrice à
an+1 + 1 lignes et an+2 + 1 colonnes avec M

(n)
ij = 1 si, et seulement si,

j ≤ an+2 ou j = an+2 + 1 et i = 0, on vérifie que K(M) = KG. Par ailleurs,
on retrouve les échelles de Cantor lorsque tous les coefficients des M (n) sont
égaux à 1.

2.3. Arborescence et échelle basse. Introduisons l’ensemble A = N ∪
{−1}. La donnée d’une échelle G permet de définir l’application T : A→ A
suivante :

T (n) :=
{
−1 si n = −1 ou D(Gn+1 − 1) = {n},
max(D(Gn+1 − 1) \ {n}) si D(Gn+1 − 1) \ {n} 6= ∅,
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de sorte que D(Gn+1 − 1) = {n, T (n), . . . , T h−1(n)}, où h est le plus petit
entier k tel que T k(n) = −1. L’arbre des retenues AG de G introduit dans
[BDIL] peut alors être défini à partir de T de la manière suivante : les
éléments de A en forment les nœuds et, entre deux nœuds n et m avec
m < n, il existe une branche si, et seulement si, T (n) = m. L’application T
est appelée descente de l’arbre. La continuité de τ s’exprime alors facilement
dans le langage des graphes :

Théorème 1 ([BDIL, thm. 5]). Pour que l’odomètre (KG, τ) soit con-
tinu, il faut et il suffit que le nombre de branches issues de chaque nœud
soit fini.

Ainsi, les odomètres d’Ostrowski sont continus. D’autre part, si Disc(τ)
désigne l’ensemble des points de discontinuité de τ , on a la description
précise suivante :

Théorème 2 ([BDIL, prop. 8]). Disc(τ) = ω(G) \ τ−1(0ω) où ω(G) est
l’ensemble des valeurs limites de la suite n 7→ J(Gn − 1).

Les éléments x de τ−1(0ω) se lisent directement sur l’arbre des retenues :
il correspondent aux branches infinies, puisque D(x) est infini. Il existe une
infinité d’échelles ayant le même arbre des retenues, mais une seule est de
croissance minimale ; elle est alors dite échelle basse, pour la distinguer des
autres. Elle se caractérise par la propriété suivante :

∀n ∈ N, Gn+1 = Gn +GT (n)+1.(6)

Pour ces échelles, les points de discontinuité de τ correspondent exacte-
ment aux entiers Gn+1 − 1 tels que le nombre de branches issues du nœud
n soit infini (cf. [BDIL, thm. 4 et prop. 9]).

3. Le valumètre. Nous commençons par quelques préliminaires sur le
sous-shift associé à une suite à valeurs dans un espace métrisable compact,
avant d’examiner le cas particulier où ce compact est Λc, puis celui où la
suite est celle des poids faibles dans une échelle donnée.

3.1. Sous-shift associé à une suite. SoitE un espace métrisable compact,
soit Eω l’espace des mots infinis muni de la topologie produit usuelle et soit
(Eω, σ) le shift (plein) sur Eω, où σ est l’opérateur de décalage. Un compact
K de Eω tel que σ(K) ⊂ K détermine un système dynamique topologique
K = (K,σ) par restriction de σ à K, restriction encore notée σ. Ce système
est appelé sous-shift sur E. L’ensemble I(K) des mesures boréliennes de
probabilité sur K, invariantes par σ, n’est pas vide ; il sera muni de la
topologie faible. C’est alors un simplexe au sens de Choquet dont les points
extrémaux sont les mesures ergodiques pour σ. Par définition, un mot (ou
bloc) w de longueur l sur l’alphabet E (fini ou pas) est dit dans K s’il
existe y ∈ K et m ≥ 0 tel que w = ym . . . ym+l−1 ; le mot w est dit
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facteur de y. Notons Ẽω l’espace des suites bilatérales x = (xn)n∈Z (ou
mots bi-infinis . . . x−2x−1.x0x1x2 . . .) et σ̃ le décalage vers la gauche qui
relève σ sur Ẽω suivant la projection canonique π : Ẽω → Eω définie par
π(x) = x0x1x2 . . . Notons K̃ l’ensemble des x ∈ Ẽω tels que π(σ̃k(x)) ∈ K
pour tout entier k ≥ 0. Alors, K̃ est aussi l’ensemble de tous les mots bi-
infinis de Ẽω dont tous les facteurs sont des mots de K. On construit ainsi
le système dynamique K̃ := (K̃, σ̃), appelé extension naturelle de K. Une
situation particulièrement intéressante est celle où K est un flot, c’est-à-dire
lorsque σ(K) = K, ce qui équivaut à π(K̃) = K. Dans le cas général,
π(K̃) =

⋂
n≥0 σ

n(K) ⊂ K, l’inclusion étant éventuellement stricte. Pour
une suite ζ ∈ Eω quelconque, son orbite sous l’action de σ est l’ensemble
O(ζ) = {σn(ζ) : n ≥ 0}. Soit X(ζ) := O(ζ) l’orbite fermée de ζ ; classique-
ment, σX(ζ) ⊂ X(ζ), ce qui détermine le sous-shift X (ζ) := (X(ζ), σ). Par
définition, ζ est récurrent (pour le shift) si et seulement si X (ζ) est un flot.
Dans ces conditions, σ(ζ) est aussi récurrent et X(σ(ζ)) = X(ζ).

Nous supposons désormais E = Λc. Tout sous-ensemble Y de Λω ou de
Λ̃ω peut-être partagé en 4 parties disjointes Y (i) : l’ensemble Y (0) formé
des points de Y où n’apparâıt pas la lettre ∞, l’ensemble Y (1) formé des
y où la lettre ∞ n’apparâıt qu’un nombre fini de fois, l’ensemble Y (2) des
y où la lettre ∞ apparâıt une infinité de fois mais tels que les occurrences
successives de ∞ ne soient pas à lacunes bornées, et finalement Y (3) où les
occurrences successives de ∞ sont à lacunes bornées.

Considérons maintenant un mot infini ζ ∈ Ω (= Λωc ) à lettres dans N et
posons X := X(ζ). Il est clair que X(0) n’est jamais vide, que σX(i) ⊂ X(i)

pour i = 0, 2, 3 et que X(3) est l’union des parties fermées X(3)
m (m ≥ 0)

formées des x tels que pour tout n ≥ 0, la lettre ∞ apparâıt au moins une
fois dans xn . . . xn+m. Soit le cylindre U∞ := {x ∈ X : x0 =∞} ; il vient

X \X(0) =
⋃

n≥0

σ−n(U∞),(7)

de sorte que si µ est une mesure de probabilité sur X, invariante par σ, alors

µ(X(0)) = 1 ⇔ µ(U∞) = 0.(8)

3.2. Poids faibles et valumètre. Revenons à une échelle de numération
G. À tout x = x0x1x2 . . . ∈ KG, associons le plus petit entier n tel que
xn 6= 0, appelé valuation (ou poids faible) de x et noté νG(x). Par convention,
νG(0ω) = ∞. En particulier, chaque entier n ≥ 0 étant identifié au mot
JG(n), on a

{
νG(1) = 0, νG(Gm) = m ;
∀n, Gm < n < Gm+1 ⇒ νG(n) = νG(n−Gm).

(9)
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Le mot infini A := νG(1)νG(2) . . . (vu dans Ω) jouera un rôle essentiel dans
la suite. On notera dorénavant

A = a1a2 . . . , i .e. an = νG(n) et Am := a1 . . . aGm−1 (A0 = ∧).

Le mot infini A est déterminé par les propriétés (9). Celles-ci expriment que
Am+1 = Amm. . .AmmA

′
m, où A′m est un préfixe de Am. La lettre m + 1

apparâıt pour la première fois dans A à la position Gm+1, ce qui permet
d’interpréter la fonction descente T de la manière suivante : T (m) + 1 est
l’entier qui termine le préfixe de longueur Gm+1 du mot infini périodique
(Amm)ω.

Définition. Le système dynamique topologique (X(A), σ) est appelé
valumètre de l’échelle G ; il sera noté plus simplement XG.

L’échelle G étant toujours fixée, plus généralement, pour x ∈ KG, AG(x)
désignera le mot infini sur Λ donné par

AG(x) := νG(x)νG(τx)νG(τ2x) . . . ,

de sorte que AG(x)n = νG(τnx). Nous avons ainsi défini une application
AG : KG → Λω ; en particulier A = AG(1). Notons que

AG(τx) = σAG(x)

et que νG et D sont liées par la relation

νG(τx) = maxD(x) + 1(10)

(rappelons la convention maxD(x) = −1 si D(x) est vide). Introduisons
encore un ensemble important pour la suite :

K∞G := KG \
⋃

n≥0

τ−n(0).

Pour tout x ∈ KG la suite n 7→ AG(x)n n’est pas bornée et plus précisément,
on a la propriété locale suivante, très utile :

Lemme 1. Soit un entier m > 0 et x ∈ KG. Si νG(τkx) < m pour
k = 1, . . . , s, alors pour tout n = 0, . . . , s : τnx et JG(x[m] + n) ont les
mêmes préfixes de longueur m et ek(x) = ek(τnx) pour tout k ≥ m. En
particulier , s ≤ Gm − x[m] − 1 et les s premières lettres de σAG(x) et
σAG(x[m]) sont identiques.

Démonstration. Si x = x0x1x2 . . . et νG(τx) = ν, par (10) et la définition
de τ , on a τ(x) = 0ν(xν + 1)xν+1xν+2 . . . d’où le lemme en itérant τ (s fois)
et ses conséquences particulières.

La proposition suivante rend compte de propriétés combinatoires de A,
des éléments de XG et de AG(KG) résultant des définitions et des propriétés
de sauts des retenues dans une échelle.
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Proposition 1. (i) Toutes les lettres de Am (m > 0) sont strictement
inférieures à m et tout entier n = 0, 1, . . . ,m − 1 apparâıt dans Am. Si
k = e0(k)G0 + . . . + esk(k)Gsk est le G-développement de k, alors le mot
a1 . . . ak se factorise sous la forme

(Asksk)
esk (k)(Ask−1(sk − 1))esk−1(k) . . . (A00)e0(k).

De plus, pour x ∈ KG,

σx[n]AG(0nxnxn+1xn+2 . . .) = AG(x).

Soit y = y0y1y2 . . . ∈ XG.
(ii) Supposons yk = m > 0, m 6= ∞. Si k ≥ Gm − 1, alors y]k − Gm,

k−1] = Am. Si k ≤ Gm−1, alors y0y1 . . . yk−1 est le suffixe Akm := A]Gm−
k−2, Gm−2] de Am de longueur k. En particulier , si ak = m, on a k ≥ Gm
et A]k −Gm, k − 1] = Am. Enfin, s’il existe l > 0 tel que yk = yk+l = m et
yk+j 6= m pour tout j = 1, . . . , l−1, alors l ≥ Gm et y]k+ l−Gm, k+ l−1] =
Am.

(iii) Si yk =∞, alors il existe une suite strictement croissante d’entiers
naturels (mj)j telle que y0y1 . . . yk−1 = limj A

k
mj . Si , de plus, yk+1yk+2 . . . ∈

Nω, alors yk+1yk+2 . . . = A.

(iv) Tout élément y de X(0)
G distinct de A possède exactement un anté-

cédent par σ, lequel est dans X(0)
G ; A possède au plus un antécédent , qui ne

peut être que ∞A.
(v) XG 6= X

(0)
G .

Soit y = y0y1y2 . . . un élément de XG ou de AG(KG).

(vi) Si yj = yk = m 6= ∞, alors j = k ou |j − k| ≥ Gm. En revanche,
tout mot facteur de y de longueur supérieure ou égale à Gm contient une
lettre m′ ≥ m.

(vii) Soit un entier m ≥ 0 et yj = m′ ≥ m ≥ 0 (y compris m′ = ∞).
Alors il existe k, 0 ≤ k ≤ Gm − 1, et m′′ ≥ m tels que yj . . . yj+k+1 =
m′a1 . . . akm

′′ (= m′m′′ si k = 0).
(viii) Si mwm′, avec w = w1 . . . wd dans Nd, est un facteur de y tel que

max{w1, . . . , wd} < min{m,m′},
alors w = a1 . . . ad. Si , de plus, m = m′ =∞, alors J(d) ∈ ω(G).

Démonstration. (i) La première partie est une conséquence directe des
définitions et de νG(Gm) = m. La factorisation de a1 . . . ak s’obtient par
récurrence sur sk. Celle de

σx[n]AG(0nxnxn+1xn+2 . . .)

vient de ce que, pour 0 ≤ k ≤ x[n], le calcul de τ k(0nxnxn+1xn+2 . . .)
n’affecte pas les chiffres xj , j ≥ n.
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(ii) Par définition de la topologie produit, il suffit de traiter le cas par-
ticulier de A (pour lequel, d’après (i), k ≥ Gm). Soit donc un entier k tel
que νG(k) = m. On peut écrire J(k) = 0memem+1 . . . em+s0ω avec em > 0.
Alors, pour tout entier j tel que 0 < j < Gm,

J(k −Gm + j) = e0(j) . . . em−1(j)
(
em − 1

)
em+1 . . . em+s0ω

avec e0(j) . . . em−1(j) 6= 0m, d’où ak−Gm+j = aj , soit

ak−Gm+1ak−Gm+2 . . . ak−1 = Am.

(iii) La première partie de (iii) résulte directement de (ii). Supposons en
outre que, pour tout l > k, yl 6= ∞. Quitte à considérer σky, on peut sup-
poser que k = 0. N’étant pas élément de X (0)

G , y est un point d’accumulation
de XG, soit y = limj anjanj+1anj+2 . . . avec

nj = emj(nj)Gmj + emj+1(nj)Gmj+1 + . . . ,

la suite (mj)j tendant vers l’infini avec j. Soit m > 0. Les yl, 0 < l ≤ m, sont
isolés dans Λ ; alors, pour j suffisamment grand, on a anj+1anj+2 . . . anj+m =
y1y2 . . . ym et max1≤l≤m yl < mj ; les m premières additions de 1 à nj
n’entrâınent donc pas de retenue au-delà de mj − 1, d’où y1y2 . . . ym =
A[1,m].

(vi) Supposons yj = yk = m et j < k. Si y ∈ XG alors par (ii), k − j ≥
Gm. Si maintenant y = AG(x) (x ∈ KG), notons l le plus grand indice tel
que j ≤ l < k et m ≤ yl. Par le lemme 1 appliqué à τ lx, Gm ≥ k − l (en
fait, c’est une égalité) et donc Gm ≥ k − j comme attendu.

Montrons maintenant qu’un mot w de y, de longueur plus grande ou
égale à Gm, contient une lettre m′ ≥ m (éventuellement m′ =∞). Si y = A,
notons que, comme ci-dessus, pour tout entier l, si le mot al+1 . . . al+s ne
contient aucune lettre ≥ m, le lemme 1 implique s < Gm. D’où le résultat
pour A, lequel passe sans difficulté à tous les y ∈ XG. Reste le cas de
y = AG(x), qui résulte également d’une simple application du lemme 1.

(iv) Soit y ∈ X
(0)
G et y 6= A. Si y ∈ O(A), y admet au moins un

antécédent. Si y 6∈ O(A), il existe une suite strictement croissante d’entiers
non nuls (nj)j telle que y = limj σ

njA. La suite (σnj−1A)j possède une valeur

d’adhérence z dans XG qui vérifie σ(z) = y. Donc z ∈ X(0)
G ou z ∈ X(1)

G .
Mais, dans ce dernier cas, z = ∞A d’après la propriété (iii), d’où y = A,

ce qui est exclu. Démontrons maintenant l’unicité : soit z ∈ X
(0)
G tel que

σ(z) = y. D’après (vi), il existe une infinité de couples d’entiers (m,k(m)),
ne dépendant que de y, tels que yk(m) = m ≥ 1 et k(m) ≤ Gm − 1. D’après
(ii), l’hypothèse y 6= A assure que l’on peut supposer k(m) ≤ Gm−2. Alors,
à nouveau en raison de (ii), z0z1 . . . zk(m) est le suffixe Ak+1

m de Am, ce qui
détermine z. Soit enfin y ∈ XG, à supposer qu’il existe, tel que σ(y) = A. S’il
existait k tel que y = σk(A), alors A = σk+1(A) et A serait périodique, ce
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qui contredirait l’assertion (i). Il existe donc une suite strictement croissante
d’entiers (nk)k telle que y = limσnk(A). Soit alors un entier m ≥ 1. Pour
k suffisamment grand, σnk(A)j = yj = aj pour tout j tel que 1 ≤ j < Gm.
Alors, d’après (i), le mot y1y2 . . . yGm−1 ne contient aucune lettre supérieure
ou égale à m, d’où, d’après (vi), y0 ≥ m. Cela valant pour tout m, il s’ensuit
y0 =∞.

(v) Pour tout entier n ≥ 1, la lettre n est préfixe de σGn−1(A). Par com-
pacité, on peut extraire dansXG une sous-suite convergente de (σGn−1(A))n.
Sa limite aura ∞ pour préfixe.

(vii) Soit y = AG(x) avec yj = m′ ≥ m ≥ 0. Soit k le plus petit entier t tel
que yj+t+1 ≥ m. Alors, k < Gm et yjyj+1 . . . yj+k+1 = m′a1 . . . akm

′′ d’après
le lemme 1, avec m′′ ≥ m. Si y = limσniA avec (ni)i strictement croissante,
à tout i correspond, d’après ce qui précède, des entiers ki < Gm, m′i ≥ m et
m′′i ≥ m tels que σniA = m′a1 . . . akim

′′
i . Comme (σniA)i converge et que la

suite (ki)i est bornée par Gm − 1, celle-ci est ultimement constante, d’où le
résultat.

(viii) Nous n’examinons que le cas où un mot de XG contient un facteur
∞w∞, avec w = w1 . . . wd ∈ N∗ ; les autres cas sont laissés au lecteur. Soit
M > max{w1, . . . , wd}. D’après (i), il existe un entier m tel que AG(m) =
amwam+d+1, avec am+d+1 = b > am = a > M , de sorte que Gb − 1 =
d+ ea(m)Ga + . . .+ eb−1(m)Gb−1 et νG(m+ j) = aj pour 1 ≤ j ≤ d. Alors,
w = a1 . . . ad et, M pouvant être choisi arbitrairement grand, J(d) ∈ ω(G).

Pour deux entiers m′, m tels que 0 ≤ m′ < m, notons N(m′,m) le
plus grand des entiers n < Gm tels que an = m′ et posons P (m′,m) =
Gm−N(m′,m). D’après proposition 1(i), N(m′,m) est bien défini et, de la
propriété (ii) de cette même proposition, on déduit :

Lemme 2. 1. Pour tout j tel que νG(j) = m on a νG(j−P (m′,m)) = m′

et νG(k) 6= m′ si j − P (m′,m) < k ≤ j.
2. Les éléments de XG comptent au plus un symbole infini si , et seule-

ment si ,
lim

m′→∞
min

m,m>m′
P (m′,m) = +∞.

Cette notation sera utilisée principalement dans la sous-section 3.4.

Après les caractéristiques combinatoires des mots de XG et de AG(KG),
la proposition qui suit donne quelques propriétés de l’application AG utiles
pour comparer odomètre et valumètre. Nous aurons besoin d’une version
plus précise du lemme 1 sous la forme suivante.

Lemme 3. Pour tout x ∈ KG et tout entier n ≥ 0, définissons

µn := max
0≤l≤n

νG(τ lx).
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Supposons µn < ∞ et posons zn := x0 + x1G1 + . . . + xµnGµn. Alors, zn
n’est pas nul ,

τ lx = e0(zn + l) . . . eµn(zn + l)eµn+1(x)eµn+2(x)eµn+3(x) . . .(11)

pour 0 ≤ l ≤ n et

νG(x) . . . νG(τnx) = νG(zn) . . . νG(zn + n).(12)

En outre, si λn := min{l : νG(τ l(x)) = µn}, alors λn < Gµn et

x0 . . . xµn−10ω =
{
J(Gµn − λn) si λn > 1,
0ω si λn = 0.

(13)

Démonstration. Il est clair que zn n’est pas nul et les formules (11) et
(12) résultent du lemme 1. En remplaçant n par λn, ce qui ne change pas la
valeur de µn, on peut écrire

τλnx = 0(µn)(eµn(x) + εn)eµn+1(x)eµn+2(x)eµn+3(x) . . .

avec x0 + . . .+xµn−1Gµn−1 +λn = εnGµn et εn = 0 si λn = 0, εn = 1 sinon ;
d’où (13).

Proposition 2. (i) Si x ∈ KG et νG(x) = m, il existe un unique y ∈ KG
tel que τGmy = x. Alors, AG(τy) = AmAG(x).

(ii) Disc(AG) =
⋃
n≥1 Disc(τn). En particulier , AG est continue si et

seulement si τ est continue.
(iii) L’application AG est borélienne ; elle définit , par restriction, une

bijection de K∞G sur X(0)
G d’application réciproque φ : X(0)

G → K∞G continue.

(iv) X(1)
G = {y ∈ XG : ∃ k ≥ 1, σk(y) = A}. En particulier , X(1)

G est au
plus dénombrable.

Démonstration. (i) Soit x ∈ KG tel que νG(x) = m, et posons

y = 0m(em(x)− 1)em+1(x)em+2(x) . . .

On a bien y ∈ KG et τGmy = x ; l’unicité de y provient du caractère injectif
de la restriction de τ à KG\τ−1(0ω). On a enfin AG(τy) = AmAG(x) d’après
la proposition 1(vii) en prenant j = 0,m′ = νG(y) ≥ m et en notant qu’alors,
k = Gm − 1 et m′′ = m.

(ii) Soit x un point de discontinuité de τ , c’est-à-dire x ∈ ω(G)\τ−1(0ω).
Il existe une suite strictement croissante d’entiers (nk)k telle que x =
limk(Gnk − 1). Alors, νG(τ(Gnk − 1)) = nk tend vers l’infini quand k tend
vers l’infini. Comme τx 6= 0ω, on a νG(τx) 6= ∞. Ainsi, νG étant continue,
νG ◦ τ est continue si et seulement si τ l’est, d’où le résultat par itération.

(iii) L’application AG(·) est borélienne puisque νG(·) et τ le sont. Avec
les notations du lemme 3, si x ∈ K∞G , la suite (µn)n associée à x est à valeurs
finies et (12) montre qu’elle tend vers l’infini. Il en est de même de (λn)n,
et (13) montre alors que la restriction de AG à K∞G est injective.
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Démontrons l’inclusion AG(K∞G ) ⊂ X
(0)
G . Tout d’abord, x ∈ K∞G si, et

seulement si, la lettre∞ n’apparâıt pas dans AG(x) ; il suffit donc de montrer
que AG(x) ∈ XG si x ∈ K∞G , ce qui est clair en passant à la limite dans (12).

Soit maintenant y = my1y2 . . . dans X(0)
G . On détermine facilement deux

suites d’entiers strictement croissantes (kj)j et (nj)j (k0 = n0 = 0) telles
que ynj = m + kj et yl < m + kj pour tout l, 0 ≤ l < nj . D’après la
proposition 1(ii), my1 . . . ynj−1 est suffixe de Am+kj , donc, en posant x(j) :=
J(Gm+kj − nj), on a AG(x(j)) ∈ Umy1...ynj

. A fortiori, AG(x(l)) ∈ Umy1...ynj

pour tout l ≥ j. D’autre part, si x est un élément de KG tel que AG(x) ∈
Umy1...ynj

, alors, avec les notations du lemme 3, on a λnj = m+ kj et donc

et(x) = et(x(j)) pour tout t, 0 ≤ t ≤ m+kj−1. Il s’ensuit que x(j) est préfixe
de x(j+1). Ainsi, la suite (x(j))j converge dans KG ; notons ξ sa limite. La
suite d’égalités λnj = m+ kj et le caractère croissant de (kj)j montrent que
AG(ξ) = y, ce qui assure de plus ξ ∈ K∞G . L’égalité AG(K∞G ) = X0

G est donc
prouvée.

L’application AG réalise donc une bijection de K∞G sur X(0)
G ; notons φ

sa bijection réciproque et soit y = AG(x) avec x ∈ K∞G .
D’après (12) et (13),

φ(X(0)
G ∩ Uy0...yn) ⊂ [x0 . . . xµn−1],

d’où la continuité de φ.
(iv) Ces propriétés sont des conséquences de la proposition 1(iv).

La proposition 2(iii) montre le lien, simple et anhypothétique, qu’il y a
entre K∞G et X(0)

G via AG. Si l’on considère l’application AG dans son en-
semble, la situation peut devenir beaucoup plus compliquée. La proposition
suivante donne quelques implications, dont les exemples qui la prolongent
montrent qu’aucune d’entre elles n’admet de réciproque.

Proposition 3. On a (A)⇒(B), (B)⇒(C) et (C)⇒(D), où

(A) AG(KG) = XG ;
(B) le symbole ∞ apparâıt au plus une fois dans tout mot infini de XG ;
(C) la suite (Gm+1 −Gm)m tend vers l’infini ;
(D) AG(KG) ⊂ XG.

Démonstration. (A)⇒(B). C’est évident, vu que AG(x) est dans X(0)
G si

x n’est pas dans τ−p(0ω) pour un certain p ≥ 0 et compte exactement un
symbole ∞ sinon.

(B)⇒(C). Si (Gn+1−Gn)n ne tend pas vers l’infini, il existe c ≥ 1 et une
infinité d’entiers n tels que Gn+1 −Gn = c. Pour de tels n, on a σGn−1A =
na1a2 . . . ac−1(n + 1) . . . ; on peut donc extraire de (σGn−1A)n une suite
convergeant vers un élément de XG qui sera de la forme∞a1a2 . . . ac−1∞ . . .
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(C)⇒(D). Supposons que la suite (Gm+1−Gm)m tende vers l’infini. Au
vu de la proposition 2, il suffit de montrer que AG(x) ∈ XG pour tout x
appartenant à l’un des τ−p(0ω), p ≥ 0. Soit donc x tel que τ p(x) = 0ω. Si
p = 0, c’est-à-dire si x = 0ω, on a AG(x) = ∞A, tandis que ∞A ∈ XG

d’après les propositions 5 et 1(iv). Si p > 0, on définit l’entier µp−1 pour x
comme dans le lemme 3 ; c’est le même si l’on remplace x par x0 . . . xm0ω

avec m ≥ µp−1. Puisque τ p−1x ∈ τ−1(0ω) notons (mj)j une suite strictement
croissante d’entiers dans D(τ p−1x) avec m0 ≥ µp−1. Alors, pour tout l,
0 ≤ l ≤ p− 1, le lemme 3 donne

J(Gmj+1 − p+ l) = e0(τ lx) . . . eµp−1(τ lx)eµp−1+1(x)eµp−1+2(x) . . . emj (x)0ω.

Il s’ensuit que

σGmj+1−p−1A = νG(x)νG(τx) . . . νG(τp−1x)(mj + 1)σGmj+1A,

qui tend, quand j tend vers l’infini, vers νG(x)νG(τx) . . . νG(τp−1x)∞A =
AG(x).

Exemple 1. Il n’est pas vrai en général que AG(KG) ⊂ XG. Par
exemple, si KG est dénombrable, τ−1(0ω) = ∅. Alors, AG(KG) = AG(K∞G )∪
{AG(0)} = X

(0)
G ∪ {∞A} 6⊂ XG car X(1)

G = ∅ d’après la proposition 5. Cette
inclusion n’est pas non plus systématiquement réalisée si A est récurrent :
prenons par exemple G2n+1 = G2n+1 et G2n+2 = G2n+1 +G2n. Alors, la de-
scente T de l’arbre de G est donnée par T (2n) = −1 et T (2n+ 1) = 2n− 1 ;
de plus, τ−1(0) = {(01)∞}. Ainsi, AG((01)∞) = 1∞A, mais la suite des
(Am)m est donnée par A2n+1 = A2n(2n) et A2n+2 = A2n+1(2n + 1)A2n et
l’on voit facilement que les éléments de XG\X(0)

G sont ∞A ou de la forme
w∞∞A avec w ∈ N∗.

Exemple 2. Si τ est continue, la densité de K∞G (resp. X(0)
G ) dans KG

(resp. XG) et la continuité de AG montrent que AG(KG) = XG. Mais
le fait, pour un odomètre d’échelle G, d’être continu n’est pas nécessaire
pour que les propriétés (B) ou (A) soient vérifiées. Ainsi, dans le cas de
l’échelle G donnée par Gn+1 = 2Gn + Gn−1 + Gn−2 + . . . + G1 + G0, on a
P (m′,m) = G0 +G1 + . . .+Gm′−1 pour tout m et tout m′ < m, et P (m′,m)
tend bien vers l’infini avec m′, ce qui montre (B) en vertu du lemme 2.
Pourtant, le théorème 1 montre que l’odomètre n’est pas continu. En effet,
la fonction T , descente de l’arbre des retenues de G (cf. sous-section 2.3), est
donnée par T (n) = −1 (dans la terminologie de [BDIL], l’arbre des retenues
correspondant est l’arbre buisson). De plus, dans cet exemple, τ−1(0ω) est
vide, d’où AG(KG) = X

(0)
G ∪ {∞A} et, comme A est récurrent d’après la

proposition 5, on a AG(KG) ⊂ XG mais AG(0) =∞A possède au moins un
antécédent par σ. Donc (A) n’est pas vérifiée non plus.
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La situation décrite par l’exemple précédent n’a jamais lieu si l’échelle
est basse, comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 1. Si l’échelle de numération est basse, elle détermine un
odomètre continu si , et seulement si , l’une des trois propriétés (A), (B), (C)
de la proposition 3 est vérifiée.

Démonstration. En introduisant la descente T de l’arbre des retenues,
la relation (6), dans le cas d’une échelle basse G, donne

min
m,m>m′

P (m′,m) = P (m′,m′ + 1) = GT (m′)+1,

quantité qui tend vers l’infini si, et seulement si, l’odomètre associé est con-
tinu d’après le théorème 1. Ainsi (B) est-elle équivalente, d’après le lemme 2,
à la continuité de τ . Pour terminer la démonstration, notons que pour une
échelle basse, la condition (C) est équivalente à la continuité (proposition 7
de [BDIL]) et que la continuité implique (A) par le théorème 4.

Exemple 3. L’échelle définie par Gn+1 = 2Gn+ 1 montre que l’on peut
avoir (D) (la preuve est la même que dans l’exemple 2), avec (C), mais pas
(B), puisque X(3)

G est non vide. Pour avoir (D) et pas (C), on peut prendre
G2n+1 = G2n + 1 et G2n+2 = 2G2n+1. Pour cette échelle, τ−1(0) = ∅, la
descente de l’arbre étant donnée par T (2n) = −1 et T (2n+ 1) = 2n.

Remarque 1. La continuité, même dans le cas d’une échelle basse, n’est
pas équivalente à (D). Soit en effet une échelle, basse ou non, dont les
branches de l’arbre des retenues soient de longueur finie, mais non bornée.
Alors, par un raisonnement déjà effectué à l’occasion de l’exemple 2, τ−1(0ω)
= ∅ et AG(KG) = X

(0)
G ∪{∞A}, qui est bien contenu dans XG. En revanche,

τ n’est pas continue.

L’égalité entre AG(KG) etXG est toutefois intimement liée à la continuité
de τ , sans pour autant lui être équivalente ; c’est ce que précise le résultat
suivant.

Proposition 4. Une condition nécessaire est suffisante pour avoir
l’égalité AG(KG) = XG est que J(N) ∩ ω(G) = ∅ (i.e. les entiers sont des
points de continuité de τ) et ω(G) = τ−1(0ω). D’autre part , si AG réalise
une bijection de KG sur XG, alors ω(G) = τ−1(0ω) (ce qui équivaut à la
continuité de τ), et cet ensemble est fini ou dénombrable.

Démonstration. Supposons AG(KG) = XG. Les éléments de XG sont
alors de la forme w∞A, avec w ∈ N∗. Soit x ∈ ω(G) et soit (nj)j une
suite strictement croissante d’entiers telle que x = limj(J(Gnj − 1)). Si
x = J(s), s ∈ N, tout point limite de (AG(Gnj − 1 − s))j commence par le
mot ∞a1 . . . as∞, ce qui est exclu par l’hypothèse. Donc J(N) ∩ ω(G) = ∅.
Revenons à x ; ce n’est pas un entier, il existe donc une infinité d’indices
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p tels que ni xp ni x[p] := x0 + x1G1 + . . . + xp−1Gp−1 ne soient nuls.
Lorsque j est assez grand, x0 . . . xp est préfixe de J(Gnj − 1), de sorte
que AG(0pxpxp+1xp+2 . . .) et AG(J(Gnj − 1 − x[p])) ont le même préfixe
pa1 . . . ax[p] de longueur x[p]+1 (qui se termine par νG(x)), la lettre suivante
étant respectivement νG(τ(x)) et nj . Quitte à prendre une suite extraite, on
peut supposer que la suite (AG(J(Gnj − 1 − x[p])))j converge. Soit y(p) sa
limite et x(p) un point dans KG tel que AG(x(p)) = y(p). Par construction,
y(p) = pa1 . . . ax[p]∞A, donc z(p) := τx[p]+1(x(p)) ∈ τ−1(0) d’une part et

z(p) = x0 . . . xp−1z
(p)
p z

(p)
p+1z

(p)
p+2 . . . d’autre part. Il s’ensuit que x est adhérent

à τ−1(0ω) ; d’où ω(G) = τ−1(0ω) puisque ω(G) est fermé. Supposons en
outre que AG soit injective. Alors, dans la construction précédente, tous les
z(p) sont identiques à z = A−1

G (∞A) d’où x = z, vu l’infinité de p dont on
dispose. De plus, τ−1(0ω) est au plus dénombrable, puisque σ−1A l’est.

Réciproquement, supposons J(N) ∩ ω(G) = ∅ et ω(G) = τ−1(0ω). La
proposition 1(viii) montre que les éléments de XG comptent au plus un
symbole ∞. D’après la proposition 3, cela implique que AG(KG) ⊂ XG.
Alors, tout élément de XG \X(0)

G est, en vertu de la proposition 1(iii), de la
forme w∞A, avec w ∈ N∗. Soit donc y = w∞A ∈ XG. Posons w = w1 . . . wd
et M := max{w1, . . . , wd}. Il existe un ensemble infini E d’indices n > M
et des entiers associés Nn tels que le mot wn soit préfixe de AG(Nn) et
donc tels que wn soit aussi préfixe de AG(Gn − d). Choisissons un point
d’accumulation x des Gn − 1 (n ∈ E) ; étant dans ω(G), x n’est pas dans
J(N), d’où l’existence d’un entier p tel que x[p] > d et xp 6= 0. Considérons
maintenant un indice n ∈ E tel que x0 . . . xp soit préfixe de J(Gn − 1). Par
hypothèse, il existe x′ dans τ−1(0ω) tel que x0 . . . xp soit aussi préfixe de x′.
Rappelons que tout élément de KG \ {0ω} possède un unique antécédent
par τ . Alors, AG(Gn − 1 − x[p]), AG(τ−x[p]x) et AG(τ−x[p]x′) ont tous le
même préfixe de longueur x[p] + 1, la lettre suivante étant respectivement
n, νG(τx) et ∞. En particulier, w est préfixe commun de AG(Gn − d) et de
AG(τ−d+1x′) ; par suite, AG(τ−d+1x′) = y.

Exemple 4. Un cas particulier intéressant est celui où τ−1(0ω) est fermé
puisqu’alors, la proposition précédente montre que l’odomètre est continu
si, et seulement si, AG(KG) = XG. Avec τ−1(0ω) dénombrable, il existe
des échelles dont les odomètres associés sont non continus et qui vérifient
pourtant l’égalité AG(KG) = XG. Par exemple, considérons la partition
de van der Corput (Pn)n≥0 de N définie par Pn := 2n+1N + 2n − 1. Pour
n ∈ N, définissons G2n − 1 := 2G2n−1 + G2n−2 + G2n−3 + . . . + G0 et,
pour (p, n) ∈ N∗ × N, G2n+1p+2n − 1 := 2G2n+1p+2n−1 + G2n+1p+2n−2 +
G2n+1p+2n−3 + . . .+G2n+1(p−1)+2n +(G2n+1(p−1)+2n−1). Pour m ∈ Pn, T (m)
est égal à −1 si m est le plus petit élément de Pn et son prédécesseur dans
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Pn sinon. Par construction, si m = 2n+1p+2n−1 ∈ Pn, on a J(Gm+1−1) =
12n−12(12n+1−12)p0ω ; il s’ensuit τ−1(0ω) =

{
12n−12(12n+1−12)ω : n ∈ N

}
et

ω(G) = {1ω}∪τ−1(0ω) = τ−1(0ω). D’après la proposition 4, AG(KG) = XG.

3.3. Valumètre et récurrence. Le caractère récurrent de A est étroi-
tement relié à la structure topologique de KG :

Proposition 5. Pour toute échelle de numération, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(a) A est récurrent ;
(b) X(1)

G 6= ∅ (ou encore, A possède une pré-image par σ dans XG) ;

(c) X(0)
G n’est pas dénombrable ;

(d) X(0)
G n’est pas réduit à O(A) ;

(e) la suite (Gm+1−Gm)m n’est pas bornée (ou, de manière équivalente,
KG est un ensemble de Cantor (cf. [BDIL, thm. 1 et 2]).

Démonstration. (a)⇒(b). Cette implication est une conséquence de la
proposition 1(iv) et du fait que A est récurrent si et seulement s’il existe
y ∈ X(A) tel que σy = A.

(b)⇒(c). X(0)
G est une intersection dénombrable d’ouverts partout

denses de XG, qui est un espace de Baire. Supposons (b) ; par ce qui précède,
A est récurrent et donc, pour tout point x ∈ XG, l’ouvert XG \ {x} est
partout dense puisqu’il contient l’orbite de σk(A) pour un entier k déterminé,
laquelle orbite est partout dense. Il en résulte, par la propriété de Baire, que
X

(0)
G n’est pas dénombrable.

(c)⇒(d). C’est évident.
(d)⇒(e). Si la suite (Gm+1 − Gm)m est bornée, disons par M , alors,

pour tout m tel que M < Gm, on a aGm . . . aGm+1−1 = ma1 . . . atm avec
tm = Gm+1 − Gm − 1 < M . Il en résulte que les points d’accumulation de
la suite n 7→ σnA sont dans X(3)

G , d’où X
(0)
G = O(A).

(e)⇒(a). Par hypothèse, il existe une suite strictement croissante d’en-
tiers (mk)k telle que Gmk+1 > Gmk + k, de sorte que amk+1 . . . amk+k =
a1 . . . ak. Alors

lim
k
σmkA = A,

donc A est récurrent.

Remarque 2. Si A n’est pas récurrent, les ensembles X (1)
G et X(2)

G sont

vides, tandis que X(3)
G ne l’est pas. En fait, X(3)

G est alors un fermé invariant
par σ dont les lettres appartiennent à un alphabet fini de cardinal au plus
lim supn(Gn+1 − Gn). Soit donc YG =

⋂
n≥0 σ

nXG le plus grand compact
de XG sur lequel σ induise un flot. Toute mesure σ-invariante sur XG a
son support dans YG et c’est un fait général que YG contient tous les points
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d’accumulation de XG donc, ici, X(3)
G . Enfin, comme dans le cas présent,

X
(0)
G (= O(A)) ne contient pas de point périodique, d’où

⋂
n≥0 σ

nX
(0)
G = ∅.

Ainsi, lorsque A n’est pas récurrent, YG = X
(3)
G et toute mesure σ-invariante

est portée par X(3)
G .

Donnons quelques exemples avec X(3)
G 6= ∅. Tout d’abord, X(3)

G = {∞ω}
pour toutes les échelles G de la forme Gn+1 = qnGn + 1 pour tout n assez
grand. Dans le cas où Gn+1 = Gn + en avec en ∈ {1, 2}, le système dy-
namique (X(3)

G , σ) s’identifie topologiquement au sous-shift obtenu en con-
sidérant l’orbite fermée de e = e0e1e1 . . . ∈ {0, 1}ω suivant le shift binaire.
En particulier, on peut choisir e de manière à ce que (X (3)

G , σ) soit le shift
plein sur un alphabet à deux lettres. On peut varier cette construction qui
montre finalement que le cas pathologique où KG est dénombrable conduit
à une très grande variété de systèmes dynamiques sur X (3)

G .

Voici une famille d’exemples donnant X(3)
G 6= ∅ à coup sûr :

Proposition 6. S’il existe x ∈ KG tel que O(x) 6= KG, alors X(3)
G 6= ∅.

Démonstration. Étant donnée la remarque précédente, on peut supposer
que KG est non dénombrable ; la suite m 7→ Gm+1 − Gm n’est donc pas
bornée. Soit x ∈ KG d’orbite (par τ) non dense. D’après la proposition 10(iv)
de [BDIL], les points d’accumulation de Oτ (x) forment un segment {0, . . . ,
M−1} de N. Il s’ensuit l’existence de suites strictement croissantes d’entiers
(nj,p)j telles que chaque mot infini σnj,p(AG(x)) prend des valeurs supé-
rieures à p suivant des occurrences à lacunes bornées par M . Par un argu-
ment de compacité, il existe une suite (σmj(AG(x)))j convergente, de limite
y (dans Ω), où la lettre ∞ apparâıt avec des occurrences à lacunes bornées
par M . Or x ∈ K∞G , car s’il existait un entier naturel n tel que τnx = 0ω,

Oτ (x) serait dense. Alors, d’après la proposition 2(iii), AG(x) ∈ X(0)
G ⊂ XG,

donc y ∈ X(3)
G .

Le résultat suivant permet de construire des éléments à peu près quel-
conques de X(2)

G et X(3)
G . On en trouvera une application dans la section

suivante.

Proposition 7. Soit M ∈ {0,∞}ω récurrent et distinct de 0ω et soit
π : Λ → {∞, 0} définie par π(∞) = ∞ et π(n) = 0 si n ∈ N. Il existe une
échelle de numération G et un point x ∈ XG tels que

π(x) := π(x0)π(x1)π(x2) . . . = M.

Démonstration. Écartons le cas banal où M =∞ω et supposons que la
première lettre de M soit ∞. Puisque M est récurrent, il s’écrit
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M =∞s10t1∞s20t2∞s3 . . .

avec des suites convenables (si)i et (ti)i d’entiers strictement positifs. Soit
maintenant l’échelle de numération G définie par

G0 = 1,

G1 = G0 + 1, . . . , Gs1−1 = Gs1−2 + 1 (si s1 ≥ 2),

Gs1 = Gs1−1 + t1 + 1, . . .

Gs1+...+sk+l = Gs1+...+sk+l−1 + 1 (pour 1 ≤ l < sk+1 − 1),

Gs1+...+sk+1−1 = Gs1+...+sk+1−2 + 1 (si sk+1 ≥ 2),

Gs1+...+sk+1 = Gs1+...+sk+1−1 + tk+1 + 1, . . .

On vérifie par récurrence que Gs1+...+sk = (s1 + t1) + . . . + (sk + tk) + 1.
Pour simplifier les écritures à venir, notons s0 = 0 et introduisons les mots
Sk et Tk définis par

Sk := (s0 +s1 +. . .+sk)(s0 +s1 +. . .+sk+1) . . . (s0 +s1 +. . .+sk+sk+1−1),

qui est donc de longueur sk+1, et Tk le segment initial de A = AG(1) de
longueur tk. Alors,

σGs1+...+sk−1A = SkTk+1Sk+1Tk+2 . . .

Choisissons une suite strictement croissante d’entiers (nj)j telle que, simul-
tanément, M = limσnjM et la suite (σnjA)j converge. Soit x sa limite ;
alors, x ∈ XG et, par construction de G, π(x) = M .

Notons enfin que limj σ
nj+s1x = 0t1∞s20t2 . . . La même construction

convient donc au cas où la première lettre de M est 0.

3.4. Valumètre et minimalité. Pour tout entier p > 0, nous dirons que
la châıne croissante d’entiers m1 < . . . < mk (k ≥ 2) est une p-châıne de
longueur k si, avec les notations de la sous-section 3.2,

P (m1,m2) ≤ p, P (m2,m3) ≤ p, . . . , P (mk−1,mk) ≤ p.
Cette définition se justifie par le résultat suivant :

Théorème 3. Les propriétés (M1) à (M3) sont équivalentes :

(M1) le valumètre XG est minimal ;
(M2) pour tout entier p > 0, les longueurs des p-châınes sont bornées

dans leur ensemble ;
(M3) X(3)

G = ∅.
Démonstration. (M2)⇒(M1). D’après la proposition 1(ii), il suffit —

pour établir la minimalité de (XG, σ) — de montrer la condition plus faible
suivant laquelle toute lettre finie de Λ apparâıt dans A avec des lacunes
bornées. Fixons un entier m, choisissons p ≥ m et une occurrence de p dans
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A. Si les Gm lettres suivantes sont distinctes de m, alors, par la proposi-
tion 1(iv), l’une de ces lettres au moins est strictement supé-
rieure à m. Notons-là q ; alors, la proposition 1(i) montre que q > p et
le lemme 2 assure que P (p, q) ≤ Gm. Par induction sur k, on obtient que
si deux occurrences successives de m sont espacées d’au moins kGm lettres,
il existe une châıne croissante m1 = m < m2 < . . . < mk qui est une
Gm-châıne.

(M1)⇒(M3). Si X(3)
G n’est pas vide, alors, pour tout point ζ ∈ X

(3)
G ,

son orbite fermée est distincte de XG (elle est incluse dans X(3)
G ), ce qui est

contraire à la minimalité de (XG, σ).
(M3)⇒(M2). S’il existe une p-châıne de longueur arbitaire, alors il existe

y ∈ XG tel que la lettre ∞ apparâıt avec des lacunes de longueur au plus p,
donc y ∈ X(3)

G .

Remarque 3. Puisque l’ensemble X(3)
G est réunion dénombrable de par-

ties compactes σ-invariantes, s’il n’est pas vide, l’une d’elles ne l’est pas et
il existe ainsi une mesure de probabilité σ-invariante µ sur XG portée par
X

(3)
G . En particulier, µ(X(0)

G ) = 0.

Le théorème suivant décrit précisément le cas où l’odomètre τ associé à
une échelle G est continu.

Théorème 4. Si τ est continue, AG réalise une surjection continue de
KG sur XG et induit un homéomorphisme de K∞G sur X(0)

G . De plus, (XG, σ)

est minimal , X(2)
G = X

(3)
G = ∅ et toute mesure µ, σ-invariante sur XG, est

portée par X(0)
G .

Démonstration. Supposons τ continue. La première phrase de l’énoncé
est une application directe des propositions 2(ii) et 4 (on peut aussi reprendre
l’argumentation de l’exemple 2).

Soit maintenant µ une mesure de probabilité σ-invariante telle que
µ(X(0)

G ) < 1 ; alors, µ(U∞) est strictement positif par (8). En vertu du
théorème de récurrence de Poincaré, il existe x ∈ U∞ ∩ XG dans lequel la
lettre ∞ apparâıt au moins 2 fois, ce qui contredit AG(KG) = XG. Donc
µ(X(0)

G ) = 1.

4. Mesures invariantes sur le valumètre

4.1. Convergence molle. Dans la suite, l’espace Ω (= Λωc ) est muni de sa
tribu borélienne B. Rappelons qu’une suite de mesures de probabilité (µn)n
sur (Ω,B) converge faiblement vers la mesure µ si, et seulement si, la suite
(µn(Uw))n converge vers µ(Uw) pour tout cylindre de base w = w0 . . . wl−1,
wi = ai ou wi = ai avec ai ∈ N (cf. (3)), et que l’ensemble de ces mesures
est faiblement compact.
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Définition. Soit µ une mesure (Ω,B). Une suite de mesures (µn)n sur
(Ω,B) sera dite converger mollement vers µ si, pour tout mot w sur Λ, on a

lim
n
µn(Uw) = µ(Uw).

On écrira alors µ = m-limµn. On aura noté que les cylindres intervenant
dans la définition de la convergence molle sont ceux de la forme Ua1...al−1 avec
ai ∈ Λ (il n’y a pas de ai). Dans la suite, la notation Uw sera réservée par
convention aux cylindres de ce type, alors que l’on écrira U 0

w pour ceux inter-
venant dans la définition de la convergence faible (avec wi éventuellement,
mais la lettre ∞ n’apparâıt plus dans w).

Lemme 4. Considérons sur (Ω,B) une mesure de probabilité µ et une
suite de mesures de probabilité (µn)n.

1. Si µ = m-limn µn, alors (µn)n converge faiblement vers µ.
2. Si µ(Nω) = 1, alors µ = m-limn µn si , et seulement si , (µn)n converge

faiblement vers µ.

Démonstration. 1. Sous les hypothèses du lemme, supposons que µ = m-
limn µn. Par compacité faible, il existe une suite extraite (µnk)k qui converge
vers une mesure de probabilité ν. Alors, les mesures µ et ν cöıncident sur
tout cylindre U0

w, avec w ∈ N∗. Soit w ∈ Λ∗\N∗ et soient, pour m ∈ N,
les cylindres Uw[m], avec w[m]i = wi si wi ∈ N et w[m]i = m si wi = ∞.
On a Uw ⊂ Uw[m] pour tout m, d’où µnk(Uw) ≤ µnk(Uw[m]) et, en passant
à la limite, µ(Uw) ≤ ν(Uw[m]). Comme ν(Uw) = limm ν(Uw[m]), il vient
µ(Uw) ≤ ν(Uw). Par σ-additivité, µ ≤ ν sur tout type de cylindre (cf. (3)),
donc, en fait, µ = ν. La mesure µ est ainsi la seule valeur d’adhérence faible
de la suite (µn)n, qui converge donc faiblement vers µ.

2. Si (µn)n converge faiblement vers µ avec µ(Nω) = 1, alors, pour tout
w ∈ Λ∗\N∗ et tout entier m ≥ 0, on a lim supn µn(Uw) ≤ µ(Uw[m]) ; il
s’ensuit que lim supn µn(Uw) = 0. Ainsi, la suite (µn(Uw))n tend bien vers
µ(Uw) = 0 quand n tend vers l’infini.

La convergence molle correspond à une topologie sur l’ensemble Ξ des
mesures de probabilité sur (Ω,B) qui est métrisable, strictement plus fine
que la topologie faible et, donc, n’est pas compacte. Par exemple, la suite
des mesures de Dirac δ{nω} converge faiblement vers δ{∞ω} mais ne converge
pas mollement dans Ξ.

Soient β := β1 . . . βl et B := b0 . . . bL−1 deux mots non vides sur Λ de
longueurs respectives l et L. La fréquence de β dans B est, par définition,
le rapport

fB(β) :=
card{m : 0 ≤ m ≤ L− l & bm . . . bm+l−1 = β}

L
.

Il sera utile d’associer à B la mesure de probabilité µ[B] sur Λω définie par
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µ[B] :=
1
|B|

∑

0≤i<|B|
δσi(Bω)

où δx désigne la mesure de Dirac au point x. En particulier, pour tout mot
β non vide tel que |β| ≤ |B| on a

fB(β) ≤ µ[B](Uβ) ≤ fB(β) +
|β| − 1
|B| .(14)

Soit une suite de mots Bn (n ≥ 0) sur Λ de longueurs Ln > 0 telle que
limn Ln = +∞ et tel que pour tout mot β non vide sur l’alphabet Λ, la
limite

`(β) := lim
n
fBn(β)

existe. Dans ces conditions, la suite des mesures µ[Bn] converge mollement
vers une mesure de probabilité µ sur (Ω,B) si, et seulement si, µ(Uβ) = `(β)
pour tout mot non vide β ∈ Λ∗. En outre, µ est nécessairement invariante
par le shift. La suite (Bn)n est alors dite m-génératrice pour µ. De plus, si les
Bn sont dans N∗ alors µ(Nω) = 1. Dans le cas particulier où il existe y dans
Ω tel que la suite (y0 . . . yn)n soit m-génératrice pour µ, on dira que y est
m-générique pour µ. De manière équivalente, la suite (N−1∑

0≤n<N δσny)N
converge mollement vers µ.

Examinons maintenant le cas y = A en notant que, pour toute mesure
de probabilité µ sur XG, σ-invariante, on a µ({A}) = 0. En conséquence,
µ(X(1)

G ) = 0 d’après la proposition 2(iv). On peut donc décomposer µ en

la somme d’une mesure σ-invariante µ′ portée par X(0)
G et d’une mesure

σ-invariante µ′′ portée par X(2)
G ∪X

(3)
G .

Exemple 5 (Échelle G avec X(3)
G = ∅ et une mesure ergodique char-

geant U∞). Construisons sur l’alphabet {0,∞} le mot infini M suivant :
soient M1 := ∞ et, pour tout entier n ≥ 0, Mn+1 := M2n−1

n WnM
2n−1
n où

Wn := 0|Mn|. Alors, |Mn+1| = (2n+1 − 1)|Mn|. Notons fn la fréquence de
∞ dans Mn. Par construction, fn+1 = 2n+1−2

2n+1−1fn ; cette relation définit un
produit infini convergent dont la valeur, strictement positive, est la den-
sité de ∞ dans M := limMn (on voit facilement que les limites donnant
M et la densité de ∞ dans M existent). Par ailleurs, M = limσ|Mn|M .
Soit G l’échelle de numération associée au mot M par la proposition 7 ; ∞
n’apparâıt pas dans M avec des lacunes bornées. De manière plus restric-
tive, tout segment initial de A = AG(1) apparâıt dans A avec des lacunes
bornées. Donc, si x est un élément quelconque de XG et si n est un entier na-
turel donné, il n’existe pas de places arbitrairement grandes de x où la lettre
∞ apparâıtrait avec des lacunes bornées par n. Par conséquent, X (3)

G = ∅.
On peut extraire de la suite (N−1∑

n<N δσnM )N une sous-suite faiblement
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convergente dont la limite est une mesure invariante ν telle que ν(U∞) > 0.
Il existe alors une mesure ergodique µ, σ-invariante, telle que µ(U∞) > 0,
donc µ(X(0)

G ) = 0.

Le cas où µ est ergodique présente une dichotomie intéressante qui sera
mise en évidence par la convergence molle en privilégiant A. Auparavant, il
est intéressant de noter que la structure codée particulière des préfixes de A
qui ressort de la proposition 1 donne la caractérisation suivante :

Proposition 8. Soit Uw un cylindre de base w dans Ω (cf. (3)). Pour
que la limite limk µ[a1...ak](Uw) existe, il faut et il suffit que limm µ[Am](Uw)
existe.

Démonstration. La nécessité est évidente ; montrons la suffisance. Le
cas où w est un mot sur Λ contenant la lettre ∞ est trivial et on peut,
sans inconvénient, remplacer la convergence de la suite (µ[Am](Uw))m par
celle de (µ[Amm](Uw))m. En adoptant les notations dans la factorisation en
proposition 1(i), on obtient

∣∣∣∣µ[a1...ak](Uw)− 1
k

sk∑

r=0

er(k)Grµ[Arr](Uw)

∣∣∣∣ ≤ 2|β|SG(k)
k

où SG(k) =
∑sk

r=0 er(k) est la somme des chiffres du G-développement de k.
Or, pour l fixé et k > Gl, on a

SG(k)
k
≤ Gl

k
+

1
Gl
,

ce qui montre que limk S(k)/k = 0 et, par la majoration précédente,

lim
k
µ[a1...ak](Uw) = lim

m
µ[Am](Uw).

4.2. Mesures portées par X(0)
G . Les mesures de probabilité σ-invariantes

portées par X(0)
G sont contrôlées par les suffixes de A et leurs valeurs d’ad-

hérence au sens de la convergence molle.

Théorème 5. Soit µ une mesure de probabilité σ-invariante et ergodi-
que sur XG. Il y a équivalence entre

(i) µ(X(0)
G ) = 1 ;

(ii) il existe une sous-suite de la suite des mots Am qui soit m-généra-
trice pour µ ;

(iii) il existe une sous-suite de la suite des préfixes a1 . . . an de A qui soit
m-génératrice pour µ.

Démonstration. L’implication (ii)⇒(iii) est immédiate. Puisque, par (ii),
les cylindres dont les bases sont les mots contenant la lettre ∞ ont par µ
une mesure nulle, on a aussi (ii)⇒(i).
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Montrons les implications réciproques (i)⇒(iii) et (iii)⇒(ii). Supposons
(i). Puisque µ est ergodique, il existe un point y ∈ X (0)

G générique (au sens
usuel) pour µ. Dans une première étape, montrons que µ est limite faible
d’une suite extraite de la suite des mesures k 7→ µ[a1...ak]. Soit donc w un mot
sur l’alphabet N, de longueur l ≥ 1, et soit m un entier ≥ 2 tel que toutes les
lettres de w soient strictement plus petites que m. D’après proposition 1(vii),
le mot y0 . . . yn−1 se factorise sous la forme PnQnRn où le préfixe Pn et le
suffixe Rn sont de longueur au plus Gm − 1 ne contenant pas de lettres
m′ ≥ m, et où le mot Qn est un concaténé de mots de la forme m′a1 . . . ak,
0 ≤ k < Gm, m ≤ m′ (réduit au mot m′ pour k = 0). Par choix de m,

fy0...yn−1(w) =
|Pn|fPn (w) + |Rn|fRn (w)

n

+
1
n

Gm−1∑

k=1

(k + 1)f∞a1...ak(w)
n−1∑

s=0

1Uma1...akm
(σs(y)),

où a1 . . . ak représente le mot vide lorsque k = 0. Remarquons qu’ici,

f∞a1...ak(w) = µ[∞a1...ak](Uw)

et posons
p(k,m) = µ(Uma1...akm).

La factorisation précédente de y0 . . . yn−1 donne, par passage à la limite en
n, l’égalité

Gm−1∑

k=0

(k + 1)p(k,m) = 1,

tandis que la généricité de y entrâıne

µ(Uw) =
Gm−1∑

k=0

(k + 1)p(k,m)µ[∞a1...ak](Uw)

=
Gm−1∑

k=0

(k + 1)p(k,m)µ[ma1...ak](Uw),

le mot w ne comportant pas de lettre supérieure ou égale à m. De plus, si v
est un mot de Λ∗ contenant au moins une lettre infinie, on a par hypothèse

0 = µ(Uv) =
Gm−1∑

k=0

(k + 1)p(k,m)µ[ma1...ak](Uv).

Ainsi, la suite des mesures µm :=
∑Gm−1

k=0 (k + 1)p(k,m)µ[ma1...ak] converge
mollement vers µ. Par le lemme 4, cette convergence à lieu faiblement.
Par suite, µ appartient à l’enveloppe convexe faiblement fermée C(M) de
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l’ensemble M des mesures µ[ma1...ak] (m ≥ 1, k ≥ 0). Comme µ est er-
godique, elle est aussi point extrémal de C(M) et, en tant que tel, µ est
faiblement adhérente à M en vertu du théorème de Milman [Mi]. D’autre
part, µ n’est pas de la forme µ[ma1...ak] puisque, pour tout m ∈ N, la propo-
sition 1(vi) implique µ(Um) ≥ 1/Gm. Elle n’est pas non plus de la forme
µ[∞a1...ak], au vu de l’hypothèse (i). D’où l’existence d’une suite d’entiers
positifs (mn)n et d’une suite strictement croissante (kn)n d’entiers telles
que la suite n 7→ µ[mna1...akn ] soit faiblement convergente vers µ. Mais alors,
n 7→ µ[a1...akn ] converge aussi faiblement vers µ et, par le lemme 4, la con-
vergence est molle ; c’est la propriété (iii).

Montrons maintenant que l’on peut substituer la suite des mesures µ[Am]

à celle des mesures µ[a1...ak]. Supposons que la suite n 7→ µ[a1...akn ] converge
mollement vers µ. Une première conséquence est que µ vérifie (i). D’après
la proposition 1(i), si J(k) = e0(k) . . . esk(k)0ω (avec esk(k) 6= 0), alors

a1 . . . ak = (Asksk)
esk (k)(Ask−1(sk − 1))esk−1(k) . . . (A00)e0(k).

Introduisons le mot

βn := (Askn∞)eskn (kn)(Askn−1∞)eskn−1(kn) . . . (A0∞)e0(kn).

Il est immédiat que, pour tout mot fini w sur N, on a

µ(Uw) = lim
n
µ[a1...akn ](Uw) = lim

n
µ[βn](Uw),

tandis que

µ[βn](Uw) =
kn∑

j=0

qj(n)µ[Aj∞](Uw), avec qj(n) =
ej(kn)Gj

kn

et
∑

j≥0 qj(n) = 1. Si toutes les lettres de w sont strictement plus petites
que n0 et si n ≥ n0, alors

µ[βn](Uw) =
kn∑

j=0

qj(n)µ[Ajn](Uw).

Il en résulte, comme précédemment, que µ est limite faible d’une sous-suite
de la suite (µ[Aj ])j . Enfin, d’après le lemme 4, cette convergence est molle.

Le théorème 5 permet en fait de donner un critère affirmant l’existence
de mesures invariantes sur X(0)

G ou sur l’odomètre.

Proposition 9. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(P1) il existe une mesure µ de probabilité sur XG, σ-invariante et portée
par X(0)

G ;
(P2) il existe une partie infinie J de N telle que

lim
m→∞

sup
j∈J

µ[Aj ](Um) = 0.(15)
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Démonstration. (P1)⇒(P2). Il suffit de traiter le cas µ ergodique. Par
le théorème 5, il existe une suite croissante d’entiers (nk)k telle que µ soit
limite molle de µ[Ank ]. Alors, pour tout ε > 0, il existe m0 ∈ N tel que
µ(Um0) ≤ ε/2 et il existe k0 tel que µ[Ank ](Um0) ≤ ε si k ≥ k0. Choisissons
maintenant m > max{m0, nk0}. Alors, µ[Aj ](Um) = 0 pour 0 ≤ j ≤ nk0 ,
d’où µAnk (Um) ≤ ε pour tout indice k.

(P2)⇒(P1). Supposons (15) et soit µ une mesure σ-invariante sur XG,
limite faible d’une sous-suite (µ[Ajk ])k de la suite de mesures (µ[Aj ])j∈J .
Par (15), µ(U∞) = 0, de sorte que cette sous-suite converge mollement vers
µ qui est portée par X(0)

G .

Donnons quelques conséquences de l’étude précédente.

Corollaire 2. (i) Si la série
∑

m≥0G
−1
m converge, alors il existe une

mesure de probabilité invariante sur X(0)
G et limm supj∈N µ[Aj ](Um) = 0.

(ii) S’il existe une mesure de probabilité ergodique µ sur X
(0)
G , alors

la suite n 7→ µ(Un) est décroissante au sens large, converge vers 0 et
lim infmm/Gm = 0.

(iii) Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) toutes les mesures invariantes pour le valumètre sont portées par
X

(0)
G ;

(b) limm sup0<i≤j µ[ai...aj ](Um)=0 (en particulier , limmm/Gm=0).

Démonstration. (i) repose sur le fait que, grâce à la proposition 1(vi),
pour tous entiers positifs l et j, on a µ[Aj ](Ul) ≤ 1/Gl. On peut donc appli-
quer la proposition 9 avec J = N. Pour ce qui est de (ii), la proposition 1(i),
(ii) assure, pour tout entier j, la décroissance de la suite (µ[Aj ](Un))n. Le
théorème 5 montre que celle de (µ(Un))n s’en déduit. Le résultat sur la limite
inférieure résulte de la majoration suivante, qui est immédiate, et du même
théorème 5 :

m

Gm − 1
≤ µ[Am](Ul̄) +

l

Gm − 1
·(16)

Montrons (iii). Supposons (a) et considérons les applications dm : µ 7→
µ(Um) définies sur l’espace compact I(XG). Elles sont continues. La suite
(dm)m est décroissante et, d’après (a), elle converge simplement vers 0. Le
théorème de Dini entrâıne que la convergence est uniforme, ce qui donne
en particulier la propriété (b). Réciproquement, supposons (b) et soit λ une
mesure de probabilité invariante et ergodique sur (XG, σ). Soit ε > 0 ; il
existe un entier M tel que µ[ai...aj ](Um) ≤ ε pour tout 0 < i ≤ j et tout
m ≥ M . D’autre part, la mesure λ admet un point générique x ; il existe
alors un entier m ≥ M et un indice n tels que µ[x0...xn](Um) ≥ λ(U∞) − ε.
Mais, x étant adhérent à l’orbite de A, il existe un entier i (dépendant de



Échelle de numération 67

n et m) tel que µ[x0...xn](Um) = µ[ai...ai+n](Um), d’où λ(U∞) ≤ 2ε, montrant

ainsi que λ est portée par X(0)
G , d’où (a). Finalement, notons que la densité

de l’échelle est nulle à cause de (16).

Il est possible de construire des exemples qui montrent que les propriétés
de ce corollaire sont au plus juste.

Exemple 6. Considérons une échelle de la forme Gn+1 = αnGn + βn.
Un choix approprié des entiers αn ≥ 1 et βn ≥ 0 permet d’obtenir si-
multanément G de densité nulle et la densité de 0 dans AG(1) également
nulle (et donc, seule la mesure nulle est invariante sur X (0)

G ). Prenons par
exemple (αn, βn) = (1, 1) sauf pour un ensemble d’indices exceptionnels.
Plus précisément, soient (jn)n une suite d’entiers strictement croissante
et (rn)n une suite d’entiers au moins égaux à 2. Posons, pour k ≥ 1,
Gjk := rkGjk−1 + 1 et Gm := Gm−1 + 1 pour les entiers m 6∈ {jk : k ≥ 1}.
Posons enfin, pour simplifier,

sn := j1 +
∑

2≤k≤n

jk − jk−1

r1 . . . rk−1
.

On calcule facilement

lim inf
n

Gn
n

= lim inf
n

Gjn−1

jn − 1
= lim inf

n

r1 . . . rn−1

jn − 1
sn

et, en remarquant que la suite (µ[An](U0))n est ici décroissante,

lim
n
µ[An](U0) = lim

n
µ[Ajn ](U0) = lim

n
s−1
n .

En particulier, pour rn := n + 1 et jn :=
∑n

k=1 k!, on trouve bien
lim infnGn/n = +∞ et lim supn µ[An](U0) = 0. Enfin, grossièrement,
fa1...am(0) ≤ 2µ[An](U0) si jn ≤ m < jn+1, ce qui donne bien une densité
nulle des occurrences de 0 dans A.

Notons au passage qu’on vient de construire une échelle G telle que KG
est un espace de Cantor, mais dont l’odomètre correspondant n’admet pas
de mesure de probabilité invariante.

Exemple 7. Construisons maintenant une échelle G avec lim supn n/Gn
= 1 et telle qu’il existe des parties infinies J et K de N avec supj∈J µ[Aj ](Um)
= 1 pour tout m et limm supk∈K µ[Ak](Um) = 0. Pour une suite strictement
croissante d’entiers non nuls (jn)n, posons Gm := m + 1 pour m < j1,
puis Gm+1 = Gm + 2 pour j1 − 1 ≤ m ≤ j2 − 2 et, pour tout n ≥ 1,
Gm+1 = Gm + 1 si j2n − 1 ≤ m ≤ j2n+1 − 2 et Gm+1 = Gm + Gj2n−1 si
j2n+1 − 1 ≤ m ≤ j2n+2 − 2. Afin de simplifier les notations dans les calculs
qui vont suivre, introduisons Bn := Ajn−1(jn − 1) et fn(m) := µ[Bn](Um).

Pour tout n ≥ 1, la proposition 1 donne les factorisations

B2n+1 = B2n(j2n)(j2n + 1)(j2n + 2) . . . (j2n+1 − 1)
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et

B2n+2 = B2n+1Aj2n−1(j2n+1)Aj2n−1(j2n+1 + 1) . . . Aj2n−1(j2n+2 − 1).

Pour j2n ≤ m < j2n+1, on en déduit fk(m) = 0 si k ≤ 2n,

f2n+1(m) =
j2n+1 −m
|B2n+1|

, f2n+2(m) =
|B2n+1|f2n+1 + (j2n+2 − j2n+1)
|B2n+1|+ |B2n|(j2n+2 − j2n+1)

et, si k ≥ 1,

f2n+2k+1(m) =
|B2n+2k|f2n+2k + (j2n+2k+1 − j2n+2k)
|B2n+2k|+ (j2n+2k+1 − j2n+2k)

et

f2n+2k+2(m) =
|B2n+2k+1|f2n+2k+1 + |B2n+2k|(j2n+2k+2 − j2n+2k+1)f2n+2k

|B2n+2k+1|+ |B2n+2k|(j2n+2k+2 − j2n+2k+1)
·

Ces expressions permettent de construire, pas à pas, une suite (jn)n don-
nant une échelle répondant aux conditions annoncées : il suffit de prendre
j1, . . . , j2n arbitrairement, n ≥ 1 étant fixé une fois pour toutes. Puis l’on
choisit j2n+1 tel que Gj2n+1−1/(j2n+1−1)≤2, j2n+2 tel que f2n+2(j2n+1−1)
≤ (1 + 1/n2)(1/|B2n|). Enfin, pour tout k ≥ 1, j2n+2k+1 est tel que

Gj2n+2k+1−1 ≤
(

1+
1
k

)
(j2n+2k+1−1) et f2n+2k+1(2n+2k−1) ≥ 1− 1

k
,

puis j2n+2k+2 tel que

f2n+2k+2(j2n+2k+1 − 1) ≤ 1
|B2n+2k|

(
1 +

1
(n+ k)2

)

et, pour tout t = 0, . . . , k − 1,

f2n+2k+2(j2n+2t+1 − 1) ≤
(

1 +
1

(n+ k)2

)
f2n+2k(j2n+2t+1 − 1).

Le valumètre possède donc, au moins comme mesures invariantes, une me-
sure ergodique portée par X(0)

G et la mesure de Dirac δ∞ω . De plus, cet
exemple prouve que, dans le corollaire 2, la conclusion de (ii) ne saurait être
améliorée et que l’hypothèse de (i), s’il advenait éventuellement qu’elle pût
être affaiblie, ne pourrait être en aucun cas supprimée.

Exemple 8. Pour terminer, la propriété (b) du corollaire 2(iii) ne peut
pas se réduire à limm supj∈N µ[Aj ](Um) = 0. L’échelle Gn = 2n+1 − 1 fournit
un contre-exemple. Elle satisfait bien à cette nouvelle condition, car on cal-
cule simplement µ[An+p](Un) = (2p − 1)/(2n+p − 1), d’où supj µ[Aj ](Un) =
2−n. Mais

A]2(2n+1−1)+(2n+2−1)+ . . .+(2n+k−1), 2n+k+1−1] = (n+1) . . . (n+k),

d’où sup0<i≤j µ[ai...aj ](Um) = 1 pour tout m. Cette échelle admet donc la

mesure de Dirac δ{∞ω} comme mesure ergodique. Sur X(0)
G , elle admet une
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unique mesure ergodique (cf. le théorème 7, infra) par rapport à laquel-
le A est m-générique. En effet, toute valeur d’adhérence faible de la suite
(µ[a1...ak])k est à support dans X(0)

G , donc cöıncide avec µG. Ainsi, contraire-
ment à ce qui se passe dans le cas non récurrent, la mesure invariante δ∞ω

n’est limite faible d’aucune sous-suite de (µ[Am])m.

4.3. Unique ergodicité. Si toutes les mesures σ-invariantes sur XG sont
portées par X(2)

G ∪X
(3)
G , alors X(0)

G est négligeable pour toute mesure faible-
ment adhérente à la suite des mesures µ[a1...an]. En conséquence, A est molle-
ment générique pour la mesure nulle. D’un autre côté, la proposition 9 per-
met d’affirmer qu’il existe une mesure invariante ergodique sur X (0)

G mais
elle n’en garantit pas l’unicité ; cette situation est examinée par le théorème
suivant :

Théorème 6. Si la suite des mots Am est mollement génératrice pour
une mesure de probabilité µG, celle-ci est l’unique mesure de probabilité σ-
invariante sur X(0)

G ; elle est alors ergodique et toute mesure de probabilité
ν, σ-invariante sur XG, se décompose de manière unique sous la forme
ν = αµG + (1 − α)ν∗ (0 ≤ α ≤ 1) où ν∗ est une mesure de probabilité
portée par XG \X(0)

G . En particulier , si (XG, σ) est uniquement ergodique,

son unique mesure de probabilité est portée par X(0)
G si , et seulement si , A

est m-générique (pour une mesure de probabilité).

Démonstration. Soit une mesure σ-invariante % portée par X (0)
G ; alors,

par désintégration de %, il existe une mesure ergodique µ telle que µ(X (0)
G )

= 1. Si la suite des mots Am est m-génératrice pour une mesure µG, le théo-
rème 5 montre que µG = µ. Soit maintenant une mesure ν, σ-invariante sur
XG. La désintégration de ν suivant les mesures ergodiques montre qu’alors,
ν se décompose sous la forme indiquée dans le théorème. En particulier,
pour ν = %, il vient % = µG, d’où l’unicité de %.

Supposons enfin qu’il existe une unique mesure invariante µ sur (XG, σ).
Alors, la suite (µ[Am])m n’admet qu’une seule valeur d’adhérence faible et
converge donc faiblement vers µ ; la convergence est molle d’après le lemme 4,
donc A est m-générique pour µ.

L’exemple suivant fournit une méthode générale de construction d’un
odomètre continu admettant au moins deux mesures invariantes de proba-
bilité.

Exemple 9. Commençons par supposer avoir déterminé les m2 (> 2)
premiers termes d’une échelle G de telle manière qu’il existe un entier m1,
0 < m1 < m2, et un mot β sur l’alphabet N dont les lettres sont strictement
inférieures à m1 et dont les fréquences d’apparition dans Am1m1 et Am2m2
(les quantités fAmimi(β) avec les notations de la sous-section 3.1) soient
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respectivement b et a avec b > a > 0. Par exemple, les premiers termes de
G sont 1, 2, 4, 5, m1 = 2, m2 = 3 et β = 0 ; dans ce cas, b = 1/2 et a = 2/5.
Fixons maintenant une suite de nombres strictement positifs (εn)n≥1 telle
que ε1 = b, ε2 = a et

∑∞
n=3 εn < (b− a)/3 et définissons an :=

∑n+1
k=2 εk

et bn := b − ∑n+1
k=3 εk ; alors, a1 = a, b1 = b, les suites (an)n et (bn)n

sont respectivement strictement croissante et strictement décroissante et
bn − an > (b− a)/3 pour tout n.

Nous allons construire, par récurrence sur n, une suite finie strictement
croissante d’entiers m1 < . . . < m2n−1 < m2n et les éléments de l’échelle
de numération G d’indices inférieurs ou égaux à m2n de telle façon que si
F (k) := fAkk(β), alors F (m2n−1) ≥ bn et F (m2n) ≤ an.

Pour n = 1, la construction est celle présentée plus haut. Supposons-
là effectuée à l’ordre n et considérons la suite des entiers Gm2n+i (i ≥ 1)
déterminée par la récurrence Gm2n+i = Gm2n + iGm2n−1 . Alors,

Gm2n+iF (m2n + i) = Gm2nF (m2n) + iGm2n−1F (m2n−1) ;

on peut donc exhiber un entier in tel que F (m2n + in) ≥ bn+1 et choisir
m2n+1 := m2n+ in en conservant les Gk construits pour m2n+ 1 ≤ k ≤ m2n
+ in. Construisons de même Gm2n+1+j = Gm2n+1 + jGm2n pour 1 ≤ j ≤ jn,
de manière à ce que F (m2n+1 + jn) ≤ an+1 ; enfin, prenons m2n+2 = m2n+1

+ jn, ce qui clôt la récurrence. Par ailleurs, l’échelle admet une descente
T qui vérifie, pour tout n ≥ 2, T (m2n + i) = m2n−1 − 1 si 0 ≤ i < in et
T (m2n+1 + j) = m2n− 1 si 0 ≤ j < jn. L’odomètre de cette échelle est donc
continu d’après le théorème 1. Les valeurs d’adhérences faibles respectives
des suites (µ[Am2n ])n et (µ[Am2n+1 ])n donnent alors des mesures σ-invariantes
distinctes, puisqu’elles ne prennent pas la même valeur sur Uβ. D’après le

théorème 4, ces mesures sont à support dans X (0)
G .

Remarquons que limnGn+1/Gn = 1 si l’on choisit in et jn grands devant
respectivement Gm2n et Gm2n+1 et, qu’avec les conditions initiales données
ci-dessus, on obtient une échelle basse. Il est possible de modifier cette con-
struction (par exemple, remplacer Gm2n par nGm2n dans la définition des
Gm2n+i) pour avoir lim supnGn+1/Gn = +∞. Mais, dans tous les cas,

lim inf
n

Gn+1

Gn
= 1.

Ce dernier point n’est pas négociable à cause du résultat suivant.

Théorème 7. Si l’échelle G vérifie :

(i) la suite m 7→ Gm
∑∞

k=mG
−1
k est bornée,

(ii) limn(Gn+1 −Gn) = +∞,

alors (X(0)
G , σ) est uniquement ergodique.
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Démonstration. Pour tout mot β donné, notons fn := fa1...an(β) et
Fm := fGm(β). L’existence d’une mesure de probabilité invariante sur X (0)

G
est garantie par le corollaire 2. S’il en existe deux, on peut les supposer
ergodiques et, par le théorème 5, il existe un mot β sur l’alphabet N tel que

a := lim inf
n

fn < lim sup
n

fn =: b.(17)

L’objectif est d’en tirer une contradiction, ce qui va se faire en deux étapes.
Nous aurons besoin pour cela d’un lemme technique. Tout d’abord, pour
t ∈ R introduisons les notations t+ := max{0, t} et t− := −min{0, t}.

Lemme 5. Soit β un mot fini sur N. Soient m0 ∈ N tel que les lettres
de β soient toutes strictement inférieures à m0 et des entiers n et m tels
que Gm0 ≤ Gm ≤ n < Gm+1. La division euclidienne de n par Gm donne
n = eGm + r et

(a) fn = (1− r/n)Fm + (r/n)fr,
(b) |Fm − fn| ≤ r/n et
(c) −(fn − fr)− ≤ −(Fm − fr)−/2 ≤ Fm − fn ≤ (Fm − fr)+/2 ≤

(fn − fr)+.

Démonstration. Posons pour simplifier α(n) := a1 . . . an, alors

α(n) = (Amm)eα(r).

Par hypothèse sur les lettres de β, il s’ensuit nfn = eGmFm + rfr, d’où (a),
mais aussi nFm = nfn− rfr + rFm ≤ nfn + r et, de même, nFm ≥ nfn− r ;
d’où la majoration (b). Comme 0 ≤ r/n < 1/2 par la division euclidienne,
une simple considération barycentrique donne les encadrements (c).

Étape 1 : mise en place. Soient η := (b− a)/10 et 0 < ε < η/2. Soit un
entier naturel m0 majorant strictement les lettres de β et tel que n ≥ Gm0

entrâıne a − ε < fn < b + ε. Utilisons l’hypothèse (ii). Soit un entier M
vérifiant M > m0, Gm0 < εGM et Gm+1 − Gm ≥ Gm0 pour tout m ≥ M .
Soient encore deux entiers n1 et n2 tels que GM+1 < n1 < n2, fn1 ≤ a+ η,
fn2 > b− ε et fn > a+ η pour tout n, n1 < n ≤ n2. L’existence de (n1, n2)
est assurée par (17). Définissons enfin m1 et m2 par Gm1−1 ≤ n1 < Gm1 et
Gm2 ≤ n2 < Gm2+1.

Effectuons la division euclidienne n2 = eGm2 + r. Si r < Gm0 , le
lemme 5(b) assure que Fm2 ≥ fn2 − r/n2 ≥ fn2 − Gm0/n2 ≥ b − 2ε. Si
r ≥ Gm0 , le (c) du même lemme montre que Fm2 ≥ fn2 − (fn2 − fr)−. Dans
cette minoration, si fn2−fr est négatif, cela implique b−ε < fn2 ≤ fr < b+ε.
De là résulte Fm2 ≥ fn2 − 2ε ≥ b− 3ε. D’où

Fm2 ≥ b− 3ε(18)

dans tous les cas.
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Effectuons de même n1 = eGm1−1+r. Pour r < Gm0 , on obtient Fm1−1 ≤
fn1 + r/n1 ≤ a + η + ε ; et pour r ≥ Gm0 , Fm1−1 ≤ fn1 + (fn1 − fr)+ ≤
fn1 + η + ε ≤ a+ 2η + ε, d’où

Fm1−1 ≤ a+ 2η + ε.(19)

Appliquons une troisième fois le lemme 5, cette fois-ci à Gm1 − 1 =
eGm1−1 + r, en remarquant tout d’abord que Fm1 ≤ fGm1−1. Si r < Gm0 , il
vient par (b) que fGm1−1 ≤ Fm1−1 + ε ≤ a+ 2η+ 2ε. Si r ≥ Gm0 , (c) donne
soit fGm1−1 ≤ Fm1−1 ≤ a+ 2η + ε lorsque Fm1−1 ≥ fr, soit

fGm1−1 ≤ (Fm1−1 + (b+ ε))/2 ≤ (a+ b)/2 + η + ε.

Dans tous les cas,
Fm1 ≤ (a+ b)/2 + η + ε.(20)

La définition de (m1,m2) montre que m2 ≥ m1 − 1. Les inégalités (18)–
(20), jointes aux définitions de η et de ε, assurent en fait Fm2 6= Fm1−1 et
Fm2 6= Fm1 . En conséquence, m2 > m1, soit n1 < Gm1 < Gm2 ≤ n2.

Minorons maintenant Gm2/n1. On a

Am2m2 = Am1m1α(Gm1+1 −Gm1 − 1)(m1 + 1)(21)

× α(Gm1+2 −Gm1+1 − 1)(m1 + 2) . . .

× α(Gm2 −Gm2−1 − 1)m2.

En passant aux fréquences,

Gm2Fm2 = Gm1Fm1 + (Gm1+1 −Gm1)fGm1+1−Gm1−1

+ . . .+ (Gm2 −Gm2−1)fGm2−Gm2−1 .

Par hypothèse, fGm1+i+1−Gm1+i ≤ b + ε pour tout i, 0 ≤ i ≤ m2 −m1 − 1,
d’où, en utilisant les inégalités déjà obtenues,

(b− 3ε)Gm2 ≤ Fm2Gm2 ≤
(
a+ b

2
+ η + ε

)
Gm1 + (b+ ε)(Gm2 −Gm1),

soit
Gm2

n1
>
Gm2

Gm1

≥ (b− a)/2− η
4ε

=
η

ε
·(22)

Étape 2 : une contradiction. On construit dans cette seconde étape une
suite (γk)k décroissante telle que, pour tout entier n,

n1 < n ≤ Gm2+k+1 ⇒ fn ≥ γk.(23)

Commençons par k = 0. Soit n, n1 < n ≤ Gm2+1. Si n ≤ n2, alors fn ≥ a+η.
Si (Gm2 ≤) n2 < n < Gm2+1, on écrit n = eGm2 + r. D’après le lemme 5(a),
si n1 < r < Gm2 , il s’ensuit fn ≥ min(Fm2 , fr) ≥ min(b− 3ε, a+ η) = a+ η.
Si r ≤ n1, en tenant compte de (22) et (18), le lemme 5(a) montre que

fn ≥
(

1− r

n

)
Fm2 ≥

(
1− ε

η

)
(b− 3ε) ≥

(
1− ε

η

)
(a+ η).



Échelle de numération 73

Pour n = Gm2+1, on a

Fm2+1 =
(

1− 1
n

)
fn−1 et

1
n
<
Gm1

Gm2

<
ε

η
.

En reprenant les minorations ci-dessus, on trouve : ou bien fn−1 ≥ a+ η et
alors Fm2+1 ≥ (1− ε/η)(a+ η), ou bien

fn−1 ≥
(

1− r

n− 1

)
(b− 3ε) ≥

(
1− r

n− 1

)
(a+ η)

avec r ≤ n1 (< Gm1). Mais
(

1− 1
n

)(
1− r

n− 1

)
≥ 1− r + 1

n− 1
≥ 1− Gm1

Gm2

≥ 1− ε

η
.

On réalise donc (23) (pour k = 0) en prenant

γ0 =
(

1− ε

η

)
(a+ η).

Supposons avoir calculé γk−1. Soit Gm2+k < n < Gm2+k+1. Effectuons
encore une fois la division euclidienne n = eGm2+k + r. Si r > n1, on a
fn ≥ min(Fm2+k, fr) ≥ γk−1. Si r ≤ n1,

fn ≥
(

1− Gm1

Gm2+k

)
Fm2+k ≥

(
1− ε

η
· Gm2

Gm2+k

)
γk−1.

Pour n = Gm2+k+1, on a fn−1 ≥ γk−1, ou fn−1 ≥ (1− r/(n− 1))γk−1 avec
toujours r ≤ n1. Comme 1− 1/n ≥ 1−Gm1/Gm2+k et

(
1− 1

n

)(
1− r

n− 1

)
≥ 1− r + 1

n− 1
≥ 1− Gm1

Gm2+k
,

tous ces calculs amènent à prendre

γk =
(

1− ε

η
· Gm2

Gm2+k

)
γk−1.

Le produit infini

u(ε) :=
∞∏

k=0

(
1− ε

η
· Gm2

rGm2+k

)

est convergent. L’inégalité −2u < log(1−u) sur [0, 1/2] montre que u(ε) est
minoré par exp(−(2ε/η)Gm2

∑∞
k≥m2

G−1
k ) et l’on a fn ≥ (a + η)u(ε) pour

tout entier n > n1. Sous l’hypothèse (i), il existe une constante C telle que
u(ε) ≥ exp(−(2C/η)ε) pour tout ε, d’où limε→0 u(ε) = 1, ce qui contredit
(17).

La conjonction des théorèmes 3, 4 et 7 entrâıne le résultat suivant :
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Corollaire 3. Si τ est continue et si la condition (i) du théorème 7
est vérifiée, alors (XG, σ) est strictement ergodique.

Remarque 4. Les hypothèses du théorème 7 sont vérifiées s’il existe
une constante a > 1 telle que aGn ≤ Gn+1 pour tout n. Comme cas
particuliers, on peut mentionner les échelles données par une relation de
récurrence linéaire et celles issues d’un β-shift. Le cas d’un β-shift purement
périodique a été élucidé dans [GLT], qui en établit l’unique ergodicité et
calcule explicitement la mesure invariante.

Exemple 10. Qu’une échelle soit de valumètre strictement ergodique
n’implique pas que le nombre de branches issues de chaque sommet de son
arbre des retenues soit fini (i.e. que l’odomètre soit continu), comme le
montre l’exemple suivant. Prenons G2n+1 = 2G2n + 1 et Gm+1 = 2Gm pour
log2m 6∈ N. La descente correspondante est donnée par TG(2n) = −1 et
TG(m) = m − 1. Par ailleurs, X(2)

G = X
(3)
G = ∅ et les éléments de X

(1)
G

comptent, soit une fois la lettre∞, soit une fois le mot∞∞, et ce une seule
fois. Alors, le valumètre est strictement ergodique d’après les théorèmes 3 et
7 et le lemme de récurrence de Poincaré garantit que la mesure invariante µ
vérifie µ(U∞) = 0, donc µ(X(0)

G ) = 1.

4.4. Entropie. Cette partie est consacrée à l’étude de l’entropie topolo-
gique h(XG) du valumètre (XG, σ) ou, ce qui revient au même, de son ex-
tension naturelle (X̃G, σ̃). On examinera aussi l’entropie métrique hλ(KG)
de l’odomètre muni d’une mesure τ -invariante λ.

Réglons tout d’abord le cas où s = lim sup(Gm+1−Gm) est fini. La suite
A se présente alors sous la forme

A = a1a2 . . . an0m0α0(m0 + 1)P1 . . . (m0 + k)Pk . . .(24)

pour un certain entier m0, avec n0 = Gm0 − 1, et des préfixes Pi (éventuel-
lement vides) de A de longueur strictement inférieure à s. Alors, X̃G =
X̃

(3)
G . Réciproquement, si le valumètre vérifie X̃G = X̃

(3)
G , la suite A n’est

pas récurrente, ce qui équivaut à (Gm+1 − Gm)m bornée (proposition 5).
Précisons maintenant la structure de X̃G. Pour cela, introduisons le sous-
shift bilatéral Σs, dit s-multinacci , formé des mots bi-infinis sur l’alphabet
{∞, 0} qui ne contiennent pas le facteur 0s. De manière évidente, un point
de X̃G appartient à CZ (ensemble réduit à {∞}Z si s = 1) où C est
le code suffixe {∞,∞a1, . . . ,∞a1 . . . as−1}. Ceci montre que (X̃G, σ̃) est
topologiquement isomorphe à un sous-shift de Σs. Rappelons que l’entropie
topologique de Σs est égale à log θs, où θs est la plus grande racine du
polynôme (irréductible) Xs −Xs−1 − . . .−X − 1. Résumons :

Proposition 10. KG est dénombrable si , et seulement si , l’extension
naturelle du valumètre se réduit à la composante X̃(3)

G . Dans ces conditions,
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il est topologiquement isomorphe à un sous-shift du shift s-multinacci avec

s = lim sup
m

(Gm+1 −Gm).

En particulier , h(XG) ≤ log θs.

Nous supposons désormais que KG est un ensemble de Cantor ou, de
manière équivalente, que A est récurrent. Pour chaque entier n > 0, intro-
duisons le facteur topologique πn : (Λ̃ω, σ̃)→ ({0,∞}Z, σ̃) défini coordonnée
à coordonnée par

πn(ω)k =
{

0 si 0 ≤ ωk < n,
∞ sinon.

Soit Yn := πn(X̃G) ; notons encore πn la restriction de πn à X̃G. Remarquons
maintenant que si πn(x) = πn(x′) et 0 ≤ m ≤ n, la proposition 1(vii)
assure que πm(x) = πm(x′), ce qui permet de définir πn,m : (Yn, σ̃) →
(Ym, σ̃) par πn,m(y) := πm(x) pour un point x quelconque de X̃G tel que
πn(x) = y. Il est clair que πn,m est continue, surjective, commute avec
le décalage et vérifie πn,m ◦ πm,l = πn,l si n ≥ m ≥ l. Autrement dit,
l’ensemble des facteurs {πn,m : n ≥ m ≥ 0} forme un système projectif.
Notons (Y∞, S) sa limite projective et pn : Y∞ → Yn les facteurs associés. Il
existe alors un unique facteur p : (X̃G, σ̃)→ (Y∞, S) tel que πn = pn ◦ p, qui
réalise un isomorphisme entre les flots X̃G et Y∞. L’existence de p résulte
des définitions. Il est clair que p est injective. Pour montrer la surjectivité,
rappelons que si m′βm′′ est un facteur de A tel que le mot β ait toutes ses
lettres strictement inférieures à m′ et m′′, alors β est préfixe de A. Soit donc
η ∈ Y∞, défini par ses projections ηn et soit xn ∈ X̃G tel que πn(xn) = ηn.
Alors, toutes les positions des lettres strictement inférieures à n dans xn
sont déterminées de manière univoque. En faisant tendre n vers l’infini, on
obtient immédiatement un élément ξ ∈ X̃G, limite de la suite (xn)n, tel que
p(ξ) = η ; d’où la surjectivité.

Revenons à l’entropie topologique ; comme elle commute avec le passage
à la limite projective, on obtient :

Proposition 11. Pour toute échelle G telle que la suite (Gm+1−Gm)m
est non bornée, l’entropie h(XG) du valumètre est égale à limn h(Yn). En
particulier , h(XG) ≤ log 2.

La proposition 7 montre qu’il existe des échelles G telles que KG soit
de Cantor et, avec un abus de notation, πn(XG \ X(0)

G ) = {0,∞}N, d’où
πn(X̃G) = {0,∞}Z pour tout n > 0 et donc p(X̃G) = {0,∞}Z. Pour de
telles échelles, le valumètre est donc d’entropie maximale, c’est-à-dire log 2.
On peut être plus précis ; pour cela, introduisons
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%n := min{l ∈ N : ∃ k, ∃y ∈ Yn, yk = yk+1+l =∞},
et %G := supn %n. Notons que %G =∞ si τ est continue.

Proposition 12. Si %G = % < ∞, alors h(XG) ≤ log λ% où λ% est
l’unique racine strictement plus grande que un du polynôme P%(X) = X%+1−
X% − 1 (avec P0(X) = X − 2) et si % =∞, alors h(XG) = 0.

Démonstration. Supposons %G = % < ∞. Alors % = %n pour tout n
assez grand et, par définition, aucun des mots ∞0k∞, pour 0 ≤ k < %,
n’apparâıt dans p(X̃G). En conséquence, l’entropie topologique de XG est
majorée par celle du sous-shift du shift plein ({0,∞}Z, σ), où seuls les mots
ci-dessus sont interdits. Interprétons le nombre de mots Nn de longueur
n concernés par cette interdiction comme étant le nombre de chemins de
longueur n sur un graphe étiqueté adéquat. Le lecteur vérifiera ensuite que
limn n

−1 logNn = log λ%. La dernière partie de la proposition vient de ce
que lim%→∞ λ% = 1.

Considérons enfin une mesure de probabilité µ sur le valumètre et soit
µn := µ ◦ π−1

n son image sur Yn. Le système dynamique (XG, σ, µ) est, lui
aussi, isomorphe à la limite projective du système {πn,m : (Yn, σ, µn) →
(Ym, σ, µm)}, d’où, en passant aux entropies métriques :

hµ(XG) = lim
n
hµn(Yn).

De plus, comme hµn(Yn) est majorée par l’entropie de la partition génératrice
de (Yn, σ̃) formée des deux cylindres de base U0 et U∞, on a :

hµ(XG) ≤ − lim
n

[µ(Un̄) log(µ(Un̄)) + (1− µ(Un̄) log(1− µ(Un̄))](25)

= −[µ(U∞) logµ(U∞) + (1− µ(U∞)) log(1− µ(U∞))].

On déduit immédiatement de (25) la proposition suivante :

Proposition 13. Si µ est une mesure de probabilité sur XG, σ-inva-
riante et portée par X(0)

G , alors hµ(XG) = 0.

5. Mesures invariantes sur l’odomètre. Il est maintenant loisible
de tirer les conséquences de l’étude métrique du valumètre sur l’odomètre.
Deux points essentiels justifiaient le recours au valumètre. Il est continu et
les systèmes (X(0)

G \ O(A), σ) et (KG \ OZ(0ω), τ), où OZ(0ω) = O(0ω) ∪⋃
n>0 τ

−n(0ω), sont inversibles, conjugués par une bijection continue (d’in-
verse continue si τ l’est). Ces systèmes sont vides si, et seulement si, la
suite (Gn+1 − Gn) est bornée (cf. théorème 1 dans [BDIL]). D’autre part,
l’identification précédente est aussi, d’un point de vue métrique, très satis-
faisante puisque, du côté de l’odomètre, OZ(0ω) est négligeable pour toutes
les mesures invariantes sur l’odomètre (théorème 8(1), infra).
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Le théorème suivant regroupe des résultats qui sont des corollaires im-
médiats de cette étude. N’ont été conservées que les hypothèses portant sur
l’odomètre lui-même ou directement sur l’échelle. Mais on peut noter, par
exemple, que la proposition 9 donne une condition nécessaire et suffisante
de l’existence d’une mesure invariante sur (KG, τ).

Théorème 8. (a) Toute mesure invariante sur (KG, τ) est diffuse.
(b) La correspondance λ 7→ λ ◦ A−1

G détermine une bijection entre les
mesures de probabilité sur KG, τ -invariantes, et celles sur XG, σ-invariantes
et portées par X(0)

G .
(c) Si

∑
n 1/Gn converge, il existe au moins une mesure invariante sur

(KG, τ). Inversement , l’existence d’une telle mesure entrâıne lim infm/Gm
= 0.

(d) Si la suite m 7→ Gm
∑∞

k=m 1/Gk est bornée et si limn(Gn+1−Gn) =
+∞, alors (KG, τ) est uniquement ergodique.

(e) Pour toute mesure λ, invariante sur (KG, τ), l’entropie métrique du
système dynamique (KG, τ, λ) est nulle.

(f) Si τ est continue, l’entropie topologique de l’odomètre est nulle.

Démonstration. (a) Tout élément de KG distinct de 0ω admet un unique
antécédent par τ . Il s’ensuit, pour λ mesure τ -invariante, que λ({x}) = 0
pour tout x 6∈ J(N). De plus, λ({x}) ne dépend pas de x ∈ J(N), d’où
λ({x}) = 0 pour tout x ∈ J(N).

(b) L’application AG(·), au vu de la proposition 2 et de (a), établit une
correspondance biunivoque entre les mesures λ, τ -invariantes sur KG, et les
mesures µ, σ-invariantes sur X(0)

G . Explicitement, µ = λ ◦ A−1
G , identifiant

du point de vu métrique les systèmes dynamiques (KG, τ, λ) et (X(0)
G , σ, µ).

(c) et (d). Ce sont les traductions respectives, par (b), du corollaire 2(i),
(ii) et du théorème 7.

(e) Le cas où KG est dénombrable est exclu par 1. Les systèmes (KG, τ, λ)
et (XG, σ, µ) (µ = λ ◦ A−1

G ) sont métriquement isomorphes d’après (b) et,
par la proposition 13, leurs entropies sont nulles.

(f) Résulte de (e) et du principe variationnel (cf. [Bow]).

Exemple 11. Certaines des constructions de la section 4 éclairent les
hypothèses du théorème 8. Ainsi, l’exemple 6 montre que l’on peut avoir
(Gn/n)n tendant vers l’infini, mais pas de mesure invariante pour l’odomètre
(KG, τ). L’exemple 7 prouve, à l’inverse, qu’il peut exister au moins une
mesure invariante avec lim infGn/n = 1. On peut également avoir plusieurs
mesures invariantes et τ continue (exemple 9). Enfin, l’unique ergodicité
n’entrâıne pas la continuité de τ (exemple 10).
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