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Palindromes dans les progressions arithmétiques
par

SYLVAIN CoL (Nancy)

La recherche sur les palindromes a commencé il y a plus de vingt siécles :
les auteurs grecs et latins se divertissaient déja en composant des phrases
palindromiques. Le plus célébre exemple est trés certainement :

VLoV QUOUNUQT (14N Uovay oLy
(lave tes péchés et non seulement ton visage),

maxime qui orne les fonts baptismaux grecs ainsi que de nombreuses églises
de Cambridge jusqu’a Constantinople. Dans toutes les langues et tous les al-
phabets des auteurs ont joué avec cette contrainte. En anglais, le palindrome

A man, a plan, a canal : Panama.

est tout aussi connu. Des auteurs comme G. Perec ont composé des textes
et poémes palindromiques. Le lecteur intéressé en trouvera plusieurs sur le
site http://www.fatrazie.com. Et maintenant,

Engage le jeu, que je le gagne !

1. Enoncé des résultats. Dans toute cette partie, g > 2 est un en-
tier fixé : c’est la base utilisée pour écrire les nombres. Nous notons ||z||
la distance de x aux entiers. Si &/ est un ensemble de nombres, nous no-
tons &7* := &7 \ {0} les éléments non nuls de «7. Sauf mention explicite du
contraire, toutes les constantes cq, co, . .. et les constantes implicites de Vino-
gradov peuvent dépendre de g. Nous désignons par log, = la k®™¢ composée
du logarithme,

log;, x := log(log;,_; z) et log, x :=loguz.

Nous appelons écriture de n dans la base g I'unique suite presque nulle
(nj); d’entiers 0 < n; < g — 1 telle que n s’écrit

n:angj.
J
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Nous disons que n posséde N chiffres en base g si N —1 est le plus grand indice
J pour lequel n; # 0. Nous notons & les palindromes ayant exactement N
chiffres en base g : ce sont les entiers de N chiffres dont I’écriture en base g
posséde la symétrie par rapport a (N —1)/2, i.e.

nePdy & n= Z njgj, ny—1#0etn; =ny_1_;.
J<N
Nous désignons respectivement par Z° et Z2! les palindromes ayant un
nombre respectivement pair et impair de chiffres et par & 'ensemble de
tous les palindromes, de sorte que

(1.1) P=2"UP" avee P°= || Py,

M>0
toutes ces unions étant disjointes (nous avons convenu que 0 est 'unique
palindrome de 0 chiffre).

Pour des raisons techniques, il est souvent plus simple de ne pas avoir la
condition ny_1 # 0. Nous dirons alors que 'entier n est un pseudopalindrome
de taille N si n posséde au plus N chiffres et si son écriture en base g
posséde la symétrie par rapport a (N —1)/2. Nous notons 2y l’ensemble
des pseudopalindromes de taille IV, i.e.

ne9y & n= Z njgj, nj =nNN_1—;j-.
j<N
Comme pour les palindromes, nous notons respectivement 2, 20 et 2!
la famille des pseudopalindromes de toute taille, de taille paire et de taille
impaire. Remarquons que 0 est un pseudopalindrome de toute taille (car son
écriture posséde toutes les symétries) et qu'un palindrome différent de 0 est
exactement un pseudopalindrome ne se terminant pas par 0 :

2 = ||V et Pr=2)\g2
N>0

Il est donc aisé d’obtenir des résultats sur les palindromes & partir de résultats
sur les pseudopalindromes et réciproquement.
Nous notons

(1.2) Dy (k) =gV F + 4,
ce qui permet d’écrire

nec oy & n= and52M—1(j)7 0<n; <g,
j<M

neE Doyl & n= Z njPan(j) +nugM, 0< n; <g.
<M
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Enfin, pour tout ensemble d’entiers 2/, nous posons
o (x):={ne o :n<uz},
A (z,a,q) :={n € () :n=amod ¢}.

Le but de cet article est d’évaluer le cardinal de & (x,a,q). Nous lesti-
mons uniformément dans le théoréme 1 et en moyenne dans le théoréme 2
par rapport & ¢. A notre connaissance, il existe actuellement un seul résultat
de ce type dans la littérature : le corollaire 4.5 de W. D. Banks, D. N. Hart
et M. Sakata [BHS04| donne la majoration suivante :

THEOREME A. [l existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de g telle
qu’uniformément pour les entiers g premiers avec ¢°>—g et x > 0, nous avons
la majoration

#P(x) clogx
Izleazx #P(x,a,q) . Lg #P(x)qexp 2 )
Si (q,g% — g) = 1 et si ¢ n’est pas trop grand, i.e. essentiellement pour
clogx 1/2 3
1.3 < t ,9°—g) =1,
(1.3) q <log2x> et (q,9°—9)

le théoréme A fournit un équivalent du cardinal de &(z, a, q). Sous la condi-
tion (1.3), les palindromes inférieurs & x sont uniformément distribués dans
les progressions arithmétiques de module g. Le théoréme A impose cependant
de choisir ¢ beaucoup trop petit pour avoir des applications arithmétiques
de bonne qualité. Dans le théoréme suivant, nous prolongeons le domaine de
validité de q :

THEOREME 1. Il existe des constantes c¢,¢ > 0 ne dépendant que de g
telles qu’uniformément pour les entiers q vériftant

clogx 3
1.4 < t —g)=1
(1.4) q< eXp<log2$> et (¢,9°—9)=1,
nous avons la majoration
& 4 cl
max |#2(z,a,q) — #2(@) <g #7(@) exp(—c ng).
a€’Z q q log q

Il faut remarquer que notre démonstration ne reprend pas les idées de
[BHS04] : leur démonstration utilise des outils plus élaborés puisqu’elle re-
pose sur des majorations de sommes de Kloosterman. La notre présente
I’avantage d’étre élémentaire : les seules propriétés des pseudopalindromes
que nous utiliserons réellement sont deux identités trés simples :

(1.5) 9gPN-1(k) = Pny1(k + 1),
(1.6) 9PN (k+1) — dn(k) = (¢° — 1)g".
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L’identité (1.5) nous servira pour exprimer les moyennes de palindromes
comme un produit, et 'identité (1.6) pour supprimer la symétrie qui carac-
térise les palindromes : le membre de gauche de (1.6) représente une combi-
naison linéaire de pseudopalindromes ot le paramétre N est important, alors
que le membre de droite représente simplement un entier divisible par g% — 1
ol le paramétre N n’intervient plus ! Nous démontrerons dans le paragraphe
5.7 que cette identité (1.6) est optimale dans la mesure ou toute autre iden-
tité permettant une telle simplification fait aussi intervenir un facteur g% —1.

La technique développée ici s’adapte a ’étude de toute famille d’entiers
définie par des propriétés simples de géométrie sur les chiffres en utilisant
des identités analogues & (1.5) et (1.6). Par exemple, toute famille d’entiers
obtenue par translation ou symétrie centrale ou symétrie axiale ou... de blocs
de chiffres et concaténation de telles applications. De plus, la technique que
nous mettons en ceuvre est totalement compatible avec celle utilisée pour
I’étude des nombres ellipséphiques (i.e. les entiers dont ’écriture n’utilise
que certains chiffres). A ces familles d’entiers, nous pouvons donc imposer
I’absence de certains chiffres dans leur écriture.

Le théoréme 1 est 'analogue du théoréme de Siegel-Walfisz concernant
la répartition des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. Il
reste cependant insuffisant pour de nombreuses applications car il ne per-
met pas de choisir ¢ de la taille d’'une puissance de x. Nous démontrons
alors I'analogue du théoréme de Bombieri—Vinogradov pour la famille des
palindromes : en moyenne, les palindromes restent bien distribués dans les
progressions arithmétiques pour des diviseurs de ’ordre d’une certaine puis-
sance de z.

THEOREME 2. [l existe B > 0 ne dépendant au plus que de g tel que pour
tout A et € > 0, nous avons la majoration

#2(y) #7(2)
<1~7) q<§_5 2‘;1;%13% #'@Q/vaa Q> T g, Ae m-
(g.9°—g)=1

Nous pouvons choisir lexposant f — e = 3, avec € > 0 et

3 4 5 6 7 8 9
g, L i 1 1 1 1 1 1
9 30 94 74 122 114 158 150 194

St g est assez grand, nous pouvons prendre
1

~ —

6mg

Un nombre # > 0 vérifiant la propriété (1.7) pour tous les A et € > 0 est
appelé un exposant de répartition pour la famille des palindromes.
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REMARQUE 1. Les sommes d’exponentielles de pseudopalindromes sont
des fonctions extrémement oscillantes puisque

on() =9 " + ¢
réunit ensemble les indices de trés bas et de trés haut degré. Pour éviter que
les dérivées de ces fonctions ne soient trop importantes, nous sommes obligés
d’utiliser une voie détournée : plutot que d’étudier directement les moyennes
d’exponentielles de pseudopalindromes, nous montrons dans le lemme 2 que
nous pouvons supprimer le caractére symétrique en combinant astucieuse-
ment un indice avec son successeur a I'aide de I'identité (1.6). Cette simpli-

fication a évidemment un cott et c’est la raison pour laquelle les exposants
B4 obtenus dans le théoréme 2 sont petits par rapport a 1/2.

En utilisant des techniques de crible, nous déduirons du théoréme 2 le

THEOREME 3. Soient 3 > 0 un exposant de distribution pour les palin-
dromes et € > 0. Uniformément pour tous x et z assez grands, st z < zP/2—e
nous avons l’estimation
(1.8) #{ne Px): P (n) >z} <4, #1(@(@

og z

REMARQUE 2. Il peut paraitre décevant d’obtenir un ordre de grandeur
et non pas un équivalent du membre de gauche de (1.8), comme nous pour-
rions nous y attendre. Un équivalent du type du membre de droite est impos-
sible, car tout palindrome possédant un nombre pair de chiffres est divisible
par g + 1. Ainsi, entre gV~ 1 et ¢?V, tous les palindromes ont un nombre
pair de chiffres donc ne peuvent pas étre premiers, et donc

#2@*) _ ¢" g1 gNg-1) _ #26*)

log g2V -1 (2N —1)logyg 2N logg log g2V
Nous pourrions tout de méme espérer une estimation ressemblant a

logz #2(x)

#{ne P(x): P~ (n) >z} ~ ¢4 logz logz

i

mais cela est encore impossible & cause des facteurs premiers de g. En par-
ticulier, la formule conjecturée par [BHS04| sur le nombre de palindromes
premiers, a savoir ’existence d’une constante ¢, > 0 telle que
. #(x)
n € Z(x) :n premier} ~ ¢, ———=
#{ ( ) p } g9 IngL’

est clairement fausse (sauf si g est un nombre premier en remplagant &2 par
2! dans le membre de droite).

Nous déduirons du théoréme 3 deux applications. La premiére est une
majoration du bon ordre de grandeur du nombre de palindromes premiers :
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COROLLAIRE 1. Uniformément pour tout x, nous avons

#2(x)

#{n € P(x) : n premier} <4 log 2

La seconde est une minoration du bon ordre de grandeur & des puissances
de logy z = loglog x prés, du nombre de palindromes presque premiers :

COROLLAIRE 2. Il existe une constante kg > 0 ne dépendant que de g
telle que

#(x)
#{ne P(x): 2(n) <ks} >, Togz
Par exemple, nous pouvons choisir ko = 60, kig = 372 et si g est assez

grand, kg ~ 247g.

2. Majoration d’une moyenne de pseudopalindromes. Nous
posons

1 1
(2.1) U(z) = - Ze(dx) et Gn(z):= . Z e(nx),

d<g ne2yn

otl nous avons noté traditionnellement e(z) := 7. Remarquons que U (z)
s’exprime aisément a l'aide de Gy puisque U(x) = G1(z). Le lemme suivant
montre que Gy (x) s’exprime également a partir de U.

LEMME 1. Soient N un entier et § = 0 ou 1 de méme parité que N.
Pour tout x réel, nous avons

(22) Gr(@) =Go(g™V22) [ U@na(k)a),
E<(N+1)/2
ot Go(y) =1 et G1(y) = U(y) sont des fonctions bornées par 1.

Démonstration. Ecrivons N = 2M + ¢ et montrons par récurrence sur
M la factorisation

(2.2)) Gn(z) = Gs(gMz) [ U@n-1(k)x),

k<M+1
qui est équivalente a (2.2). Si M = 0, alors Gn(z) = Gs(z) = Gs(gMzx)
et le résultat est vrai. Supposons donc la factorisation vraie pour M > 0 et
prouvons-la pour M + 1. En isolant le premier chiffre, nous avons la partition

nia= || (no®n11(0) + g 2n).
no<g
Donc

Gny2(x) = o Z e(nz) =

2
# N+2 TLEQ]\H_Q n0<g ne2y

e((no®n+1(0) +gn)x),
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ce qui s’écrit en utilisant la définition de U,
(2.3) Gn2(2) = U(Pn4+1(0)7)Gn (g).

Si nous utilisons I’hypothése de récurrence pour évaluer le membre de droite
de (2.3), nous en déduisons

Grya(@) = U(@n11(0)2)Gs(¢Mz) [ Ulgdn-i(k)x).
k<M+1
En utilisant 'identité (1.5), nous trouvons finalement
Gny2(@) = U@n1(0)2)Gs(g™ ') J[  U@ni(k)x),
0<k<M+-2
ce qui est exactement la factorisation (2.2') pour M + 1. =
Le lemme 1 exprime la moyenne Gn(z) sous la forme d’un produit de
fonctions bornées par 1. Si nous montrons que chacune de ces fonctions
s’approche rarement de 1, nous en déduirons une bonne majoration pour

|Gn(z)]. C’est 'objectif du lemme 2 : exprimer sous une forme plus simple
les facteurs du produit.

Soit 0 < ¢3 < 4 une constante (pouvant dépendre de g). Nous définissons,
pour tous réels u > 0 et x,

(2.4) Ux) =1-cs|z]® et Gulx):= []Ulg").
k<p

Nous n’indiquons pas la dépendance de ces fonctions par rapport & cg car
cette constante est fixée dans toute la suite avec le lemme suivant.

LEMME 2. Notons

1 st g est pair,
(2.5) cs -_{ gestp

1-1/g—1/¢>+1/¢*> si g est impair.
Pour tous k et x, nous avons alors

(2.6) U (@ (k)a)U(@x (k +1)2)| <U((9* — 1)g*2).
En particulier,

(2.7) Gn ()] < 1Gv—1y2((g* = Dr) /2

Démonstration. Traitons en détail le cas g pair. En développant avec le
binéme de Newton, nous avons

Uz)? = — Z ape(hx) o ap:=min{h+1,2g—1—h}.

g d<2g—1
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Nous marions les exponentielles dont les exposants h sont de méme reste
modulo g :

(@) < 9122 (d+ 1) e(dz) + (g — d — 1)e((d + g)a)].
d<g

Nous avons ainsi fait apparaitre des termes |14-¢(gz)|. Nous allons les dénom-
brer :

((d+1)e(dz) + (9 —d—1)e((d+ g)z)| <min(d + 1,9 —d = 1|1 + e(gz)]
+max(d+1,g—d—1) —min(d+ 1,9 —d — 1).

En distinguant suivant la taille de d + 1 et de ¢ — d — 1, nous obtenons

((d+1)e(dz) + (9 —d— 1) e((d + g)z)|
(d+1)1+e(gz)| +9g—2(d+1) sid<g/2-1,
< { 3911 +e(g)] sid=g/2-1,
(9g—d—1)[1+e(gx)|+2(d+1)—g sid>g/2—-1,
et finalement
2 1
7 d%;_l(m DL+ e(ga)| + 5211+ elgo)] + 4

2 4(4-1) 1
< (2“+2g)|1+e(gx)|+A

U (x)?| <

g 2
ou A correspond aux termes majorés trivialement :

A:%<92_4 Z (d+1)—g).

g

d<g/2—1
Ainsi,
(2.8) |U(x)?| < 111 +e(ga)] + 5.
La base g étant paire, nous pouvons regrouper chaque élément pair de
{0,...,9 — 2} avec son successeur. Ainsi,
(29) U@ < 11 +e(@)] = $i1+e(o)

et en ne conservant du produit que la moitié¢ des exponentielles (celles qui
ont le méme exposant), nous en déduisons 'estimation

U(Dn(k)x)U?(@n(k + 1)z)| < §11+ e(—Dn(k)z)| |1 + e(9Pn (k + 1)z)| + &
L1+ e(—dn(k)z + gPn(k+ 1)) + 2
Hl+e((g® —)g"z)| + 3

IN A
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en utilisant 'identité (1.6). Nous utilisons maintenant la majoration classique
(2.10) 1+ e(y)| < 2(1 —4]yl*)

que nous pouvons prouver en utilisant la concavité de z — sin(rz/2) entre
0 et 1/2 et lécriture

11+ e(y)| = 2cos(my) = 2 — 4sin®(7y/2).
Nous avons alors

U(@n (k)2)U*(@n (k + 1))

IN

Ll+e((g® —1)g"z)| + 3
<11 —4|(¢* - )g"z|*) + 3
<1-]l(¢* - 1)g*z|?,

A

ce qui termine la preuve de la premiére majoration lorsque g est pair.

Si g est impair, la démarche est identique : quelques points de détail
seulement changent (principalement le fait qu’il reste un terme célibataire
que nous majorons donc par 1). Nous indiquons les deux résultats intermé-
diaires :

_ 2 _ 2
(2.8) U(2)?] < 111/"" 1+ e(gz)| +1 - 1i/g
.9) @) < 50 e 1 - 2,

d’ott nous déduisons la majoration du lemme de la méme fagon que précédem-
ment.

En regroupant U (@ (k)r) avec U (D (k +1)r)? dans I'expression de G
donnée par le lemme 1, nous obtenons

Grl< [T W0@nk)n)U @y (k+ 1)) <G 1y(r)]'?,
k<(N-1)/2

ce qui finit la preuve du lemme. =

LEMME 3. Pour tout ensemble sans répétition R de points de ]0,1[ glo-
balement invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g*> — 1 :

gR=Rmod1l et (¢°—1)R=NRmodl,
pour tout entier m > 1 et pour tout N, nous avons
(2.11) D IGN() < Y 1G],
reR reR

ot nous avons posé = (N —1)/2m, a :=m/3 et ot c3 est la constante du
lemme 2.
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Démonstration. Soit r un réel fixé. Le lemme 2 et I'inégalité arithmético-
géométrique donnent la majoration

IGN ()| < 1Gn-1)/2((g% — 1)r) /3

<y 11 U(g*(g> — 1yr) ™.

h<m h(N—1)/2m<k<(h+1)(N—1)/2m

En sommant sur les » € R, nous avons donc

Do 1GN(r) < — Z > I1 U(g"(g® = 1)r)|
reR h<m r€R h(N-1)/2m<k<h(N-1)/2m+p
< LS S T -

h<mreRj<u

puisque la multiplication par une puissance de g laisse R invariant modulo 1.
Par définition de G,,, nous avons donc

(2.12) D 1GN()] < D 1Gul(g? = D),

reR reR

ce qui implique immédiatement la majoration (2.11) puisque R est invariant
modulo 1 par la multiplication par ¢> — 1. m

Les deux prochains chapitres sont consacrés a ’obtention de majorations
pour

(2.13) D 1G],

reRn
suivant la taille de u, o et de propriétés spécifiques de ‘R.

3. Théorémes 1 et 2 dans le cas des pseudopalindromes de
taille N. Pour démontrer le théoréme 1, nous allons choisir « trés grand
dans (2.13) puisque ce paramétre va tendre vers l'infini avec u. Il nous faut
donc une majoration de (2.13) uniforme en «. Il existe & notre connaissance
deux techniques permettant d’obtenir ce type de résultat : celle dévelop-
pée par C. Mauduit et A. Sarkézy dans [MS97| pour I’étude des entiers
dont la somme des chiffres est fixée et celle développée par S. Konyagin
dans [Kon01| pour I'étude des entiers ellipséphiques. Nous utilisons ici cette
seconde méthode qui permet d’obtenir une bonne majoration pour les trés
grands diviseurs.

3.1. Lemme de S. Konyagin. Soit 6 > 0. Un ensemble R est dit § bien
espacé si pour tous choix de r # 1’ dans R, nous avons |r — 7’| > §. Nous
énoncons sous une forme générale un résultat obtenu par S. Konyagin lors
d’une étape de la démonstration du théoréme 1 de [Kon0O1| sur 'estimation
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du cardinal des nombres ellipséphiques dans les progressions arithmétiques :
il a étudié le cas particulier ot R = {a/q: 1 < a < ¢ — 1}, pour q fixé.

LEMME 4 (Konyagin). Soit R un ensemble § bien espacé de points de
[0/2,1—0/2] tel que si une fraction est dans R, son dénominateur irréductible
est premier avec 2g. Soit M un entier tel que 6g™ > 1. Il existe alors une
application injective

R— (ZN]—(g+1)/2, (g +1)/2D)", = (4)j<m

telle que ||g’r|| < 1/2g si et seulement si A; = 0. De plus, si r € R, alors
(Aj) n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. Notons
N = {(ng,...,ny) € ZMT 0 <n; < g vy, 0 <npy < M
Montrons que les deux applications suivantes sont bien définies et injectives :
R—N—ZY\{0}, 7 (n)jenrr = (A))j<nr,

o Aj :=mnjy1 — gnj et nj est le plus proche entier de ¢r.

L’hypothése faite sur % assure que le nombre ¢/r n’est jamais un demi-
entier si r € R. La suite (n;) est donc bien définie. Montrons qu’elle appar-
tient & M : nous avons 0 < ¢/r < ¢’ puisque 0 < r < 1 et donc 0 < n; < g/
pour tout j. Comme nous avons l'’encadrement plus précis

§/2<r<1-6/2 et dgM>1,

nous en déduisons 1/2 < gMr < g™ —1/2. En utilisant maintenant que ny;
est un entier, nous avons 1 < n; < gM — 1, ce qui démontre que (nj) € M.
Soient r # r’ deux points différents de R. Alors
1< g™ <[g"r— g,
ce qui assure que nys # n'y;. La premiére application est bien injective.

Clairement la suite (4;) est bien définie. La seule propriété a prouver est
qu’elle n’est pas identiquement nulle. Raisonnons par I’absurde et supposons
que A; = 0 pour tout j. Alors 0 = A; = njy1 — nj pour tout j, ce qui
implique que ny; = ¢Mng. Mais ng = 0 ou 1 par définition de . Donc
nay = 0 ou g™ ce qui est incompatible avec la définition de .

Pour montrer l'injectivité de la seconde application, il suffit de montrer
que ng se détermine de fagon unique a partir de (4;). La suite (n;) sera alors
complétement déterminée puisque nj41 = gn; + A;. Notons A; le premier
terme non nul de la suite (A;) dont nous venons de prouver l'existence.
Comme précédemment, nous avons

(3.1) nis1 = g ng + A;

puisque (n;) est une suite géométrique de raison g tant que j < 4. Mais
par définition de 91, nous savons que 0 < n; < ¢g'. L’équation (3.1) impose
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doncng =0si4A; >0et ng=1s1A; <0. La valeur de ng est donc bien
déterminée par la suite (4;), ce qui prouve l'injectivité.

Pour terminer la preuve du lemme, il reste a prouver que si r € R, alors

(1) 14| < (g +1)/2 pour tout j,
(2) |lg’r|| < 1/2g si et seulement si A; = 0.

Pour cela, notons ¢; := g/r —n; 'erreur commise en remplacant g/r par son
approximation entiére n;. L’entier A; admet une nouvelle expression :

Aj = —€j+1 + 9g&;.

La majoration du premier point se déduit immédiatement de cette nouvelle
expression de A; puisque ¢’r n'est jamais un demi-entier. L’équivalence du
second point est tout aussi simple puisque ||¢?7|| = |¢;| = (1/9)|A; + €g+1]
et A; est un entier. m

COROLLAIRE 3 (Konyagin). Il existe une constante ca > 0 ne dépendant
que de g telle que pour tout R ensemble § bien espacé de points de l'intervalle
[0/2,1 — /2] vérifiant I’hypothése du lemme 4, pour tout réel o > 0 et tout
entier M > 1 tel que 1/§ < gM | nous avons

cs a\ M
Z 1Gn(r)|* < (1 +c (1 — 2) ) —1.
49
reR
Par exemple, nous pouvons choisir co := g. Dans le cas ou g est impair,

nous pouvons choisir cg :== g — 1.

Démonstration. Le lemme 4 permet de réaliser une partition de R suivant
le nombre de fois ou ||g’r|| est “petit” : pour tout entier k, nous notons MR(k)
I’ensemble des points 7 € R pour lesquels

#{j <M :||g'r|| > 1/2g} = k,

de sorte que

ok
S oum)r =3 TL 0 - esllgfrP)e < Z#m)(l - 4;> |

reR reR j<M k>0

Mais #9R(0) = 0, puisque le lemme 4 assure que la suite (A;) n’est pas
identiquement nulle. L’application injective du lemme 4 permet de majorer
#NR(k) par le nombre de M-uplets & valeurs dans {—c2/2,...,c2/2} avec
exactement M — k composantes nulles : il y a ( M]\/ﬁ k) choix pour les M — k
zéros de la suite et co choix pour chacun des k autres nombres. Donc
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S 540

reR k>1
cs a\ M
< (1 J—— —1
<(ra(i-5) )

3.2. Preuve du théoréme 1 pour 2. Soit R un ensemble de fractions
de ]0,1[. Nous disons que R vérifie [’hypothése (Hg) si R est ¢ bien espace,
si R est invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g2 — 1 et si
les dénominateurs irréductibles de R sont tous premiers avec 2g :

r£r eR = |r—1r| >0,
(Hy) gGR=M\mod1l et (¢>—1)R =M mod 1,
lJgeRet (lg) =1 = (¢,29) = 1.

ce qui termine la preuve. =

LEMME 5. [l existe une constante ¢4 > 0 ne dépendant que de g telle
qu’uniformément pour tout § >0, tout ensemble R de fractions de [6/2,1—5/2]
vérifiant Uhypothése (Hs) et tout entier N assez grand pour que
N -1 < log(1/6)

4 — logg

(3.2) et c4N >log(1/0)logy(1/9),

nous avons la majoration

D |G (r)| < log(g/8)e N/ 1os1/9),

reR
Par exemple, si c3 est une constante admissible pour le lemme 2, nous pou-
vons choisir ¢y := (log g)c3/244>.

REMARQUE 3. Dés que 1/§ est assez grand par rapport a g, ce qui est
toujours le cas en pratique, la seconde condition de (3.2) implique la pre-
mieére.

Démonstration. Nous choisissons 'entier m tel que

N -1 logg N-—-1 logg

—1<m< .
2 log(1/6) 2 log(1/6)

Nous avons bien m > 1 grace & la premiére condition de notre hypo-

theése (3.2). Le lemme 3 permet alors d’écrire, en notant p := (N —1)/2m,

(3.3) DoIGN (<Y 1Gu(r) ™.

reR reR

Remarquons que le majorant de la définition de m implique

gt = g(N=D/2m - [lox(1/6)/lorg _ %
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Si nous notons M := [u], nous aurons donc 1/6 < g™ et nous pouvons
utiliser le corollaire 3 pour majorer le membre de droite de (3.3). Ainsi,

m/3\ M ..
§:|GN(T)|S<1+CQ<1—4932> ) 1< (1+epe 973)M 1

reR

< exp(ea(p + 1)e~m/120%) — 1.

Donc
N -1
(3.4) Z ’GN(T)’ < exp <CQ <27n + 1> ec3m/1292> 1
renr
Le minorant de la définition de m donne
logg N -1 §1+i§2.
log(1/0) 2m m

Donc
N -1
“om +1<y log(1/4).

Le membre de droite de (3.4) étant décroissant avec m, nous avons pour
deux constantes ¢4 > 0 et ¢; > 0 ne dépendant que de g,

D |G (r)] < exp(cslog(1/8)e 4 N/1081/0)) — 1 < % log(1/8)e 4 N/1o8(1/0),
reR

puisque la convexité de I'exponentielle assure que e —1 < (e* — 1)z lorsque
z € [0,1]. La seconde condition de notre hypothése (3.2) garantit que nous
sommes effectivement dans I'intervalle [0,1]. m

LEMME 6. [l existe des constantes c¢,¢ > 0 ne dépendant que de g telles
qu’uniformément pour N assez grand (en terme de g) et q un entier vérifiant

cN 3
< i t ) =1
q< eXp<1OgN) et (¢,9°—g) =1,

nous avons la majoration

9 92 cN
490(g" aq) — BV | o HEN (VY.
q q log ¢

max
a€Z

St ¢y désigne une constante admissible pour le lemme 5, nous pouvons prendre
tous les ¢,c > 0 tels que

c+c<ey.
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Démonstration. Pour estimer le nombre de pseudopalindromes divisibles
par g, nous introduisons des sommes d’exponentielles :

#2n(" a0)= Y ;Ze<ln;a> :(112‘3(_6;[) 2 e(?)

ne2y T I<q I<q ne2yn
2 { l
SRR 2)el)
q <4 q q

Nous isolons le terme [ = 0 qui fournit la partie principale :

#n(g" a,q) = TN L TN > e(—tll)GN(l).

q

Notons R := {l/q : 0 < | < ¢q}. Comme nous avons fait ’hypothése que
(¢,9°—g) = 1, nous avons (¢, g) = 1 et (g, g>—1) = 1, donc les multiplications
par g et par g — 1 sont des bijections dans (Z/qZ) \ {0}. Ainsi R est un
ensemble de fractions de [0/2,1 — §/2] vérifiant ’hypothése (Hs) avec § :=
1/q. De plus

Avec une inégalité triangulaire, nous obtenons donc

(3.5) #2n5(g" a,q) — #QN‘ < #2N >
q q 0<li<q

cN cN
log(1/0)1 1 =1 1 < 1
o8(1/8) oy (1/9) = log g log0 < oo (Tog oy )

< eN(1 + o(1)).

Comme ¢ < ¢4, les hypothéses du lemme 5 sont donc vérifiées lorsque N est
assez grand par rapport a g, ce qui permet de majorer :

#2n (g™ ,a,q)—#gN <y #2n log(q) exp _alN :
q q logq

Mais

cN cN c
1 — < —JlogeN) = —— 1
0g(q) eXP( 10gq> S g N exp(—log N) g v <o b

et puisque nous avons imposé ¢ + ¢ < ¢4, nous avons donc

cuN cN
log(q) exp —@ g €xXp —@ )

ce qui termine la preuve du lemme. =
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4. Lemmes préliminaires a la démonstration du théoréme 2

4.1. Majoration des moyennes de Gn. Pour un réel a > 1, nous définis-
sons IC, par

(4.1) Ko := limsup || |G, 17"

=00
LEMME 7. Définissons
1 AV
(4.2) Mg == max — Z U<u+ )
uel01] g 5~ g

Alors Ko < Mg pour tout a > 1.
Démonstration. Prenons un entier N > 1 et calculons 'intégrale de Q]Q\%
en découpant le segment [0, 1] en g sous-segments de longueur 1/g :

(h+1)/g

(4.3) 1Gn|* [ = Z S H U(g*s)|* ds

0<h<g h/g k<N

(h+1)/g

=Y | el ] etes)e ds

0<h<g h/g k<N—1

1 ZS (“*hﬂ T ot )" du

0<h<gO k<N-1

h
DS | (“ )‘ G2 ()| du
O<h<gO

puisque Gy _1 est une fonction 1-périodique. La définition de M, implique

19511 < MallGf 111 < -+ < M.
Ainsi, limsupy . || |[Gn]* HI/N < M. Comme

Gl IN* = (1 1Grig| |13 1#Ty elm

nous obtenons K, < M, en prenant la limite supérieure a gauche et a droite
de cette égalité. m

Nous redonnons avec les notations propres a cet articles la majoration de
M obtenue dans 'article [Colre, lemme 15].

LEMME 8. Soit B tel que pour tout x € R,
|% (2)]| <1 - Bllz|.
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Alors pour tout réel a > 1,
1 B 1
(4.4) Ma<= > <1—2h2> <4+ =
g g g acs3
—9/2<h<g/2

Plus g est grand, plus la majoration IC, < M, donnée par le lemme 7
est précise. Lorsque g est trés petit, nous obtiendrons une majoration plus
fine en effectuant plus d’itérations dans le processus de moyenne. Définissons

par récurrence sur k les fonctions
AN h
U <u + ) P, <u + > ‘
g g

1

(45)  Po(u):=1 et Pepa(u)i=—- Y
0<h<g

Des fonctions Py de ce type ont déja été introduites et étudiées par [FMI6]

et [DMO1].

LEMME 9. Pour tout réel o > 1 et tout entier k, nous avons

(4.6) Ko <ME - 0n ME ::(m[%)i]ﬁk(u))l/k.
ue |0,

1

1161 —32 3

07 0<h<g

«

’gN_lﬁﬁrldu.

Démonstration. Nous repartons de la majoration (4.3) :
h
U (u + )
g
La définition de P;(u) donne donc
1

[1Gn]% 11 = SP1(U)|QN_1(U)!O‘ du.
0

En utilisant le méme argument de découpage de l'intégrale puis de change-
ment de variable, nous avons pour tout entier k < NN,

1

Gl = § Pe(w)|Gn -1 ()| du,
0

ce qui implique immédiatement la majoration I, < _/\/l’; "

LEMME 10. Sics < 4 et a > 1, alors uniformément pour N assez grand,
nous avons

deza gN — 1
a\/

<

G < o o

Démonstration. Supposons « > 1. Nous écrivons alors 1’égalité vérifiée
presque partout

N
19811 <gaes 97 19N []1-

(GR) = G5!
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et nous appliquons 'inégalité de Holder avec les exposants « et a/(a — 1).
Ainsi,

(4.7) G 11 < allG Il 16N -

Mais si g¥2 n’est pas un demi-entier (donc pour presque tout ),

G ()] < |Gn ()] ) 2e36F ||9 z||

2’
P csllg*a]
ce qui implique que pour presque tout x,
N _
C3 g
4.8 7
(48) Gk (a)] < 1=y S o))

Nous reportons cette majoration dans (4.7) et le lemme est démontré. Si
a =1, le lemme se déduit directement de la majoration (4.8). m

4.2. Lemme de C. Mauduit et A. Sdrkézy. C. Mauduit et A. Sarkozy
dans [MS97, lemme 2| ont prouvé le lemme suivant. Nous donnons ici une
preuve simplifiée et 1égérement améliorée de leur résultat, preuve obtenue en
choisissant de facon optimale les différents paramétres & notre disposition au
cours de la démonstration.

LEMME 11 (Mauduit-Sarkozy). Soient r = 1/q une fraction irréductible
et u > 0. Sl existe un nombre premier p tel que p|q et pt g, alors

log g p© 1
4.9 g*r|]? > .
) 2N > GOV Toatam ~ G 0P

En particulier, si q est premier avec g(g — 1), pour tout 5 € R, nous avons

log g @ 1
4.9 B+ gkr|? > - .
4 2 o g g I

REMARQUE 4. La condition restante sur I'existence d’'un p divisant m
mais pas g est évidemment nécessaire, sans quoi le membre de gauche est
une fonction bornée de p alors que le membre de droite tend vers 'infini.

Démonstration. Notons d := [logq/log g]| et réalisons la division eucli-
dienne de p par d. Il existe un entier n > 0 tel que

nd < p < (n+1)d.
Alors

(4.10) Do lgtrlP =0 g

k<p k<n j<d
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Fixons ’entier k& et montrons que nous pouvons toujours trouver un indice
Jj = jr < d pour lequel
j+kd 1
o = —.
Notre hypothése sur I'existence d’un nombre premier p divisant ¢ mais pas
g implique que ¢ { g*¢ donc que g*¥r ¢ Z. Comme g/(g + 1) > 1/2, il existe
un entier t tel que

9
0<R:=|g"Mr—t| < ——
g™ — 1| Py
Choisissons alors 'entier j = jj tel que
i g i+1
4.11 IR« — _ < gIT1R.
(4.11) g P
Donc
r 1l <1gﬂ+1R gR< L —1- 1

l——,
g+ 1 gg+1 g+1 g+1
ce qui nous assure que pour ce choix de jg,

4.12 Jetkdp|| = || g R|| > ——
(4.12) Lg%l = [lg” R|| Py

Mais 1/R < ¢ puisque R est une fraction non triviale de dénominateur au
plus ¢. La minoration de (4.11) assure donc

log 4L
8 g+1 < log q <d
log g log g
En reportant la minoration (4.12) dans (4.10), nous trouvons que

n
lg*rl* = > llg™ g™r|? =
(g+1)*

k<p k<n

Jrk <

Mais par définition de n et de d, nous avons

1
n>ﬁ_1>M0g9

d = log(gq)

ce qui implique la minoration (4.9).
Pour en déduire (4.9), nous regroupons chaque terme de la somme avec
SOI SUCCESSeUr :

1
DoNB+g =5 D0 18+ gt rlP 4118+ g )

k<p k<p—1

1
>7 > g =1l

k<p—1

en utilisant la minoration [|z||? + ||y||*> > %||z — y||* valable pour tous réels
z et y. Comme nous avons supposé ¢ premier avec g(g — 1), nous pouvons
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appliquer (4.9) a la fraction (g — 1)r. Ainsi,

logg p—1 1
k1|2

S 18+ gFr)? > - :
= 18 + g% 4(g+1)2loggqg 4(g+1)2

ce qui implique immédiatement (4.9"). m

COROLLAIRE 4. Il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g
telle que pour toute fraction r de dénominateur irréductible q premier avec
g et tout p > 0, nous avons

Coll
4.13 2 — .
(4.13) 6,0 < 2exp 2

Par exemple, cg := (log g)cs/(g + 1) convient.

Démonstration. Nous reportons directement la majoration du lemme 11
dans la définition de G, :

Gu(r)] = exp (D log(1 = esllg"r|)) < exp( Y ~callg*rI?)

k<p k<p

<exp( - :
loggq (g9+1)?

ce qui termine la preuve puisque exp((g+1)72) <exp(1/(2+1)?) < 2. =

4.3. Preuve du théoréme 2 pour 2n. A Pinverse de la démonstration du
théoréeme 1 ot nous avions choisi « trés grand dans (2.13) puisque « tendait
vers l'infini avec p, nous essayons ici de trouver le plus petit « possible,
car 'exposant de distribution que nous obtiendrons sera décroissant avec .
En particulier, o doit absolument rester borné quand p est grand et nos
majorations peuvent donc dépendre du paramétre .

Nous posons, pour tous réels g > 0et a > 1,

(4.14) IHQ) = D > Gu/q)"
2 B0

En utilisant une méthode similaire & celle de la démonstration du lemme 2
de 'article de S. Konyagin [KonO1|, nous pourrions montrer que pour un
choix convenable des paramétres ¢,¢ > 0 et @ > 1 ne dépendant que de g,
nous avons

Y;‘(Q) <4 Qexp (gﬁ) dés que exp(cy/p) < Q < g,

qui est le type de majoration nécessaire pour démontrer le théoréme 2. Nous
allons utiliser une autre méthode pour majorer /(@) qui fournira une
majoration du méme type mais valable pour une constante ¢ nettement plus
grande.
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LEMME 12. Soient o > 1 et ¢z > 0 fizés. Uniformément pour u > 0 et
Q < (1/g) exp(cry/1t), nous avons

(4.15) Q) €y X (— (O;c;" - 207> \/ﬁ> :

ot cg désigne une constante admissible pour le corollaire 4.

Démonstration. Puisque nous sommons sur des entiers premiers avec g,
nous pouvons utiliser la majoration du corollaire 4 qui fournit

03 E el 20)- 5 T i)

q<Q (l,q)=1 q<Q (l,q)=1
QcCe b
<2% ) o(q) eXP(— )
= log 9@

ol p(q) désigne la fonction d’Euler. Comme ¢(q) < g — 1, nous avons

201 ac
@ < 9a-10)2 _ G ) 90 — €6
Q) <27'Q exp< g0 ) < e (20— 7 ) Vi)

ce qui termine la preuve de cette majoration. m

LEMME 13. Soient a > 1 et € > 0 fixzés. Uniformément pour > 0 et Q
assez grands, nous avons

(4.16) SH(Q) Kgae Q° (Ko + o) + Q¥ 208Kate) logg,

Démonstration. Comme G, est un produit de fonctions bornées par 1,
on observe que 'application v — .#%(Q) est décroissante. Pour tout v < p,
nous avons donc

(4.17) Q) < Q) =Y _1Gu(r)]*,
reRi

avec R :={l/q: (I,q) = 1,9 < Q, (¢,9) = 1} qui est une famille § = Q2
bien espacée de points de [§/2,1—§/2]. Nous majorons cette some en utilisant
le lemme de Sobolev—Gallagher énoncé dans [Mon71| que nous rappelons ici :

LEMME 14 (Sobolev-Gallagher). Soient § > 0, R un ensemble § bien
espacé de points de [0/2,1 — §/2] et f une fonction admettant une dérivée
continue sur [0,1]. Alors

Y@ < A+ 51 1
z€R
Ainsi (4.17) devient

I < QG + (G2 [h <ag (@ + g6 |1
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en utilisant le lemme 10 pour majorer la dérivée. Si v est assez grand, la
définition de I, implique que

FHQ) €gae (QF+ ") (Ko + )"
Nous optimisons notre paramétre v < p en choisissant

(4.18) V= min{u,2 IOgQ},
log g

qui est effectivement assez grand par rapport & g, o et € dés que Q et u le
sont, ce qui est une hypothése du lemme. Nous obtenons ainsi

yﬂa Ly, Q2(’Ca + 6)‘“ + Q2(]Ca + 6)210gQ/logg7

ce qui termine la preuve du lemme. =

LEMME 15. Soit o > 1 vérifiant
(4.19) Ko < g Y2

Pour tout € > 0, il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g, de o
et de ¢ telle qu’uniformément pour > 0 et QQ assez grands, nous avons

(4.20) D0 2 G/l <gae Qe+ QP (Kat-e).
g<Q O<li<q
(g,9)=1
Démonstration. Remarquons que pour tout € > 0 assez petit, nous avons
log(XC
(4.21) gypleRate) 4
log g

En effet, la condition (4.21) varie contintiment avec ¢ et notre hypothése
(4.19) assure que c’est une inégalité stricte lorsque ¢ = 0. Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que £ > 0 réalise la condition (4.21).

Dans la somme du lemme, nous rendons les fractions irréductibles en
isolant leur plus grand facteur commun d. Donc

oD Gl <Y Y > G/l

g<Q 0<l<q d<Q ¢<Q/d (l,9)=1
(g,9)=1 (g,9)=1

<(X+ X )7,
d<D D<d<Q

ot D est un paramétre & notre disposition.
Soit cg une constante admissible pour le corollaire 4. Nous choisissons

(4.22) c7 = 1/2036_65 et c¢g:=e¢cy

qui ne dépendent donc que de g, de « et de . Nous prenons enfin
(4.23) D := gQexp(—cr/1).
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Lorsque d > D, alors Q/d est petit et nous utilisons le lemme 12 pour estimer
Z2(Q/d). Lorsque d < D, alors Q/d est grand et nous estimons .;(Q/d)
a l’aide du lemme 13. Ainsi,

Z Z 1Gu(l/9)|* <g,a Z(Q/d)2+210g(/Ca+a)/1ogg

q<Q 0<li<q d<D
(g,9)=1

+ Z (Q/d)Q(]Ca + E)‘u —+ Z 67(0106/077207)\/;7'

d<D D<d<Q

Notre condition (4.21) sur le choix de £ > 0 fournit donc

Y. > G/l

q<Q 0<li<q
(Q:g)zl
ga D (Q/D)' 7+ (Q/d)* (Ko + )l + Y e (aco/er=2en) Vi
d<D d>1 d<Q

et en calculant la somme de ces séries, nous obtenons

S S 6. (/) €ga QQ/D)E + Q3 (K + &) + Qe (@cs/er= 2DV

(q<)Q 0<i<q
4,9)=1

<<g o Qe—EC7\/ﬁ _|_ QQ(ICO{ + E)M _|_ Qe—(aCG/C7—QC7)\/ﬁ,
ce qui démontre le lemme puisque cg := ec; = acg/cr — 2¢7 grace a notre

choix du paramétre c7. =

LEMME 16. Soit m > 3 un entier tel que

(4.24) Koz < g2
Notons 3 'exposant défini par

log K, /3 1
4.25 =" —.
( ) b 2mlog g > 4m

Pour tout € > 0, il existe une constante cg > 0 ne dépendant que de g, de

m et de ¢ telle qu’uniformément pour N et Q < g3=N assez grands, nous
avons
2
>, max | #2n(g" a,q) - FN| g me #2ye VN,
Q/2<q<Q
(¢.9°—9)=1

Démonstration. L’équation (3.5) que nous avons déja utilisée pour dé-
montrer le lemme 6 permet d’écrire
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D, max
Q/2<9<Q €
(g,93—g9)=1

_#2N
q

1
< #9n Z - Z |Gn(l/q)
Q/2<a<Q 1 0<i<q
(g,.9°—9)=1

<IN N G/,

Q q<Q o<i<q
(g.9°—g)=1

#QN(QNa a, q)

Pour chaque ¢, nous utilisons le lemme 3 avec I’ensemble
R:={l/q:0<1<q},

qui est invariant modulo 1 par les multiplications par g et par g2 — 1 puisque
q est premier avec g — g = g(g> — 1). Donc

2 2
S maxfpovistan - | <HE S S Gur

Q/2<q<Q ¢ 1 @ <Q  0<i<q
(.9°—9)=1 (.9 —9)=1

en ayant noté a := m/3 et p := (N —1)/2m. Nous avons « > 1 puisque
m > 2 et notre hypotheése (4.24) permet donc d’appliquer la majoration du
lemme 15.

Si e > 0 est assez petit, la définition de § permet d’écrire

log(lcm/fi + 62)

=40 2y < 0.

(4.26) B—c+

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que € > 0 est assez petit
pour vérifier (4.26).
Le lemme 15 permet donc de trouver une constante cg > 0 telle que

 #9

N
> max|#2x(g",a,0q) p

éig%égfl '
Lgme #ON (e BV + Q(Ko + 2)H),
ce qui démontre la majoration du lemme avec

(4.27) co = cgm /2

puisque

oy log(Kate?)
Q(K:a 4 62)# <<g g(ﬁ e+ Smlos g N

et exposant est strictement négatif grace a notre hypothése (4.26). m
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COROLLAIRE 5. Soient cg3 une constante admissible pour le lemme 2 et
g
4.28 o= —
(4.28) c3(1—g=1/2)2
Alors tout entier m supérieur a 3a vérifie 'hypothése (4.24). En particulier,

lorsque g tend vers linfini, un exposant de distribution admissible pour le

théoréme 2 est
1+ 0(1)
p=-"2
127g

Démonstration. L’application o — K, étant clairement décroissante, il
suffit de montrer que le réel av défini par (4.28) vérifie 'hypotheése (4.19) pour
en déduire que tout entier m > 2« vérifie (4.24) (comme c3 < 4 et g > 2,
nous avons bien a > 1). Ceci est immédiat en utilisant les lemmes 7 et 8 et
le corollaire est donc démontré. m

Dans la partie 6, nous améliorerons les résultats obtenus de ce chapitre.

5. Preuve des théorémes
5.1. Cardinal de 2n(x) et de Zn(z,a,q)
LEMME 17. Soit N un entier. Pour tout pseudopalindrome x de taille N
s’écrivant
T = Z rrg®  avec xn_1_k =y,
k<N
nous avons (avec la convention 2_1 = {0})

(5.1) #On(r)= Y o#On
k<(N+1)/2
et pour tout entier ¢ premier avec g nous avons la majoration
#2N(2)
5.2 2 ——| < 9N _op BN _
(5.2) max | #2n (x, a, q) . < Y m#H2N-wZn-ak(q)

kE<(N+1)/2
en ayant noté

v = 3 160l

0<i<q

Démonstration. Décomposons N = 2M + § avec § = 0 ou 1 de méme
parité que N et traitons en détail le cas légérement plus technique corre-
spondant & 6 = 1. Pour tout 0 < k < M, nous notons

Xp =) a;n-1()),
i<k

Xp =g F+ Z PN 12k — k),
k<j<M
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de sorte que x = X+ gk)?k pour tout k; Xy, est le bord du pseudopalindrome
x obtenu en remplagant par des 0 les chiffres centraux et Xy est le milieu
du pseudopalindrome x. Avec ces notations, montrons la partition

(5.3) In() = || (Xk+d" 2y an(zrg"17%),
k<M+46
I'union étant disjointe.
Soit n un pseudopalindrome de N chiffres que nous décomposons en
n:=ny_1Pn-1(0) + gn,
n étant un pseudopalindrome & N — 2 chiffres. Alors n est inférieur & z = )N(O
si et seulement si
no = xo et n est inférieur a (Xo —zoPn-1(0)) = X,
ou
ng < xg et n est quelconque
si et seulement si
[no =z et € Dy_o(X1)] ou ne 2y(zog" )
si et seulement si
n e Xy —i—gQN_g()Z'l) ou n e Xy +g0°@N(mogN71).

Nous suivons la méme méthode pour décomposer 2 N_g()? 1). Par récurrence
décroissante, nous obtenons exactement la formule (5.3) a la (M + §)%me
étape.
En calculant le cardinal de la décomposition (5.3), nous trouvons
#9n(r) = > #2n aw(mg" ) = D mH# 2y,
k<M+46 k<M+9d

ce qui prouve la formule (5.1).

Pour évaluer le nombre de pseudopalindromes divisibles par ¢, nous in-
troduisons des somme d’exponentielles, exactement comme nous ’avons déja
fait dans les démonstrations des lemmes 6 et 16 :

(5.4) #On(z,0,0) = Z (n—a>

nGQN x) I<q
(3)
el — |.
q

P ( > ne2y ()
Nous isolons le terme [ = 0 qui fournit la partie principale :
2 1 l l
#on(r.0.0 = P20 2 5 (_q> 3 <7”;)

0<i<q ne2n(x)
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La décomposition (5.3) permet donc d’écrire, pour tout entier a,

92
(5.5) #QN(M,@_W
[
ST Y| x ()
0<l<qk<M+§ ne2y (zrgN—1-2k) q

D

0<l<q k<M+46

>oo- Z T H#H2LN -2k

<M+6 0<li<q

: )

neEZn_ok
l

par définition de G_si. Par hypothése, ¢ est premier avec g, donc la multi-
plication par ¢g* est une bijection de (Z/qZ)\ {0}. Le changement de variable
! = g*1 fournit donc

#QN(%, a, q) -

| A

#2n ()
q

< Z TrHDN_ 2]@* Z ’GN Zk(l/q)’

kE<M+6 0<l<q

ce qui termine la preuve du lemme. =

_ COROLLAIRE 6. Soit N un entier. Pour tout nombre réel x, pour tout
N < %N et pour tout ensemble d’entiers @ dont chaque élément est premier
avec g, nous avons

#2n(y,a,q) —

#2n(y) '

5.6 sup max
CIDS :

7€0 y<z a€”

<o #O(@)g VHQ T #2y(x)  swp Bn(Q)
N—2N<M<N
M=N mod 2

Z > Gn (/).

qe2 O<l<q

en ayant noté

Démonstration. Soit y < z. Quitte a remplacer y par le plus petit pseu-
dopalindrome supérieur & y, nous pouvons supposer que y est un pseu-
dopalindrome. Distinguons la méthode utilisée suivant la taille de y.

Siy > gV, alors 2n(y,a,q) = 2n(g",a,q) puisque g — 1 est le plus
grand pseudopalindrome de N chiffres.

Si y < ¢", nous notons k I'entier minimal tel que y posséde au moins
N — 2k chiffres. Alors 2n(y) = 6" 2n_ok(y/9?*). Les éléments de Q étant

premiers avec g, nous avons

#QN (y7 a, q) = #QN—QIC (y/ng’ alv q)a
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a’ étant défini par ¢Fa’ = a mod ¢. Le résultat se déduit donc de I'estimation
obtenue pour N — 2k.
Pour chaque entier ¢ € Q, nous pouvons donc utiliser la majoration du
lemme 17. D’ot, pour tout y < x,
#2n (y) -
#2n(y.a,q) = =) < > #2x9 %N a(0).

max
a€Z
E<(N+1)/2

En sommant sur les entiers ¢ de 9, nous obtenons

#QN(y7a7Q)_W'<g > #2ng AN a(Q).

kE<(N+1)/2

sup max
a€Z
qeQ y<z

Lorsque k > N , nous utilisons la majoration triviale |Zn_ox| < #Q. Ainsi,

425 (x,0,9) — #’@5“)

E sup max
oy y<z a€Z

Kg#HON DY gHO+#LN D) g7F sup Zu(Q).
k>N k<N N]\;E]]VVSMd%V

Mais x posséde N chiffres par hypothése, ce qui implique # 2 < g#Z2n(x)
et termine la démonstration. =

5.2. Termes d’erreurs de P (x,a,q) et 2(x,a,q)

LEMME 18. Si g est un entier premier avec g, alors pour tout x nous
avons la majoration

2
Sup max #‘@(ya CL,Q) - #Q(yaa7q) - #7@) .

< 2 sup max
y<z 0€Z

y<z a€Z

#20) ‘
q

Démonstration. Un palindrome étant un pseudopalindrome ne se finis-
sant pas par 0, nous avons

(5.7) P =9\ g2.
Donc
#2(y) = #2(y) — #2(/9)

et en notant a’ un entier tel que ga’ = a mod g,

#‘@(yvaaQ) = #Q(y7a> Q) - #Q(y/gaalaq)
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Siy < x, nous avons donc

B #W(y)‘
q

‘#ﬂ(y,a, q)

#2(y/9)
q

9
< ‘#o@(y,a,cﬁ - #q(y)’

. '#Q<y/g, dq) -

#2(27 b?Q) - #EO%I(Z)

< 2sup max
2<z bEZ

En prenant la borne supérieure en a puis en y, nous trouvons exactement la
majoration du lemme. =

5.3. Preuve du théoréme 1. Il suffit de réunir les résultats du corollaire 6
et du lemme 6 puisque

2(z)= | | 2u(z) o N>

M<N

Cela démontre donc le théoréeme 1 pour 2. Le lemme 18 finit la démonstra-
tion.

5.4. Preuve du théoréeme 2. 1l suffit de réunir les résultats du corollaire 6
et du lemme 16 puisque
log x
logg’

2(z) = |_| y(x) on N >
M<N
Cela démontre donc la premiére partie du théoréme 2 pour 2. Le lemme
18 finit la démonstration de (1.7), c’est-a-dire 'existence d’un exposant 3.
En utilisant les lemmes 7 et 8, nous vérifions que 'entier m := 1/443, vérifie
I'hypothése (4.24) du lemme 16 o B, est donné par

Donc (3, est un exposant de distribution. L’exposant § ~ 1/67g et les autres
exposants (3; du théoréme 2 seront obtenu dans le corollaire 7.

Pour prouver que la fraction 3, donnée par le tableau convient, il suffit
donc juste de vérifier que si nous posons m := 1/403,, alors m > 3 est un
entier qui réalise la condition (4.24). Faisons-le par exemple en détail pour
g = 10. Pour cela, nous utilisons les lemmes 7 et 8 pour majorer K, /3. Ainsi,

1 2\ m/3
Kmjs S Mpz <= > (1 - 2) < 0.31622 < 1071/2.
g —g/2<h<g/2 g
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Nous pouvons donc choisir

log Kpss  log0.31622
= — — 0027174
b 2mlogg> 2-4610g10>000777

ce qui démontre le corollaire pour g = 10.

Si g est quelconque, nous utilisons directement la majoration du lemme
8 pour majorer K, /3. Nous devons donc trouver un entier m > 3 tel que

1_1_ /37r§\/T’ ie. ngig(l_g—l/Q)—Q,
9 mcs g 3

et nous pouvons alors choisir 'exposant 5 = 1/4m. Le choix du plus petit

. - s 3mg g _ o —1/2y—2 .
entier supérieur a = (1—g )~¢ pour m termine donc la preuve.

5.5. Préparation au crible. Nous établissons dans ce paragraphe une va-
riante du théoréme 2 plus adaptée aux méthodes de cribles : le lemme 22.
Nous avons besoin d’étudier la répartition des palindromes ayant des facteurs
en commun avec

¢ —g=(g-1)glg+1).

Comme nous le verrons, les diviseurs impairs de g> — 1 ne sont pas un vrai
probléme (quitte & distinguer 'étude de &0 et celle de &), mais il en va
tout autrement des diviseurs de 2g : par exemple, si ¢4 | g, quand le premier
chiffre ¢ de x n’est pas un multiple de g4, il n’y a aucun pseudopalindrome
divisible par g4 ayant xo pour premier chiffre.

Plutot que d’étudier de nombreux cas différents, nous simplifions le ré-
sultat en remplagant I’étude des palindromes par celle de &, défini dans le
lemme 20.

LEMME 19. Supposons g impair. Tout élément de P° est pair. Tout
élément de P est de méme parité que son chiffre médian.

Démonstration. Montrons que @ (j) est pair pour tout j < N :
On(j) =17 41V =0 mod 2.

Le lemme s’en déduit immédiatement. =

LEMME 20. Posons

PO = {ne 2% (n,g) =1}, P = {ne 2 (n,29) =1},
P =2 U P
Alors
#P0(x) >, #P(x) et #P(z) >, #P(x).
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Démonstration. En utilisant la décomposition (1.1), il suffit de prouver
qu’uniformément sur /N, nous avons

¢(9)
g
en ayant noté :@/N les éléments de & dont l'écriture dans la base g posséde

exactement N chiffres.
Supposons N pair. Soit n € #n que nous décomposons en

(5.8) HDPN >q D H# Py,

n=noPn_1(0)+gn avecn € Z2y_s.
Alors

(n,g) =1 < (ng,g9)=1.

Il existe donc exactement ¢(g) choix possibles pour ng et les autres chiffres
de n peuvent étre choisis arbitrairement, ce qui prouve (5.8).

Supposons N impair et notons M := (N — 1)/2. Soit n € &N que nous
décomposons en

n = noQSN,l(O) + gﬁ + nMgM,
oll . est un élément de Zxn_o dont le chiffre médian est 0. En utilisant le
lemme 19, nous avons alors
(n,29) =1 < (no,g) =1et (np,2) =1.

I existe donc exactement ¢(g) choix possibles pour ng, [(g —1)/2] choix
pour njys et les autres chiffres de n peuvent étre choisis arbitrairement, ce
qui prouve (5.8). =

LEMME 21. Soit r = 1/q une fraction irréductible telle que q posséde un
facteur commun q1 > 3 avec g — 1. Pour tout entier j < N,

[Pn(G)rll = 1/q.
Soit r = 1/q une fraction irréductible telle que q posséde un facteur commun
q1 > 3 avec g+ 1. Si N est pair, pour tout entier j < N,

[en ()l = 1/
Démonstration. Pour la premiére minoration, réduisons @x(j) modulo
g—1:
On() =1 +177 =2mod g — 1.
Comme ¢; | g — 1, nous avons donc
DN (j) =2 mod q.

L’hypothése ¢; > 3 assure donc ®n(j) # Omod ¢;. Mais ¢ |gq, donc
DN (j)r ¢ Z puisque r = [/q est irréductible. La fraction @n(j)r ¢ Z étant
de dénominateur au plus ¢, nous avons bien ||[®x(j)r| > 1/q.
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Pour la seconde minoration, nous procédons exactement de la méme fagon
apres avoir remarqué que
Pn(j) = (1) + (—1)" 7 mod g + 1

(-1)?(1 + (=1)") mod g + 1

(—1)’2mod g + 1

puisque N est pair. =

LEMME 22. Il existe deux fonctions multiplicatives oo et o1 telles que
1 si(pglg+1)) =1,

: 1 si(p,29) =1,
2(p) =490 siplg, a1(p) = ‘
: 0 sipl2g,
p siplg+1,
et si B est 'exposant obtenu dans la preuve du théoréme 2, alors
— — Pz
(5.9) Z #gk(%ojq) _ ok (q) #gzk(x)‘ Lgpe #7,4()'
B—e q log™ x
g<x
1 (q)=1

Démonstration. Traitons le cas particulier 1égérement plus technique ot
g est impair (si g est pair, le module 2 est exclu directement puisque nous
avons remplacé I'étude de &2 par celle de % et ot k =0 (si k = 1, nous
traitons les diviseurs de g + 1 exactement comme nous traitons ici ceux de
g—1). Si g est un entier premier avec g et sans facteur carré, nous définissons

qo et ¢’ par

(5.10) ¢:=aqd, wli-1 (F-1d)=1,

ces conditions déterminant gy et ¢’ de facon unique. Nous décomposons en-
suite gg en

(5.11)  qo:=qg-1dg+1, dg-119—1, qgs1lg+1, (g-1,2) =1,

ces conditions déterminant gy—1 et g441 de fagon unique.
Tout d’abord, nous montrons que nous pouvons nous restreindre a I’étude
des pseudopalindromes en adaptant la preuve du lemme 18. Comme

Py = |_| (dPn-1(0) + g2Nn_2),
(d,g):l

pour tout y € Py que nous décomposons en y = yoPn_1(0) + gy avec
Y€ Zn_o,

#PNY) = > #2n o+ #2n (1)

(d,9)=1
d<yo
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et, en notant ¢’ un inverse de g modulo ¢,

#QTN(ZJ,CL,Q) = Z #QN,Q(OO,CL - déN*l(O)g,aQ)

(d,g)=1
d<yo

+ #92nv-2(Y,a — yoPn-1(0)d", q).

Comme dans la preuve du lemme 18, nous en déduisons

(5.12)  supmax |# Py (y, a,q) — M#@’N(y)‘
y<z a€Z q
< 6(g) supmax | #2y_a(2,b,0) - 2L g2y o(2)].
2<z bE q

Nous adaptons la preuve du lemme 17 en intégrant dans le terme général
tous les diviseurs de g+1 puisque les lemmes 21 et 19 nous assurent qu’ils sont
tous divisibles par g441 : le théoréme chinois permet de remplacer I’équation
(5.4) par

#QN(%O’(]):; SEBDEDS <nzg+l nl/)

1 -1
lg+1<qg+11<qg—19' n€E2N (2) Qg+ 9-14

- 2,2 G

1<qg—19' n€2n(z

En reprenant la démonstration du lemme 17, nous obtenons alors
~(x)

< Z T H#HPN_2jBN-2(q9-14")
J<(N+1)/2

avec les mémes notations que dans le lemme 17 :

== 3 (Gn (/).

o<i<d

(5.13)  |#2(2,0,9) - 90;‘”

Il nous suffit donc de montrer que les majorations obtenues pour Zn(q)
lorsque ¢ est un entier premier avec g3 — g, restent valables lorsque nous
supposons seulement que ¢ est premier avec 92 + g et sans facteur carré.
Comme (gg—1,¢") = 1, le théoréme chinois permet d’écrire
g 1 !
T
Gg—1 q

XL GN<Z“>\+; X Xe

q 0<ly_1<qg—1 91 _1<qg_1 0<l'<q’
/
g—1 + y )

disons.
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Commengons par majorer .#’, le terme correspondant a I’ # 0. Nous

utilisons le lemme 2, ce qui permet de faire disparaitre la fraction ly_1/qg—1
puisque qq | g% — 1 :

lg—1 lgor U
Gy 2= 2= 4 =
o) <ol 0 (GE 7))

U 1/3
'Q(N 1)/2 <(9 —1) 7 )

2

1/3

Le changement de variable [ = (g% —1)I’ laisse invariant modulo ¢’ 'ensemble
{0 <1 < ¢'} puisque (g% —1,¢') = 1. Donc

/ Qg—l l, 1/3
S <= N G| (-1
q o<l'<q q
1 U 1/3
“ 32 [gne(5)
o<il’<q’

Nous pouvons utiliser maintenant les majorations du lemme 15 et terminer
la majoration de ./ comme nous avons prouvé le théoréme 2.

Comme g4—1 est impair, nous pouvons utiliser le lemme 21 pour évaluer
“4—1. La factorisation (2.2) fournit, pour 0 < ;1 < gg—1,

ly— 1\Y
dg—1 qg—1
ce qui est suffisant pour terminer la preuve du lemme. »

5.6. Preuve du théoréeme 3. Commengons par nous souvenir que tout
élément de P° est divisible par g + 1 donc n’aura aucune chance de vérifier
le résultat du théoréme. Nous allons donc travailler uniquement avec les
éléments de 2! et en réalité seulement avec ceux de P21 puisque les éléments
de 21\ 21 sont exactement ceux possédant un facteur commun avec 2g,
donc en particulier, un petit facteur premier.

Soit € > 0 fixé. Si z est assez grand (par exemple dés que z > g + 1),
alors

#{nec Px): P (n)>z2=#{nec P (x): P (n) >z}
— #ne Pa): P~(n) 2 2).

Nous appliquons le crible linéaire tel qu’énoncé dans le théoréme de [Iwa80]
avec la famille o7 := @1 X = #9”1 s :=2+¢. Ainsi, si 2z est assez grand,
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#{n e PY(z): P~ (n) > 2}
>#7'[] (1 - 91;”) f(24 )1+ O(log™1/3 2))

p<z

qg;* c
1 (q)=1
Le lemme 20 permet de remplacer dans le membre de gauche le facteur
#ﬁl(az) par #2%(z), la formule de Mertens permet de minorer le produit
restant par O,(log™! 2) et le lemme 22 de montrer que le terme d’erreur est
négligeable puisque que
L2t < x(2+6)(ﬁ/2—6) < lﬂ—s’

#ﬁl(xvovcﬁi d #ﬁl(x) .

ce qui montre que

4P@) _ $P()

(5.14) #{n € P(x): P™(n) 2 2} < logz ~ logz

Le théoréme 3 est donc prouvé.

5.7. Optimalité de l'identité (1.6). Nous pouvons nous demander s’il ne
serait pas possible d’utiliser une autre identité que (1.6) dans laquelle les
facteurs de g — 1 ne sont pas artificiellement exclus. Nous allons démontrer
que c’est effectivement impossible.

Soit (Pj)j<s une famille de polynomes telle qu'il existe un polynéme P
vérifiant I’ 1dent1te

> Pi(g9)on(k+j) = P(g)g".
i<J

En identifiant a gauche et a droite de ’égalité les coefficients dépendant de
N et ceux n’en dépendant pas, nous devons donc avoir

> g7 Pi(g)=0 et > ¢'Pi(g) = Ply).

I<J i<J
En calculant Pj(g) a l'aide de la relation linéaire, nous avons

JPJ Z QQJ ]P
i<J
En reportant cette estimation dans la seconde égalité, nous trouvons
(5.15) > (¢ = g*")Pi(g) = P(g).
i<J

Le membre de gauche de (5.15) s’annulant pour g = 1 et ¢ = —1, le polynéme
P(g) est divisible par g? — 1. La relation (1.6) est donc optimale.
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5.8. Palindromes premiers et presque premiers : preuve des corollaires 1
et 2. Pour le corollaire 1, nous utilisons le théoréme 3 avec (par exemple)

2= 2P/
Si n < x est un nombre premier, alors n vérifie 'une des deux propriétés
n<z ou P (n)>z

Nous donc avons la majoration

#{n € P(z) :n premier} < z+#{n € P(x): P (n) >z} <4 2+ #li(:).

z est absorbé par le second terme puisque 3/3 < 1/2, donc

#2(x)
log

#{n € P(z) : n premier} <,

)

ce qui termine la preuve du corollaire 1.
Pour le corollaire 2, il suffit de remarquer que les conditions n < x et
P~ (n) > z impliquent la majoration §2(n) < logz/log z.

6. Amélioration de ’exposant de distribution : moyennes quad-
ratiques de pseudopalindromes. Dans cette partie, nous améliorons
I’exposant (8 trouvé dans la partie 5 en remarquant que le milieu d’un palin-
drome reste un palindrome. Nous introduisons un paramétre 0 < n < 1 et
nous notons alors B(x) le produit des facteurs du bord de Gy (x),

(6.1) B(z):= [] U@y-a(k)a),
k<(1l—-n)N

et C(x) le produit des facteurs centraux de Gy (z),
(6.2) C(x) := 11 U(Pn_1(k)x).
(1-n)N<k<N/2

LEMME 23. Soit cg3 une constante admissible pour le lemme 2. Pour tout
entier m et tout réel n € [0,1], il existe un entier K tel que pour tout réel x,

|G (@) < |Gyn (g™ )] - 1G(1—nyn—1)/2((g% = D).
En particulier, si R est un ensemble de points de [0,1] sans répétition et
stable par les multiplications par g> — 1 et g, alors

S ien(l < (S 1mwP Y 6. )

reR reR reRn
avec = ((1 =n)N —1)/2m.
Démonstration. Nous utilisons la factorisation (2.2) pour obtenir

GN ()] < |C(2)]|B(2)].
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Nous majorons le terme du bord B(z) de la méme fagon que dans le lemme 2.
Ainsi
2 1/3
|1B(@)| <1G(a-nn-1)2((g> = D)2,
Pour le facteurs C(x), nous pouvons suivre la démarche inverse de la démon-
stration du lemme 1 et nous reconnaissons donc que
C(x) = Gyn(g" ),

K étant le plus grand entier inférieur a (1 —n)N/2, ce qui termine la dé-
monstration de la majoration de Gy .

Pour prouver le second point, nous commencons par utiliser 'inéglité de
Cauchy—Schwarz

Z |Gn(r)] < <Z \GnN(gKT)F Z ‘g((l—n)Nfl)/Z((gz - 1)7°)’2/3>

reR reR reR

1/2

Dans la premiére somme nous effectuons le changement de variable v’ = g7
Nous majorons la seconde somme en suivant exactement la méme démarche
que dans la preuve du lemme 3. =

LEMME 24. Soit a un entier pair. Uniformément pour tout u assez grand
et pour tout ensemble R de points de [6/2,1 — 0/2] qui est & bien espacé et
stable modulo 1 par la multiplication par g, nous avons

Z |G#(’I")|a Lgoe 5_1(Ka _|_€)p + 5—1—log(Ka+s)/logg'
reR
Pour a = 2, nous avons la majoration
DG < 67 g 57
reRn

Démonstration. Soit v < u tel que [v] et [u] sont de méme parité. Pour
K = [(n —v)/2] et pour tout réel x, nous avons

Gu@)| < [ U@uak)z) < [ U@u-a(k)z) < |Gu(g%a)l.
k<p/2 K<k<p/2
La multiplication par g laissant R invariant, nous en déduisons la majoration

(6.3) Do IGL)IT < Y 1Gu ()™,

reR reR
Nous majorons cette somme exactement comme nous l'avons fait dans le
lemme 13. Le lemme 14 de Sobolev—Gallagher fournit donc la majoration

D 1Gur)* < TGS+ G |-
reR

La méme technique que celle déja développée dans la preuve du lemme 13
donne alors
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ST UG Kgae (671 + ¢") (Ko +2)”,
ren

par définition de K, (la dérivée se majorant bien ainsi car « est un entier
pair). Nous optimisons notre paramétre v en choisissant

. log 6 , log §
v :=min M’_logg ou min u,—logg -1

pour avoir [v] et [u] de méme parité. Ainsi,

3 1G] Kgae 5 (Ko + o) + 67 (K + ) l080/1089,
reR

ce qui termine la preuve de la premiére majoration. Le cas a = 2 s’en déduit
immédiatement puisqu’il est clair que

Gl <g g™/ et

(Gi),Hl <4 g"*.

1/2

La majoration est donc vraie pour € = 0 avec Ko =g~ /. n

LEMME 25. Sotent m > 2 un entier et € > 0. Uniformément pour tout
N assez grand et pour tout ensemble R de points de [6/2,1 — §/2] vérifiant
Uhypotheése (Hg), nous avons la majoration

(6.4) Z G (1)) Cgmee (5712~ N/GmH) L 5=1/4 5172 | N/ (m+2),
reR
en ayant noté o := 2m/3.

Démonstration. En réunissant les majorations des lemmes 23 et 24, nous
obtenons, pour tout choix de n € [0, 1] et tout entier m > 2,

> 16N ()

ren log(Ka +¢)

Lgme (672G 4 57U (V2 (Cq 4 )2 4§71 /27 2oy
en ayant noté
2m 1—n
6.5 a:=— et = —N
(6.5) 3 pi=
Comme m > 2, nous avons bien a > 1 et la majoration est donc licite. Nous
optimisons notre paramétre n en choisissant

1
(6.6) U
Donc

de sorte que = nN.

D GNP Kgimee (6712g7N 4 67N (KCq + )2,
reRi

ce qui démontre la majoration annoncée. m
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LEMME 26. Soient m>2 un entier et € >0. Il existe une constante cg >0
telle qu’uniformément pour @ et N assez grand, nous avons la majoration

67) S 3 1GN (1) Lgme Q29N EMHD(C, 4 )N/ (m2)
g<Q  O<li<q
(0,9°—g)=1 + Q3/2(1Ca + E)N/(4m+2) + Qe_cg\/ﬁ’

en ayant noté o := 2m/3.

Démonstration. Nous suivons la méme démonstration que celle du
lemme 15. Nous commengons par rendre les fractions irréductibles en isolant
leur facteur commun d. Ainsi, pour le méme choix du paramétre

D = gQexp(—c7VN)
que dans le lemme 15, nous avons la majoration

Yoo D IGNWl <Y D IaN)+ YD Y IGN ()]

q<Q o<i<q d<DrefR D<d<QrenRr
(3.9°—g)=1

pour ’ensemble
R:={l/qg:0<Q/a, (L,a) =1, (¢,9° — g) =1},

qui vérifie ’hypothése (Hg) pour 6 = (Q/d)~2. Lorsque d > D, nous utilisons
la méme majoration que dans le lemme 15. Lorsque d < D, nous utilisons la
majoration du lemme 25. Ainsi,

Z Z IGn(l/q)| <gm.e Z(Q/d)Qg*N/(gmH)(/Ca + o) N/ (am+2)

q<Q 0<l<q d<D

(¢.9°—9)=1
+ Z(Q/d)g/z(lca +8)N/(4m+2) + Z e—ch/ﬁ'
d<D D<d<Q

En évaluant ces séries, nous avons donc

Yoo D 1GNU/)] Kgame Q79N EMTI (g 4 )N UM+

q<Q 0<l<q
(g:.9°—g)=1
+ Q3/2(IC04 + 6)N/(4m—l-2) + Qe—cg\/N’

ce qui termine la preuve. m
COROLLAIRE 7. Sim > 2 est un entier tel que
(6.8) Komss <9~ '/%,

alors
1 logK 1 1
ﬁ Y g 2m/3 >
2 log g dm+2  4dm+2
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est un exposant de distribution admissible pour &2. Pour toute base g, il
existe donc un exposant de distribution admissible 3 > 34, ou B, est donné
par le tableau

Démonstration. L’exposant (3 se déduit du lemme 26 exactement comme
nous avons trouvé le premier exposant de distribution. =

COROLLAIRE 8. Pour g = 2, il existe un exposant de distribution

1
> 0.03356 > —.
g 30

Pour g = 3, il existe un exposant de distribution

1
.01 —.
B> 0.0 065>94

Démonstration. Pour g = 2, nous choisissons m = 7 dans le corollaire 7
puis nous majorons K, griace au lemme 9. Pour ¢ = 3, nous choisissons
m = 23. En notant a := 2m/3, nous avons,

pour g =2: Ko < M3 <0.703763 < 2712
pour g =3: Ko < M2 < 0576562 < 3712
donc 'hypothése du corollaire 7 est vérifiée, ce qui termine la preuve. m

REMARQUE 5. Pour g = 2, nous avons choisi £k = 5 pour la majoration
Ko < ME du lemme 9, car c’est le plus petit entier permettant de choisir
m = 7 dans le corollaire 7. Le nombre de termes & sommer dans la définition
de Mfi étant proportionnel & ¢¥, les calculs dépassent trés vite les capacités
des machines actuelles, méme s'ils sont réalisables en valeur exacte (M ne
fait intervenir que des nombres algébriques de degré au plus k). Il est & noter
qu’il est impossible d’utiliser la valeur m = 6 dans le corollaire 7 méme pour
des entiers k beaucoup plus grands.

Reéférences

[BHS04] W. D. Banks, D. N. Hart and M. Sakata, Almost all palindromes are composite,
Math. Res. Lett. 11 (2004), 853-868.
[Colre] S. Col, Diviseurs des nombres ellipséphiques, Period. Math. Hungar., a paraitre.



[DMO1]

[FM96]

[Iwa80]
[Kon01]

[MS97]

[MonT1]

Palindromes dans les progressions arithmétiques 41

C. Dartyge et C. Mauduit, Ensembles de densité nulle contenant des entiers
possédant au plus deuz facteurs premiers, J. Number Theory 91 (2001), 230-
255.

E. Fouvry et C. Mauduit, Méthodes de crible et fonctions sommes des chiffres,
Acta Arith. 77 (1996), 339-351.

H. Iwaniec, Rosser’s sieve, ibid. 36 (1980), 171-202.

S. Konyagin, Arithmetic properties of integers with missing digits: distribution
in residue classes, Period. Math. Hungar. 42 (2001), 145-162.

C. Mauduit and A. Sarkozy, On the arithmetic structure of the integers whose
sum of digits is fized, Acta Arith. 81 (1997), 145-173.

H. L. Montgomery, Topics in Multiplicative Number Theory, Lecture Notes in
Math. 227, Springer, 1971.

Institut Elie Cartan Nancy (Mathématiques)
Université Henri Poincaré Nancy 1

B.P. 239

F-54506 Vandoeuvre-lés-Nancy Cedex, France

Regu le 15.6.2006 (5209)



