
ACTA ARITHMETICA

134.2 (2008)

Sur l’ordre de grandeur des polynômes de Dirichlet
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1. Introduction et énoncés des résultats. À une suite de nombres
complexes A := {an}∞n=1, on associe une série de Dirichlet

A(s) :=
∞∑
n=1

ann
−s.

Considérant sa troncature

Ax(s) :=
∑
n≤x

ann
−s,

on note les normes

‖Ax‖∞ := sup
τ∈R
|Ax(iτ)| = sup

τ∈R

∣∣∣∑
n≤x

ann
−iτ
∣∣∣,

‖Ax‖1 :=
∑
n≤x
|an|, ‖Ax‖2 :=

√∑
n≤x
|an|2.

Nous nous proposons dans ce travail de comparer les normes ‖Ax‖1 et
‖Ax‖∞. On définit S(Λx), la constante de Sidon associée à l’ensemble Λx :=
{log n : n ≤ x} (1) comme le plus petit réel Cx tel que l’on ait pour toute
suite A l’inégalité

‖Ax‖1 ≤ Cx‖Ax‖∞.
Soit

L(x) := exp
√

log x log2 x,

où log2 désigne, ici et par la suite, la deuxième itérée du logarithme. Dans
[5] et [4] (voir aussi [1]), Konyagin et Queffélec ont montré qu’il existe une
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(1) De manière générale, on définit S(Λ), la constante de Sidon associée à un en-
semble Λ, comme le plus petit réel C tel que pour toute suite A on ait

P
`∈Λ |a`| ≤

C supτ∈R |
P
`∈Λ a`e

i`τ |.

[141] c© Instytut Matematyczny PAN, 2008
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constante β > 0 telle que lorsque x tend vers l’infini,

(1·1)
√
xL(x)−

√
2+o(1) ≤ S(Λx) ≤

√
xL(x)−β+o(1).

Notre résultat est le suivant.

Théorème 1.1. Lorsque x tend vers l’infini , on a l’estimation

(1·2)
√
xL(x)−

√
2/2+o(1) ≤ S(Λx) ≤

√
xL(x)−

√
2/4+o(1).

Une version effective des o découle directement des méthodes employées.

C’est un plaisir de remercier Hervé Queffélec de son aide lors de la
rédaction de cet article.

2. Démonstrations

2.1. Minoration de S(Λx)

Lemme 2.1. Lorsque x tend vers l’infini , on a l’estimation

S(Λx) ≥
√
xL(x)−

√
2/2+o(1).

Démonstration. On reprend la méthode de Queffélec [5] qui utilise les
entiers y-friables. Soit P+(n) le plus grand facteur premier d’un entier
générique n avec la convention P+(1) = 1. On dit qu’un entier n est y-friable
si P+(n) ≤ y. Conformément à l’usage, nous notons

S(x, y) := {n ≤ x : P+(n) ≤ y}, Ψ(x, y) := |S(x, y)|,
et 1S(∞,y) la fonction caractéristique des entiers y-friables.

On considère la suite A := {an}∞n=1 définie par an := εn1S(∞,y)(n) où
{εn}∞n=1 est une suite de Rademacher prenant ±1 comme valeur (2). L’ordre
de la quantité ‖Ax‖1 = Ψ(x, y) est bien connue (cf. le livre de Tenenbaum
[6, Chapitre III.5]). Conformément à l’usage, nous notons %(v) la fonction
de Dickman, définie comme l’unique solution continue à droite sur R tout
entier de l’équation différentielle aux différences

v%′(v) + %(v − 1) = 0 (v > 1)

avec les conditions initiales %(v) = 0 (v < 0) et %(v) = 1 (0 ≤ v ≤ 1).
Posant u = log x/log y, on utilisera l’estimation uniforme

(2·1) Ψ(x, y) ∼ x%(u)

dans le domaine

exp{(log2 x)5/3+ε} ≤ y ≤ x, x ≥ 2,

(2) Une suite de Rademacher est une suite de variables aléatoires indépendantes sur
un espace de probabilité (Ω,A, P ) avec P (εn = 1) = P (εn = −1) = 1/2. On pourra se
reporter au livre de Kahane [3] où sont détaillées de nombreuses exemples de l’utilisation
de ces suites.
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relatif à un réel ε > 0 fixé. La seule information sur la fonction % dont on
aura besoin ici est l’estimation

(2·2) %(u) = exp{−u(log u+ log2(2u) +O(1))} (u ≥ 1).

Soit Γ le cercle unité du plan complexe. La densité de

{(e2πiτ log p1 , . . . , e2πiτ log pk) : τ ∈ R}
dans Γ k permet d’affirmer que

‖Ax‖∞ = sup
t∈[0,1]π(y)

|Px,y(e2πit1 , . . . , e2πitπ(y))|

où Px,y(z) désigne le polynôme en π(y) variables défini par

(2·3) Px,y(z) :=
∑

n∈S(x,y)

εnz
vp1 (n)
1 . . . z

vpπ(y)
(n)

π(y)

avec {pi}∞i=1 la suite croissante des nombres premiers et vp la valuation
p-adique. Posons

Qx,y(t) := Px,y(e2πit1 , . . . , e2πitπ(y)).

On a ainsi

(2·4) ‖Ax‖∞ = ‖Qx,y‖∞. (3)

On a, pour tout n ∈ S(x, y),

Ω(n) = vp1(n) + · · ·+ vpπ(y)
(n) ≤ log x/log 2.

Soit B l’ensemble des fonctions Q de la forme

(2·5) Q(t) =
∑

n∈S(x,y)

ane
2iπη1vp1 (n)t1 · · · e2iπηπ(y)vpπ(y)

(n)tπ(y)

où
an ∈ R, {ηk}

π(y)
k=1 ∈ {−1, 1}π(y).

La présence des ηi permet de rendre l’ensemble B invariant par conjugaison
complexe.

Soit I l’ensemble des t tels que

(2·6) |Q(t)| ≥ 1
2‖Q‖∞.

L’inégalité de Bernstein (cf. Queffélec [5, p. 45]) fournit, pour toute fonc-
tion Q ∈ B,

(2·7) |Q(t)−Q(t′)| ≤ δ sup
k=1,...,π(y)

|tk − t′k| ‖Q‖∞

où l’on a posé δ := π2 log x/log 2. Cela implique que µ(I) ≥ δ−π(y) où µ
est la mesure de Lebesgue de [0, 1]π(y). En effet, pour un élément Q ∈ B,

(3) Ici, on a utilisé la notation classique de la norme infinie pour deux espaces différents
de fonctions.
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il existe un point t0 ∈ [0, 1]π(y) satisfaisant |Q(t0)| = ‖Q‖∞. Le multi-carré
d’arête de Rπ(y) de longueur 1/δ centré en un t0 est alors inclus dans I.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer l’inégalité de Salem–
Zygmund (cf. Kahane [3, Theorem VI.1]). Il vient

(2·8) P
(
‖Qx,y‖∞ ≥ 3

√
Ψ(x, y) log(8δπ(y))

)
≤ 1/2.

D’après (2·4), il existe donc une suite de Rademacher {εn}n≤x telle que

(2·9) ‖Ax‖∞ �
√

Ψ(x, y)π(y) log2 x.

Notons qu’une conséquence plus forte que (2·8) du Théorème VI.1 de [3] est
l’inégalité

E(‖Ax‖∞)�
√

Ψ(x, y)π(y) log2 x.

Mais l’inégalité (2·8) est suffisante pour montrer (2·9). De (2·9), on déduit
que

‖Ax‖1 = Ψ(x, y) ≤ S(Λx)‖Ax‖∞ � S(Λx)
√

Ψ(x, y)π(y) log2 x.

Il en découle que

S(Λx) ≥

√
Ψ(x, y)

π(y) log2 x
.

Il reste à choisir la valeur de y. On écrit y = exp{α
√

log x log2 x} où α > 0
est un paramètre à fixer. De (2·1), (2·2) et du théorème des nombres pre-
miers, il découle

S(Λx) ≥

√
x log y
log2 x

exp
(

1
2

log %(u)− log x
2u

)
≥
√
x exp

{
−
(

1
4α

+
α

2
+ o(1)

)√
log x log2 x

}
.

Le choix optimal α = 1/
√

2 fournit alors le résultat souhaité.

2.2. Majoration de S(Λx). L’énoncé suivant permet d’obtenir une valeur
explicite de β dans la majoration (1·1) de S(Λx) établie par Konyagin et
Queffélec [4].

Lemme 2.2. Lorsque x tend vers l’infini , on a l’estimation

S(Λx) ≤
√
xL(x)−

√
2/4+o(1).

Démonstration. Nous reprenons la méthode de Konyagin et Queffélec.
Afin de la rendre effective, nous utilisons les lemmes suivants.

Soient P−(n) le plus petit facteur premier d’un entier générique n avec la
convention P−(1) = 1, et Ω(n) la fonction qui compte les facteurs premiers
de n avec multiplicité. On introduit les ensembles

T (x, y) := {n ≤ x : P−(n) > y}, Tk(x, y) := {n ∈ T (x, y) : Ω(n) = k}.
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Soit

Nk(x, y) := card{n ∈ T (x, y) : Ω(n) ≥ k} =
∑
j≥k

card{Tj(x, y)}.

Lemme 2.3. Il existe c > 0 tel que, pour x ≥ y ≥ 2 et k ≥ 1, on ait
l’estimation uniforme

Nk(x, y)� x

yk
(log x)y−1ecy.

Ce résultat, remarquable par son uniformité, est dû à Balazard ([2, Corol-
laire 1]).

Lemme 2.4. Pour toute suite de nombres de complexes A := {an}∞n=1,
tout entier k ≥ 1 et x ≥ 2, on a( ∑

n≤x
Ω(n)=k

|an|2k/(k+1)
)(k+1)/2k

≤ kk/2‖Ax‖∞.

Ce résultat est dû à Queffélec [5] (voir aussi [4]). Il peut être vu comme
une généralisation de l’inégalité de Bohr qui correspond au cas k = 1.

On peut maintenant démontrer le Lemme 2.2. La densité de l’ensemble
{(e2πit log p1 , . . . , e2πit log pk) : t ∈ R} dans Γ k permet d’affirmer que

‖Ax‖∞ = sup
z∈Γπ(x)

|Px(z)|

où Px(z) est le polynôme en π(x) variables défini par

Px(z) :=
∑
n≤x

anz
vp1 (n)
1 · · · z

vpπ(x)
(n)

π(x) .

Tout entier n se décompose de manière unique sous la forme

(2·10) n = m`, m ∈ S(∞, y), ` ∈ T (∞, y).

On pose y :=
√

log x/log2 x. Soit Px,y,m le polynôme appartenant à
C[zπ(y)+1, . . . , zπ(x)] défini par

Px,y,m(z) :=
∑

`∈T (x/m,y)

am`z
vpπ(y)+1

(`)

π(y)+1 · · · z
vpπ(x)

(`)

π(x)

associé à

Ax,y,m(t) :=
∑

`∈T (x/m,y)

am``
it.
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Suivant la remarque de [4] (formule (3.13)), on a

Px,y,m(z) =
1

(2π)π(y)

×
2π�

0

· · ·
2π�

0

Px(eiϑ1 , . . . , eiϑπ(y) , z)e−iα1ϑ1−···−iαπ(y)ϑπ(y) dϑ1 · · · dϑπ(y),

avec m =
∏
j≤π(y) p

αj
j . On en déduit l’inégalité

(2·11) ‖Ax,y,m‖∞ = sup
z∈Γπ(x)−π(y)

|Px,y,m(z)| ≤ sup
z∈Γπ(x)

|Px(z)| = ‖Ax‖∞.

La décomposition (2·10) permet d’écrire

‖Ax‖1 =
∑

m∈S(x,y)

∑
`∈T (x/m,y)

|am`|(2·12)

≤ Ψ(x, y) sup
m∈S(x,y)

( ∑
`∈T (x/m,y)

|am`|
)
.

Posons K := ϑ
√

log x/log2 x où le réel ϑ > 0 est un paramètre. D’une part,
les Lemmes 2.3 et 2.4 fournissent, pour k ≤ K,∑

`∈Tk(x/m,y)

|am`| ≤
( ∑
`∈Tk(x/m,y)

|am`|2k/(k+1)
)(k+1)/2k

|Tk(x, y)|(k−1)/2k

≤ kk/2‖Ax,y,m‖∞|Tk(x, y)|(k−1)/2k

� kk/2‖Ax‖∞
√
x
x−1/2k

y(k−1)/2
(log x)(y−1)/2ecy/2

=:
√
x ‖Ax‖∞ehx,y(k),

où l’on a utilisé l’inégalité de Hölder et la relation (2·11). Pour x suffisam-
ment grand et y =

√
log x/log2 x, la suite hx,y ainsi définie est croissante

pour k ≤ K. Il vient

(2·13)
∑
k≤K

∑
`∈Tk(x/m,y)

|am`| �
√
x ‖Ax‖∞Kehx,y(K).

D’autre part, l’inégalité de Cauchy–Schwarz fournit∑
`∈

S
k>K Tk(x/m,y)

|am`| ≤
(∑
n≤x
|an|2

)1/2
NK(x, y)1/2 = ‖Ax‖2NK(x, y)1/2.

On fait appel à la majoration

(2·14) ‖Ax‖2 ≤ ‖Ax‖∞,
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issue de la majoration

‖Ax‖22 =
�
· · ·

�

[0,1]π(x)

|Px(e2iπt1 , . . . , e2iπtπ(x))|2 dt1 · · · dtπ(x) ≤ ‖Ax‖2∞.

Du Lemme 2.3, on obtient alors

(2·15)
∑

`∈
S
k>K Tk(x/m,y)

|am`| ≤
√
x ‖Ax‖∞(log x)(y−1)/2ecy/2y−K/2.

En remarquant que

Ψ(x, y) ≤
(

1 +
log x
log 2

)π(y)

� exp
{
O

(√
log x

log2 x

)}
,

on obtient de (2·12), (2·13), (2·15) l’inégalité

‖Ax‖1 ≤
√
x ‖Ax‖∞ exp{(max{−1/(2ϑ),−ϑ/4}+ o(1))

√
log x log2 x}.

Le choix optimal ϑ =
√

2 fournit le résultat recherché.

Dans l’exemple développé pour établir le Lemme 2.1 on a

‖Ax‖2 = ‖Ax‖1/
√

Ψ(x, y).

L’inégalité (2·14) fournit donc

‖Ax‖1/‖Ax‖∞ ≤
√

Ψ(x, y) =
√
x exp

{
−
√

2
4

√
log x log2 x

}
,

et on retrouve ainsi immédiatement pour cette famille d’exemples parti-
culiers la majoration du Lemme 2.2.

Conclusion. Pour espérer reserrer l’encadrement de S(Λx), il nous sem-
ble important de connâıtre le sous-ensemble de Γ π(x) où Px(z) prend de
grande valeur. Ainsi, si cet ensemble est de mesure petite, on pourrait
améliorer la majoration (2·14) et par conséquent le Lemme 2.2. En revanche,
si cet ensemble est toujours de mesure relativement grande, la mesure de
l’ensemble I est plus grande que celle annoncée et alors la minoration du
Lemme 2.1 peut être améliorée. Nous n’avons pas pu tirer profit d’une telle
dichotomie de type heuristique. La minoration utilise un argument proba-
biliste, il est naturel de penser que c’est la majoration qu’il faille améliorer.
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