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Sur ordre de grandeur des polynémes de Dirichlet
par
REGIS DE LA BRETECHE (Paris)

1. Introduction et énoncés des résultats. A une suite de nombres
complexes A := {a,}2°, on associe une série de Dirichlet

o
A(s) := Z anpn”°.
n=1
Considérant sa troncature

Ag(s) :== Z anpn”®,

on note les normes

| Azllco := sup | Az (iT)| = sup ‘ Zann_”
TER TER

il

n<x

1Al =D lanl, [ Aall2 =

n<x

Nous nous proposons dans ce travail de comparer les normes || A;||1 et
| Az||co. On définit S(Az), la constante de Sidon associée & ’ensemble A, :=
{logn : n < x} (}) comme le plus petit réel C, tel que I'on ait pour toute
suite A 'inégalité
HAle < CJ:”AIHOO-
Soit
L(x) := exp y/log x log, z,

ol log, désigne, ici et par la suite, la deuxieme itérée du logarithme. Dans
[5] et [4] (voir aussi [1]), Konyagin et Queffélec ont montré qu’il existe une
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(*) De maniere générale, on définit S(A), la constante de Sidon associée & un en-
semble A, comme le plus petit réel C' tel que pour toute suite A on ait Y, |ae] <

Csup,cp | EeeA ale“ﬂ.
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constante 0 > 0 telle que lorsque x tend vers I'infini,
(1-1) Va L(z) ™YW < S(A,) < Va Lia) =0,
Notre résultat est le suivant.
THEOREME 1.1. Lorsque x tend vers linfini, on a [’estimation
(1-2) Va L(z) V20 < §(4,) < Va Liz) VA0,
Une version effective des o découle directement des méthodes employées.

C’est un plaisir de remercier Hervé Queffélec de son aide lors de la
rédaction de cet article.

2. Démonstrations

2.1. Minoration de S(Az)

LEMME 2.1. Lorsque x tend vers linfini, on a [’estimation
S(A,) > \/EL(x)fﬁ/ZJro(l)_

Démonstration. On reprend la méthode de Queffélec [5] qui utilise les
entiers y-friables. Soit P*(n) le plus grand facteur premier d'un entier
générique n avec la convention P (1) = 1. On dit qu’un entier n est y-friable
si PT(n) <y. Conformément & 1'usage, nous notons

S(@y)={n<z:P"(n) <y}, W(z,y):=I[S(z,y),
et 1g(oo,y) la fonction caractéristique des entiers y-friables.

On considere la suite A := {a,};2; définie par ap = e,lg(s0y)(n) o1
{£,}52; est une suite de Rademacher prenant -1 comme valeur (?). L’ordre
de la quantité ||Az|1 = ¥(x,y) est bien connue (cf. le livre de Tenenbaum
[6, Chapitre ITI.5]). Conformément & 'usage, nous notons p(v) la fonction

de Dickman, définie comme 'unique solution continue & droite sur R tout
entier de I’équation différentielle aux différences

vo'(v) +o(v—1)=0 (v>1)
avec les conditions initiales p(v) = 0 (v < 0) et po(v) =1 (0 < v < 1).
Posant v = log z/log y, on utilisera ’estimation uniforme
(2-1) U(z,y) ~ zo(u)
dans le domaine

exp{(logy z)*3*e} <y <z, x>2,

(?) Une suite de Rademacher est une suite de variables aléatoires indépendantes sur
un espace de probabilité (£2, A, P) avec P(e, = 1) = P(e, = —1) = 1/2. On pourra se
reporter au livre de Kahane [3] ol sont détaillées de nombreuses exemples de 'utilisation
de ces suites.
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relatif & un réel € > 0 fixé. La seule information sur la fonction ¢ dont on
aura besoin ici est I’estimation

(22)  o(u) = exp{—u(logu + logy(2u) + O(1)}  (u > 1).
Soit I le cercle unité du plan complexe. La densité de
{(627ri7—10gp1’ - eZﬂ'iTlogpk) = R}
dans I'* permet d’affirmer que
[Aslloo = sup [Puy (e, e2mlrw))|
t€[0,1]7(®)

ou P, ,(z) désigne le polynome en 7(y) variables défini par

vp, (0 Up (n)
(2:3) Poy(z)i= Y e ™oy
neS(z,y)

avec {p;}>°; la suite croissante des nombres premiers et v, la valuation
p-adique. Posons

Quy(t) i= Ppy(e2™h, ... e*Milnw),
On a ainsi
(2-4) 14z )00 = 1@z ylloo- ()
On a, pour tout n € S(z,y),
2(n) =vp,(n) +- - +vp_, (n) <logz/log2.
Soit B I’ensemble des fonctions @ de la forme

(25) Q(t) — Z aneQiﬂ'T]l’Upl (n)t1 . eZiﬂnw(y)vPﬂ-(y) (n)tﬂ-(y)
nes(z,y)

an €R, {p)1¥ e {—1,1}70),

La présence des 7n; permet de rendre I’ensemble B invariant par conjugaison
complexe.
Soit I I'ensemble des t tels que

(2:6) Q)] > 3[1Qlco-
L’inégalité de Bernstein (cf. Queffélec [5, p. 45]) fournit, pour toute fonc-
tion Q € B,

(2:7) Q(t) — Q) <0 sup [tx — ] |Qflo
k=1,..m(y)

ott I'on a posé § := w2logx/log2. Cela implique que p(I) > 6™ on u
est la mesure de Lebesgue de [0, 1]“(9). En effet, pour un élément Q) € B,

(3) Ici, on a utilisé la notation classique de la norme infinie pour deux espaces différents
de fonctions.
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il existe un point to € [0,1]7®¥) satisfaisant |Q(to)] = ||Q||eo. Le multi-carré
d’aréte de R™™) de longueur 1/ centré en un tg est alors inclus dans I.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer I'inégalité de Salem—
Zygmund (cf. Kahane [3, Theorem VI.1]). Il vient

(28) P([Quylloo > 3/¥(z,y)log(867W)) < 1/2.
D’apres (2-4), il existe donc une suite de Rademacher {e, }, <5 telle que
(2:9) | Az]loo < VO (2, y)7(y) logy .

Notons qu’une conséquence plus forte que (2-8) du Théoreme VI.1 de [3] est
I'inégalité

E([|Azll0) < V¥ (z,y)7(y) logy .
Mais l'inégalité (2-8) est suffisante pour montrer (2-9). De (2-9), on déduit
que

1Azl = (2, y) < S(Aa) | Aslloo < S(A:) V¥ (@, y)7(y) logy -
Il en découle que

V(z,y)
m(y)logy x’

Il reste & choisir la valeur de y. On écrit y = exp{a+/logzlog, z} ot a > 0
est un parametre a fixer. De (2-1), (2-2) et du théoréme des nombres pre-
miers, il découle

zlogy 1 log
> =
S(Ag) > exp (2 log o(u) 5

1
> xexp{—<4 + % —I—o(l))\/logmlog2 x}
a

Le choix optimal o = 1/+/2 fournit alors le résultat souhaité. m

S(Az) >

2.2. Majoration de S(Az). L’énoncé suivant permet d’obtenir une valeur
explicite de 8 dans la majoration (1-1) de S(A,) établie par Konyagin et
Queffélec [4].

LEMME 2.2. Lorsque x tend vers l'infini, on a l’estimation
S(Ay) < Va Lz)VY/4te),

Démonstration. Nous reprenons la méthode de Konyagin et Queffélec.
Afin de la rendre effective, nous utilisons les lemmes suivants.

Soient P~ (n) le plus petit facteur premier d’un entier générique n avec la
convention P~ (1) =1, et £2(n) la fonction qui compte les facteurs premiers
de n avec multiplicité. On introduit les ensembles

T(x,y):={n<z:P (n)>y}, Ti(z,y):={neT(x,y):2(n)=Ek}
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Soit
Ni(z,y) = card{n € T(x,y) : 2(n) > k} = anrd{Tj(x,y)}.
Jj>k
LEMME 2.3. Il existe ¢ > 0 tel que, pour x >y > 2 et k > 1, on ait

lestimation uniforme

Ni(z,y) < % (logz)¥~te.
Y

Ce résultat, remarquable par son uniformité, est du & Balazard ([2, Corol-
laire 1]).

[e.o]

LEMME 2.4. Pour toute suite de nombres de compleres A := {an}>2 4,

tout entier k> 1 etx > 2, on a

(30 Janeroen) T < ey

n<x
2(n)=k

Ce résultat est du a Queffélec [5] (voir aussi [4]). Il peut étre vu comme
une généralisation de I'inégalité de Bohr qui correspond au cas k = 1.

On peut maintenant démontrer le Lemme 2.2. La densité de I'ensemble
{(e?mitlogpr . e2mitlogpr) ;¢ ¢ R} dans I'* permet d’affirmer que

|Azlloc = sup |Pu(z)]
ze'm(x)

ou P,(z) est le polynoéme en 7(x) variables défini par

Py(z) := Z anzfpl(n) @ ™)

w(x)
n<x

Tout entier n se décompose de maniére unique sous la forme

(2-10) n=ml, meS(co,y), LT (0,y).

On pose y := /logz/logyx. Soit Py, le polyndme appartenant
Clzn(y)+1s - - - » Zr()] défini par

vp ) Vp_ .y (6)
Prm@ = Y amermrgt ol
LeT (x/m,y)

associé a

Apym(t) = Z amel™.

LET (z/m,y)
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Suivant la remarque de [4] (formule (3.13)), on a

1
Prym(2) = (2m)*()
27 2
X S ce S Px<€i191, . eiﬁﬁ(y) , z)eiialﬂl7"'7ia7r(y)q97r(y) doq--- dﬂﬂ(y)v
0 0
avec m = [, )p?j. On en déduit I'inégalité
211 [ Azymlloo = sup  |Prym(z)] < sup |Pu(z)] = [ Az co-

ze (@)~ (y) )
La décomposition (2-10) permet d’écrire

(212) Al = > > lamd

meS(x,y) LeT (x/m,y)

< ¥(z,y) sup ( Z \amgo.

mES(@Y) " per(z/myy)

Posons K := 9¥/log z/logy x ou le réel 9 > 0 est un parametre. D’une part,
les Lemmes 2.3 et 2.4 fournissent, pour k£ < K,

(k+1)/2k
S0 el < (00 lameP )T g ) 40
LET (x/myy) LeTy(z/m,y)

< kk/QHAx,y,mHOO|Tk(fE y)|(k_1)/2k
L—1/2k
< k,k/ZHA [z ea—— WE=VE (logm)(y_l)/zecy/Z

=V [ Azl h””

ot l'on a utilisé I'inégalité de Holder et la relation (2-11). Pour x suffisam-
ment grand et y = /log z/log, x, la suite h,, ainsi définie est croissante
pour k < K. Il vient

(2-13) S0 Jamd < VallAsls kel 5,

k<K LeTy(x/m,y)
D’autre part, 'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit
1/2
S el < (XlanP) TNk = [ Ae 2N (9) .
CeUps> i Th(z/myy) n<z
On fait appel a la majoration

(2-14) [Az]l2 < [ Azlloo;
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issue de la majoration
|43 = S : S |P, (2™ .. 2 ir@) |2 dty - - dire) < | Az|% .
[0,1]7 (=)
Du Lemme 2.3, on obtient alors
(2:15) > lame| < V7 || Az (log )1 2eeu/2y =K/2,
eUgs x Tk (z/myy)
En remarquant que
1 m(y) /1
U(z,y) < |1+ o8t < expl O 08 % ,
log 2 logy x
on obtient de (2-12), (2-13), (2-15) 'inégalité
[Az]l1 < V2 [ Azllo exp{(max{—1/(20), =9/4} + o(1))y/log x logy '}

Le choix optimal ¢ = /2 fournit le résultat recherché. m

Dans 'exemple développé pour établir le Lemme 2.1 on a

[Azlla = | Azll1/ v/ ¥ (2, ).

L’inégalité (2-14) fournit donc

V2
423/ 1A < VOG0 = Vaexpd =Y ViogzTog, .

et on retrouve ainsi immédiatement pour cette famille d’exemples parti-
culiers la majoration du Lemme 2.2.

Conclusion. Pour espérer reserrer I'encadrement de S(A,), il nous sem-
ble important de connaitre le sous-ensemble de I'™*) on P,(z) prend de
grande valeur. Ainsi, si cet ensemble est de mesure petite, on pourrait
améliorer la majoration (2-14) et par conséquent le Lemme 2.2. En revanche,
si cet ensemble est toujours de mesure relativement grande, la mesure de
I’ensemble I est plus grande que celle annoncée et alors la minoration du
Lemme 2.1 peut étre améliorée. Nous n’avons pas pu tirer profit d’une telle
dichotomie de type heuristique. La minoration utilise un argument proba-
biliste, il est naturel de penser que c’est la majoration qu’il faille améliorer.
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