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1. Introduction. Soient M un corps de nombres de degré fini sur Q,
L une extension non ramifiée de M et p un nombre premier. L’extension M (1)

de M , abélienne maximale et non ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis
et infinis, est dite le corps de classes de Hilbert de M . De même l’extension

M
(1)
p de M dont le degré est une puissance de p, abélienne maximale et non

ramifiée pour tous les idéaux premiers, finis et infinis, est dite le p-corps de

classes de Hilbert de M .

La recherche des idéaux de M qui capitulent dans L (deviennent prin-
cipaux dans L) a été l’objet d’étude de plusieurs mathématiciens. En effet,
Kronecker était parmi les premiers à avoir abordé des problèmes de capi-
tulation dans le cas des corps quadratiques imaginaires. Dans le cas où L
est égal au corps de classes de Hilbert M (1) de M , D. Hilbert avait conjec-
turé que toutes les classes de M capitulent dans M (1) (théorème de l’idéal
principal). La preuve de ce dernier théorème a été réduite par E. Artin à
un problème de la théorie des groupes, et c’est Ph. Furtwängler qui l’avait
achevée.

Le cas où L/M est une extension cyclique et [L : M ] = p, un nombre
premier, a été traité par Hilbert. Sa réponse est le sujet du “théorème 94” qui
affirme qu’il y a au moins une classe non triviale dans M qui capitule dans L.
De plus, Hilbert avait trouvé le résultat suivant : Soient σ un générateur du
groupe de Galois de L/M , NL/M la norme de L/M , EM le groupe des unités
de M , EL celui de L et E∗

L le sous-groupe des unités de EL dont la norme,
relative à l’extension L/M , est égale à 1. Alors le groupe des classes de M qui
capitulent dans L est isomorphe au groupe quotient E∗

L/E1−σ
L = H1(EL),

le groupe cohomologique de dimension 1.
À l’aide de ce théorème et de plusieurs résultats sur les groupes coho-

mologiques des unités, on obtient :
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Théorème 1 (voir [10]). Soit L/M une extension cyclique non ramifiée

de degré un nombre premier. Alors le nombre des classes qui capitulent dans

L/M est égal à

[L : M ][EM : NL/M (EL)].

Aussi on note les travaux suivants sur des corps ayant une 2-partie du
groupe de classes de type (2, 2). H. Kisilevsky [13] a étudié la capitulation
pour les corps de nombres ayant un 2-groupe des classes de type (2, 2).
En utilisant un calcul sur le transfert, il a lié le problème de capitulation

à la structure du groupe de Galois de M
(2)
2 /M . A. Azizi [1] a étudié la

capitulation des corps M = Q(
√

d, i) où i =
√
−1 et d est un entier naturel

sans facteurs carrés et tel que le 2-groupe de classes de M est de type (2, 2) ;
en utilisant les unités, il a trouvé le nombre des classes de M qui capitulent

dans les sous-extensions de M
(1)
2 /M , ensuite il a déterminé la structure du

groupe de Galois de M
(2)
2 /M . Enfin A. Azizi et A. Mouhib [4, 5] ont étudié

le même problème pour les corps M = Q(
√

2,
√

d) où d est un entier naturel
sans facteurs carrés dont le 2-groupe de classes est de type (2, 2).

Soient K = k(
√

−pqε
√

2) où k = Q(
√

2), ε l’unité fondamentale de k,
p et q deux nombres premiers différents tels que p ≡ q ≡ ±1 mod 4 et
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, K
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K, K

(2)
2 le 2-corps

de classes de Hilbert de K
(1)
2 et G le groupe de Galois de K

(2)
2 /K. D’après

E. Brown et C. J. Parry [7], la 2-partie C2,K du groupe de classes de K est

de type (2, 2), par suite K
(1)
2 contient trois extensions Fi/K, i = 1, 2, 3.

Dans ce papier, on s’intéresse au problème de capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans Fi (i = 1, 2, 3) et à déterminer la structure de G. En
particulier, on démontre le résultat suivant (théorèmes 7–9) :

Théorème 2. Soient K = k(
√

−pqε
√

2) où ε est l’unité fondamentale

de k = Q(
√

2), p et q deux nombres premiers différents tels que p ≡ q ≡
±1 mod 4 et

(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, K0 = Q(
√

2,
√

pq), QK0 l’indice des unités

de K0, F1 = K(
√

pq), F2 = K(
√

p∗), F3 = K(
√

q∗) avec p∗ = (−1)(p−1)/2p,

q∗ = (−1)(q−1)/2q et G = Gal(K
(2)
2 /K). Alors :

(1) Si p ≡ q ≡ −1 mod 4, alors les quatre classes de C2,K capitulent

dans chacune des extensions Fi (i = 1, 2, 3) et le groupe G est abélien

(≃ Z/2Z × Z/2Z).
(2) Si p ≡ q ≡ 1 mod 4, alors on a :

(i) Si QK0 = 1, alors les quatre classes de C2,K capitulent dans F1,
tandis que dans chaque Fi, i ∈ {2, 3}, deux classes seulement de

C2,K capitulent et le groupe G est diédral d’ordre 2m (m ≥ 3).
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(ii) Si QK0 = 2, alors dans chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il

existe exactement deux classes de C2,K qui capitulent et le groupe

G est quaternionique d’ordre 2m (m ≥ 3).

2. Préliminaires

Définition 1. On appelle corps de genres d’un corps de nombres K,
qu’on note K(∗), la plus grande extension de K de la forme KL qui est non
ramifiée pour tous les idéaux premiers de K, finis et infinis, et telle que L
est une extension abélienne de Q.

Proposition 1 (voir [11]). Soit K un corps de nombres abélien sur Q,
de degré n. Si n = qs où q est un nombre premier et s > 0, alors

K(∗) =
(

∏

p|DK , p6=q

L(p)
)

K

où L(p) est l’unique sous-corps, de degré e(p) (l’indice de ramification de p
dans K) sur Q, de Q(ξp) (le p-ième corps cyclotomique) et DK le discri-

minant de K.

Corollaire 1. Soient K = k(
√

−pqε
√

2) où k = Q(
√

2), ε l’unité

fondamentale de k, p et q deux nombres premiers impairs différents. Alors

K(∗) = K(
√

p∗,
√

q∗) où p∗ = (−1)(p−1)/2p et q∗ = (−1)(q−1)/2q.

Démonstration. Comme les nombres premiers qui divisent DK sont p, q
et 2, la proposition 1 montre que K(∗) = L(p)L(q)K, où L(p) (resp. L(q))
est l’unique sous-corps, de degré 2 sur Q, de Q(ξp) (resp. Q(ξq)), et comme
L(p) = Q(

√
p∗) (resp. L(q) = Q(

√
q∗)), on a le résultat.

Dans toute la suite de cette section on désigne par K un corps de

nombres, CK son groupe de classes, C2,K la 2-partie de CK , K
(1)
2 le 2-

corps de classes de Hilbert de K, K
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de

K
(1)
2 , G le groupe de Galois de K

(2)
2 /K et G′ son sous-groupe dérivé. Alors

G′ ≃ Gal(K
(2)
2 /K

(1)
2 ) et G/G′ ≃ Gal(K

(1)
2 /K), et on sait par la théorie des

corps de classes que Gal(K
(1)
2 /K) ≃ C2,K , ainsi G/G′ ≃ C2,K .

Soient F une extension cyclique non ramifiée de K et j l’application de
CK dans CF qui fait correspondre à la classe d’un idéal A de K, la classe
de l’idéal engendré par A dans F ; et soit N la norme de F/K. Alors, on dit
que l’extension F/K est :

• de type (A) si |ker j ∩ N(CF )| > 1,

• de type (B) si |ker j ∩ N(CF )| = 1.

Définition 2. Soient m un entier > 2, Qm le groupe des quaternions,
Dm le groupe diédral et Sm le groupe semi-diédral d’ordre 2m. Ces groupes
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sont définis comme suit. Chaque groupe est engendré par deux éléments x
et y tels que :

Qm = 〈x, y〉 où x2m−2
= y2 = a, a2 = 1, y−1xy = x−1,

Dm = 〈x, y〉 où x2m−1
= y2 = 1, y−1xy = x−1,

Sm = 〈x, y〉 où x2m−1
= y2 = 1, y−1xy = x2m−2−1.

Supposons maintenant que C2,K ≃ Z/2Z×Z/2Z ; alors G/G′ ≃ Z/2Z×
Z/2Z, ce qui donne que G′ est cyclique. Donc la tour des 2-corps de classes

de Hilbert de K s’arrête en K
(2)
2 .

En plus, on sait que si G est d’ordre 2m, m > 1, et G/G′ ≃ Z/2Z×Z/2Z,
alors, soit G est isomorphe à Qm, Dm, ou Sm (m > 2), soit à Z/2Z × Z/2Z

(m = 2). Dans tous ces cas, on a G′ = 〈x2〉 et les trois sous-groupes d’indice
2 dans G sont : H1 = 〈x〉, H2 = 〈x2, y〉 et H3 = 〈x2, xy〉, et si G′ 6= 1, alors

K
(1)
2 6= K

(2)
2 et 〈x4〉 est l’unique sous-groupe de G′ d’indice 2.

Soient L le sous-corps de K
(2)
2 laissé fixe par 〈x4〉, Fi (i = 1, 2, 3) le sous-

corps de K
(2)
2 laissé fixe par Hi, et ji l’application j définie pour F = Fi.

Théorème 3. On suppose que G/G′ ≃ Z/2Z × Z/2Z. Alors on a :

(i) Si K
(1)
2 = K

(2)
2 , alors les corps Fi sont de type (A), |ker ji| = 4 pour

i = 1, 2, 3 et G ≃ Z/2Z × Z/2Z.

(ii) Si Gal(L/K) ≃ Q3, alors les corps Fi sont de type (A), |ker ji| = 2
pour i = 1, 2, 3 et G ≃ Q3.

(iii) Si Gal(L/K) ≃ D3, alors les corps F2 et F3 sont de type (B) et

|ker j2| = |ker j3| = 2. De plus, si F1 est de type (B) alors |ker j1| = 2
et G ≃ Sm. Si F1 est de type (A) et |ker j1| = 2, alors G ≃ Qm.

Enfin, si F1 est de type (A) et |ker j1| = 4, alors G ≃ Dm.

On trouve plus d’information sur ce dernier théorème dans [13].

Corollaire 2. Soit K tel que C2,K ≃ Z/2Z × Z/2Z. Alors on a trois

types de capitulation :

• Type 1 : Les quatre classes de C2,K capitulent dans chacune des exten-

sions Fi/K, i = 1, 2, 3. Ceci est possible si et seulement si K
(2)
2 = K

(1)
2 .

• Type 2 : Les quatre classes de C2,K capitulent toutes seulement dans

une extension parmi les trois extensions Fi/K, i = 1, 2, 3. Dans ce cas

le groupe G est diédral.

• Type 3 : Seulement deux classes capitulent dans chacune des exten-

sions Fi/K, i = 1, 2, 3. Dans ce cas le groupe G est semi-diédral ou

quaternionique.
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|ker j1| (A/B) |ker j2| (A/B) |ker j3| (A/B) G

4 4 4 (2, 2)

2 A 2 A 2 A Q3

4 2 B 2 B Dm, m ≥ 3

2 A 2 B 2 B Qm, m > 3

2 B 2 B 2 B Sm, m ≥ 3

3. Unités de certains corps de nombres de degré 4 ou 8 sur Q.

Soient d1 et d2 deux entiers naturels sans facteurs carrés et premiers entre
eux, d3 = d1d2, ε1 (resp. ε2, ε3) l’unité fondamentale de k1 = Q(

√
d1) (resp.

k2 = Q(
√

d2), k3 = Q(
√

d3)), K0 = k1k2, QK0 l’indice des unités de K0, et
N1 (resp. N2, N3) la norme de K0/k1 (resp. K0/k2, K0/k3).

On sait d’après [14] et [15] qu’un système fondamental d’unités (SFU)
de K0 est, à une permutation près des indices, l’un des systèmes suivants :

(i) {ε1, ε2, ε3} ;

(ii) {ε1, ε2,
√

ε3} (N2(ε3) = 1) ;

(iii) {√ε1ε2, ε2, ε3} (N3(ε1) = N3(ε2) = 1) ;

(iv) {ε1,
√

ε2,
√

ε3} (N1(ε2) = N1(ε3) = 1) ;

(v) {√ε1ε2,
√

ε2ε3,
√

ε1ε3} (N2(ε3) = N3(εj) = 1, j = 1, 2) ;

(vi) {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} (N3(ε1) = N3(ε2) = N2(ε3) = ±1).

Proposition 2 (voir [2]). Soient K0 un corps de nombres abélien réel

et β un entier algébrique de K0, positif , sans facteurs carrés. On suppose

que K = K0(
√
−β) est une extension quadratique de K0, abélienne sur Q

et que i =
√
−1 n’appartient pas à K. Soit {ε1, . . . , εr} un SFU de K0. On

choisit , sans restreindre la géneralité, les unités εj positives. Alors on a :

(1) S’il existe une unité de K0 de la forme ε = εj1
1 · · · εjr−1

r−1 εr (à une

permutation près), où les jk ∈ {0, 1}, telle que βε est un carré dans

K0, alors {ε1, . . . , εr−1,
√
−ε} est un SFU de K.

(2) Dans le cas contraire {ε1, . . . , εr} est un SFU de K.

Lemme 1. Soient K = k1(
√

−nε1

√
2) où k1 = Q(

√
2), n un entier

naturel impair sans facteurs carrés et ε1 l’unité fondamentale de k1. Alors

{ε1} est un SFU de K.

Démonstration. Puisque {ε1} est un SFU de k1 et n
√

2 n’est pas un
carré dans k1, d’après la proposition 2, {ε1} est un SFU de K.

Lemme 2 (voir [3]). Soient d un entier relatif sans facteurs carrés et

ε = x + y
√

d l’unité fondamentale de Q(
√

d) où x et y sont des entiers ou
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bien des demi-entiers. On suppose que ε est de norme 1. Alors 2(x ± 1) et

2d(x ± 1) ne sont pas des carrés dans Q.

Remarque 1. Soit ε = x+y
√

d l’unité fondamentale de Q(
√

d) où d est
un entier relatif sans facteurs carrés. On suppose que ε est de norme 1. Alors
2ε est un carré dans Q(

√
d) si et seulement si x± 1 est un carré dans Q. En

effet,

2ε = (a + b
√

d)2 ⇔
{

2x = a2 + db2,

2y = 2ab.

Comme x2−dy2 = 1, le dernier système est résoluble si et seulement si x±1
est un carré dans Q.

Lemme 3 (voir [3]). Soient p un nombre premier impair et ε = x+y
√

2p
l’unité fondamentale de Q(

√
2p). On suppose que ε est de norme 1. Alors

x ± 1 est un carré dans N et 2ε est un carré dans Q(
√

2p).

Lemme 4. Soient p, q deux nombres premiers différents tels que p ≡
q ≡ −1 mod 4,

(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, et ε = s + t
√

2pq l’unité fondamentale de

Q(
√

2pq). Alors s− 1 est un carré dans N et 2ε est un carré dans Q(
√

2pq).

Démonstration. Puisque ε est de norme 1, on a (s + 1)(s − 1) = 2pqt2,
et comme le plus grand commun diviseur de s + 1 et s− 1 divise 2, il existe
α, β et γ dans {0, 1} tels que 2αpβqγ(s + 1) est un carré dans N.

• D’après le lemme 2, 2(s+1) et pq(s+1) ne sont pas des carrés dans N.
• Si

√

2p(s + 1) ∈ N, alors il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que

s + 1 = 2pt21, s − 1 = qt22, t1t2 = t ;

ainsi 2 = 2pt21 − qt22, ce qui implique d’une part que
(

2
q

)

=
(2p

q

)

=
(

2
q

)(p
q

)

,

donc
(p

q

)

= 1, et d’autre part que
(

2
p

)

=
(−q

p

)

=
(−1

p

)( q
p

)

, donc
( q

p

)

= 1 ;

ainsi
(p

q

)

=
( q

p

)

, ce qui est impossible puisque p ≡ q ≡ −1 mod 4. Et de

même on montre que
√

2q(s + 1) /∈ N.

• Si
√

p(s + 1) ∈ N, alors il existe (t1, t2) ∈ Z2 tels que

s + 1 = pt21, s − 1 = 2qt22, t1t2 = t ;

ainsi 2 = pt21 − 2qt22, ce qui implique d’une part que
(

2
p

)

=
(−2q

p

)

=
(−1

p

)(

2
p

)( q
p

)

, donc
( q

p

)

= −1, et d’autre part que
(

2
q

)

=
(p

q

)

; ainsi
(p

q

)

=
( q

p

)

,
ce qui est impossible puisque p ≡ q ≡ −1 mod 4. Et de même on montre
que

√

q(s + 1) /∈ N.

Ainsi 2pq(s+1) est un carré dans N, ce qui montre que s−1 est un carré
dans N et ainsi 2ε est un carré dans Q(

√
2pq).

Théorème 4. Soient p, q deux nombres premiers différents tels que

p ≡ q ≡ −1 mod 4,
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, K0 = Q(
√

2,
√

pq), ε1 (resp. ε2, ε3)
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l’unité fondamentale de k1 = Q(
√

2) (resp. k2 = Q(
√

pq), k3 = Q(
√

2pq)) et

F1 = K0(
√

−ε1

√
2). Alors {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de K0 et de F1.

Démonstration. On sait d’après [18] que

h2(K0) =
1

4
QK0h2(2)h2(pq)h2(2pq),

où h2(K0), h2(m) sont respectivement la 2-partie du nombre de classes de
K0 et Q(

√
m) où m = 2, pq, 2pq. Or h2(2) = h2(pq) = 1 et comme p ≡

q ≡ 3 mod 8, d’après [12] on a h2(2pq) = 2 ; de plus, K0/Q(
√

2pq) est une
extension non ramifiée et le 2-groupe de classes de Q(

√
2pq) est cyclique,

donc h2(K0) = h2(2pq)/2 = 1 ; ainsi QK0 = 2. D’après le lemme 4, 2ε3 est
un carré dans k3, donc un carré dans K0, d’où

√
ε3 ∈ K0 (car

√
2 ∈ K0) ;

ainsi en utilisant les résultats de [15] on trouve que {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU

de K0.

Montrons que {ε1, ε2,
√

ε3} est aussi un SFU de F1. En effet, soient
ε2 = x + y

√
pq et ε3 = s + t

√
2pq et Ni la norme de K0 sur ki (i = 1, 2, 3) ;

alors d’après la proposition 2, pour montrer que {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU de

F1, on montre que ηε1

√
2 n’est pas un carré dans K0, pour η = ε′j11 ε′j22 ε′3 où

{ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2,
√

ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Alors si η = ε1, on montre que

ε2
1

√
2 n’est pas un carré dans K0 : sinon il existe x ∈ K0 tel que

√
2 = x2, et

comme N2(
√

2) = N2(x)2 = −2 et N2(x) ∈ k2, il s’ensuit que −2 est un carré
dans k2 = Q(

√
pq), ce qui est absurde. Si η = ε2, on suppose qu’il existe

x ∈ K0 tel que ε1ε2

√
2 = x2 ; or N3(ε1) = −1, N3(ε2) = 1 et N3(

√
2) = −2,

donc N3(ε1ε2

√
2) = N3(x)2 = 2, et puisque N3(x) ∈ k3, donc 2 est un carré

dans k3 = Q(
√

2pq), ce qui est impossible. Si η = ε1ε2, on suppose qu’il
existe x ∈ K0 tel que ε2

√
2 = x2 ; comme N3(ε2) = 1 et N3(

√
2) = −2,

on a N3(ε2

√
2) = N3(x)2 = −2, ainsi −2 est un carré dans k3, ce qui est

impossible. Pour η =
√

ε3 (resp. η = ε1
√

ε3, ε2
√

ε3, ε1ε2
√

ε3) on voit que
ε1
√

2ε3 (resp.
√

2ε3, ε1ε2
√

2ε3, ε2
√

2ε3) n’est pas un carré dans K0, sinon en
utilisant la norme de K0 sur k2 on trouve que

√
±2 ∈ k2, ce qui est absurde.

Cela prouve que {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU de F1.

Théorème 5. Soient p, q deux nombres premiers différents tel que p ≡
q ≡ 5 mod 8, K0 = Q(

√
2,
√

pq), ε1 (resp. ε2, ε3) l’unité fondamentale de

k1 = Q(
√

2) (resp. k2 = Q(
√

pq), k3 = Q(
√

2pq)) et F1 = K0(
√

−ε1

√
2).

Alors K0 et F1 ont même SFU qui est l’un des systèmes {ε1, ε2, ε3} ou

{√ε1ε2ε3, ε2, ε3}.
Démonstration. Comme

(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, l’unité ε3 est de norme −1, et

ε1 l’est aussi ; ainsi, si ε2 est de norme 1, alors comme
√

ε2 /∈ K0 (voir [5,
lemme 1]), d’après les résultats de [15], {ε1, ε2, ε3} est un SFU de K0. Et si
ε2 est de norme −1, alors toujours d’après les résultats de [15], {ε1, ε2, ε3}



238 A. Azizi et M. Talbi

est un SFU de K0 si
√

ε1ε2ε3 /∈ K0, et {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0

dans le cas contraire.

Montrons que K0 et F1 ont même SFU. En effet, soient ε2 = x + y
√

pq
et ε3 = s + t

√
2pq et Ni la norme de K0 sur ki (i = 1, 2, 3).

Si {ε1, ε2, ε3} est un SFU de K0 (dans ce cas ε1, ε3 sont de norme −1
et ε2 est de norme ±1), alors d’après la proposition 2, pour montrer que
{ε1, ε2, ε3} est un SFU de F1, on montre que ηε1

√
2 n’est pas un carré dans

K0 pour η = ε′j11 ε′j22 ε′3 où {ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2, ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Alors

si η = ε1, on montre que ε2
1

√
2 n’est pas un carré dans K0 : sinon il existe

x ∈ K0 tel que
√

2 = x2, et comme N2(
√

2) = N2(x)2 = −2 et N2(x) ∈ k2,
le nombre −2 est un carré dans k2 = Q(

√
pq), ce qui est absurde. Si η = ε2,

on suppose qu’il existe x ∈ K0 tel que ε1ε2

√
2 = x2 ; or N3(ε1) = −1,

N3(ε2) = ±1 et N3(
√

2) = −2, donc N3(ε1ε2

√
2) = N3(x)2 = ±2, et puisque

N3(x) ∈ k3, il vient que ±2 est un carré dans k3 = Q(
√

2pq), ce qui est
impossible. Si η = ε3, supposons qu’il existe x ∈ K0 tel que ε1ε3

√
2 = x2 ;

comme N2(ε1) = −1, N2(ε3) = −1 et N2(
√

2) = −2, on a N2(ε1ε3

√
2) =

N2(x)2 = −2 ; ainsi −2 est un carré dans k2 = Q(
√

pq), ce qui n’est pas le

cas. Si η = ε2ε3, on suppose qu’il existe x ∈ K0 tel que ε1ε2ε3

√
2 = x2 ;

comme N2(ε1) = −1, N2(ε2) = ε2
2, N2(ε3) = −1 et N2(

√
2) = −2, on a

N2(ε1ε2ε3

√
2) = N2(x)2 = −2ε2

2 ; ainsi −2 est un carré dans k2 = Q(
√

pq),
ce qui est impossible. Et par des raisonnements analogues on démontre les
autres cas.

Si {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0 (dans ce cas ε1, ε2 et ε3 sont de
norme −1), alors d’après la proposition 2, pour montrer que {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}
est un SFU de F1, on montre que ηε1

√
2 n’est pas un carré dans K0 pour

η = ε′j11 ε′j22 ε′3 où {ε′1, ε′2, ε′3} = {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Alors si

η =
√

ε1ε2ε3, on montre que ε1
√

2ε1ε2ε3 n’est pas un carré dans K0 : sinon
il existe x ∈ K0 tel que ε1

√
2ε1ε2ε3 = x2, et comme N2(ε1) = N2(ε3) = −1,

N2(ε2) = ε2
2 et N2(

√
2) = −2, on a N2(ε1

√
2ε1ε2ε3) = N2(x)2 = ∓2ε2 ; ainsi

∓2ε2 est un carré dans k2 = Q(
√

pq), donc on a une contradiction. Pour η =
ε2, ε3, ε2ε3, on utilise le même raisonnement que dans le cas où {ε1, ε2, ε3}
est un SFU de K0. Si η = ε2

√
ε1ε2ε3, supposons qu’il existe x ∈ K0 tel

que ε1ε2
√

2ε1ε2ε3 = x2 ; alors comme N3(ε1ε2
√

2ε1ε2ε3) = N3(x)2 = ±2ε3,
on trouve que ±2ε3 est un carré dans k3 = Q(

√
2pq), ce qui est absurde. Si

η = ε3
√

ε1ε2ε3, supposons qu’il existe x ∈ K0 tel que ε1ε3
√

2ε1ε2ε3 = x2 ;

alors comme N2(ε1ε3
√

2ε1ε2ε3) = N2(x)2 = ±2ε2, on trouve que ±2ε2 est
un carré dans k2, donc un carré dans K0, ce qui est absurde. Enfin si η =
ε2ε3

√
ε1ε2ε3, supposons qu’il existe x ∈ K0 tel que ε1ε2ε3

√
2ε1ε2ε3 = x2 ;

alors comme N2(ε1ε2ε3
√

2ε1ε2ε3) = N2(x)2 = ±2ε3
2, on trouve que ±2ε2

est un carré dans K0, ce qui n’est pas le cas. Ceci achève la démonstra-
tion.
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Théorème 6. Soient p et q deux nombres premiers impairs différents

tel que p ≡ 1 mod 4, K0 = Q(
√

2,
√

p), ε1 (resp. ε2, ε3) l’unité fondamentale

de k1 = Q(
√

2) (resp. k2 = Q(
√

p), k3 = Q(
√

2p)) et F2 = K0(
√

−qε1

√
2).

Alors on a :

(i) Si ε3 est de norme 1, alors {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU de K0 et de F2.

(ii) Sinon, {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de K0 et de F2.

Démonstration. D’après [18], on a h2(K0) = 1
4QK0h2(2)h2(p)h2(2p), où

h2(K0), h2(m) sont respectivement la 2-partie du nombre de classes de K0

et de Q(
√

m) avec m = 2, p, 2p. Or d’après [4] on a h2(K0) = 1
2h2(2p) et

comme h2(2) = h2(p) = 1, il vient que QK0 = 2.

(i) Si ε3 est de norme 1, alors d’après le lemme 3, 2ε3 est un carré dans
k3, et comme 2 est un carré dans K0, il s’ensuit que ε3 est un carré dans
K0, et puisque ε1 et ε2 sont de norme −1 et QK0 = 2, les résultats de [15]
impliquent que {ε1, ε2,

√
ε3} est un SFU de K0.

Montrons que {ε1, ε2,
√

ε3} est aussi un SFU de F2. En effet, soit Ni

la norme de K0 sur ki (i = 1, 2, 3). En utilisant la proposition 2, il suffit

de montrer que qηε1

√
2 n’est pas un carré dans K0 pour η = ε′j11 ε′j22 ε′3 où

{ε′1, ε′2, ε′3} = {ε1, ε2,
√

ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Alors si η = ε1, on montre que

qε2
1

√
2 n’est pas un carré dans K0 : sinon il existe x ∈ K0 tel que q

√
2 = x2,

ainsi N2(q
√

2) = N2(x)2 = −2q2, et comme N2(x) ∈ k2, il vient que −2 est
un carré dans k2 = Q(

√
p), ce qui est absurde. Si η = ε2, supposons qu’il

existe x ∈ K0 tel que qε1ε2

√
2 = x2, donc N3(qε1ε2

√
2) = N3(x)2 = −2q2 ;

ainsi −2 est un carré dans k3 = Q(
√

2p), ce qui est impossible. Si η =
√

ε3,
supposons qu’il existe x ∈ K0 tel que qε1

√
2ε3 = x2, donc N2(qε1

√
2ε3) =

N2(x)2 = ∓2q2 ; ainsi ∓2 est un carré dans k2 = Q(
√

p), ce qui n’est pas le
cas. Et de même on démontre les autres cas.

(ii) Si ε3 est de norme −1, alors comme ε1 et ε2 sont de norme −1 et
QK0 = 2, en utilisant les résultats de [15] on trouve que {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}
est un SFU de K0. En particulier, on a ceci si

(

2
p

)

= −1.

Le système {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est aussi un SFU de F2. En effet, soit Ni

la norme de K0 sur ki (i = 1, 2, 3) ; alors d’après la proposition 2, il suffit

de montrer que qηε1

√
2 n’est pas un carré dans K0 pour η = ε′j11 ε′j22 ε′3

où {ε′1, ε′2, ε′3} = {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} et j1, j2 ∈ {0, 1}. Alors si η =
√

ε1ε2ε3,

montrons que qε1
√

2ε1ε2ε3 n’est pas un carré dans K0 : sinon il existe x ∈ K0

tel que qε1
√

2ε1ε2ε3 = x2, ainsi N2(qε1
√

2ε1ε2ε3) = N2(x)2 = ∓2q2ε2, et
puisque N2(x) ∈ k2, on en déduit que ∓2ε2 est un carré dans k2, ce qui est
absurde. Si η = ε2, supposons qu’il existe x dans K0 tel que qε1ε2

√
2 = x2 ;

ainsi N3(qε1ε2

√
2) = N3(x)2 = −2q2, et puisque N3(x) ∈ k3, il vient que −2

est un carré dans k3, ce qui est impossible. Si η = ε3, supposons qu’il existe
x dans K0 tel que qε1ε3

√
2 = x2 ; ainsi N2(qε1ε3

√
2) = N2(x)2 = −2q2,
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donc −2 est un carré dans k2, ce qui n’est pas le cas. Si η = ε2
√

ε1ε2ε3,
supposons que qε1ε2

√
2ε1ε2ε3 est un carré dans K0, donc il existe x ∈ K0

tel que qε1ε2
√

2ε1ε2ε3 = x2 ; comme N3(ε1) = N3(ε2) = −1 et N3(ε3) = ε2
3,

alors N3(qε1ε2
√

2ε1ε2ε3) = ±N3(qε1ε2)
√

N3(2ε1ε2ε3) = ±2q2ε3 = N3(x)2,
ainsi ±2ε3 est un carré dans k3, ce qui est absurde. Et de même on démontre
les autres cas.

4. Capitulation des 2-classes d’idéaux de K et structure de G

Proposition 3 (voir [17] ou [16]). Soient L/M une extension biquadra-

tique normale de groupe de Galois de type (2, 2), et L1, L2, L3 ses sous-

extensions quadratiques. Alors

h(L) =
2d−κ−2−vq(L)h(L1)h(L2)h(L3)

h(M)2
,

où q(L) = [EL : E1E2E3] est l’indice des unités de L/M , d le nombre des

premiers infinis de M qui se ramifient dans L/M , κ est le Z-rang du groupe

EM des unités de M , et v = 0 sauf si L ⊆ M(
√

EM ) où v = 1.

Dans toute la suite, soient p, q deux nombres premiers différents tels que

p ≡ q ≡ ±1 mod 4 et
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité

fondamentale de k = Q(
√

2), K
(1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K,

K
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K

(1)
2 et G le groupe de Galois de

K
(2)
2 /K. Alors, d’après E. Brown et C. J. Parry [7], C2,K ≃ Z/2Z × Z/2Z,

d’où K
(1)
2 /K contient trois extensions Fi/K (i = 1, 2, 3), la tour des 2-corps

de classes de Hilbert de K s’arrête en K
(2)
2 et on a :

• Si p ≡ q ≡ −1 mod 4, alors K
(1)
2 = K(∗) = K(

√−p,
√−q) de sous-

corps quadratiques sur K : F1 = K(
√

pq), F2 = K(
√−p) et F3 =

K(
√−q).

• Si p ≡ q ≡ 1 mod 4, alors K
(1)
2 = K(∗) = K(

√
p,
√

q) de sous-corps
quadratiques sur K : F1 = K(

√
pq), F2 = K(

√
p) et F3 = K(

√
q).

k

K

F1

K
(1)
2

K
(2)
2

F2 F3

,
,,

l
ll

,
,,

l
ll
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On va faire une étude du problème de la capitulation des 2-classes
d’idéaux de K dans les différentes sous-extensions quadratiques Fi/K de

K
(1)
2 /K (voir le diagramme), et par suite nous déterminerons la structure

de G.

4.1. Cas où p ≡ q ≡ −1 mod 4

Théorème 7. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fondamentale

de k = Q(
√

2), p, q deux nombres premiers différents tels que p ≡ q ≡
−1 mod 4 et

(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, F1 = K(
√

pq), F2 = K(
√−p) et F3 =

K(
√−q). Alors K

(2)
2 = K

(1)
2 , G = Gal(K

(2)
2 /K) est abélien et les quatre

classes de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).

Démonstration. Comme F1/k est une extension biquadratique normale
de groupe de Galois de type (2, 2), de sous-extensions quadratiques K, K ′ =

k(
√

−ε1

√
2) et K0 = Q(

√
2,
√

pq), la proposition 3 montre que

h2(F1) =
22−1−2−0q(F1)h2(K)h2(K

′)h2(K0)

h2(k)2
.

Et puisque h2(k) = 1, h2(K) = 4, d’après [6] on a h2(K
′) = 1, et comme

p ≡ q ≡ 3 mod 8, d’après [12] on a h2(2pq) = 2, et comme K0/Q(
√

2pq) est
une extension non ramifiée et le 2-groupe de classes de Q(

√
2pq) est cyclique,

d’après [8] on a h2(K0) = h2(2pq)/2 = 1, ainsi h2(F1) = 2q(F1).

Montrons que q(F1) = 1. En effet, soient ε1 l’unité fondamentale de
Q(

√
2), ε2 l’unité fondamentale de Q(

√
pq) et ε3 l’unité fondamentale de

Q(
√

2pq) ; alors d’après le théorème 4, {ε1, ε2,
√

ε3} est un SFU de K0 et de

F1 = K(
√

pq) = K0(
√

−ε1

√
2), et comme {ε1} est un SFU de K et K ′, on

trouve que EKEK′EK0 = EK0 , ainsi q(F1) = [EF1 : EK0 ] = 1, ainsi C2,F1 est

cyclique d’ordre 2, et comme K
(1)
2 /F1 est une extension non ramifiée, F1 et

K
(1)
2 ont même 2-corps de classes de Hilbert, à savoir K

(2)
2 ; or h2(F1) = 2,

donc K
(2)
2 = K

(1)
2 , ainsi G est abélien (≃ Z/2Z×Z/2Z) et les quatre classes

de C2,K capitulent dans chacune des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).

4.2. Cas où p ≡ q ≡ 1 mod 4

4.2.1. Capitulation dans F1/K. Soient K0 = Q(
√

2,
√

pq), ε1 (resp. ε2,

ε3) l’unité fondamentale de Q(
√

2) (resp. Q(
√

pq), Q(
√

2pq)). Alors F1 =

K(
√

pq) = K0(
√

−ε1

√
2) et d’après le théorème 5, K0 et F1 ont même

SFU qui est l’un des systèmes {ε1, ε2, ε3} ou {√ε1ε2ε3, ε2, ε3}.
Si QK0 = 1, donc {ε1, ε2, ε3} est SFU de F1, alors NF1/K(EF1) 6= EK .

D’où d’après le théorème 1, les quatres classes de C2,K capitulent dans F1

(|ker j1| = 4).
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Si QK0 = 2, {√ε1ε2ε3, ε2, ε3} est un SFU de F1, ainsi NF1/K(
√

ε1ε2ε3) =
±ε1, par suite NF1/K(EF1) = EK . D’où d’après le théorème 1, deux classes
seulement de C2,K capitulent dans F1, ainsi |ker j1| = 2.

4.2.2. Capitulation dans Fi/K, i = 2, 3. Soient K ′
0 = Q(

√
2,
√

p), ε1

(resp. η2, η3) l’unité fondamentale de Q(
√

2) (resp. Q(
√

p), Q(
√

2p)). Alors

F2 = K(
√

p) = K ′
0(

√

−qε1

√
2) et d’après le théorème 6, {√ε1η2η3, η2, η3}

est un SFU de F2.
On a NF2/K(

√
ε1η2η3) = ±ε1, ainsi NF2/K(EF2) = EK . D’où d’après le

théorème 1, deux classes seulement de C2,K capitulent dans F2, et de même
pour F3, car p et q jouent des rôles symétriques ; ainsi |ker j2| = |ker j3| = 2.

Proposition 4. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fonda-

mentale de k = Q(
√

2) et P l’idéal premier au-dessus de p dans K. Alors la

classe [P] de P est d’ordre 2. De plus, P capitule dans F2 = K(
√

p).

Démonstration. La classe [P] de P est d’ordre 2 : en effet, comme p est
inerte dans k/Q et p se ramifie dans K/Q, il existe P un idéal premier de
K tel que P2 = (p). On suppose que P = (α) pour un certain α dans K,
ce qui est équivalent à (α2) = (p) dans K. Il existe donc ε une unité de K

telle que pε = α2 ; or il existe a et b dans k tel que α = a + b
√

−pqε1

√
2,

ainsi pε = a2 − pqε1b
2
√

2 + 2ab
√

−pqε1

√
2, et comme {ε1} est SFU de K

et i =
√
−1 /∈ K, on a pε ∈ k et par suite a = 0 ou b = 0. Si b = 0, alors

pε = a2 ; ainsi, si ε est de norme 1 (la norme dans k/Q), p sera norme dans
k/Q, ce qui n’est pas le cas car

(

2
p

)

= −1 ; si ε est de norme −1 on trouve
que −1 est un carré dans Q, ce qui est impossible, et de même, si a = 0 on
trouve que ±2 est un carré dans Q. Donc la classe de P est d’ordre 2.

Montrons que P capitule dans K(
√

p). Comme dans le cas précédent, le
problème est de chercher β dans K(

√
p) tel que (β2) = (p) dans K(

√
p) ; or

ceci est vérifié en prenant β =
√

p. Ainsi P capitule dans F2 = K(
√

p).

Proposition 5. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fonda-

mentale de k = Q(
√

2) et Q l’idéal premier au-dessus de q dans K. Alors la

classe [Q] est d’ordre 2. De plus, Q capitule dans F3 = K(
√

q).

Démonstration. Même démonstration que pour la proposition 4.

Proposition 6. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fonda-

mentale de k = Q(
√

2), P l’idéal premier de K au-dessus de p et Q celui

au-dessus de q. Alors la classe [PQ] est d’ordre 2 dans K et C2,K le 2-groupe

de classes de K est engendré par les classes [P] et [Q]. De plus, PQ capitule

dans K(
√

pq).

Démonstration. La classe de PQ est d’ordre 2 : sinon il existe α dans
K tel que PQ = (α), il existe donc ε une unité de K telle que pqε = α2 ;
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or il existe a et b dans k tel que α = a + b
√

−pqε1

√
2, ainsi pqε = a2 −

pqε1b
2
√

2+2ab
√

−pqε1

√
2, et comme {ε1} est SFU de K et i =

√
−1 /∈ K,

on a pqε ∈ k et par suite a = 0 ou b = 0. Si b = 0, alors pqε = a2, donc
pqε1 = a′2 ou pq = a′′2, ce qui n’est pas possible car ε1 est de norme −1
dans le premier cas et

√
pq /∈ k dans le deuxième cas. Si a = 0 on aura

ε = −ε1

√
2 b2 ; en passant à la norme on trouve que ±2 est un carré dans Q,

ce qui est impossible. Donc la classe de PQ est d’ordre 2, ainsi C2,K est
engendré par les classes de P et Q.

Montrons que PQ capitule dans K(
√

pq). Comme dans le cas précédent,
le problème est de chercher γ dans K(

√
pq) tel que (γ2) = (pq) dans

K(
√

pq) ; or ceci est vérifié en prenant γ =
√

pq. Ainsi PQ capitule dans
F1 = K(

√
pq).

En résumé, on a le théorème suivant :

Théorème 8. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fondamentale

de k = Q(
√

2), p, q deux nombres premiers différents ≡ 1 mod 4 tel que
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, F1 = K(
√

pq), F2 = K(
√

p), F3 = K(
√

q) et K0 =

Q(
√

2,
√

pq). Donc :

(i) Si QK0 = 1, alors les quatres classes de C2,K capitulent dans F1 et

dans chaque Fi, i ∈ {2, 3}, deux classes seulement de C2,K capitulent.

(ii) Si QK0 = 2, alors dans chaque extension Fi, i ∈ {1, 2, 3}, il existe

exactement deux classes de C2,K qui capitulent.

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant consernant le symbole
du reste normique.

Proposition 7 (voir [9]). Soient M un corps de nombres contenant les

racines m-ièmes de l’unité, L une extension finie de M , α ∈ M∗ et β ∈ L∗.
On note P un idéal premier de M , et P un idéal premier de L au-dessus

de P . Alors
∏

P

(

β, α

P

)

m

=

(

NL/M (β), α

P

)

m

,

où le produit est pris sur tous les premiers de L qui sont au-dessus de P .

Théorème 9. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fondamentale

de k = Q(
√

2), p et q deux nombres premiers différents ≡ 1 mod 4 tels

que
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, K0 = Q(
√

2,
√

pq), F1 = K(
√

pq), F2 = K(
√

p),

F3 = K(
√

q) et G = Gal(K
(2)
2 /K). Alors G est diédral ou quaternionique

d’ordre 2m (m ≥ 3) suivant que QK0 = 1 ou QK0 = 2.

Démonstration. Si QK0 = 1, alors les quatres classes de C2,K capitu-
lent dans F1 et dans chaque Fi (i = 2, 3) deux classes seulement de C2,K

capitulent, ainsi d’après le théorème 3, G est isomorphe à Dm (m ≥ 3).
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Si QK0 = 2, alors dans chaque Fi (i = 1, 2, 3) deux classes seulement
de C2,K capitulent. Soient P, Q les idéaux premiers de K au-dessus de p
et q respectivement. Alors P capitule dans F2 = K(

√
p), Q capitule dans

F3 = K(
√

q) et PQ capitule dans F1 = K(
√

pq).

Montrons que F1 est de type (A) et que F2 et F3 sont de type (B). En ef-

fet, pour F2, soit K ′ = k(
√

−qε1

√
2) ; alors on a KK ′ = F2, NK/k(P) = p et

p est non ramifié dans K ′/k ; ainsi pour montrer que P est inerte dans F2/K,
il suffit de montrer que p est inerte dans K ′/k (théorème de translation) et

pour cela on calcule le symbole du reste normique
(p,−qε1

√
2

p

)

. Puisque p ∈ Q

est inerte dans k/Q et −qε1

√
2 ∈ k, en utilisant la proposition 7 on trouve

(

p,−qε1

√
2

p

)

=

(

p, Nk/Q(−qε1

√
2)

p

)

=

(

p, 2q2

p

)

=

(

2

p

)

= −1 ;

ainsi p est inerte dans K ′/k, d’où P est inerte dans F2/K, ainsi F2/K est
de type (B), et de même on montre que Q est inerte dans F3/K, d’où F3/K
est aussi de type (B).

Pour F1, soit K ′ = k(
√

−ε1

√
2) ; alors on a KK ′ = F1, NK/k(P) = p et p

est non ramifié dans K ′/k ; ainsi pour montrer que P est inerte dans F1/K,
il suffit de montrer que p est inerte dans K ′/k (théorème de translation) et

pour cela on calcule le symbole du reste normique
(p,−ε1

√
2

p

)

. En utilisant la

proposition 7, on trouve que p ∈ Q est inerte dans k/Q et ε1

√
2 ∈ k, ainsi

(

p,−ε1

√
2

p

)

=

(

p, Nk/Q(−ε1

√
2)

p

)

=

(

p, 2

p

)

=

(

2

p

)

= −1 ;

ainsi p est inerte dans K ′/k, d’où P est inerte dans F1/K, et de même on
montre que Q est aussi inerte dans F1/K, d’où PQ est norme dans F1/K,
ainsi F1/K est de type (A), et en utilisant le théorème 3, le groupe G est
isomorphe à Qm (m > 3).

Remarque 2. Comme l’extension F1/K est de type (A), d’après [13] le
2-groupe des classes de F1 = K(

√
pq) est cyclique.

Théorème 10. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fondamen-

tale de k = Q(
√

2), p et q deux nombres premiers différent ≡ 1 mod 4
tels que

(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1, et F1 = K(
√

pq). Alors C2,F1 , la 2-partie du

groupe de classes de F1, est cyclique d’ordre h2(F1) = 2QK0h2(pq) où K0 =
Q(

√
2,
√

pq), QK0 son indice des unités et h2(pq) est le 2-nombre de classes

de Q(
√

pq).

Démonstration. Tout d’abord d’après la remarque 2, C2,F1 est cyclique,
et F1/k est une extension biquadratique normale de groupe de Galois de type

(2, 2), de sous-extensions quadratiques K, K ′ = k(
√

−ε1

√
2) et K0 ; alors
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d’après la proposition 3, on trouve que h2(F1) = 1
2q(F1)h2(K)h2(K

′)h2(K0),
car d = 2, κ = 1, v = 0. Or h2(K) = 4, d’après [6] on a h2(K

′) = 1,
d’après [18] on a h2(K0) = 1

4QK0h2(2)h2(pq)h2(2pq), et comme h2(2) = 1
et h2(2pq) = 4 (d’après [12]), on a h2(K0) = QK0h2(pq) ; ainsi h2(F1) =
2q(F1)QK0h2(pq). D’après le théorème 5, K0 et F1 on même SFU, donc
q(F1) = 1, d’où le résultat.

Remarque 3. Soient K = k(
√

−pqε1

√
2) où ε1 est l’unité fondamentale

de k = Q(
√

2), p et q deux nombres premiers différent ≡ 1 mod 4 tels que
(

2
p

)

=
(

2
q

)

= −1 et G = Gal(K
(2)
2 /K). Alors |G| = 4QK0h2(pq) où K0 =

Q(
√

2,
√

pq), QK0 est son indice des unités et h2(pq) est le 2-nombre des
classes de Q(

√
pq).

Démonstration. Soit F1 = K(
√

pq) ; alors K
(1)
2 /F1 est une extension non

ramifiée et C2,F1 est cyclique, ainsi F1 et K
(1)
2 ont même 2-corps des classes

de Hilbert, à savoir K
(2)
2 , donc |G| = 2h2(F1) = 4QK0h2(pq).

Exemples numériques

(1) Soient

K = k(

√

−3.11(1 +
√

2)
√

2), k = Q(
√

2),

F1 = K(
√

3.11), F2 = K(
√
−3), F3 = K(

√
−11).

Comme 3 ≡ 11 ≡ −1 mod 4 et
(

2
3

)

=
(

2
11

)

= −1, d’après le théorème 7 on
a G ≃ Z/2Z × Z/2Z et les quatre classes de C2,K capitulent dans chacune
des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).

(2) Soient

K = Q(

√

−3.19(2 +
√

2)),

F1 = K(
√

3.19), F2 = K(
√
−3), F3 = K(

√
−19).

Comme 3 ≡ 19 ≡ −1 mod 4 et
(

2
3

)

=
(

2
19

)

= −1, d’après le théorème 7 on
a G ≃ Z/2Z × Z/2Z et les quatre classes de C2,K capitulent dans chacune
des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).

(3) Soient

K = Q(

√

−67.83(2 +
√

2)),

F1 = K(
√

67.83), F2 = K(
√
−67), F3 = K(

√
−83).

Comme 67 ≡ 83 ≡ −1 mod 4 et
(

2
67

)

=
(

2
83

)

= −1, d’après le théorème 7 le
groupe G est abélien et les quatre classes de C2,K capitulent dans chacune
des extensions Fi/K (i = 1, 2, 3).
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(4) Soit K = Q(
√

−pq(2 +
√

2)), avec p, q deux nombres premiers tels

que p ≡ q ≡ 5 mod 8,
(p

q

)

= 1,
(p

q

)

4
= −

( q
p

)

4
et K0 = Q(

√
2,
√

pq).

L’unité fondamentale de Q(
√

pq) est de norme 1, ainsi QK0 = 1, par
suite, en utilisant le théorème 9, G est diédral et les quatre classes de C2,K

capitulent dans F1 = K(
√

pq), tandis que dans chacune des extensions F2 =
K(

√
p) et F3 = K(

√
q) deux classes seulement de C2,K capitulent. De plus,

on sait que h2(pq) = 2, ainsi, en utilisant la remarque 3, on trouve que
|G| = 8, ce qui donne que G ≃ D3.

(5) Soient K =Q(
√

−5.37(2 +
√

2)) et K0 =Q(
√

2,
√

5.37) ; alors comme

QK0 = 1, donc, d’après le théorème 9, G est diédral et les quatre classes
de C2,K capitulent dans F1 = K(

√
5.37), tandis que dans chacune des ex-

tensions F2 = K(
√

5) et F3 = K(
√

37) deux classes seulement de C2,K

capitulent. De plus, comme
(

5
37

)

= −1, on a h2(5.37) = 2, ainsi, en utilisant
la remarque 3, on trouve que |G| = 8, ce qui donne que G ≃ D3.

(6) Soient K =Q(
√

−5.29(2 +
√

2)) et K0 =Q(
√

2,
√

5.29) ; alors comme

QK0 = 1, G est diédral et les quatre classes de C2,K capitulent dans F1 =
K(

√
5.29), tandis que dans chacune des extensions F2 = K(

√
5) et F3 =

K(
√

29) deux classes seulement de C2,K capitulent, plus précisement comme
(

5
29

)

4
=

(

29
5

)

4
= −1, on a h2(5.29) = 4, ainsi |G| = 16, ce qui donne que

G ≃ D4.

(7) Soient K = Q(
√

−5.101(2 +
√

2)) et K0 = Q(
√

2,
√

5.101) ; alors

comme QK0 = 1, G est diédral et les quatre classes de C2,K capitulent dans
F1 = K(

√
5.101), tandis que dans chacune des extensions F2 = K(

√
5) et

F3 = K(
√

101) deux classes seulement de C2,K capitulent ; en plus, comme
(

5
101

)

4
=

(

101
5

)

4
= 1 et l’unité fondamentale de Q(

√
5.101) est de norme 1,

on a 4 |h2(5.101), ainsi 16 | |G|, ce qui donne que G ≃ Dm où m ≥ 4.
(8) Soient

K = Q(

√

−5.13(2 +
√

2)), K0 = Q(
√

2,
√

5.13),

F1 = K(
√

5.13), F2 = K(
√

5), F3 = K(
√

13).

Comme QK0 = 2, le groupe G est quaternionique et dans chacune des ex-
tensions Fi (i = 1, 2, 3) deux classes seulement de C2,K capitulent, et comme
(

5
13

)

= −1, on a h2(5.13) = 2 ; ainsi, en utilisant la remarque 3, on trouve
que |G| = 16, ce qui donne que G ≃ Q4.

(9) Soient

K = Q(

√

−53.61(2 +
√

2)), K0 = Q(
√

2,
√

53.61),

F1 = K(
√

53.61), F2 = K(
√

53), F3 = K(
√

61).

On a QK0 = 2, ainsi G est quaternionique et dans chacune des extensions
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Fi (i = 1, 2, 3) deux classes seulement de C2,K capitulent ; en plus, comme
(

53
61

)

= −1, alors h2(53.61) = 2, ainsi, en utilisant la remarque 3, on trouve
que |G| = 16, ce qui donne que G ≃ Q4.

(10) Soient

K = Q(

√

−13.101(2 +
√

2)), K0 = Q(
√

2,
√

13.101),

F1 = K(
√

13.101), F2 = K(
√

13), F3 = K(
√

101).

Alors, comme QK0 = 2, donc en utilisant le théorème 9, G est quaternionique
et dans chacune des extensions Fi (i = 1, 2, 3) deux classes seulement de
C2,K capitulent, et comme

(

13
101

)

4
=

(

101
13

)

4
= −1, alors h2(13.101) = 4 ;

ainsi |G| = 32, ce qui donne que G ≃ Q5.
(11) Soient

K = Q(

√

−29.197(2 +
√

2)), K0 = Q(
√

2,
√

29.197),

F1 = K(
√

29.197), F2 = K(
√

29), F3 = K(
√

197).

Comme QK0 = 2, d’après le théorème 9, G est quaternionique et dans cha-
cune des extensions Fi (i = 1, 2, 3) deux classes seulement de C2,K capitu-
lent, et puisque

(

29
197

)

4
=

(

197
29

)

4
= 1 et l’unité fondamentale de Q(

√
29.197)

est de norme −1, donc 8 |h2(29.197), ainsi, en utilisant la remarque 3, on a
64 | |G|, ce qui donne que G ≃ Qm où m ≥ 6.

Remarque 4. Pour les résultats concernant le calcul du 2-nombre de
classes des corps quadratiques sur Q, voir P. Kaplan [12].
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