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par
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1. Introduction et énoncé des résultats. Soit un entier M > 10 et
soit f: [1, M] — R de classe C® vérifiant

(1.1) If"(z)] <\, 1<x<M,

ol A\ désigne un réel positif petit. On cherche & majorer la somme

M
(1.2) §=3" e(f(m)).
m=1

avec la notation e(x) = ¢*7. Le résultat classique de van der Corput sous
la seule hypothése (1.1) peut s’écrire

(1.3) S < MAYS  pour M > \~2/3,

ce dernier résultat ayant été amélioré récemment par Sargos [6] et Gritsenko
[2] sous la forme

(1.4) S < MAYS  pour M > \1/2,

un résultat efficace pour les “sommes courtes”.

Mais 'exposant 1/6 n’a jamais été amélioré sans hypothése supplémen-
taire, méme pour les sommes “longues” (disons M\ > 1), et il a méme été
conjecturé que cela n’est pas possible :

CONJECTURE 1 (Sargos, [5]). Sous l’hypothése (1.1) et sous la condition
M > \7', la majoration

(1.5) S <« MA/6+0

n’est vérifiée en toute généralité pour aucun 6 > 0.
L’hypothése supplémentaire suivante

(1.6) La dérivée troisieme de f est monotone

se pose naturellement :
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CONJECTURE 2 (Sargos, 1995). Sous les hypothéses (1.1) et (1.6), il
existe un réel 0 > 0 tel que 'on ait

(1.7) S < MAYST0 pour M > A7

ot les constantes impliquées ne dépendent que de 6 et des constantes précé-
demment sous-entendues.

Le but de cet article est de démontrer la conjecture 2. Plus précisément,
nous établissons le résultat suivant :

THEOREME 1. Sous les hypothéses de la conjecture 2, la magjoration (1.7)
est vraie avec 6 = 1/1354.

NOTATIONS

e u < v ou u = O(v) signifie que u est un nombre complexe, v est un
nombre positif, et qu’il existe une constante positive C' qui dépend au
plus des constantes impliquées précédemment, telle que |u| < Cv;

e u < v rappelle en outre que la constante C' peut dépendre de j;

e 1 < v signifie que 'on a & la fois u € v et v K u.

Le symbole m se place a la fin d’'une démonstration, ou bien & la fin d’un
énoncé pour signaler que celle-ci est omise.
2. Lemmes préliminaires

2.1. Transformation B de Bombieri et Iwaniec. Nous énoncons ici un
cas particulier du corollaire 3.5 de [6]. Soit N > 1 et N < N; < N. On
considére une fonction G : [N, N7] — R de classe C? vérifiant

(2.8) |G"(z)| < AN, |G"(z)] <A, =z €[N,Ny],
ou A désigne un réel positif petit. On note

[R,Ri] = G'([N,N1]), z=G"':[R,R]— [N, Ny,
G [R, Ry — [N, N1],  G*(y) = G(2(v)) — yz(y).

Etant donnés a, b, ¢ € Z vérifiant
(2.9) g>1 et (a,q) =1,

on pose enfin

(2.10) S= > e<9n+9n2+G(n)>.
N<n<Ni q q
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LEMME 1. Sous les hypothéses (2.8) et (2.9), avec la notation (2.10),
on a

S < g /2 >
we{0,1}

U\ afb+1N\? w
<o(e(5)-305) +3)
+ (gAN) "2 4 ¢! 1og(N + q),

ot @ désigne une solution de la congruence aa =1 mod q. =

Y 6"

qR<I<qR

2.2. Cualculs sur la transformation B. Nous donnons ici une version du
théoréme 3’ de [4]. Soit I un intervalle de R et soit g et u : I — R respec-
tivement de classe C"T! et C™, avec n > 2. On suppose qu'il existe trois
nombres réels strictement positifs T, N et 7 tels que

T T T
N2 S ’g//($)| << NQ? |g(3)(x)’ << 03 m,
; T
€) A :
pour x € I, ou (5 désigne une constante absolue telle que I'on ait

T T . T .
[ (z)] < g lu” ()] < USX [uld ()| < NG 3<j<n+l1,

pour z € I. On suppose en outre

1
0<nN< s—F=~,
g 2(1+Cy)

et on fait I'hypothése que l'intervalle J = (g + u) (I) N g'(I) est non vide.

LEMME 2. Sous les hypothéses précédentes, on a

(9+u)(y) =9g"(y) + do(y)
ol ¢g vérifie
o (y) < aNIT' I, 1< j<n—1,
poury € J. m

2.3. Sommation d’Abel. Nous donnons ici une version de la sommation
d’Abel avec paramétre. Soit M un ensemble fini et soit N > 1. On consi-
dére une famille (@, (n))m,n de nombres complexes et (by,), une famille de
fonctions de classe C'! de [N +1,2N] dans C. On suppose qu'il existe D > 0
tel que pour tout m € M on ait

b ()| < D, |0 (z)] < D/N pour N+1<z<2N.
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On considére la somme suivante :

LEMME 3. Awvec les notations précédentes, on a

So<2D = max Z ‘ % am(n)‘. =

N+1<N;<2N
meM n=N-+1

3. Le lemme principal

3.1. Enoncé du lemme

LEMME 4. Soit f : [1, M] — R une fonction de classe C* vérifiant (1.1)
t (1.6). Alors pour tout § > 0, on a

S < MAVOH0 4 ppA\Y/GHI/1014 e M o> A1

3.2. Preuve du lemme principal. Soit 0 réel fixé tel que 0 < 0 < 0y =
1/1014. On considére une constante réelle absolue fixée n > 0 suffisamment
petite et on pose

M = [)\—1—0]’ Q= [77—1)\—1/4—0/2]7

(3.11) N — [)\_1/2]’ Q= [77—1>\—1/4+9/2]_

Dans toute la suite, on supposera [ croissante.

3.2.1. Etape 1. On effectue un décalage de Weyl sur la somme (1.2) et
on obtient
M—2N

(3.12) S<<% >

m=1

2N

5 e+ g s + o) )|+

n=N-+1

ot I'on a posé

On considére maintenant
Ji={m=1,...,M —=2N | f"(m+ N) — f(m) > N3},
Jo=A{1,...,.M —2N}\ Ji.

Pour chaque m € Ji, on majore la somme
2N

5 e Fmnt g £y + o))

n=N+1
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a l'aide du corollaire 4.2 de [6], ce qui fournit la majoration NAY/6 4 \~1/3,
En outre, on a

M—-2N
#H< Y N (m+ N) = f"(m) < 1+ NYA,

m=1
car [ est croissante. Ainsi, la contribution de la somme
¥ 3 [ e(romns g e+ o)
mEJl n

dans (3.12) est

1
<% (NN (NAY6) « X716 « ppAL/6+6

avec les choix de M et N dans (3.11).
On considére maintenant la somme

%Z QXN: e<f’(m)n+%f"(m)nz—kvm(n))‘.

meJs ' n=N+1

On a

ol 'on a posé

Or pour tout m € J, on a
ol (@) < 1/N, =z €[N +1,2N].

Ainsi, en appliquant le lemme 3 avec M = Jo,

o) = e £mpn + 5 7"+ 5 i) et () = o)

on en déduit I'existence d’un entier Ny € [N + 1,2N] tel que l'on ait

>

meJa

2N / 1, Lo
5 e(mnt 5 8"y 4 £ + ) )

n=N-+1

<y

meJa

> e L om s L pmns)|

n=N+1
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En rajoutant les valeurs de m < M telles que m ¢ Js a la nouvelle somme
en m, on a donc la majoration suivante :
| M
1/646 , 1+
S < MAOH 4 = >

m=1

5 e+ 5 £7my? + & 17 ]

n=N-+1

3.2.2. Etape 2. On étudie la somme

1 & & . .
=N > 2 e(f’(m)n +3 f(m)n? + 5 f”’(m)n3> ’
m=1"n=N+1

Pour chaque 1 < g < @ et pour chaque a < ¢, on pose

1 a 1
3.13 Ia,q:{mzl,Q,...,M‘H—f"m}—— g—}
(313) I 3 1/m) (=2 <
et on pose
o= | a9
a<q
(a,q)=1
En utilisant le principe de Dirichlet, on a donc
Q
[L,MINZ =] I(q).
q=1

On considére la partition suivante de ’ensemble précédent :

Q1 Q

(3.14) n=UI14q, L= |J I
q=1 q=14+Q1

et on cherche tout d’abord a majorer

N1
SO =5 S| X e somn g o+ g )|
mel; ' n=N+1

En remarquant que I'on a

]' " a 1 "
- <4z _Z
5 m -2 < {3} -4
on a donc la majoration suivante :
M1 S
1 /
(3.15) S/« N E E E E e<f (m)n
1<g<Q1 a<gq 1<m<M n=N+1

(a.q)=1 [If"(m)/2—a/q|<1/(sQ)

b5 S 4 f”’(m)n3> ’
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Pour chaque ¢ tel que 1 < g < (J1, on majore la somme en n correspondante
a l'aide du corollaire 4.2 de [6]. La contribution des 1 < g < @1 dans (3.15)
est donc

<<% > > (NAY/6 4 A=1/3)

1<q<@Q1 a<gq 1<m<M
(a,q)=1 [If"(m)/2—a/ql|<1/(qQ)

<AV ST ST B <m < M| [|f"(m)/2 - a/ql < 1/(4Q)}.

1<g<@Q1  a<q
(a,9)=1

Pour chaque ¢, a, on majore
#H1<m < M [|f"(m)/2—a/q| <1/(aQ)}

a l'aide du lemme 3.1.2 de [3]. En sommant sur ¢ < @)1 et sur a, on obtient
alors dans (3.15) une contribution

< AV/6 (M % + MAQ? + 27! %) < MAY/6+0

avec les choix effectués pour M, (Q et 1 en (3.11).

3.2.3. Etape 3. 1l reste désormais & majorer la somme suivante :

N1
(3.16) So = % Z Z g(f/(m)n—}- % f”(m)n2 + é f///(m)n3> 7
me&lzs ' n=N+1

ou Iy est 'ensemble défini en (3.14). Dorénavant, on fixe m € I, et on fixe
également ¢ > Q1 et a < g tels que m € I(a,q), ou I(a,q) est défini comme
en (3.13). On cherche & majorer la somme en n suivante :

Ny
S3= > e<f’(m)n + % f(m)n? + % f”'(m)n3>.
n=N+1

Pour simplifier les notations, on pose

U= Hm =
On a donc

ot I'on a posé
G(n) = pn® 4+ an® + fn.
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On a
p=A, ol <1/(@iQ) <nAN,  0<8<1/Q1 < nAN?

et ainsi
G"(z) < AN, |G"(z)] <), N+1<z <Ny,

ce qui permet d’appliquer le lemme 1 & la somme S3. On obtient alors
_ _ 1IN a/b+1\* w
1/2 " 1/2 N R e el
i< ¥ | X jeewal (e (3) - 5(50) + 5|
we{0,1} ' L<I<Ly
+(gAN) T2 4 ¢ log(N + q)

ol 'on a posé

(3.17) L=qR et L;=qR
avec R, Ry tels que
(3.18) [R, Ri] = G'([N, N1]).

La contribution de tous les termes (gAN)~'/2 + ¢/21og(N + ¢) dans (3.16)
est
< MN/BOI < MAV/EHE

pour 6 < 6y. En outre, en appliquant le lemme 2 & la fonction G = g + u
avec g(z) = ux? et u(x) = ax®+ Bz, en choisissant I de la forme [c1 N, coN]
avec 0 < ¢1 < cg de telle sorte que [R, Ri] C G'(I) N g'(I), et en choisissant
T = N3, on obtient

2

G'W)=—37% p PR 4 go(y), € R, Ry
avec 3
i N
o W) <y vE R R

Il en découle la majoration suivante :

Sy € MAVSHO g 12571 S™ @ (2 (1/q)) |V

w ' LI<Ly

3/2 _ 2
() o )-5(5Y )
q q q 2 2

qui fournit aprés une sommation d’Abel I'inégalité suivante :

5 6(_LM1/2<£>3/2
L<I<Ls 3\/§ q

l a/b+1\? w
+¢°<a>‘5(T) W)\

)

(3.19) S5 < MN/EHO 4 g71/2 N
we{0,1}

pour un certain Lo € [L, Lq].
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3.2.4. Etape 4. On étudie désormais en fixant w dans (3.19) la somme
(3.20) Si= > e(F(1),
L<I<Lo

ol 'on a posé

_ 2 1/2<1>3/2 (é)j(w)z w
(3.21) F(l) Vel ; +¢0q 2 + 5l

Compte tenu des notations et hypothéses précédentes, on a L < g et Lo < q.
On pose alors H := [L36/41)\11/82] et on applique le lemme A de van der
Corput a la somme Sy, ce qui fournit la majoration

(3.22) 54<<—+HZ\ S e(F(I+h) - (z—h))(.
h=1 L<I<L»

Pour chaque h fixé dans [1, A™2%], on applique & la somme

Ss(h)= > e(F(l+h)—F(l—h))

L<I<L,

'inégalité de van der Corput. La contribution de ces sommes dans (3.22) est

¢’ 1/8—96/4
= NS,
<H

Pour chaque h fixé dans [A=2%, H], on a

> e(F(l+h)—F(l—h)

L<I<Ls
5 oz (D) o o+ a0

L<I<Lo

<

ol ¢1, P2, ¢3 sont définies par les trois relations

2 M1/2<ﬂ>3/2 . iﬂm(u)”
3v3 q 3v3 q
1/2
=—— _1/2h<l) + ¢1(1)
a

$a(l) = ¢o<lzh> ¢0<%>, %qh}l
1 yph

La fonction
172
Y= —%/L 5(&) + ¢1(y) + d2(y) + ¢3(y)
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est de la forme

y+—>F1(y)=T<%) +¢(y)
ol 'on a posé
Lo b
T— -G PG I a1/ G b1tk

La fonction Fj est semi-monomiale, i.e. elle vérifie les hypothéses de la sec-
tion 3 de [1] :

- d 1 _i5h(y 1/2
<1 $9(y) < _<__ 1/2_<_> >

ou 7 > 0 est un réel suffisamment petit.

On se reporte ici a la section 3 de [1] concernant la théorie des paires
d’exposant de Phillips. Compte tenu des hypothéses vérifiées ci-dessus par
Fi, on peut appliquer a la somme

2, rlz) o)

la paire d’exposants BA3B(0,1) = (11/30, 16, 30), i.e. on a la majoration

> o(r(1) +ow) < (f)“/gow/%
L L ’
L<I<Ls

La contribution de ces sommes dans (3.20) est
& gMONTI/B0F11/30

Avec le choix effectué pour H, on a
Sy < ¢16/41\-11/82
La contribution finale de ces sommes dans (3.16) est
< MNV/6+0 1 )y )\55/328-50/164
ce qui fournit le résultat attendu pour 8 < 6y. =

4. Preuve du théoréme 1. On choisit § = 6y = 1/1014. On pose
M =M1 et g = [A\/CH39] On a alors

S

ot I'on a posé
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avec L < M/q. Pour tout r, la fonction x — g(z) = f(gqz + r) a une dérivée
troisiéme monotone qui vérifie

g"(x) = X = N¥/(2+30),
En outre on a
L<q2)\)1+9 — 17
donc on peut appliquer le lemme 3, et pour chaque somme S(r), on a
S(r) < L(g*A)Y/6+9.
On en déduit la majoration
S < MO

avec a(f) = (1/6 +0)(2/(2+36)) = 1/6 + 1/1354, ce qui fournit le résultat
attendu. m
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