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Sommes d'exponentielles ave dérivéetroisième monotonepar
O. Robert (Nany)

1. Introdution et énoné des résultats. Soit un entier M ≥ 10 etsoit f : [1, M ] → R de lasse C3 véri�ant(1.1) |f ′′′(x)| ≍ λ, 1 ≤ x ≤ M,où λ désigne un réel positif petit. On herhe à majorer la somme(1.2) S =

M∑

m=1

e(f(m)),ave la notation e(x) = e2iπx. Le résultat lassique de van der Corput sousla seule hypothèse (1.1) peut s'érire(1.3) S ≪ Mλ1/6 pour M ≫ λ−2/3,e dernier résultat ayant été amélioré réemment par Sargos [6℄ et Gritsenko[2℄ sous la forme(1.4) S ≪ Mλ1/6 pour M ≫ λ−1/2,un résultat e�ae pour les �sommes ourtes�.Mais l'exposant 1/6 n'a jamais été amélioré sans hypothèse supplémen-taire, même pour les sommes �longues� (disons Mλ ≫ 1), et il a même étéonjeturé que ela n'est pas possible :Conjeture 1 (Sargos, [5℄). Sous l'hypothèse (1.1) et sous la ondition
M ≫ λ−1, la majoration(1.5) S ≪ Mλ1/6+θn'est véri�ée en toute généralité pour auun θ > 0.L'hypothèse supplémentaire suivante(1.6) La dérivée troisième de f est monotonese pose naturellement :2000 Mathematis Subjet Classi�ation: Primary 11L07.[1℄



2 O. RobertConjeture 2 (Sargos, 1995). Sous les hypothèses (1.1) et (1.6), ilexiste un réel θ > 0 tel que l'on ait(1.7) S ≪ Mλ1/6+θ
pour M ≫ λ−1,où les onstantes impliquées ne dépendent que de θ et des onstantes préé-demment sous-entendues.Le but de et artile est de démontrer la onjeture 2. Plus préisément,nous établissons le résultat suivant :Théorème 1. Sous les hypothèses de la onjeture 2, la majoration (1.7)est vraie ave θ = 1/1354.

Notations

• u ≪ v ou u = O(v) signi�e que u est un nombre omplexe, v est unnombre positif, et qu'il existe une onstante positive C qui dépend auplus des onstantes impliquées préédemment, telle que |u| ≤ Cv ;
• u ≪j v rappelle en outre que la onstante C peut dépendre de j ;
• u ≍ v signi�e que l'on a à la fois u ≪ v et v ≪ u.Le symbole se plae à la �n d'une démonstration, ou bien à la �n d'unénoné pour signaler que elle-i est omise.2. Lemmes préliminaires2.1. Transformation B̃ de Bombieri et Iwanie. Nous énonçons ii unas partiulier du orollaire 3.5 de [6℄. Soit N ≥ 1 et N < N1 ≪ N . Ononsidère une fontion G : [N, N1] → R de lasse C3 véri�ant(2.8) |G′′(x)| ≍ λN, |G′′′(x)| ≤ λ, x ∈ [N, N1],où λ désigne un réel positif petit. On note

[R, R1] = G′([N, N1]), z = G′−1 : [R, R1] → [N, N1],

G∗ : [R, R1] → [N, N1], G∗(y) = G(z(y)) − yz(y).Étant donnés a, b, q ∈ Z véri�ant(2.9) q ≥ 1 et (a, q) = 1,on pose en�n(2.10) S̃ =
∑

N<n≤N1

e

(
b

q
n +

a

q
n2 + G(n)

)
.



Sommes d'exponentielles 3Lemme 1. Sous les hypothèses (2.8) et (2.9), ave la notation (2.10),on a
S̃ ≪ q−1/2

∑

w∈{0,1}

∣∣∣∣
∑

qR≤l≤qR1

|G′′(z(l/q))|−1/2

× e

(
G∗

(
l

q

)
− a

q

(
b + l

2

)2

+
w

2
l

)∣∣∣∣

+ (qλN)−1/2 + q1/2 log(N + q),où a désigne une solution de la ongruene aa ≡ 1 mod q.2.2. Caluls sur la transformation B. Nous donnons ii une version duthéorème 3′ de [4℄. Soit I un intervalle de R et soit g et u : I → R respe-tivement de lasse Cn+1 et Cn, ave n ≥ 2. On suppose qu'il existe troisnombres réels stritement positifs T, N et η tels que
T

N2
≤ |g′′(x)| ≪ T

N2
, |g(3)(x)| ≪ C3

T

N2
,

|g(j)(x)| ≪j
T

N j
, 4 ≤ j ≤ n + 1,pour x ∈ I, où C3 désigne une onstante absolue telle que l'on ait

|u′(x)| ≪ η
T

N
, |u′′(x)| ≪ η

T

N2
, |u(j)(x)| ≪j η

T

N j
, 3 ≤ j ≤ n + 1,pour x ∈ I. On suppose en outre

0 < η <
1

2(1 + C3)
,et on fait l'hypothèse que l'intervalle J = (g + u)′(I) ∩ g′(I) est non vide.Lemme 2. Sous les hypothèses préédentes, on a

(g + u)∗(y) = g∗(y) + φ0(y)où φ0 véri�e
φ

(j)
0 (y) ≪j ηN jT 1−j, 1 ≤ j ≤ n − 1,pour y ∈ J .2.3. Sommation d'Abel. Nous donnons ii une version de la sommationd'Abel ave paramètre. Soit M un ensemble �ni et soit N ≥ 1. On onsi-dère une famille (am(n))m,n de nombres omplexes et (bm)m une famille defontions de lasse C1 de [N +1, 2N ] dans C. On suppose qu'il existe D > 0tel que pour tout m ∈ M on ait

|bm(x)| ≤ D, |b′m(x)| ≤ D/N pour N + 1 ≤ x ≤ 2N.



4 O. RobertOn onsidère la somme suivante :
S0 =

∑

m∈M

∣∣∣
2N∑

n=N+1

am(n)bm(n)
∣∣∣.

Lemme 3. Ave les notations préédentes, on a
S0 ≤ 2D max

N+1≤N1≤2N

∑

m∈M

∣∣∣
N1∑

n=N+1

am(n)
∣∣∣.

3. Le lemme prinipal3.1. Énoné du lemmeLemme 4. Soit f : [1, M ] → R une fontion de lasse C3 véri�ant (1.1)et (1.6). Alors pour tout θ > 0, on a
S ≪ Mλ1/6+θ + Mλ1/6+1/1014

pour M ≫ λ−1−θ.3.2. Preuve du lemme prinipal. Soit θ réel �xé tel que 0 < θ ≤ θ0 =
1/1014. On onsidère une onstante réelle absolue �xée η > 0 su�sammentpetite et on pose(3.11) M = [λ−1−θ], Q = [η−1λ−1/4−θ/2],

N = [λ−1/2], Q1 = [η−1λ−1/4+θ/2].Dans toute la suite, on supposera f ′′′ roissante.3.2.1. Étape 1. On e�etue un déalage de Weyl sur la somme (1.2) eton obtient(3.12) S ≪ 1

N

M−2N∑

m=1

∣∣∣∣
2N∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 + vm(n)

)∣∣∣∣ + N,où l'on a posé
vm(x) =

x\
0

(x − t)2

2
f ′′′(m + t) dt.On onsidère maintenant

J1 = {m = 1, . . . , M − 2N | f ′′′(m + N) − f(m) > N−3},
J2 = {1, . . . , M − 2N} \ J1.Pour haque m ∈ J1, on majore la somme

2N∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 + vm(n)

)



Sommes d'exponentielles 5à l'aide du orollaire 4.2 de [6℄, e qui fournit la majoration Nλ1/6 + λ−1/3.En outre, on a
#J1 ≤

M−2N∑

m=1

N3(f ′′′(m + N) − f ′′′(m)) ≪ 1 + N4λ,

ar f ′′′ est roissante. Ainsi, la ontribution de la somme
1

N

∑

m∈J1

∣∣∣∣
∑

n

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 + vm(n)

)∣∣∣∣dans (3.12) est
≪ 1

N
(N4λ)(Nλ1/6) ≪ λ−1+1/6 ≪ Mλ1/6+θave les hoix de M et N dans (3.11).On onsidère maintenant la somme

1

N

∑

m∈J2

∣∣∣∣
2N∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 + vm(n)

)∣∣∣∣.On a
vm(x) =

1

6
f ′′′(m)x3 + ϕm(x)où l'on a posé

ϕm(x) =

x\
0

(x − t)2

2
(f ′′′(m + t) − f ′′′(m)) dt.

Or pour tout m ∈ J2 on a
|ϕ′

m(x)| ≪ 1/N, x ∈ [N + 1, 2N ].Ainsi, en appliquant le lemme 3 ave M = J2,
am(n) = e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)
et bm(n) = e(ϕm(n)),on en déduit l'existene d'un entier N1 ∈ [N + 1, 2N ] tel que l'on ait

1

N

∑

m∈J2

∣∣∣∣
2N∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3 + ϕm(n)

)∣∣∣∣

≪ 1

N

∑

m∈J2

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣.



6 O. RobertEn rajoutant les valeurs de m ≤ M telles que m 6∈ J2 à la nouvelle sommeen m, on a don la majoration suivante :
S ≪ Mλ1/6+θ +

1

N

M∑

m=1

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣.3.2.2. Étape 2. On étudie la somme
S1 =

1

N

M∑

m=1

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣.Pour haque 1 ≤ q ≤ Q et pour haque a ≤ q, on pose(3.13) I(a, q) =

{
m = 1, 2, . . . , M

∣∣∣
∣∣∣∣
{

1

2
f ′′(m)

}
− a

q

∣∣∣∣ ≤
1

qQ

}

et on pose
I(q) =

⋃

a≤q
(a,q)=1

I(a, q).

En utilisant le prinipe de Dirihlet, on a don
[1, M ] ∩ Z =

Q⋃

q=1

I(q).On onsidère la partition suivante de l'ensemble préédent :(3.14) I1 =

Q1⋃

q=1

I(q), I2 =

Q⋃

q=1+Q1

I(q)et on herhe tout d'abord à majorer
S

(1)
1 =

1

N

∑

m∈I1

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣.En remarquant que l'on a
∥∥∥∥
1

2
f ′′(m) − a

q

∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣
{

1

2
f ′′(m)

}
− a

q

∣∣∣∣,on a don la majoration suivante :
(3.15) S

(1)
1 ≪ 1

N

∑

1≤q<Q1

∑

a≤q
(a,q)=1

∑

1≤m≤M
‖f ′′(m)/2−a/q‖≤1/(qQ)

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n

+
1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣.



Sommes d'exponentielles 7Pour haque q tel que 1 ≤ q ≤ Q1, on majore la somme en n orrespondanteà l'aide du orollaire 4.2 de [6℄. La ontribution des 1 ≤ q ≤ Q1 dans (3.15)est don
≪ 1

N

∑

1≤q<Q1

∑

a≤q
(a,q)=1

∑

1≤m≤M
‖f ′′(m)/2−a/q‖≤1/(qQ)

(Nλ1/6 + λ−1/3)

≪ λ1/6
∑

1≤q<Q1

∑

a≤q
(a,q)=1

#{1 ≤ m ≤ M | ‖f ′′(m)/2 − a/q‖ ≤ 1/(qQ)}.

Pour haque q, a, on majore
#{1 ≤ m ≤ M | ‖f ′′(m)/2 − a/q‖ ≤ 1/(qQ)}à l'aide du lemme 3.1.2 de [3℄. En sommant sur q ≤ Q1 et sur a, on obtientalors dans (3.15) une ontribution

≪ λ1/6

(
M

Q1

Q
+ MλQ2

1 + λ−1 Q1

Q

)
≪ Mλ1/6+θave les hoix e�etués pour M, Q et Q1 en (3.11).3.2.3. Étape 3. Il reste désormais à majorer la somme suivante :(3.16) S2 =

1

N

∑

m∈I2

∣∣∣∣
N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)∣∣∣∣,où I2 est l'ensemble dé�ni en (3.14). Dorénavant, on �xe m ∈ I2, et on �xeégalement q ≥ Q1 et a ≤ q tels que m ∈ I(a, q), où I(a, q) est dé�ni ommeen (3.13). On herhe à majorer la somme en n suivante :
S3 =

N1∑

n=N+1

e

(
f ′(m)n +

1

2
f ′′(m)n2 +

1

6
f ′′′(m)n3

)
.Pour simpli�er les notations, on pose

µ = µm =
1

6
f ′′′(m), α = αm =

1

2
f ′′(m) − a

q
,

b = bm = [q{f ′(m)}], β = βm = f ′(m) − b

q
.On a don

S3 =

N1∑

n=N+1

e

(
b

q
n +

a

q
n2 + G(n)

)
,où l'on a posé

G(n) = µn3 + αn2 + βn.



8 O. RobertOn a
µ ≍ λ, |α| < 1/(Q1Q) ≪ ηλN, 0 ≤ β < 1/Q1 ≪ ηλN2et ainsi

G′′(x) ≍ λN, |G′′′(x)| ≪ λ, N + 1 ≤ x ≤ N1,e qui permet d'appliquer le lemme 1 à la somme S3. On obtient alors
S3 ≪ q−1/2

∑

w∈{0,1}

∣∣∣∣
∑

L≤l≤L1

|G′′(z(l/q))|−1/2e

(
G∗

(
l

q

)
− a

q

(
b + l

2

)2

+
w

2
l

)∣∣∣∣

+ (qλN)−1/2 + q1/2 log(N + q)où l'on a posé(3.17) L = qR et L1 = qR1ave R, R1 tels que(3.18) [R, R1] = G′([N, N1]).La ontribution de tous les termes (qλN)−1/2 + q1/2 log(N + q) dans (3.16)est
≪ Mλ3/8−θ/4 ≪ Mλ1/6+θpour θ ≤ θ0. En outre, en appliquant le lemme 2 à la fontion G = g + uave g(x) = µx3 et u(x) = αx2 +βx, en hoisissant I de la forme [c1N, c2N ]ave 0 < c1 < c2 de telle sorte que [R, R1] ⊂ G′(I) ∩ g′(I), et en hoisissant

T = µN3, on obtient
G∗(y) = − 2

3
√

3
µ−1/2y3/2 + φ0(y), y ∈ [R, R1]ave

φ
(j)
0 (y) ≪j η

µN3

(µN2)j
, y ∈ [R, R1].Il en déoule la majoration suivante :

S3 ≪ Mλ1/6+θ + q−1/2
∑

w

∣∣∣∣
∑

L≤l≤L1

|G′′(z(l/q))|−1/2

× e

(
µ−1/2

(
l

q

)3/2

+ φ0

(
l

q

)
− a

q

(
b + l

2

)2

+
w

2
l

)∣∣∣∣,qui fournit après une sommation d'Abel l'inégalité suivante :
(3.19) S3 ≪ Mλ1/6+θ + q−1/2

∑

w∈{0,1}

∣∣∣∣
∑

L≤l≤L2

e

(
− 2

3
√

3
µ−1/2

(
l

q

)3/2

+ φ0

(
l

q

)
− a

q

(
b + l

2

)2

+
w

2
l

)∣∣∣∣pour un ertain L2 ∈ [L, L1].



Sommes d'exponentielles 93.2.4. Étape 4. On étudie désormais en �xant w dans (3.19) la somme(3.20) S4 =
∑

L≤l≤L2

e(F (l)),

où l'on a posé(3.21) F (l) = − 2

3
√

3
µ−1/2

(
l

q

)3/2

+ φ0

(
l

q

)
− a

q

(
b + l

2

)2

+
w

2
l.Compte tenu des notations et hypothèses préédentes, on a L ≍ q et L2 ≍ q.On pose alors H := [L36/41λ11/82] et on applique le lemme A de van derCorput à la somme S4, e qui fournit la majoration(3.22) S2

4 ≪ q2

H
+

q

H

H∑

h=1

∣∣∣
∑

L≤l≤L2

e(F (l + h) − F (l − h))
∣∣∣.

Pour haque h �xé dans [1, λ−2θ], on applique à la somme
S5(h) =

∑

L≤l≤L2

e(F (l + h) − F (l − h))

l'inégalité de van der Corput. La ontribution de es sommes dans (3.22) est
≪ q2

H
λ1/8−9θ/4.Pour haque h �xé dans [λ−2θ, H], on a

∑

L≤l≤L2

e(F (l + h) − F (l − h))

≪
∣∣∣∣

∑

L≤l≤L2

e

(
− 1√

3
µ−1/2 h

q

(
l

q

)1/2

+ φ1(l) + φ2(l) + φ3(l)

)∣∣∣∣,où φ1, φ2, φ3 sont dé�nies par les trois relations
− 2

3
√

3
µ−1/2

(
l + h

q

)3/2

+
2

3
√

3
µ−1/2

(
l − h

q

)3/2

= − 1√
3

µ−1/2 h

q

(
l

q

)1/2

+ φ1(l),

φ2(l) = φ0

(
l + h

q

)
− φ0

(
l − h

q

)
, φ3(l) = −

{
a

q
h

}
l.La fontion

y 7→ − 1√
3

µ−1/2 h

q

(
y

q

)1/2

+ φ1(y) + φ2(y) + φ3(y)



10 O. Robertest de la forme
y 7→ F1(y) = T

(
y

L

)σ

+ φ(y)où l'on a posé
T = − 1√

3
µ−1/2 h

q3/2
L1/2, σ = 1/2, φ = φ1 + φ2 + φ3.La fontion F1 est semi-monomiale, i.e. elle véri�e les hypothèses de la se-tion 3 de [1℄ :

σ < 1, φ(j)(y) ≪j η

∣∣∣∣
d

dyj

(
− 1√

3
µ−1/2 h

q

(
y

q

)1/2)∣∣∣∣où η > 0 est un réel su�samment petit.On se reporte ii à la setion 3 de [1℄ onernant la théorie des pairesd'exposant de Phillips. Compte tenu des hypothèses véri�ées i-dessus par
F1, on peut appliquer à la somme

∑

L<l≤L2

e

(
T

(
l

L

)σ

+ φ(l)

)

la paire d'exposants BA3B(0, 1) = (11/30, 16, 30), i.e. on a la majoration
∑

L<l≤L2

e

(
T

(
l

L

)σ

+ φ(l)

)
≪

(
T

L

)11/30

L16/30.La ontribution de es sommes dans (3.20) est
≪ q4/5λ−11/60H11/30.Ave le hoix e�etué pour H, on a
S4 ≪ q46/41λ−11/82.La ontribution �nale de es sommes dans (3.16) est

≪ Mλ1/6+θ + Mλ55/328−5θ/164e qui fournit le résultat attendu pour θ ≤ θ0.4. Preuve du théorème 1. On hoisit θ = θ0 = 1/1014. On pose
M = [λ−1] et q = [λ−θ/(2+3θ)]. On a alors

M∑

m=1

e(f(m)) ≪
q∑

r=1

|S(r)|,où l'on a posé
S(r) =

∑

1≤l≤L

e(f(ql + r)),



Sommes d'exponentielles 11ave L ≍ M/q. Pour tout r, la fontion x 7→ g(x) = f(qx + r) a une dérivéetroisième monotone qui véri�e
g′′′(x) ≍ q3λ ≍ λ2/(2+3θ).En outre on a

L(q2λ)1+θ ≍ 1,don on peut appliquer le lemme 3, et pour haque somme S(r), on a
S(r) ≪ L(q3λ)1/6+θ.On en déduit la majoration

S ≪ Mλa(θ)ave a(θ) = (1/6 + θ)(2/(2 + 3θ)) = 1/6 + 1/1354, e qui fournit le résultatattendu.
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