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1. Introduction

DEFINITION 1. Soient K un corps, f(z) € K[z] un polynéome irréduc-
tible; on pose f1(z) = f(z) et pour tout entier m > 2, f,(z) = (fm—10f)(x).
On dit que f est un polynéme stable sur K si pour tout m > 1, f,,(x) est
irréductible sur K.

Dans [4], les auteurs donnent une méthode efficace pour tester la sta-
bilité de presque tous les polynémes unitaires quadratiques. Dans [10], Odoni
montre que le polynéme générique

G(S1,.. . 8n,2) =2 — 512" L4+ 4 (=1)"s,

est un polynome stable dans A[sy,..., Sy, z] ou A est un anneau intégrale-
ment clos et s1,..., s, sont des variables algébriquement indépendantes sur
le corps des fractions de A. Dans [5], les auteurs montrent la stabilité de
tout polynome irréductible de la forme 2" — ¢ € R[x] ou R est soit Z, soit un
anneau des polynomes a une variable sur Z ou sur un corps algébriquement
clos.

Soient maintenant K un corps de nombres de degré n, et {wy,...,w,}
une base d’entiers de K. Soient wuq,...,u, des variables algébriquement
indépendantes sur K, £ = ujwi+- - -+upwy, et F(uy, ..., uy,x) =Irr (§, L, x)
ou L = Q(uq,...,up). Le polynome F' est a coefficients entiers, homogene
et de degré n. (Voir Remarque 2.)

DEFINITION 2. On dira que F(u1,...,u,,x) est un polynéme générique
des entiers de K.
Le polynome F'(ui,...,u,,x) est générique dans le sens o, en spécia-

lisant uy,...,u, dans Z, on obtient F(uf,...,u%, ) = [Irr(¢*,Q,x)]¢ on
d=mn/t avec t = [Q(£*) : Q] et & est un entier de K.
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Une question importante, motivée par le résultat d’Odoni cité ci-dessus,
est de savoir si le polynéme F'(uq, ..., un,x) est stable sur L. Si tel est le cas,
est-ce qu’il y a une infinité de spécialisations de (u1,...,uy) en (uj,...,u})
dans Z" tels que F(uj,...,u},x) est stable sur Q ? Les trois théoremes
qui suivent montrent que la réponse est positive si certaines conditions

arithmétiques sur K sont verifiées.

THEOREME 1. Soit K = Q(6) ou 0 est une racine dans Q d’un polynéme
irréductible dans Z[x] de la forme f(x) = 2™ — c. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers o de K tels que le polynome minimal
de « est stable sur Q.
(ii) Le polynome générique des entiers de K est stable sur L.

THEOREME 2. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il
existe un nombre premier p de Z totalement ramifié. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers o de K tels que le polyndme minimal
de « est stable sur Q.
(ii) Le polyndome générique des entiers de K est stable sur L.

EXEMPLE 1. Ce théoréme s’applique en particulier pour toute extension
galoisienne K /Q de degré premier n car tout nombre premier p de Z ramifié
dans K est totalement ramifié.

Maintenant, est-ce que la stabilité du polynome générique est vraie
lorsque K possede un nombre premier p inerte 7 On va montrer que cela est
vraie si on suppose qu’'une certaine propriété de stabilité sur I, est verifiée.

DEFINITION 3. Soient n, e deux entiers naturels non nuls, et p un nombre
premier de Z. On définit la propriété S(n,p,e) par : il existe un polynéme
unitaire, irréductible de degré n et stable sur [Fpe.

Il faut remarquer que cette propriété peut aussi bien étre vraie que fausse.
(Voir section 3.)

THEOREME 3. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il ex-
iste un nombre premier p inerte. On suppose que S(n,p, 1) est vraie. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers o de K tels que le polyndme minimal
de « est stable sur Q.
(ii) Le polynome générique des entiers de K est stable sur L.

REMARQUE 1. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il
existe un nombre premier p inerte. Alors d’apres le Théoreme de Tschebo-
tarow ([3, Lemme 3]), il existe une infinité de nombres premiers [ inertes
dans K. Il est possible que pour I'un des ces nombres [, S(n,l,1) soit veri-
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fiée. Cela signifie que I’hypotheése du Théoreme 3 relative a S(n,p, 1) est
probablement superflue.

Les trois théoremes précédents donnent la stabilité de F' sur L sous
certaines conditions arithmétiques, mais dans le cas général, i.e. pour un
corps de nombres K de degré n quelconque, on ne sait pas si F' est stable
ou non.

Cependant on montre dans la section 4 le résultat suivant:

PROPOSITION 1. Le polynome Fa(uq, ..., un,x) est irréductible sur L.

2. Lemmes préliminaires

DEFINITION 4. Soient K un corps de nombres de degré n,  un élément
primitif de K sur @Q, et A son anneau des entiers. On définit ’indice de 6
(noté I(#)) comme le cardinal de A/Z[6].

LEMME 1 ([7, Art. 96, p. 176]). Soient K un corps de nombres de degré n,
A son anneau des entiers, et p un nombre premier rationnel tel que sa
décomposition dans A est donnée par Ap = szl P, On suppose qu’il existe

r1,...,7s+1 dans N* tels queri + -+ -+ rsp1 =1 et
deg(P1) = deg(P2) = --- = deg(Py,) := 1,
deg(Pr,+1) = deg(Pr,42) = - = deg(Py,) 1= c2,
deg(Pr, 1) = deg(Pr,12) = - - = deg(Pr,,,) := Cst1.

Alors pour que p divise tous les indices I(0) pour tout entier primitif 6 de
K il faut et il suffit qu’il existe j € {1,...,s + 1} tel que le nombre des
polynomes unitaires, irréductibles sur IF,, de degré c; est strictement plus
petit que ;.

LEMME 2 ([7, Th. 1, p. 137]). Soient K un corps de nombres de degré n,
A son anneau des entiers, F(uy, ..., unp,x) le polynéme générique des entiers
de K, et p un nombre premier de Z tel que la décomposition de p dans A
est donnée par Ap = Hle P, Alors
¢
F(uy,...,up,x) = HFi(ul, ce U, )Y+ G (U, . Up, )

i=1
ot les polynomes Fi(u1,...,un,x) sont irréductibles sur Fp, unitaires, et
G(u, ..., up,x) nest pas divisible par aucun facteur Fi(u,...,un,z) dans

Fplut, ..., uy, x].

LEMME 3 ([7, Art. 95, p. 172]). Soient K un corps de nombres de degré n,
0 un élément primitif de K sur Q, et f(x) = Irr(0,Q, z). On suppose que
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Hfz ) + ph(z)

avec tous les fi(x) irréductibles sur IF), et deg(h) < deg(f). Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p|1(6).
(i) Il existe i € {1,...,t} tel que e; > 2 et fi(x)| h(x) dans Fp[z].

DEFINITION 5. Soient f(z) = a,z" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag un
polynéme a coefficients entiers et r > 1 un entier premier a n. On dit que f
est un polynome p"-Fisenstein pour un certain nombre premier p de Z si :

(i) Jp(ag) = r.
(ii) Yp(aj) > r pour tout j =1,...,n — 1.

(i) 0p(an) = 0.

LEMME 4. Soient K un corps de nombres de degré n, A son anneau des
entiers, et p un nombre premier de Z. Alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) p est totalement ramifié dans K.
(ii) II ewiste un polynome ¢(x) € Z[x] et une racine a € Q de ¢ tels que
K =Q(«) et ¢(x) est un polynéme p-Eisenstein.
(iii) 11 eziste un polynéme (x) € Z[x] et une racine 3 € Q de 1) tels que
K = Q(p) et ¢(x) est un polynéme p"-Eisenstein pour un certain
entier r premier o degi.

Preuve. (i)=-(ii). Soit P un idéal premier de A au-dessus de p. Alors
Ap =P" avec PNZ = p.

Supposons que p|I(y) pour tout entier primitif v de K. Alors d’apres
le Lemme 1 (Ap = P", j = 1, ¢;j = 1) le nombre des polynomes unitaires
irréductibles dans Fp[z] et de premier degré, qui est égale & p, est strictement
plus petit que le nombre des idéaux P; de degré c;, qui est 1, donc p < 1, ce
qui est absurde. Donc il existe au moins un entier primitif A de K tel que

ptI(N)
Maintenant soit {wy, ..., w,} une base d’entiers de K, { = ujw; +--- +
UnWy, F(u,...,uy,x) le polynéme générique des entiers de K. Puisque p

est totalement ramifié dans K, d’apres le Lemme 2 on a

F(ui,...,up,x) = L(ug, ..., up, x)" + pG(u, ..., up,x)
avec L(uy,...,uy,z) linéaire en uy, ..., u,, z et ne divisant pas le polynéme
G(ui, ..., up,z) dans Fplug, ..., up,x].

Soit (I1,...,l) € Z™ tel que L(uy,...,up,x) = x + ljug + -+ + lyu, et
soit (uj,...,u)) € Z™ tel que A = ujwy + - - - + ujwy.
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Soit f(z) = Irr(A, Q, z). Alors
f(x) = F(UT7" * 7u;’;7$) = (m_'_a/)n +pG(U>{7" * 7u;’;7$);

ceci implique que f(z) = (z + a)" + ph(x) avec h(z) = G(uj, ..., u), ).

Puisque p{I(X), le Lemme 3 montre que (z + a){h(z) dans F,[z]. On
pose ¢(X) = f(X —a) = X"+ ph(X —a); il est facile de voir que ¢(X) est
un polynome p-Eisenstein.

(ii)=>(iii). Evident.

(iii)=-(i). On pose ¥(z) = 2™ +by_12™ L4+ b1z +by € Z[z]. Soient
P un idéal premier de A au-dessus de p et e son indice de ramification. Les
deux inégalités: [Q(5) : Q] = n < m et e < [Q(B) : Q] ([9, Théoreme 21,
p. 65]) montrent que e < m. On va montrer que e = m. En effet, on a

Y(B) =0=F" +bu-1f" "+ -+ b1 + b = 7 (mod P),

donc ¥p(3) > 0. On en déduit que pour tout j € {1,...,m — 1},

Ip(b; ) = 9p(b;) + j9p(B) = edp(b)) + jOp(3) > er = Ip(bo).

Il s’ensuit que

Ip(—bm-18™ " = = b1 — bo)
= inf{dp(=bp- 1™ — - —b13),9p(bo)}
= Up(by) = er.
Ceci implique que mip(3) = er.
Puisque 3" = —b,,_ 18" —--—bB—bg, on a , Ip (™) = mip(3) = er,

donc m|er. Comme (m,r) = 1, on obtient que m |e et par suite m < e,
d’ou I'égalité. m

COROLLAIRE 1. Soient p un nombre premier de Z et f(z) = apx™ +
an_ 12" L+ arz+ag € Zlx] un polynéme p”-Eisenstein pour un certain
entier naturel r premier a n. Alors f(x) est stable sur Q.

Preuve. Dans (iii)=(i), on a montré que deg(¢(z)) = [K : QJ, donc on
obtient en méme temps l'irréductibilité sur Q du polynéme ¥ (x) qui est
p"-Eisenstein. Ce résultat a été montré par Dumas ([6, 12-2, p. 252]) en
utilisant le polygone de Newton.

Pour montrer qu’un polynoéme p”-Eisenstein est stable il suffit de montrer
que le composé de deux polynomes p"-Eisenstein est p”-Eisenstein. En effet,
soient f(x) = apx™ +an 12" 1+ +arz+ag et g(x) = bpx™ by 1™+
-+ -+ bix + by deux polynomes a coefficients entiers, p"-Eisenstein. On pose

foglx)=cal+eq 2™+ -+ ezt

— — n
avec | = mn, ¢ = apbyy, et

co) = f o g(O) = f(b[)) = anbg + an_lb’g_l + -+ CL1b[) + ag.
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On a f(z) = apz™ (modp”) et g(x) = byx™ (modp”), donc f o g(z) = ¢a!
(modp”), d’ou p" divise co, ..., c—1. Il est évident que V(o) = Vp(ag) =,
pfe et que (r,l) =1, d’ou le résultat. m

LEMME 5 ([4, Théoreme 5]). Soient p un nombre premier impaire de Z,
q une puissance de p, et f(r) = 2% —ar+b € Fy[z] un polynéme irréductible
de discriminant d. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f(x) est stable sur Fy.
(ii) Pour tout entier m > 1, fp,(—d/4) n'est pas un carré dans Fy.

LEMME 6 ([5, Corollaire 5]). Soit f(x) = 2" — ¢ € R[z] un polynéme
irréductible ou R est soit 7, soit un anneau des polyndmes a une variable

sur Z ou sur un corps algébriquement clos. Alors f est un polynéme stable
dans R[z].

LEMME 7 ([8, Théoreme 16, p. 221]). Soit K un corps et f(x) = 2" — «
€ K(x]. Alors f(x) est réductible sur K si et seulement si il existe p premier
tel que p|n et a € KP, oud|n et o € —4K*.

LEMME 8. Soit K un corps, f(x), g(x) deuzr polynémes dans K|z|, et
soit « une racine quelconque de f(x) dans une cloture algébrique de K.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) fog(x) est irréductible sur K.
(ii) f(x) est irréductible sur K et g(x) — « est irréductible sur K(«).

Preuve. Voir [11, Satz 4, p. 288] ou [1, énoncé 2.9] pour deux preuves
différentes.

3. Stabilité sur les corps finis. Maintenant on va étudier la propriété
S(n,p,e) définie dans l'introduction, qui va intervenir dans le Théoreme 3.
Tout d’abord il faut remarquer que S(2,2,1) n’est pas vraie. En effet, le seul
polynéme unitaire et irréductible du second degré sur Fy est f(z) = 22 +z+1
et il est instable puisque

fa(z)= (@t + 22+ D@t + 22+ 22+ +1).
PROPOSITION 2. Soient p un nombre premier de Z, et n, e deux entiers
naturels non nuls. Alors :

(i) S(n,p,e) = S(n,p,e X s), pour tout entier s premier a n.
(ii)) S(n,p,e) = S(n™,p,e), pour tout entier m > 1.

Preuve. (i) Soient s un entier premier a n et f(z) un polynéme unitaire,
de degré n et stable sur Fpe. Pour tout entier m > 1, on désigne par «,, l'une
des racines de fp, (), donc [Fpe (o) : Fpe] = n™. On considere le diagramme
suivant :



Stabilité des polynémes 59

Fpes (o)

_— T~
pes
\ F %
pe

Comme (s,n) =1, on a (s,n™) = 1. Ceci implique que Fpes et Fpe(ayy,) sont
linéairement disjoints sur Fpe, donc [Fpes(aum) @ Fpes] = [Fpe(am) : Fpe] =
n'™ ; ainsi fy, () est irréductible sur Fes et par suite f(z) est stable sur Fpes.

(ii) Supposons que S(n,p,e) est vraie. Il existe donc un polynéme g(x)
unitaire, irréductible de degré n, stable sur F,e. Mais la stabilité de g(x)
implique celle de g,,(z) qui a comme degré n"; donc pour tout m > 1,
S(n™, p,e) est vraie. m

F Fpe ()

PROPOSITION 3. Soit p un nombre premier impair. Alors pour tout en-
tier e > 1, S(2,p, e) est vraie.

Preuve. On pose ¢ = p° et on va montrer en utilisant le Lemme 5 qu’il
existe un polynome unitaire quadratique stable sur Fy. Pour a € F soit (%)
le symbole de Legendre; on note que (9) = 1 si a est un carré de Fj et

q
(%) = —1 sinon.
On distingue deux cas selon les valeurs de ¢ :

1) ¢ = 1 (mod4). Soit a € [y tel que (%) = —1; alors le polynéme
f(z) = (x — a)® + a est stable sur F,. En effet, soit d le discriminant de f;
alors d = —4a. Comme (%) =—1let (_71) =1,0na (g) = —1, donc f(x)
est irréductible sur [F,.

Puisque —d/4 = a et f(a) = a, on a f,,(a) = a pour tout m > 1, par
suite le Lemme 5 s’applique et f est stable sur [F,.

2) Si g = —1 (mod4) alors (_Tl) = —1 et il existe u,v € Fy tels que
—1 =u%+v?% (]2, énoncé 12-2]).

Posons f(z) = (z — 4u? — 2)? + 4u?. Le polynéme f est irréductible sur
F, car son discriminant d = —16u? n’est pas un carré dans F,. Maintenant
—d/4 = 4u?, f(—d/4) = f(4u?) = —4v? et fo(—d/4) = f(—4v?) = —dv?,
Or —4v? n’est pas un carré dans Fy, ce qui implique que pour tout m > 1,
fm(—d/4) n’est pas un carré dans F, et par suite le polynoéme f(x) est stable
sur Fy. m

4. Preuves des résultats

Prewve du Théoréme 1. (i) D’apres le Lemme 6, le polynome f(x) =
Irr(0, Q, ) est stable sur Q.
Maintenant pour tout (i,1) € Z? tel que [ est premier & n, on pose

a; = i0', gi(x) = 2™ — i"c'; alors g;(a;) = 0. Le polynome g;(z) est encore
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irréductible sur Q. En effet, supposons que g; soit réductible sur Q; ceci
implique d’apres le Lemme 7 qu’il existe un nombre premier p divisant n tel
que i"c € QP, ou 4|n et i"c! € —4Q*.

Si i"c! € QP alors ¢ € Q. Or (I,n) = 1, donc ¢ € QP, d’ou f est
réductible sur Q, ce qui est absurde.

Si 4|n et " € —4Q* alors il existe a € Q tel que ¢! = —4a*. On
pose ¢ = —2"d avec d impair; alors ¢/ = —2Md' = —4a*. Pour tout nombre
premier ¢ tel que ¢|d, on a Y4(d) = 0 (mod4), donc il existe e € Q tel
que d = e*. Ceci implique que ¢/ = —2Me* = —4a*, ce qui donne hl = 2
(mod 4), d’ott h = 2 (mod4) puisque [ est impair. Par suite ¢ € —4Q?, i.e.
f est réductible sur QQ, ce qui n’est pas possible. Donc g; est irréductible
sur Q.

Ainsi on obtient une infinité d’entiers de K ayant des polynomes mini-
maux stables sur Q.

(ii) Soit v un entier de K tel que f(x) = Irr(a, Q, x) est stable sur Q.
Alors il existe (uj,...,u’) € Z" tel que f(x) = F(uj,...,u},z), donc
F(u,...,up,x) est stable sur L. m

Prewve du Théoréme 2. (i) Soit p un premier de Z totalement ramifié
dans K. D’apres le Lemme 4, on sait qu’il existe un entier primitif o de K
tel que ¢(X) = Irr(e, K, x) est un polynéome p-Eisenstein. Soit A I'anneau
des entiers de K et pour tout ¢ € Z, soit o; = o+ ip € A.

On peut vérifier que le polynéome minimal de «; est encore p-Eisenstein,
donc stable sur Q. Ainsi on a construit une infinité d’entiers de K ayant des
polynémes minimaux stables sur Q.

(ii) On fait le méme raisonnement qu’en cas du Théoreme 1. =

Prewve du Théoréme 3. (i) Soient A l’anneau des entiers de K et g(x)
le polynéme unitaire, de degré n et stable sur F,. Comme p est inerte, ceci
implique que A/pA est une extension de F,, de degré n. Soit § € A tel que
3 est un élément primitif de A/pA et Irr(3,Fp, z) = g(z). Le polynome g(r)
est stable sur F, donc Irr(8, F, ) est stable sur F, et par suite Irr(3, Q, z)
est stable sur Q.

Pour tout élément a € A et pour tout entier I > 0, soit o = ﬂpl +pa ; alors

—nl
a = ﬁp , donc Irr(a, Q, z) est stable sur Q. Par conséquent, on a construit
une infinité d’éléments de A ayant des polynémes minimaux stables sur Q.
(ii) On fait le méme raisonnement qu’en cas du Théoreme 1. =

REMARQUE 2. Soient K un corps de nombres de degré n, et {wy, ..., wy,}
une base d’entiers de K. Soit F'(uy,...,un,x) = Irr(§, L, x) le polynéme
générique des entiers de K. Alors on a

n

F(uy,...,up,x) = H(m —&5,)

i=1
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ol o1,...,0, désignent les n plongements distincts de K dans Q(ug, .. ., u,)
et &, = uroi(wi)+- - -+ unoi(wy). En effet, £ € Q(uy, ..., un, w1, ..., wy) et
[Q(ut, .-y Un, w1, ..., wy) : Q(ua, ..., uy)] = n. Comme &, # &, pour tout
i # j, il s’ensuit que £ est un élément primitif de Q(uy, ..., up, w1,. .., wy)
sur Q(uy,...,uy), donc deg,(F(z)) = n. On a aussi montré que si 6 est un
élément primitif de K alors Q(u1, ..., un, &) = Q(uq, ..., up,0).

La formule de décomposition de F' montre en particulier que F' est ho-
mogene en (U, ..., Un,T).

Preuve de la Proposition 1. Supposons que Fy(ui, ..., up,x) est réduc-
tible sur L. Alors d’apres le Lemme 8, F(uq,...,u,,z) — & est réductible
sur L(£). Mais d’apres la Remarque 2, L(§) = L(0) = Q(0, uy,. .., uy), donc
soit

Fui, ... up,x) =& =T(u1,...,un,z)  H(uy,...,up,x)
= [T (%) + Trn—1(%) + -+ + T1(x) + To(+)]
[Hi () + Hy—1(x) + - -+ + Hi(x) + Ho(x)]

avec m + k = n, T; et H; désignant les composantes homogenes de T' et H

de degrés respectifs i et j dans Q(6,u1,...,uy,)[z]. Pour faciliter I’écriture
on a noté (u,...,un,x) = (x). Or le polynéme F'(*) est homogene, donc on
en déduit apres identification que

(1) T (%) Hy, (%) = F(%),

(2) T (%) Hg—1 (%) + Tpn1(x) Hi (%) = 0,

(3) Ton (%) Hg—o (%) + Tyn—1 (%) Hg—1 () + T2 (x) Hy (%) = 0,

(n) Ty (%) Ho () + To(+) Hi(x) = =€,

(n+1)  To(x)Hp(x) =0.

Comme F(x) est irréductible sur L = Q(u,...,uy,), il est séparable. Ceci

implique que d’apres (1), T, (*) est premier & Hy(*) dans L(#)[x]. Or d’apres
(2), Ton(*) | Trn—1(%) - Hi(x), donc Ty, (%) | Trn—1(*). La seule possibilité est
que Tp—1(x¥) = 0. De méme on montre que Hy_1(*x) = 0. Maintenant
Péquation (3) s’écrit Tp, (%) Hg—o(*) + Trn—a(*) Hi(x) = 0. Ceci implique que
T (%) | Tin—2(%) et Hi(*) | Hx—2(x), donc Tp,—o(*) = Hg_o(x) = 0 et par
suite on obtient avec le méme raisonnement que T;(x) = 0, H;(x) = 0 pour
tout (4,7) € {2,...,m — 1} x {2,...,k — 1}. Puisque Ty(*)Hy(x) = 0, on
peut supposer que Tp(*) = 0.

La formule (n) montre que Tj(x)Hp(x) = —&. On pose Hy(*) = b avec
b e Q(0); donc il existe a € Q(0) tel que T1(x) = a& et ab = —1. Par suite
on obtient

F(x) = & = [Tin() + ag][Hy () + Hi(*) + b].
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On a Hy(x) = 0, sinon dans F'(x) — &, il y aurait une composante homogene
de degré 2 qui est a{H;(*), ce qui n’est pas possible. Donc F(x) — § =
[T (%) + a&][Hg(*) + b] = Tr(x)Hg () + T (*) + aHi(*) + abl. Apres
identification des parties homogenes de deux membres de 1’égalité on obtient
bTn (%) + alHi (%) = 0, ce qui est absurde puisque a et b sont non nuls et
T, (%) est premier a Hy(x) dans L(6)[z]. =

5. Conclusion. Dans les trois théoremes, on a montré qu’il existe une
infinité d’entiers du corps K tels que leurs polynémes minimaux sont sta-
bles sur Q, et aussi la stabilité sur L du polynome générique des entiers
F(uy,...,up,x). Mais il faut remarquer que la stabilité de F' sur L n’implique
pas en général ’existence d’un ou plusieurs entiers de K ayant des polynomes
minimaux stables sur Q.

Maintenant et plus généralement on peut définir un polynome générique du
corps K en prenant {wq, . .., wy} une base quelconque de K et en construisant
le polynéme F(uq,...,up,x) = Irr(ugwy + - -+ + upwy, L, x). Pour étudier
sa stabilité, on peut choisir n’importe quelle base de K. En effet, soient
{61,...,0,} une autre base de K, v1,...,v, des variables algébriquement
indépendantes sur K, H = Q(v1,...,v,), et solent n = v10; + - -+ + vp0,,
G(v1,...,vp,x) = Irr(n, H,z). On va vérifier qu’il y a équivalence entre la
stabilité de F sur L et celle de G sur H :

Soit M la matrice de passage de {01,...,0,} & {w1,...,w,}. Alors

§=wwr + -+ upwy

w1 th
- (Ul, ,Un) - (Ul, ,'I,Ln) M
Wn, Qn
01
:(Ullw-'vU?/z)' :U£91+"'+U’:L0n-
On
Cela montre que F(u1,...,up,z) = G(v],...,v,,x). Or les v} sont linéaires
en uj,...,u, et réciproquement ceci implique que L = Q(uy,...,u,) =
Q(vf,...,v)) et ils sont algébriquement indépendants sur Q; donc on peut
prendre vy = v},...,v, = v, et par suite £ = ujwy +- - - +uyw, = v1b +---
+ vpbn = n, F(ui,...,up,x) = G(vi,...,v,,x). Ainsi on obtient I’équiva-

lence du stabilité de F et G sur L.
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