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1. Introduction

Définition 1. Soient K un corps, f(x) ∈ K[x] un polynôme irréduc-
tible ; on pose f1(x) = f(x) et pour tout entierm ≥ 2, fm(x) = (fm−1◦f)(x).
On dit que f est un polynôme stable sur K si pour tout m ≥ 1, fm(x) est
irréductible sur K.

Dans [4], les auteurs donnent une méthode efficace pour tester la sta-
bilité de presque tous les polynômes unitaires quadratiques. Dans [10], Odoni
montre que le polynôme générique

G(s1, . . . , sn, x) = x
n − s1x

n−1 + · · ·+ (−1)nsn

est un polynôme stable dans A[s1, . . . , sn, x] où A est un anneau intégrale-
ment clos et s1, . . . , sn sont des variables algébriquement indépendantes sur
le corps des fractions de A. Dans [5], les auteurs montrent la stabilité de
tout polynôme irréductible de la forme xn−c ∈ R[x] où R est soit Z, soit un
anneau des polynômes à une variable sur Z ou sur un corps algébriquement
clos.

Soient maintenant K un corps de nombres de degré n, et {w1, . . . , wn}
une base d’entiers de K. Soient u1, . . . , un des variables algébriquement
indépendantes surK, ξ = u1w1+· · ·+unwn et F (u1, . . . , un, x) = Irr (ξ, L, x)
où L = Q(u1, . . . , un). Le polynôme F est à coefficients entiers, homogène
et de degré n. (Voir Remarque 2.)

Définition 2. On dira que F (u1, . . . , un, x) est un polynôme générique
des entiers de K.

Le polynôme F (u1, . . . , un, x) est générique dans le sens où, en spécia-
lisant u1, . . . , un dans Z, on obtient F (u∗1, . . . , u

∗
n, x) = [Irr(ξ

∗,Q, x)]d où
d = n/t avec t = [Q(ξ∗) : Q] et ξ∗ est un entier de K.
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Une question importante, motivée par le résultat d’Odoni cité ci-dessus,
est de savoir si le polynôme F (u1, . . . , un, x) est stable sur L. Si tel est le cas,
est-ce qu’il y a une infinité de spécialisations de (u1, . . . , un) en (u

∗
1, . . . , u

∗
n)

dans Zn tels que F (u∗1, . . . , u
∗
n, x) est stable sur Q ? Les trois théorèmes

qui suivent montrent que la réponse est positive si certaines conditions
arithmétiques sur K sont verifiées.

Théorème 1. Soit K = Q(θ) où θ est une racine dans Q d’un polynôme
irréductible dans Z[x] de la forme f(x) = xn − c. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers α de K tels que le polynôme minimal
de α est stable sur Q.

(ii) Le polynôme générique des entiers de K est stable sur L.

Théorème 2. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il
existe un nombre premier p de Z totalement ramifié. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers α de K tels que le polynôme minimal
de α est stable sur Q.

(ii) Le polynôme générique des entiers de K est stable sur L.

Exemple 1. Ce théorème s’applique en particulier pour toute extension
galoisienne K/Q de degré premier n car tout nombre premier p de Z ramifié
dans K est totalement ramifié.

Maintenant, est-ce que la stabilité du polynôme générique est vraie
lorsque K possède un nombre premier p inerte ? On va montrer que cela est
vraie si on suppose qu’une certaine propriété de stabilité sur Fp est verifiée.

Définition 3. Soient n, e deux entiers naturels non nuls, et p un nombre
premier de Z. On définit la propriété S(n, p, e) par : il existe un polynôme
unitaire, irréductible de degré n et stable sur Fpe .

Il faut remarquer que cette propriété peut aussi bien être vraie que fausse.
(Voir section 3.)

Théorème 3. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il ex-
iste un nombre premier p inerte. On suppose que S(n, p, 1) est vraie. Alors :

(i) Il existe une infinité d’entiers α de K tels que le polynôme minimal
de α est stable sur Q.

(ii) Le polynôme générique des entiers de K est stable sur L.

Remarque 1. Soit K un corps de nombres de degré n dans lequel il
existe un nombre premier p inerte. Alors d’après le Théorème de Tschebo-
taröw ([3, Lemme 3]), il existe une infinité de nombres premiers l inertes
dans K. Il est possible que pour l’un des ces nombres l, S(n, l, 1) soit veri-
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fiée. Cela signifie que l’hypothèse du Théorème 3 relative à S(n, p, 1) est
probablement superflue.

Les trois théorèmes précédents donnent la stabilité de F sur L sous
certaines conditions arithmétiques, mais dans le cas général, i.e. pour un
corps de nombres K de degré n quelconque, on ne sait pas si F est stable
ou non.

Cependant on montre dans la section 4 le résultat suivant:

Proposition 1. Le polynôme F2(u1, . . . , un, x) est irréductible sur L.

2. Lemmes préliminaires

Définition 4. Soient K un corps de nombres de degré n, θ un élément
primitif de K sur Q, et A son anneau des entiers. On définit l’indice de θ
(noté I(θ)) comme le cardinal de A/Z[θ].

Lemme 1 ([7, Art. 96, p. 176]). SoientK un corps de nombres de degré n,
A son anneau des entiers, et p un nombre premier rationnel tel que sa
décomposition dans A est donnée par Ap =

∏t
i=1 P

ei
i . On suppose qu’il existe

r1, . . . , rs+1 dans N∗ tels que r1 + · · ·+ rs+1 = t et


















deg(P1) = deg(P2) = · · · = deg(Pr1) := c1,

deg(Pr1+1) = deg(Pr1+2) = · · · = deg(Pr2) := c2,
...

deg(Prs+1) = deg(Prs+2) = · · · = deg(Prs+1) := cs+1.

Alors pour que p divise tous les indices I(θ) pour tout entier primitif θ de
K il faut et il suffit qu’il existe j ∈ {1, . . . , s + 1} tel que le nombre des
polynômes unitaires, irréductibles sur Fp de degré cj est strictement plus
petit que rj.

Lemme 2 ([7, Th. 1, p. 137]). Soient K un corps de nombres de degré n,
A son anneau des entiers, F (u1, . . . , un, x) le polynôme générique des entiers
de K, et p un nombre premier de Z tel que la décomposition de p dans A
est donnée par Ap =

∏t
i=1 P

ei
i . Alors

F (u1, . . . , un, x) =

t
∏

i=1

Fi(u1, . . . , un, x)
ei + pG(u1, . . . , un, x)

où les polynômes Fi(u1, . . . , un, x) sont irréductibles sur Fp, unitaires, et
G(u1, . . . , un, x) n’est pas divisible par aucun facteur Fi(u1, . . . , un, x) dans
Fp[u1, . . . , un, x].

Lemme 3 ([7, Art. 95, p. 172]). SoientK un corps de nombres de degré n,
θ un élément primitif de K sur Q, et f(x) = Irr(θ,Q, x). On suppose que
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f(x) =

t
∏

i=1

fi(x)
ei + ph(x)

avec tous les fi(x) irréductibles sur Fp et deg(h) < deg(f). Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p | I(θ).
(ii) Il existe i ∈ {1, . . . , t} tel que ei ≥ 2 et fi(x) |h(x) dans Fp[x].

Définition 5. Soient f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 un
polynôme à coefficients entiers et r ≥ 1 un entier premier à n. On dit que f
est un polynôme pr-Eisenstein pour un certain nombre premier p de Z si :

(i) ϑp(a0) = r.
(ii) ϑp(aj) ≥ r pour tout j = 1, . . . , n− 1.
(iii) ϑp(an) = 0.

Lemme 4. Soient K un corps de nombres de degré n, A son anneau des
entiers, et p un nombre premier de Z. Alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) p est totalement ramifié dans K.
(ii) Il existe un polynôme φ(x) ∈ Z[x] et une racine α ∈ Q de φ tels que

K = Q(α) et φ(x) est un polynôme p-Eisenstein.
(iii) Il existe un polynôme ψ(x) ∈ Z[x] et une racine β ∈ Q de ψ tels que

K = Q(β) et ψ(x) est un polynôme pr-Eisenstein pour un certain
entier r premier à degψ.

Preuve. (i)⇒(ii). Soit P un idéal premier de A au-dessus de p. Alors
Ap = Pn avec P ∩ Z = p.

Supposons que p | I(γ) pour tout entier primitif γ de K. Alors d’après
le Lemme 1 (Ap = Pn, j = 1, cj = 1) le nombre des polynômes unitaires
irréductibles dans Fp[x] et de premier degré, qui est égale à p, est strictement
plus petit que le nombre des idéaux Pi de degré cj , qui est 1, donc p < 1, ce
qui est absurde. Donc il existe au moins un entier primitif λ de K tel que
p ∤ I(λ).

Maintenant soit {w1, . . . , wn} une base d’entiers de K, ξ = u1w1 + · · ·+
unwn, F (u1, . . . , un, x) le polynôme générique des entiers de K. Puisque p
est totalement ramifié dans K, d’après le Lemme 2 on a

F (u1, . . . , un, x) = L(u1, . . . , un, x)
n + pG(u1, . . . , un, x)

avec L(u1, . . . , un, x) linéaire en u1, . . . , un, x et ne divisant pas le polynôme
G(u1, . . . , un, x) dans Fp[u1, . . . , un, x].

Soit (l1, . . . , ln) ∈ Zn tel que L(u1, . . . , un, x) = x + l1u1 + · · ·+ lnun et
soit (u∗1, . . . , u

∗
n) ∈ Zn tel que λ = u∗1w1 + · · ·+ u

∗
nwn.
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Soit f(x) = Irr(λ,Q, x). Alors

f(x) = F (u∗1, . . . , u
∗
n, x) = (x+ a)

n + pG(u∗1, . . . , u
∗
n, x) ;

ceci implique que f(x) = (x+ a)n + ph(x) avec h(x) = G(u∗1, . . . , u
∗
n, x).

Puisque p ∤ I(λ), le Lemme 3 montre que (x + a) ∤h(x) dans Fp[x]. On
pose φ(X) = f(X − a) = Xn+ ph(X − a) ; il est facile de voir que φ(X) est
un polynôme p-Eisenstein.

(ii)⇒(iii). Évident.

(iii)⇒(i). On pose ψ(x) = xm+bm−1x
m−1+ · · ·+b1x+b0 ∈ Z[x]. Soient

P un idéal premier de A au-dessus de p et e son indice de ramification. Les
deux inégalités: [Q(β) : Q] = n ≤ m et e ≤ [Q(β) : Q] ([9, Théorème 21,
p. 65]) montrent que e ≤ m. On va montrer que e = m. En effet, on a

ψ(β) = 0 = βm + bm−1β
m−1 + · · ·+ b1β + b0 ≡ β

m (modP),

donc ϑP(β) > 0. On en déduit que pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1},

ϑP(bjβ
j) = ϑP(bj) + jϑP(β) = eϑp(bj) + jϑP(β) > er = ϑP(b0).

Il s’ensuit que

ϑP(−bm−1β
m−1 − · · · − b1β − b0)

= inf{ϑP(−bm−1β
m−1 − · · · − b1β), ϑP(b0)}

= ϑP(b0) = er.

Ceci implique que mϑP(β) = er.

Puisque βm = −bm−1β
m−1−· · ·−b1β−b0, on a , ϑP(β

m) = mϑP(β) = er,
donc m | er. Comme (m, r) = 1, on obtient que m | e et par suite m ≤ e,
d’où l’égalité.

Corollaire 1. Soient p un nombre premier de Z et f(x) = anx
n +

an−1x
n−1+ · · ·+a1x+a0 ∈ Z[x] un polynôme pr-Eisenstein pour un certain

entier naturel r premier à n. Alors f(x) est stable sur Q.

Preuve. Dans (iii)⇒(i), on a montré que deg(ψ(x)) = [K : Q], donc on
obtient en même temps l’irréductibilité sur Q du polynôme ψ(x) qui est
pr-Eisenstein. Ce résultat a été montré par Dumas ([6, 12-2, p. 252]) en
utilisant le polygone de Newton.

Pour montrer qu’un polynôme pr-Eisenstein est stable il suffit de montrer
que le composé de deux polynômes pr-Eisenstein est pr-Eisenstein. En effet,
soient f(x) = anx

n+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 et g(x) = bmx

m+bm−1x
m−1+

· · ·+ b1x+ b0 deux polynômes à coefficients entiers, p
r-Eisenstein. On pose

f ◦ g(x) = clx
l + cl−1x

l−1 + · · ·+ c1x+ c0

avec l = mn, cl = anb
n
m et

c0 = f ◦ g(0) = f(b0) = anb
n
0 + an−1b

n−1
0
+ · · ·+ a1b0 + a0.
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On a f(x) ≡ anx
n (modpr) et g(x) ≡ bmx

m (modpr), donc f ◦ g(x) ≡ clx
l

(modpr), d’où pr divise c0, . . . , cl−1. Il est évident que ϑp(c0) = ϑp(a0) = r,
p ∤ cl et que (r, l) = 1, d’où le résultat.

Lemme 5 ([4, Théorème 5]). Soient p un nombre premier impaire de Z,
q une puissance de p, et f(x) = x2−ax+b ∈ Fq[x] un polynôme irréductible
de discriminant d. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f(x) est stable sur Fq.
(ii) Pour tout entier m ≥ 1, fm(−d/4) n’est pas un carré dans Fq.

Lemme 6 ([5, Corollaire 5]). Soit f(x) = xn − c ∈ R[x] un polynôme
irréductible où R est soit Z, soit un anneau des polynômes à une variable
sur Z ou sur un corps algébriquement clos. Alors f est un polynôme stable
dans R[x].

Lemme 7 ([8, Théorème 16, p. 221]). Soit K un corps et f(x) = xn−α
∈ K[x]. Alors f(x) est réductible sur K si et seulement si il existe p premier
tel que p |n et α ∈ Kp, ou 4 |n et α ∈ −4K4.

Lemme 8. Soit K un corps, f(x), g(x) deux polynômes dans K[x], et
soit α une racine quelconque de f(x) dans une clôture algébrique de K.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f ◦ g(x) est irréductible sur K.
(ii) f(x) est irréductible sur K et g(x)− α est irréductible sur K(α).

Preuve. Voir [11, Satz 4, p. 288] ou [1, énoncé 2.9] pour deux preuves
différentes.

3. Stabilité sur les corps finis. Maintenant on va étudier la propriété
S(n, p, e) définie dans l’introduction, qui va intervenir dans le Théorème 3.
Tout d’abord il faut remarquer que S(2, 2, 1) n’est pas vraie. En effet, le seul
polynôme unitaire et irréductible du second degré sur F2 est f(x) = x

2+x+1
et il est instable puisque

f3(x) = (x
4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1).

Proposition 2. Soient p un nombre premier de Z, et n, e deux entiers
naturels non nuls. Alors :

(i) S(n, p, e) ⇒ S(n, p, e× s), pour tout entier s premier à n.
(ii) S(n, p, e) ⇒ S(nm, p, e), pour tout entier m ≥ 1.

Preuve. (i) Soient s un entier premier à n et f(x) un polynôme unitaire,
de degré n et stable sur Fpe . Pour tout entierm ≥ 1, on désigne par αm l’une
des racines de fm(x), donc [Fpe(αm) : Fpe ] = n

m. On considère le diagramme
suivant :
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Fpes(αm)

Fpes Fpe(αm)

Fpe

TTTTTllllll
s

RRRRRRRR nmjjjjjjjj
Comme (s, n) = 1, on a (s, nm) = 1. Ceci implique que Fpes et Fpe(αm) sont
linéairement disjoints sur Fpe , donc [Fpes(αm) : Fpes ] = [Fpe(αm) : Fpe ] =
nm ; ainsi fm(x) est irréductible sur Fpes et par suite f(x) est stable sur Fpes .
(ii) Supposons que S(n, p, e) est vraie. Il existe donc un polynôme g(x)

unitaire, irréductible de degré n, stable sur Fpe . Mais la stabilité de g(x)
implique celle de gm(x) qui a comme degré n

m ; donc pour tout m ≥ 1,
S(nm, p, e) est vraie.

Proposition 3. Soit p un nombre premier impair. Alors pour tout en-
tier e ≥ 1, S(2, p, e) est vraie.

Preuve. On pose q = pe et on va montrer en utilisant le Lemme 5 qu’il
existe un polynôme unitaire quadratique stable sur Fq. Pour a ∈ F∗q soit

(

a
q

)

le symbole de Legendre ; on note que
(

a
q

)

= 1 si a est un carré de F∗q et
(

a
q

)

= −1 sinon.
On distingue deux cas selon les valeurs de q :

1) q ≡ 1 (mod4). Soit a ∈ F∗q tel que
(

a
q

)

= −1 ; alors le polynôme

f(x) = (x− a)2 + a est stable sur Fq. En effet, soit d le discriminant de f ;
alors d = −4a. Comme

(

a
q

)

= −1 et
(

−1

q

)

= 1, on a
(

d
q

)

= −1, donc f(x)
est irréductible sur Fq.
Puisque −d/4 = a et f(a) = a, on a fm(a) = a pour tout m ≥ 1, par

suite le Lemme 5 s’applique et f est stable sur Fq.

2) Si q ≡ −1 (mod4) alors
(

−1

q

)

= −1 et il existe u, v ∈ F∗q tels que

−1 = u2 + v2 ([2, énoncé 12-2]).
Posons f(x) = (x− 4u2 − 2)2 + 4u2. Le polynôme f est irréductible sur

Fq car son discriminant d = −16u
2 n’est pas un carré dans Fq. Maintenant

−d/4 = 4u2, f(−d/4) = f(4u2) = −4v2 et f2(−d/4) = f(−4v2) = −4v2.
Or −4v2 n’est pas un carré dans Fq, ce qui implique que pour tout m ≥ 1,
fm(−d/4) n’est pas un carré dans Fq et par suite le polynôme f(x) est stable
sur Fq.

4. Preuves des résultats

Preuve du Théorème 1. (i) D’après le Lemme 6, le polynôme f(x) =
Irr(θ,Q, x) est stable sur Q.
Maintenant pour tout (i, l) ∈ Z2 tel que l est premier à n, on pose

αi = iθl, gi(x) = xn − incl ; alors gi(αi) = 0. Le polynôme gi(x) est encore
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irréductible sur Q. En effet, supposons que gi soit réductible sur Q ; ceci
implique d’après le Lemme 7 qu’il existe un nombre premier p divisant n tel
que incl ∈ Qp, ou 4 |n et incl ∈ −4Q4.
Si incl ∈ Qp alors cl ∈ Qp. Or (l, n) = 1, donc c ∈ Qp, d’où f est

réductible sur Q, ce qui est absurde.
Si 4 |n et incl ∈ −4Q4 alors il existe a ∈ Q tel que cl = −4a4. On

pose c = −2hd avec d impair ; alors cl = −2hldl = −4a4. Pour tout nombre
premier q tel que q | d, on a ϑq(d) ≡ 0 (mod4), donc il existe e ∈ Q tel
que d = e4. Ceci implique que cl = −2hle4l = −4a4, ce qui donne hl ≡ 2
(mod4), d’où h ≡ 2 (mod4) puisque l est impair. Par suite c ∈ −4Q4, i.e.
f est réductible sur Q, ce qui n’est pas possible. Donc gi est irréductible
sur Q.
Ainsi on obtient une infinité d’entiers de K ayant des polynômes mini-

maux stables sur Q.
(ii) Soit α un entier de K tel que f(x) = Irr(α,Q, x) est stable sur Q.

Alors il existe (u∗1, . . . , u
∗
n) ∈ Zn tel que f(x) = F (u∗1, . . . , u

∗
n, x), donc

F (u1, . . . , un, x) est stable sur L.

Preuve du Théorème 2. (i) Soit p un premier de Z totalement ramifié
dans K. D’après le Lemme 4, on sait qu’il existe un entier primitif α de K
tel que φ(X) = Irr(α,K, x) est un polynôme p-Eisenstein. Soit A l’anneau
des entiers de K et pour tout i ∈ Z, soit αi = α+ ip ∈ A.
On peut vérifier que le polynôme minimal de αi est encore p-Eisenstein,

donc stable sur Q. Ainsi on a construit une infinité d’entiers de K ayant des
polynômes minimaux stables sur Q.
(ii) On fait le même raisonnement qu’en cas du Théorème 1.

Preuve du Théorème 3. (i) Soient A l’anneau des entiers de K et g(x)
le polynôme unitaire, de degré n et stable sur Fp. Comme p est inerte, ceci
implique que A/pA est une extension de Fp de degré n. Soit β ∈ A tel que
β est un élément primitif de A/pA et Irr(β,Fp, x) = g(x). Le polynôme g(x)
est stable sur Fp, donc Irr(β,Fp, x) est stable sur Fp et par suite Irr(β,Q, x)
est stable sur Q.
Pour tout élément a ∈ A et pour tout entier l ≥ 0, soit α = βp

l

+pa ; alors

α = β
pl

, donc Irr(α,Q, x) est stable sur Q. Par conséquent, on a construit
une infinité d’éléments de A ayant des polynômes minimaux stables sur Q.
(ii) On fait le même raisonnement qu’en cas du Théorème 1.

Remarque 2. SoientK un corps de nombres de degré n, et {w1, . . . , wn}
une base d’entiers de K. Soit F (u1, . . . , un, x) = Irr(ξ, L, x) le polynôme
générique des entiers de K. Alors on a

F (u1, . . . , un, x) =

n
∏

i=1

(x− ξσi)
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où σ1, . . . , σn désignent les n plongements distincts de K dans Q(u1, . . . , un)
et ξσi = u1σi(w1)+ · · ·+unσi(wn). En effet, ξ ∈ Q(u1, . . . , un, w1, . . . , wn) et
[Q(u1, . . . , un, w1, . . . , wn) : Q(u1, . . . , un)] = n. Comme ξσi 6= ξσj pour tout
i 6= j, il s’ensuit que ξ est un élément primitif de Q(u1, . . . , un, w1, . . . , wn)
sur Q(u1, . . . , un), donc degx(F (x)) = n. On a aussi montré que si θ est un
élément primitif de K alors Q(u1, . . . , un, ξ) = Q(u1, . . . , un, θ).

La formule de décomposition de F montre en particulier que F est ho-
mogène en (u1, . . . , un, x).

Preuve de la Proposition 1. Supposons que F2(u1, . . . , un, x) est réduc-
tible sur L. Alors d’après le Lemme 8, F (u1, . . . , un, x) − ξ est réductible
sur L(ξ). Mais d’après la Remarque 2, L(ξ) = L(θ) = Q(θ, u1, . . . , un), donc
soit

F (u1, . . . , un, x)− ξ = T (u1, . . . , un, x) ·H(u1, . . . , un, x)

= [Tm(∗) + Tm−1(∗) + · · ·+ T1(∗) + T0(∗)]

· [Hk(∗) +Hk−1(∗) + · · ·+H1(∗) +H0(∗)]

avec m+ k = n, Ti et Hj désignant les composantes homogènes de T et H
de degrés respectifs i et j dans Q(θ, u1, . . . , un)[x]. Pour faciliter l’écriture
on a noté (u1, . . . , un, x) = (∗). Or le polynôme F (∗) est homogène, donc on
en déduit après identification que

Tm(∗)Hk(∗) = F (∗),(1)

Tm(∗)Hk−1(∗) + Tm−1(∗)Hk(∗) = 0,(2)

Tm(∗)Hk−2(∗) + Tm−1(∗)Hk−1(∗) + Tm−2(∗)Hk(∗) = 0,(3)

...

T1(∗)H0(∗) + T0(∗)H1(∗) = −ξ,(n)

T0(∗)H0(∗) = 0.(n+ 1)

Comme F (∗) est irréductible sur L = Q(u1, . . . , un), il est séparable. Ceci
implique que d’après (1), Tm(∗) est premier à Hk(∗) dans L(θ)[x]. Or d’après
(2), Tm(∗) |Tm−1(∗) · Hk(∗), donc Tm(∗) |Tm−1(∗). La seule possibilité est
que Tm−1(∗) = 0. De même on montre que Hk−1(∗) = 0. Maintenant
l’équation (3) s’écrit Tm(∗)Hk−2(∗) + Tm−2(∗)Hk(∗) = 0. Ceci implique que
Tm(∗) |Tm−2(∗) et Hk(∗) |Hk−2(∗), donc Tm−2(∗) = Hk−2(∗) = 0 et par
suite on obtient avec le même raisonnement que Ti(∗) = 0, Hj(∗) = 0 pour
tout (i, j) ∈ {2, . . . ,m − 1} × {2, . . . , k − 1}. Puisque T0(∗)H0(∗) = 0, on
peut supposer que T0(∗) = 0.

La formule (n) montre que T1(∗)H0(∗) = −ξ. On pose H0(∗) = b avec
b ∈ Q(θ) ; donc il existe a ∈ Q(θ) tel que T1(∗) = aξ et ab = −1. Par suite
on obtient

F (∗)− ξ = [Tm(∗) + aξ][Hk(∗) +H1(∗) + b].
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On a H1(∗) = 0, sinon dans F (∗)− ξ, il y aurait une composante homogène
de degré 2 qui est aξH1(∗), ce qui n’est pas possible. Donc F (∗) − ξ =
[Tm(∗) + aξ][Hk(∗) + b] = Tm(∗)Hk(∗) + bTm(∗) + aξHk(∗) + abξ. Après
identification des parties homogènes de deux membres de l’égalité on obtient
bTm(∗) + aξHk(∗) = 0, ce qui est absurde puisque a et b sont non nuls et
Tm(∗) est premier à Hk(∗) dans L(θ)[x].

5. Conclusion. Dans les trois théorèmes, on a montré qu’il existe une
infinité d’entiers du corps K tels que leurs polynômes minimaux sont sta-
bles sur Q, et aussi la stabilité sur L du polynôme générique des entiers
F (u1, . . . , un, x). Mais il faut remarquer que la stabilité de F sur L n’implique
pas en général l’existence d’un ou plusieurs entiers deK ayant des polynômes
minimaux stables sur Q.

Maintenant et plus généralement onpeut définir unpolynôme générique du
corpsK en prenant {w1, . . . , wn} une base quelconque deK et en construisant
le polynôme F (u1, . . . , un, x) = Irr(u1w1 + · · · + unwn, L, x). Pour étudier
sa stabilité, on peut choisir n’importe quelle base de K. En effet, soient
{θ1, . . . , θn} une autre base de K, v1, . . . , vn des variables algébriquement
indépendantes sur K, H = Q(v1, . . . , vn), et soient η = v1θ1 + · · · + vnθn,
G(v1, . . . , vn, x) = Irr(η,H, x). On va vérifier qu’il y a équivalence entre la
stabilité de F sur L et celle de G sur H :

Soit M la matrice de passage de {θ1, . . . , θn} à {w1, . . . , wn}. Alors

ξ = u1w1 + · · ·+ unwn

= (u1, . . . , un) ·





w1
...
wn



 = (u1, . . . , un) ·M ·





θ1
...
θn





= (v′1, . . . , v
′
n) ·





θ1
...
θn



 = v′1θ1 + · · ·+ v
′
nθn.

Cela montre que F (u1, . . . , un, x) = G(v
′
1, . . . , v

′
n, x). Or les v

′
i sont linéaires

en u1, . . . , un et réciproquement ceci implique que L = Q(u1, . . . , un) =
Q(v′1, . . . , v

′
n) et ils sont algébriquement indépendants sur Q ; donc on peut

prendre v1 = v
′
1, . . . , vn = v

′
n et par suite ξ = u1w1+ · · ·+unwn = v1θ1+ · · ·

+ vnθn = η, F (u1, . . . , un, x) = G(v1, . . . , vn, x). Ainsi on obtient l’équiva-
lence du stabilité de F et G sur L.
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Reçu le 13.9.2004
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