ACTA ARITHMETICA
121.1 (2006)

Unmoglichkeit guter Gitterpunktformeln
von

Kraus LANGMANN (Miinster)

Bekannt ist, dass bei Gitterpunktproblemen wie z.B. beim Viertelkreis
G(t) = {(z,y) € Ng; 2° +y* < t}
Formeln wie etwa nachstehende Beziehung
(1) IG(t)] = p(t) + o(tY*)  firt € N

mit ¢(t) := 7t + /t falsch sind (s. [1] oder [3]). Man kénnte sich fragen,
ob Formeln wie (1) richtig werden kénnen, wenn die konkrete Funktion ¢
durch eine andere Funktion ersetzt wird. Dabei ist klar, dass man analytische
Funktionen ¢ finden kénnte, so dass Formel (1) sogar ohne jeden Fehler rich-
tig ist. Von daher muss man irgendwelche Zusatzforderungen an ¢ stellen.
Funktionen ¢ € C?, die aus rationalen Funktionen, Wurzeln und Logarith-
men zusammengesetzt sind, haben die Eigenschaft, dass ¢'(t) = O(p(t)/t),
©"(t) = O(p(t)/t?) ist. Wir zeigen nun, dass auch mit jeder solchen Funk-
tionen ¢(¢) die obige Gitterpunktformel falsch ist. Genauer zeigen wir all-
gemeiner:

SATzZ. Seien «, 3,n natirliche Zahlen mit n > 2. Betrachte fiir festes
0 < A< B < oo und fiir laufendes t € Ry die Gitterpunktmengen

(2) G(t) == {(z,y) € N§; aa" + By" < t, Ay <z < By}.

Es gibt dann keine Funktion o € C? mit

(3) |G(t)] = (t) +o(t/?)  firteN,

@) JO) =ole®t*h), (1) = ol(t)t"/*"72)  firt € R

Ist A=0 oder B = 00, s0 gibt es eine solche Funktion ¢ € C? nicht einmal
dann, wenn auf der rechten Seite von (3) bzw. (4) die Zahl 5= durch die
grofiere Zahl (1 — %)% ersetzt wird.
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Beweis. Mit dem Mittelwertsatz folgt aus (4), dass (3) richtig ist auch
fiir t € Ry. Definiere nun, fiir r € Ry,

(5) e(r) = [G(r")],
M :={(z,y) € (R>0)% aa” + By" <1, Ay <z < By}.

M ist eine “geeignete” Menge im Sinne von [4] (vergl. [4, Beispiel 1.3]).
Natiirlich haben wir bei RM := {(zR,yR) € R?; (z,y) € M}, dass gilt

(6)  RM ={(z,y) € (R»0)* (az” + By")"/" < R, Ay <z < By}.
Sei jetzt (xo,y0) € M N Ri ein beliebiger rationaler Punkt. Setze
vi=azf + By, a=aly, B=08/y.

Dann hat az™ + 5y" = 1 die rationale Losung (zo,y0) € M. Wihle nun
k € N fest, so dass k&xg_l €7z, kﬁyg_l € Z. Fiir dieses k ist die Menge

Ry = {(x,y) € Q%; @z" + By" = 1, kaz""' € Z, kBy"* € Z}
aus [4, Satz 1] nicht leer. Somit ist also nach [4, Satz 1]
’ Z e(k(amn +Byn)1/n) > )\IR1+1/2
(z,y)€ RMNNZ

mit einer Konstanten \; > 0. Also ist fiir m := ky~1/" € Ry (m fest, da k
fest) die Beziehung

(7) > e(m(oa™ + py™)m) = o(RMT?)
(z,y)€RMNNZ

falsch. Betrachte nun fiir grosses K und grosses R und fiir jedes j € N mit
1 <7 <mKR die Menge

o 2, J—1 n nyl/n J < o<
M; = {(:C,y) € Ng; "o < (az" +0y") /" < o Ay <z < By .

Es ist, mit der Funktion ¢ aus (5),

BTN (R NN
0 mi=u(Z2) o5 )
Weiter folgt aus (6) und (7), dass
mKR
9) Yo > elmlaa™ + By = o(RY?)
J=1 (z,y)eM;

falsch ist. Wenn fiir (z,y) € M; die Zahl m(az™ + By™)"/™ durch die Zahl
j/ K ersetzt wird, ist der Fehler O(1/K). Dieser Fehler taucht |M;| mal auf.
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Also folgt mit (8) und (9), dass
R HEICERRIED)

() (o) o) e

j=1
falsch ist. Die Summe der rechten Seite von ist aber gleich ¢(R) — 4(0).
Nach (2) bzw. (5) ist ¢(R) = O(R?); somit ist also nach (10) die Beziehung

an %R(%) (v(;) o)) —otmr ) + ot

j=1
falsch. Angenommen, es gidbe eine Funktion ¢ mit (3) und (4). Nun gilt
folgende Beziehung:

o () () ()

~((e) ) -+((5%))]
-3 () () Gr) ()
5(0) = (0] + e " ) ) - o)
= Mf@(%)oml/?) + o(R'?) = o(RY).

(Hierbei wurde (1) — (") = |G(r™)| — ¢(r™) = o(r'/?) nach (3) benutzt.)
Somit folgt aus (11), dass die Beziehung

"~ ([ i\ j=1\"
w3 o) (Gr) ) o) )
— O(R*KY) +0(R3/2)
falsch ist. Nach dem Mittelwertsatz gibt es 0 < 6; < 1, so dass die Beziehung

w0 EANE A

j=1
= O(R*K™Y) + o(R¥?)
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falsch ist. Fiir K — oo bei noch festem grossen R ist die linke Seite von
(14) aber eine Riemannsche Summe zum Integral S? e(mt)nt" L' (t") dt
und unterscheidet sich bei sehr grossem K von diesem Integral um weniger
als O(R3/?). Damit besagt (14), dass die Beziehung

R
(15) | e(mt)t" 1o/ (t") dt = o(R/?)

0
falsch ist. Die linke Seite von (15) wird partiell integriert. Somit ist die
Beziehung

(16) e(mt)((n — )" 2/ (t") 4+ nt® 2" (t")) dt

R
2mim (S)

e(mR)R" ¢ (R") = o(R*?)

2mim
ebenfalls falsch. Damit kann aber nicht (4) gelten, weil wegen p(t) ~ t2/™
schon nach (4)
sOl(tn) — (/)(tf)/Q—n)7 sOll(tn) — O(t5/2—2n)
gelten wiirde und damit die Beziehung (16) doch richtig wére. Damit ist
unser Satz im Fall 0 < A < B < oo gezeigt.
Fiir den Fall, dass A = 0 oder B = oo ist, liegt ein rationaler Punkt
(z0,y0) # (0,0) mit g = 0 oder yp = 0 in der oben definierten “geeigne-
ten” Menge M. Wie oben kénnen wir dann annehmen, dass dann wieder

(z0,y0) € Ry fiir geeignetes k € N ist. Wird m wie oben definiert, so ist also
nach [4, Satz 1] analog (7)

Z e(m(aajn +ﬂyn)1/n) _ O(Rl—l-(l—l/n))
(z,y)€ RMNNZ

falsch. Die gesamte anschliessende Argumentation bleibt richtig, wenn der
Exponent 1/2 durch 1 — 1/n ersetzt wird, so dass damit die Behauptung
auch fiir den Fall A =0 bzw. B = oo gezeigt ist.

Unser Satz ist im Vergleich zu dem Satz von Kritzel [2, 3.17.A] in der
Negativaussage allgemeiner, enthélt jedoch kein Aquivalent zur Positivaus-
sage.
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