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Étant donné un nombre premier impair p, on désigne par n(p) le plus
petit entier strictement positif qui ne soit pas carré modulo p et par r(p)
le plus petit nombre premier qui soit carré modulo p. En 1927 Vinogra-
dov démontrait que n(p) = O(p1/(2e1/2)(log p)2) (cf. [14]), ce résultat étant
amélioré par Burgess qui en 1957 établissait que n(p) = O(pα) pour tout
réel α > 1/(4e1/2) (cf. [2]). Par ailleurs, en 1942, Linnik établissait sous hy-
pothèse de Riemann la majoration n(p) = O(pε) pour tout ε > 0 (cf. [10]).
Enfin, en 1952, toujours sous hypothèse de Riemann, Ankeny établissait
la majoration n(p) = O((log p)2) (cf. [1]). Cette dernière estimation n’est
pas loin d’être optimale puisque, d’après Graham et Ringrose, n(p) =
Ω(log p log log log p) (cf. [5]). Notons aussi qu’ en 1950 Nagell démontrait que
r(p) = O(p1/2) (cf. [12]), cette majoration étant améliorée ultérieurement
par Linnik et Vinogradov qui démontraient que r(p) = O(p1/4+ε) (cf. [15]).

Un problème plus général est celui de la détermination, pour tout entier
k ≥ 1, du plus petit entier b(k) ayant la propriété suivante : pour tout entier
a premier à k, il existe un entier x premier à k dans l’intervalle [1, b(k)]
tel que ax soit carré modulo k. Une forme voisine de ce problème a été
étudiée par A. Zaharescu. Utilisant les travaux de Burgess sur les sommes
de caractères, A. Zaharescu a démontré (cf. [17]), que pour tout nombre réel
ε > 0,

H(k)� k1/4+ε,

la constante impliquée par le symbole � dépendant de ε, H(k) désignant
le plus petit entier ayant la propriété suivante : pour tout entier a premier
à k, il existe un entier x premier à k dans l’intervalle [−H(k),H(k)] tel que
ax soit carré modulo k. Cette majoration lui permet dans ce même article
d’obtenir des résultats d’approximation diophantienne. Il formule aussi la
conjecture

(C) H(k)� kε.
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Nous nous proposons d’étudier un problème analogue pour les polynômes
à coefficients dans un corps fini de caractéristique impaire. Nous démontre-
rons un théorème dont un corollaire aura pour conséquence une version
polynomiale de la conjecture (C). Soit q une puissance d’un nombre premier
impair. Soit H ∈ Fq[T ] un polynôme non constant. On désigne par n(H) le
plus petit entier k pour lequel existe un polynôme unitaire de degré k de
Fq[T ] qui ne soit pas un carré modulo H, et on désigne par r(H), resp. r′(H),
le plus petit entier k pour lequel existe un polynôme irréductible unitaire
de degré k de Fq[T ] qui soit carré, resp. qui ne soit pas carré, modulo H.
On désigne par N(H) le plus petit entier k tel que pour tout polynôme
A ∈ Fq[T ], premier à H, il existe X ∈ Fq[T ], polynôme unitaire de degré k,
premier à H, tel que AX soit carré modulo H. Enfin, on désigne par R(H)
le plus petit entier k tel que pour tout polynôme A ∈ Fq[T ], premier à H,
il existe Q ∈ Fq[T ], polynôme irréductible unitaire de degré k, premier à H,
tel que AQ soit carré modulo H. De façon évidente, on a

n(H) ≤ N(H) ≤ R(H), r(H) ≤ R(H), r′(H) ≤ R(H), n(H) ≤ r′(H).

Dans ce qui suit, on établit une majoration des nombres R(H) d’où
découle une majoration des nombres N(H). On obtient le

Théorème 1. Pour tout polynôme H ∈ Fq[T ] non constant , on a

R(H) ≤ 1 + 2
[
logq

(
2ω(H)−1 degH +

2ω(H)

q − 1
+ 2
)]
.

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire. Soit H un polynôme de Fq[T ] tel que degH ≥ 2. Alors,

R(H) ≤ C(q)
degH

log(degH)
,

où

C(q) = 2 log 2 · 4q − 1
q − 1

+
2q

exp(1)(q − 1) log q
+

1
exp(1)

(
1− 2 log 2

log q

)
.

De ce fait R(H)/degH et, a fortiori, N(H)/degH tend vers 0 lorsque
degH tend vers +∞. Ce corollaire donne la version polynomiale de la con-
jecture (C).

En modifiant un tout petit peu la démonstration du théorème 1 dans le
cas où H est un polynôme irréductible, on obtient le

Théorème 2. (1) Pour tout polynôme irréductible P ∈ Fq[T ], on a

R(P ) ≤ 1 + 2
[
logq

(
degP +

q + 1
q − 1

+
2

exp(1) log q

)]
.
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(2) Il existe un entier δ(q) tel que pour tout polynôme irréductible P ∈
Fq[T ] de degré ≥ δ(q), on ait

R(P ) ≤ 1 + 2
[
logq

(
degP +

q + 1
q − 1

)]
.

De plus, δ(3) = 5, δ(5) = δ(7) = 4, δ(9) = 3, et δ(q) = 2 pour tout entier
q ≥ 11.

(3) Soit un entier d ≥ 1 tel que q > (d− 1)2. Alors, pour tout polynôme
irréductible P de degré d, on a R(P ) = 1.

Lorsque H n’est pas un polynôme irréductible, les nombres n(H), r(H)
ou r′(H) sont d’un moindre intérêt. Une démonstration mettant en œuvre
les idées développées dans la démonstration du théorème 1 et dans la troi-
sième partie du théorème 2 permet d’obtenir une majoration des nombres
r(H) et r′(H) d’où découle une majoration des nombres n(H). Pour éviter
d’être répétitifs, nous ne donnerons pas les détails de cette démonstration
qui permet de prouver le

Théorème 3. Pour tout polynôme H ∈ Fq[T ] non constant , on a

r(H) ≤ 1 + 2
[
logq

(
2 degH +

q + 1
q − 1

)]
,

r′(H) ≤ 1 + 2
[
logq

(
2 degH +

q + 1
q − 1

)]
.

Notons aussi que 0 est le plus petit entier k pour lequel existe un po-
lynôme unitaire de degré k de Fq[T ] qui soit un carré modulo H.

Dans tous ces énoncés, ainsi que dans ce qui suit, [y] dénote la partie
entière d’un nombre réel y.

Dans une dernière partie, en adaptant au cas non archimédien les idées
développées dans [17], on appliquera les résultats obtenus à un problème
d’approximation diophantienne dans un corps de séries formelles à coeffi-
cients dans le corps fini Fq.

I. Préliminaires. On note M l’ensemble des polynômes unitaires de
Fq[T ]. On désigne par I, respectivement par Id, l’ensemble des polynômes
irréductibles unitaires de Fq[T ], respectivement l’ensemble des polynômes
irréductibles unitaires de degré d de Fq[T ], et par Πd le nombre d’éléments
de l’ensemble Id. Pour tout entier k ≥ 1, on désigne par χk le caractère
quadratique du groupe multiplicatif du corps Fqk . De façon habituelle, on
prolonge ce caractère en 0 en posant χk(0) = 0. Si P ∈ Fq[T ] est un po-
lynôme irréductible et si A est un polynôme non divisible par P , le symbole
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de Legendre
(
A
P

)
est défini par

(
A

P

)
=
{

1 si A est un carré modP ,
−1 si A n’est pas carré modP .

Le symbole de Jacobi étend le symbole de Legendre à tout couple (A,H) de
polynômes premiers entre eux. On pose, pour A et H polynômes premiers
entre eux,

(
A

H

)
=
∏

P∈I
P |H

(
A

P

)vP (H)

,

vP (H) désignant la valuation P -adique du polynôme H. D’autre part, on
prolonge aussi ce symbole à tout couple (A,H) de polynômes non premiers
entre eux en posant dans ce cas

(
A
H

)
= 0.

On désignera par ω(H) le nombre de facteurs irréductibles unitaires di-
stincts du polynôme H.

Proposition I.1. On a

qn =
∑

d|n
dΠd,(I.1)

qn − q

q − 1
qn/2 ≤ nΠn ≤ qn.(I.2)

Preuve. La relation (I.2) est une conséquence immédiate de la relation
(I.1). La relation (I.1) est donnée par le corollaire 3.21 de [9, p. 84].

Proposition I.2. Pour tout polynôme H de degré ≥ 2, on a

(I.3) ω(H) ≤
(

4q − 1
q − 1

)
degH

logq(degH)
.

Preuve. Soit H un polynôme tel que degH ≥ 2. Alors,

ω(H)− degH
logq(degH)

≤
∑

P∈I
P |H

(
1− degP

logq(degH)

)
≤

∑

P∈I
P |H

degP<logq(degH)

1.

Si degH < q, cette dernière somme est vide, d’où la majoration (I.3). Sup-
posons degH ≥ q. Alors,

ω(H)− degH
logq(degH)

≤
[logq(degH)]∑

j=1

Πj ,
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d’où, avec (I.2),

ω(H)− degH
logq(degH)

≤
[logq(degH)]∑

j=1

qj

j
.

Le lemme 7.1 de [4] nous donne alors,

ω(H)− degH
logq(degH)

≤ 3q1+[logq(degH)]

2(q − 1)[logq(degH)]
.

Si degH ≥ q2,

ω(H) ≤ degH
logq(degH)

+
3q degH

(q − 1) logq(degH)
=
(

4q − 1
q − 1

)
degH

logq(degH)
.

Si degH < q2,

ω(H) logq(degH)
degH

≤ logq(degH) < 2 ≤ 4q − 1
q − 1

.

Proposition I.3. Soient X et Y deux polynômes unitaires de Fq[T ]
premiers entre eux. Alors,

(I.4)
(
X

Y

)(
Y

X

)
= (−1)(q−1) deg(X) deg(Y )/2.

Preuve. L’égalité (I.4) est une conséquence des propriétés des symboles
locaux, [13, chap. 14]. Une démonstration plus élémentaire est donnée dans
[6, chap. 5] pour des couples de polynômes irréductibles unitaires distincts.
Le cas général s’en déduit par multiplicativité.

Proposition I.4. Soit D un polynôme non constant sans facteur carré.
Alors,

(I.5)
∣∣∣
∑

a∈F
qk

χk(D(a))
∣∣∣ ≤ (degD − 1)qk/2.

Preuve. Ce résultat est établi dans [16, Appendice 5]. Par ailleurs, il est
démontré dans le cas où Fqk est le corps premier dans [8, th. 1.4.1.1].

II. Démonstration des théorèmes 1 et 2

Notation II.1. Soient H un polynôme unitaire non constant, A un
polynôme premier à H et k un entier strictement positif. On désigne par
τ(H, k) le nombre de facteurs irréductibles unitaires de degré k de H et par
Π(H,A, k) le nombre de polynômes irréductibles unitaires P de degré k ne
divisant pas H et tels que AP soit carré modulo H.
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Proposition II.2. Soient H un polynôme unitaire non constant de
Fq[T ] et un entier k > 0. Pour tout polynôme A premier à H on a

(II.1)
∣∣∣∣Π(H,A, k)− qk

k
2−ω(H)

∣∣∣∣

≤ qk/2

k

(
1
2

degH +
1

q − 1
+ 2−ω(H)

)
+

1
2
τ(H, k).

Preuve. Soit K un polynôme unitaire. Soit

(1) H =
∏

P∈I
P |K

P.

Alors, H est sans facteur carré. Soit Y un polynôme. Alors, Y est premier
à K si et seulement s’il est premier à H. Soit Y un polynôme premier à H.
D’après le théorème de Hensel et le théorème des restes chinois, Y est carré
modulo K si et seulement si il est carré modulo H. Par suite,

Π(K,A, k) = Π(H,A, k).

De façon évidente,

τ(H, k) = τ(K, k), ω(H) = ω(K), degH ≤ degK.

Il suffit donc d’établir la proposition dans le cas où H est sans facteur carré,
ce que nous supposerons désormais.

Soit Y un polynôme premier à H. Alors AY est carré modulo H si et
seulement si pour tout polynôme irréductible P divisant H,

(
AY
P

)
= 1. Par

suite,

Π(H,A, k) =
∑

Q∈Ik
(Q,H)=1

2−ω(H)
∏

P∈I
P |H

{
1 +

(
AQ

P

)}

=
∑

Q∈Ik
(Q,H)=1

2−ω(H)
∑

D∈M
D|H

(
AQ

D

)
,

soit, après inversion de l’ordre des sommations,

(2) 2ω(H)Π(H,A, k) = (Πk − τ(H, k)) +
∑

D∈M
D|H
D 6=1

(
A

D

) ∑

Q∈Ik
(Q,H)=1

(
Q

D

)
.

Posons, pour tout diviseur unitaire D de H,

(3) εD = (−1)k(q−1) deg(D)/2.
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Alors, avec (I.4),

2ω(H)Π(H,A, k) = (Πk − τ(H, k)) +
∑

D∈M
D|H
D 6=1

εD

(
A

D

) ∑

Q∈Ik
(Q,H)=1

(
D

Q

)
,

d’où

(4) 2ω(H)Π(H,A, k) = (Πk − τ(H, k)) + σk − θk
avec

σk =
∑

D∈M
D|H
D 6=1

εD

(
A

D

) ∑

Q∈Ik
(Q,D)=1

(
D

Q

)
,(5)

θk =
∑

D∈M
D|H
D 6=1

εD

(
A

D

) ∑

Q∈Ik
(Q,D)=1
Q|H

(
D

Q

)
.(6)

Si H n’admet pas de facteur irréductible de degré k, on a θk = 0. Sinon,

|θk| ≤
∑

Q∈Ik
Q|H

∑

D∈M
DQ|H
D 6=1

1 =
∑

Q∈Ik
Q|H

(2ω(H/Q) − 1),

(7) |θk| ≤ τ(H, k)(2ω(H)−1 − 1),

cette relation restant valable si τ(H, k) = 0.
Notons Ed l’ensemble des éléments a ∈ Fqk qui sont de degré d sur le

corps Fq et posons, pour d divisant k,

(8) T (d,D) =
∑

a∈Ed
χk(D(a)).

Posons aussi

(9) S(k,D) =
∑

a∈F
qk

χk(D(a)).

Tout a ∈ Ed est racine d’un polynôme irréductible Q ∈ Id qui a exactement
d racines distinctes dans Ed. Par suite,

(10) |T (d,D)| ≤ dΠd.

D’autre part, si Q ∈ Ik, toute racine a de Q appartient au sous-ensemble
Ek, et vérifie l’égalité

χk(D(a)) =
(
D

Q

)
,
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d’où, avec (5) et (8),

kσk =
∑

D∈M
D|H
D 6=1

εD

(
A

D

)
T (k,D),

puis, avec (9) et (10),
∣∣∣∣kσk −

∑

D∈M
D|H
D 6=1

εD

(
A

D

)
S(k,D)

∣∣∣∣ ≤ (2ω(H) − 1)
∑

d|k
d6=k

dΠd.

Avec (I.1), (I.2) et (I.5), il vient

|kσk| ≤
∑

D∈M
D|H
D 6=1

(degD − 1)qk/2 + (2ω(H) − 1)
q

q − 1
qk/2

= qk/2
∑

D∈M
D|H
D 6=1

degD + (2ω(H) − 1)
qk/2

q − 1
,

soit,

(11) |kσk| ≤ qk/2
(

2ω(H)−1 degH +
2ω(H)

q − 1
− 1
q − 1

)
.

Avec (4), (7), (11) et à nouveau (I.1) et (I.2) on a

|k2ω(H)Π(H,A, k)− qk| ≤ qk/2
(

2ω(H)−1 degH +
2ω(H)

q − 1
+ 1
)

+ kτ(H, k)2ω(H)−1.

Corollaire II.3. Soit H un polynôme unitaire non constant de Fq[T ].
Alors,

(II.2) R(H) ≤ 1 + 2
[
logq

(
2ω(H)−1 degH +

2ω(H)

q − 1
+ 2
)]
.

Preuve. Soit k un entier tel que

(1) qk/2 > 2ω(H)−1 degH +
2ω(H)

q − 1
+ 2.

Soit A un polynôme premier à H. La relation (II.1) jointe à la majoration
triviale

τ(H, k) ≤ degH
k

,
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nous donne

|k2ω(H)Π(H,A, k)−qk| ≤ 2ω(H)−1 degH+qk/2
(

2ω(H)−1 degH+
2ω(H)

q − 1
+1
)
,

d’où

k2ω(H)Π(H,A, k)q−k/2

≥ qk/2 − q−k/22ω(H)−1 degH −
(

2ω(H)−1 degH +
2ω(H)

q − 1
+ 1
)
.

La condition (1) vérifiée par k est suffisante pour que

k2ω(H)Π(H,A, k) > 0.

Par suite,

(2) R(H) ≤ k,
pour tout entier k vérifiant (1).

Corollaire II.4. Soit H un polynôme de Fq[T ] tel que degH ≥ 2.
Alors,

(II.3) R(H) ≤ C(q)
degH

log(degH)
,

où

(II.4) C(q) = 2 log 2 · 4q − 1
q − 1

+
2q

exp(1)(q − 1) log q
+

1
exp(1)

(
1− 2 log 2

log q

)
.

Preuve. Avec (II.2) et (I.3).

Corollaire II.5. (1) Soit P un polynôme irréductible de Fq[T ]. Alors,

(II.5) R(P ) ≤ 1 + 2
[
logq

(
degP +

q + 1
q − 1

+
2

exp(1) log q

)]
.

(2) Il existe un entier δ(q) tel que pour tout polynôme irréductible P ∈
Fq[T ] de degré ≥ δ(q), on ait

(II.6) R(P ) ≤ 1 + 2
[
logq

(
degP +

q + 1
q − 1

)]
.

De plus, δ(3) = 5, δ(5) = δ(7) = 4, δ(9) = 3, et δ(q) = 2 pour tout entier
q ≥ 11.

Preuve. Soient P un polynôme irréductible de Fq[T ] et A un polynôme
premier à P . Soit un entier k ≥ 1. On a τ(P, k) ≤ 1, d’où, avec (II.1),

2kΠ(P,A, k)q−k/2 ≥ qk/2 − degP − q + 1
q − 1

− kq−k/2

≥ qk/2 − degP − q + 1
q − 1

− 2
exp(1) log q

.
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On a donc N(P ) ≤ k pour tout entier k tel que

qk/2 > degP +
q + 1
q − 1

+
2

exp(1) log q
.

Soit maintenant un entier k appartenant à l’intervalle [1,degP [. Alors,
τ(P, k) = 0, d’où, avec (II.1),

k2ω(H)Π(P,A, k)q−k/2 ≥ qk/2 − degP − q + 1
q − 1

.

On a donc R(P ) ≤ k pour tout entier k tel que

1 ≤ k < degP et qk/2 > degP +
q + 1
q − 1

.

Ces deux dernières conditions peuvent être réalisées simultanément si

(1) qdegP > q

(
degP +

q + 1
q − 1

)2

.

On a donc

R(P ) ≤ 1 + 2
[
logq

(
degP +

q + 1
q − 1

)]

pour tout polynôme irréductible P dont le degré vérifie la condition (1). Si
q ≥ 11, (1) est réalisée dès que degP ≥ 2. Si q = 9, (1) est réalisée dès que
degP ≥ 3. Si q = 5 ou si q = 7, (1) est réalisée dès que degP ≥ 4. Enfin, si
q = 3, (1) est réalisée dès que degP ≥ 5.

La première partie du corollaire II.5 appliquée à un polynôme irréductible
P de degré 1 donne R(P ) ≤ 3. En fait, dans ce cas, on peut déterminerR(P ).

Proposition II.6. Soit P un polynôme irréductible de degré 1. Alors,
R(P ) = 1.

Preuve. Supposons que P = aT + b avec a ∈ F∗q et b ∈ Fq. Le groupe
multiplicatif F∗q contient des éléments carrés et des éléments non carrés.
Soient u un carré de F∗q et v ∈ F∗q un élément non carré. Le polynôme
Qu = T +u+ b/a est carré modulo P et le polynôme Qv = T +v+ b/a n’est
pas carré modulo P .

Soit P un polynôme irréductible de degré 2. La première partie du corol-
laire II.5 nous donne R(P ) ≤ 2 et la deuxième partie de ce corollaire nous
donne R(P ) = 1 pour q ≥ 11. On peut se demander quelle est la valeur
exacte de R(P ) pour les petites valeurs de q. Dans ce qui suit on montre
qu’en fait, R(P ) = 1.

Proposition II.7. Soit un entier d ≥ 1 tel que q > (d−1)2. Alors, pour
tout polynôme irréductible P de degré d, on a R(P ) = 1.

Preuve. Compte tenu de la proposition précédente il suffit de faire la
démonstration dans le cas où d ≥ 2. Soit P un polynôme irréductible de
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degré d. Supposons la fonction Q 7→
(
Q
P

)
constante sur l’ensemble des po-

lynômes Q ∈ I1. D’après la loi de réciprocité quadratique (I.4), la fonc-
tion Q 7→

(
P
Q

)
est constante sur l’ensemble des polynômes Q ∈ I1. Soit

σ ∈ {+1,−1} la valeur prise par cette fonction. Alors,
∑

Q∈I1

(
P

Q

)
= σq,

ou encore ∑

a∈Fq
χ1(P (a)) = σq,

d’où, avec (I.5), q ≤ (degP − 1)q1/2, c’est-à-dire, q1/2 ≤ d− 1.

Remarques II.8. Soient H un polynôme unitaire non constant, A un
polynôme premier à H et k un entier strictement positif. Désignons par
ν(H,A, k) le nombre de polynômes Y de degré k ne divisant pas H et tels
que AY soit carré modulo H. Les arguments utilisés dans la démonstration
de la proposition II.2 nous donnent

2ω(H)ν(H,A, k) =
∑

Y ∈M
deg Y=k
(Q,H)=1

1 +
∑

D∈M
D|H
D 6=1

(
A

D

) ∑

Y ∈M
deg Y=k
(Q,H)=1

(
Y

D

)
.

Pour majorer la dernière somme de caractères on peut établir un analogue
polynomial au théorème de Burgess (cf. [3]), d’où l’on peut déduire la ma-
joration N(H) � |H|1/4+ε, la constante impliquée par le symbole � ne
dépendant que de q et de ε.

Cette majoration est nettement moins bonne que la majoration de R(H)
obtenue ci-dessus. L’auteur n’a pas réussi a obtenir directement une majo-
ration de N(H) aussi bonne que celle obtenue à partir de la majoration
de R(H).

III. Un problème d’approximation diophantienne. Posons A =
Fq[T ], K = Fq(T ) et notons K∞ le complété de K pour la valuation à l’infini
ν définie sur K par ν(0) = +∞, ν(G/H) = degH − degG si G et H sont
des éléments non nuls de A. Notons encore ν l’unique prolongement de la
valuation ν au complété K∞. Le corps K∞ s’identifie au corps Fq((T−1))
des séries de Laurent en T−1. On désigne par ℘ l’idéal de valuation de K∞.
Tout x ∈ K∞ s’écrit de façon unique comme somme

(III.1) x = [x] + {x}, [x] ∈ A, {x} ∈ ℘,
où [x] est la partie polynomiale de x et {x} la partie fractionnaire de x. (On
a déjà utilisé et on utilisera encore dans ce paragraphe la notation [y] pour
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désigner la partie entière d’un nombre réel y, mais il y a peu de risque de
confusion.)

Tout élément x ∈ K∞ peut être approché par des fractions rationnelles.
On appelle fraction de Farey à l’ordre k toute fraction rationnelle G/H
telle que degH ≤ k, degG < degH, pgcd(H,G) = 1. On désigne par Fk
l’ensemble des fractions de Farey à l’ordre k. Si G/H ∈ Fk, on appelle arc
de Farey de centre G/H l’ensemble

(III.2) UG/H = {x ∈ ℘ | ν(t−G/H) > k + degH}.
Proposition III.1. Lorsque G/H décrit l’ensemble des fractions de Fa-

rey à l’ordre k, les arcs de Farey UG/H forment une partition de ℘.

Preuve. C’est le théorème 4.3 de [7].

Nous pouvons maintenant prouver un analogue polynomial au lemme 3
de [17].

Proposition III.2. Soient H1 et H2 des polynômes premiers entre eux.
Pour tout entier k ≥ 0, il existe un polynôme Y et des polynômes X1 et X2

tels que

Y 2 = X1H1 +X2H2,(i)

deg Y ≤ k,(ii)

degX1 ≤ max(2k − degH1, N(H1) + degH1 + degH2 − 2k − 2),(iii)

degX2 ≤ N(H1) + 2 degH1 − 2k − 2.(iv)

Preuve. D’après la définition du nombre N(H1), il existe un polynôme
Q premier à H1, de degré N(H1) tel que QH2 soit un carré modulo H1. Soit
alors U un polynôme tel que

(1) QH2 ≡ U2 mod H1.

Le polynôme U est inversible modulo H1. Soit V l’unique polynôme tel que

(2) UV ≡ 1 mod H1, deg V < degH1.

D’après la proposition précédente, il existe une fraction de Farey G/Y à
l’ordre k telle que V/H1 appartienne à l’arc de Farey UG/Y . On a donc

ν

(
V

H1
− G

Y

)
> deg Y + k,

d’où

(3) ν

({
V Y

H1

})
> k.

Soit R l’unique polynôme tel que

(4) V Y ≡ R mod H1, degR < degH1.
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D’après (3),

(5) degR < degH1 − k.
Avec (1), (2) et (4), on a

Y 2 ≡ QH2R
2 mod H1.

Posons

(6) X2 = QR2.

Alors, il existe un polynôme X1 tel que

(7) Y 2 = X2H2 +X1H1.

La majoration (iv) se déduit de (5) et (6). Si 2 deg Y > deg(X2H2), on a
deg(X1H1)=2 deg Y ≤2k, d’où la majoration (iii). Si 2 deg Y ≤deg(X2H2),
on a deg(X1H1) ≤ deg(X2H2) ≤ N(H1) + 2 degH1 + degH2 − 2k− 2, d’où
la majoration (iii).

Corollaire III.3. Soient H1 et H2 des polynômes premiers entre eux
et tels que degH1 ≤ degH2. Pour tout entier n ≥ 0, il existe un polynôme
Y et des polynômes X1 et X2 tels que

(i) Y 2 = X1H1 +X2H2,

(ii) deg Y ≤ n,

(iii) degXi ≤ max
(
N(H1)

2
+

degH2

2
, N(H1) + degH1 + degH2 − 2n

)
,

i = 1, 2.

Preuve. La proposition précédente où l’on prend

k =
[
N(H1)

4
+

degH1

2
+

degH2

4

]

nous donne l’existence de polynômes Y , X1 et X2 vérifiant (i) et tels que

deg Y ≤ k,

degXi ≤ min
(
N(H1)

2
+

degH2

2
, N(H1) + degH1 + degH2 − 2k

)
.

Soit un entier n ≥ 0. Si n ≥ k, les polynômes Y , X1, X2 ci-dessus répondent
aux conditions du corollaire. Si n < k, la proposition III.2 donne l’existence
de polynômes Y , X1 et X2 répondant aux conditions du corollaire.

Les propositions suivantes nécessitent quelques rappels concernant les
développements en fractions continuées dans le corps K∞. Nous nous réfé-
rons ici au chapitre 4 de [11]. Tout élément x ∈ K∞ admet un développement
fini ou infini en fraction continuée, le développement étant fini si et seulement
si x ∈ K. Ce développement est donné par la suite finie ou infinie (An)
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d’éléments de A et la suite finie ou infinie (xn) d’éléments deK∞ déterminées
par la condition initiale

x0 = x, A0 = [x],

et la relation de récurrence :

si xn 6= An, xn+1 =
1

xn − An
, An+1 = [xn+1],

le procédé s’arrêtant si xn = An. La suite des réduites de x est la suite des
fractions rationnelles (Pn/Qn) où Pn et Qn sont les polynômes déterminés
par les conditions initiales :

P0 = A0, Q0 = 1, P1 = 1 + A0A1, Q1 = A1,

et les relations de récurrence :

Pn+1 = An+1Pn + Pn−1, Qn+1 = An+1Qn +Qn−1,

si celles-ci ont un sens. Pour tout n, les polynômes Pn et Qn sont premiers
entre eux. Les suites (degPn) et (degQn) sont strictement croissantes. De
plus

ν

(
Pn+1

Qn+1
− Pn
Qn

)
= degQn+1 + degQn,(III.3)

ν

(
x− Pn

Qn

)
= degQn+1 + degQn.(III.4)

Proposition III.4. Soit α ∈ K∞. Soient G1/H1 et G2/H2 deux ré-
duites successives du développement en fraction continuée de α. Alors, il
existe un polynôme Y de degré

k =
[
N(H1)

4
+

degH1

2
+

degH2

4

]

tel que
ν({Y 2α}) ≥ 1

2 degH2 − 1
2N(H1).

Preuve. Avec (III.3) et (III.4), on a

(1) ν({H1α}) = degH2, ν({H2α}) > degH2.

Soit

(2) k =
[

1
4 (2 degH1 + degH2 +N(H1))

]
.

D’après la proposition précédente, il existe un polynôme Y et des polynômes
X1 et X2 tels que

Y 2 = X1H1 +X2H2,(3)

deg Y ≤ k,(4)

degX1 ≤ 1
2 degH2 + 1

2N(H1), degX2 ≤ 1
2 degH2 + 1

2N(H1).(5)
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D’après (1) et (5), pour i = 1, 2,

ν({Hiα}Xi) ≥ 1
2 degH2 − 1

2N(H1),

d’où
ν({XiHiα}) = ν({{Hiα}Xi}) ≥ 1

2 degH2 − 1
2N(H1).

Avec (3), il vient ν({Y 2α}) ≥ 1
2 degH2 − 1

2N(H1).

Corollaire III.5. Soit α un élément non rationnel de K∞. Alors,
pour tout entier N > 0 il existe un polynôme non nul Y tel que deg Y < N
et tel que

(III.5) ν({Y 2α}) ≥ 2N
3
− C(q)

4N/3
log(4N/3)

,

C(q) étant la constante définie par la relation (II.4).

Preuve. Si
2N
3
− C(q)

4N/3
log(4N/3)

≤ 0,

l’inégalité (III.5) est trivialement vérifiée pour tout polynôme Y . Nous sup-
poserons

(1)
2N
3
− C(q)

4N/3
log(4N/3)

> 0,

ce qui implique, compte tenu de (II.4) que

(2) 4C(q)N ≥ 3 log(4N/3).

Soit

(3) m = [(4N − 3)/3].

Soient G1/H1 et G2/H2 les deux réduites successives du développement en
fraction continuée de α telles que H2 est le premier dénominateur de degré
≥ m. On a donc

(4) degH1 < m ≤ degH2.

D’après le corollaire III.3, il existe des polynômes Y , X1 et X2 tels que

(i) Y 2 = X1H1 +X2H2,

(ii) deg Y ≤ N − 1,

(iii) degXi ≤ max
(
N(H1)

2
+

degH2

2
, N(H1)+degH1+degH2−2N+2

)
.

On en déduit que

ν({Hiα}Xi) ≥ min
(

1
2 degH2 − 1

2N(H1), 2N − 2−N(H1)− degH1
)
,

d’où

ν({Y 2α}) ≥ min
(

1
2 degH2 − 1

2N(H1), 2N − 2−N(H1)− degH1
)
.
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Supposons degH1 ≥ 2. Alors, d’après le corollaire II.4,

ν({Y 2α})

≥ min
(

1
2

degH2−
1
2
C(q)

degH1

log(degH1)
, 2N−2−C(q)

degH1

log(degH1)
−degH1

)
,

d’où, avec (4),

(5) ν({Y 2α}) ≥ min
(
m

2
+

1
2
− 1

2
C(q)

m

logm
, 2N − 1−C(q)

m

logm
−m

)
.

Si degH1 = 1, d’après la proposition II.5, N(H1) = 1, d’où,

ν({Y 2α}) ≥ min((m− 1)/2, 2N − 2−m),

et, compte tenu de (II.4), la relation (5) est encore vraie. Les relations (3)
et (2) donnent alors

ν({Y 2α}) ≥ 2N
3
− C(q)

(4N − 3)/3
log((4N − 3)/3)

,

d’où l’on déduit la relation (III.5).

Corollaire III.6. Soit α ∈ K∞. Alors, pour tout réel ε > 0, il existe
une infinité de polynômes Y tels que

ν({Y 2α}) ≥ (2/3− ε) deg Y.

Preuve. Si ε ≥ 2/3, l’énoncé est trivial. On suppose 0 < ε < 2/3. Si
α ∈ K, il existe des polynômes G et H tels que α = G/H et, pour tout
polynôme Z, {(HZ)2α} = 0, d’où,

ν({(HZ)2α}) =∞ > (2/3− ε) deg(HZ).

On suppose que α 6∈ K. Soit Nε un entier tel que

(1) Nε ≥
3
4

exp
(

4C(q)
3ε

)
.

D’après le corollaire III.5, pour tout entier N ≥ Nε, il existe un polynôme
YN tel que

deg YN < N,(2)

ν({Y 2
Nα}) ≥

2N
3
− C(q)

4N/3
log(4N/3)

,

d’où, avec (1),

(3) ν({Y 2
Nα}) ≥ (2/3− ε)N,

puis avec (2),

(4) ν({Y 2
Nα}) ≥ (2/3− ε) deg YN .

Comme α 6∈ K, l’ensemble des polynômes YN vérifiant (3) est infini.
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