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Etant donné un nombre premier impair p, on désigne par n(p) le plus
petit entier strictement positif qui ne soit pas carré modulo p et par r(p)
le plus petit nombre premier qui soit carré modulo p. En 1927 Vinogra-
dov démontrait que n(p) = O(pl/(zel/z)(logp)Q) (cf. [14]), ce résultat étant
amélioré par Burgess qui en 1957 établissait que n(p) = O(p®) pour tout
réel o > 1/(4e'/2) (cf. [2]). Par ailleurs, en 1942, Linnik établissait sous hy-
pothese de Riemann la majoration n(p) = O(p®) pour tout € > 0 (cf. [10]).
Enfin, en 1952, toujours sous hypothese de Riemann, Ankeny établissait
la majoration n(p) = O((logp)?) (cf. [1]). Cette derniére estimation n’est
pas loin d’étre optimale puisque, d’aprés Graham et Ringrose, n(p) =
2(log plogloglogp) (cf. [5]). Notons aussi qu’ en 1950 Nagell démontrait que
r(p) = O(p'/?) (cf. [12]), cette majoration étant améliorée ultérieurement
par Linnik et Vinogradov qui démontraient que r(p) = O(p'/4*¢) (cf. [15]).

Un probleme plus général est celui de la détermination, pour tout entier
k > 1, du plus petit entier b(k) ayant la propriété suivante : pour tout entier
a premier a k, il existe un entier x premier & k dans l'intervalle [1,b(k)]
tel que ax soit carré modulo k. Une forme voisine de ce probleme a été
étudiée par A. Zaharescu. Utilisant les travaux de Burgess sur les sommes
de caracteéres, A. Zaharescu a démontré (cf. [17]), que pour tout nombre réel
e >0,

H(k) < kY4Fe,
la constante impliquée par le symbole < dépendant de ¢, H(k) désignant
le plus petit entier ayant la propriété suivante : pour tout entier a premier
a k, il existe un entier = premier a k dans l'intervalle [—H (k), H (k)] tel que
ax soit carré modulo k. Cette majoration lui permet dans ce méme article
d’obtenir des résultats d’approximation diophantienne. I1 formule aussi la
conjecture

(€) H(k) < k.
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Nous nous proposons d’étudier un probleme analogue pour les polynomes
a coefficients dans un corps fini de caractéristique impaire. Nous démontre-
rons un théoreme dont un corollaire aura pour conséquence une version
polynomiale de la conjecture (C). Soit ¢ une puissance d’un nombre premier
impair. Soit H € F,[T] un polynéme non constant. On désigne par n(H) le
plus petit entier k£ pour lequel existe un polynéme unitaire de degré k de
F, [T qui ne soit pas un carré modulo H, et on désigne par r(H ), resp. ' (H),
le plus petit entier k pour lequel existe un polynome irréductible unitaire
de degré k de Fy[T] qui soit carré, resp. qui ne soit pas carré, modulo H.
On désigne par N(H) le plus petit entier k tel que pour tout polynome
A € F,[T], premier & H, il existe X € F [T, polynéme unitaire de degré k,
premier a H, tel que AX soit carré modulo H. Enfin, on désigne par R(H)
le plus petit entier k£ tel que pour tout polynéme A € F,[T], premier & H,
il existe @ € IF,[T], polynome irréductible unitaire de degré k, premier a H,
tel que AQ soit carré modulo H. De fagon évidente, on a

n(H) < N(H) < R(H), r(H)<R(H), r'(H)<R(H), n(H)<7r'(H).

Dans ce qui suit, on établit une majoration des nombres R(H) d’ou
découle une majoration des nombres N(H). On obtient le

THEOREME 1. Pour tout polynéme H € F,[T] non constant, on a

ow(H)
R(H) < 1—|—2{logq <2w<H>—1degH+ . +2>].

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE. Soit H un polynome de F [T tel que deg H > 2. Alors,

deg H
< - <
ou
4q —1 2q 1 2log 2
C(q) =2log2- + + ( - >
(@) g—1 exp(l)(¢g—1)logg exp(1) logq

De ce fait R(H)/deg H et, a fortiori, N(H)/deg H tend vers 0 lorsque
deg H tend vers +o00. Ce corollaire donne la version polynomiale de la con-
jecture (C).

En modifiant un tout petit peu la démonstration du théoreme 1 dans le
cas ou H est un polynéme irréductible, on obtient le

THEOREME 2. (1) Pour tout polynome irréductible P € F,[T], on a

qg+1 2
R(P) <1+ 2|log ( deg P .
Py <1+ [qu( 8 +q—1+exp(1)10gq)]
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(2) 1l existe un entier §(q) tel que pour tout polynome irréductible P €
F,[T] de degré > 6(q), on ait

R(P) <1+ 2[logq (degP—i— at 1)]
De plus, §(3) =5, 6(5) = 0(7) = 4, §(9) = 3, et 6(q) = 2 pour tout entier
q > 11.

(3) Soit un entier d > 1 tel que q > (d — 1)2. Alors, pour tout polynéme
irréductible P de degré d, on a R(P) =

Lorsque H n’est pas un polynéme irréductible, les nombres n(H), r(H)
ou r'(H) sont d’un moindre intérét. Une démonstration mettant en ceuvre
les idées développées dans la démonstration du théoreme 1 et dans la troi-
sieme partie du théoreme 2 permet d’obtenir une majoration des nombres
r(H) et r'(H) d’ou découle une majoration des nombres n(H). Pour éviter
d’étre répétitifs, nous ne donnerons pas les détails de cette démonstration
qui permet de prouver le

THEOREME 3. Pour tout polynéme H € F,[T] non constant, on a
1
r(H) < 1+2[logq <2degH+ at 1)],
q—

r(H) <1 +2[logq<2degH+ D]

Notons aussi que 0 est le plus petit entier k pour lequel existe un po-
lynéme unitaire de degré k de F,[T] qui soit un carré modulo H.

Dans tous ces énoncés, ainsi que dans ce qui suit, [y] dénote la partie
entiere d’'un nombre réel y.

Dans une derniere partie, en adaptant au cas non archimédien les idées
développées dans [17], on appliquera les résultats obtenus & un probleme
d’approximation diophantienne dans un corps de séries formelles & coeffi-
cients dans le corps fini F,.

I. Préliminaires. On note M I’ensemble des polyndémes unitaires de
F,[T]. On désigne par I, respectivement par I;, I’ensemble des polynémes
irréductibles unitaires de F,[T], respectivement ’ensemble des polyndmes
irréductibles unitaires de degré d de Fy[T], et par II; le nombre d’éléments
de I’ensemble I;. Pour tout entier k > 1, on désigne par Yy le caractere
quadratique du groupe multiplicatif du corps Fx. De fagon habituelle, on
prolonge ce caractere en 0 en posant x;(0) = 0. Si P € Fy[T] est un po-
lynoéme irréductible et si A est un polynome non divisible par P, le symbole
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de Legendre (%) est défini par

é 1 si A est un carré mod P,
P) | -1 siAn’est pas carré mod P.

Le symbole de Jacobi étend le symbole de Legendre a tout couple (A, H) de
polynoémes premiers entre eux. On pose, pour A et H polynémes premiers

entre eux,
A A\
() -IL(3)
Pel

P|H

vp(H) désignant la valuation P-adique du polynéme H. D’autre part, on
prolonge aussi ce symbole a tout couple (A, H) de polynémes non premiers
entre eux en posant dans ce cas (%) =0.

On désignera par w(H) le nombre de facteurs irréductibles unitaires di-
stincts du polynéme H.

ProrosIiTiION I.1. On a
(1.1) ¢" = d,
d|n

(1.2) q" — Ll ¢"* <nll, < q".
-

Preuve. La relation (I.2) est une conséquence immédiate de la relation
(I.1). La relation (I.1) est donnée par le corollaire 3.21 de [9, p. 84].

ProrosITION 1.2. Pour tout polynome H de degré > 2, on a

4q —1 deg H
q—1 )log,(degH)

(L.3) w(H) < <

Preuve. Soit H un polynéme tel que deg H > 2. Alors,

deg H ( deg P >
wH) - ——m— < l-——FF——+ ] < 1.
(H) log,(deg H) — PZE:H log,(deg H) ) — Pz:eﬂ
P|H P|H

deg P<log,(deg H)

Si deg H < g, cette derniere somme est vide, d’ou la majoration (I.3). Sup-
posons deg H > ¢. Alors,

log (deg H

deg H [log, (deg H)]

H)— ——82__ < ;
W) = g (deg 1) ; 7
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d’ou, avec (1.2),

log,(deg H .

deg I [log, (deg H)] &
oy~ B
log, (deg H) = J

Le lemme 7.1 de [4] nous donne alors,

deg H 3q1+[10gq(deg H)]

w(H) — .
H) = fog, (deg ) = 3(g — 1)[log, (dog 1]
Si deg H > ¢,
deg H 3qdeg H 4q -1 deg H
w(H) < = .
log,(deg H) ~ (g —1)log,(deg H) q—1 )log,(deg H)
Si deg H < ¢,
w(H)log,(deg H) 4q — 1
<1 H 2 < .
degH —_ qu <deg ) < — q _ 1

PROPOSITION 1.3. Soient X et Y deux polynomes unitaires de Fy [T
premiers entre euz. Alors,

X Y
1.4 Z ) =) = (—1)(a—1) deg(X) deg(Y)/2
(14) (YXX><>

Preuve. L’égalité (1.4) est une conséquence des propriétés des symboles
locaux, [13, chap. 14]. Une démonstration plus élémentaire est donnée dans
[6, chap. 5] pour des couples de polynémes irréductibles unitaires distincts.
Le cas général s’en déduit par multiplicativité.

ProproSITION 1.4. Soit D un polynome non constant sans facteur carré.

Alors,

(15) |3 (D) < (deg D = 1)g.

aE]Fqk

Preuve. Ce résultat est établi dans [16, Appendice 5]. Par ailleurs, il est
démontré dans le cas olt F r est le corps premier dans [8, th. 1.4.1.1].

II. Démonstration des théorémes 1 et 2

NoTATION II.1. Soient H un polynéme unitaire non constant, A un
polynéme premier a H et k un entier strictement positif. On désigne par
7(H, k) le nombre de facteurs irréductibles unitaires de degré k de H et par
II(H, A, k) le nombre de polynomes irréductibles unitaires P de degré k ne
divisant pas H et tels que AP soit carré modulo H.
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ProposITION I1.2. Soient H un polynéme unitaire non constant de
F,[T] et un entier k > 0. Pour tout polynome A premier a H on a

k
(IL1) |II(H, A k) - %QW(H)‘

4 —w(H)
< deg H + + 2 + H. k).
-k <2 ©8 q—1 ) QT( k)

Preuve. Soit K un polyndéme unitaire. Soit

(1) H=]] P

Pel

P|K
Alors, H est sans facteur carré. Soit Y un polynoéme. Alors, Y est premier
a K si et seulement s’il est premier a H. Soit Y un polyndéme premier & H.
D’apres le théoreme de Hensel et le théoreme des restes chinois, Y est carré
modulo K si et seulement si il est carré modulo H. Par suite,

II(K,Ak)=1I(H,A k).
De fagon évidente,
T(H, k) =7(K,k), w(H)=w(K), degH <degKkK.

11 suffit donc d’établir la proposition dans le cas ou H est sans facteur carré,
ce que nous supposerons désormais.

Soit Y un polynéme premier & H. Alors AY est carré modulo H si et
seulement si pour tout polynome irréductible P divisant H, (A—Y) = 1. Par

P
suite,
AQ
H = 7w(H) v
(H, A, k) > o2 [T+ 5
QEl Pel
(Q.H)=1 P|H
AQ
e 7w(H) v
> e Y (42)
QEl DeM
(Q,H):l D|H

soit, apres inversion de ’ordre des sommations,

@) 2°”(H)H(H,A,k):(Hk—T(H,k))+Z(%) 3 (%).

DeM Qely,
D|H (Q,H)=1
D#1

Posons, pour tout diviseur unitaire D de H,

(3) ep = (—1)Fla—Ddea(D)/2,
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Alors, avec (1.4),

2°DIT(H, A k) = (I, — T(H,k)) + Y sD(%> > <g)

DeM Qely,
D|H _
4 (QH)=1
d’ou
(4) 2 IT(H, A k) = (IT, — 7(H, k) + 0% — O
avec
A D
(5) =Y 5D<5) 3 (a),
DeM QeEly
D|H (Q,D)=1
D#1
A D
© =3 a(5) ¥ (g)
DeM QEly
D|H (Q,D)=1
D#1 QlH

Si H n’admet pas de facteur irréductible de degré k, on a 0, = 0. Sinon,

O < >0 >0 1= (@R ),

Q€l, DeM QEly
QIH DQ|H QIH
D#1
(7) 0] < T(H, k)20~ - 1),

cette relation restant valable si 7(H, k) = 0.
Notons Eg4 'ensemble des ¢léments a € Fgx qui sont de degré d sur le
corps IFy et posons, pour d divisant &,

(8) T(d,D) = Y xx(D(a)).
a€Ey

Posons aussi

(9) S(k, D)= > xx(D(a)).
ae]Fq,yC

Tout a € Eg4 est racine d’un polynome irréductible @ € I; qui a exactement
d racines distinctes dans E;. Par suite,

(10) IT(d, D)| < dll,.
D’autre part, si @ € [, toute racine a de ) appartient au sous-ensemble

Eg, et vérifie I’égalité
D
Xk D(a)) = <—),
(D(a)) )
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d’ot, avec (5) et (8),

kow= Y ep (%)T(l{:,D),

DeM
D|H
D#1

puis, avec (9) et (10),

kok— Y ep (%)S(k,D)' < (M —1)> " dl,.

DeM dlk
DIH d#k
D+#1

Avec (I.1), (I.2) et (1.5), il vient
kol < 3 (deg D= 1)g + (2200 — 1)Lt

1
DeM
D|H
D#1
k/2 (H) q"/?
DeM
D|H
D#1
soit,
ow(H) 1
(11) \koy| < ¢*/? <2W(H> 1degH+ : —1>
J— q u—

Avec (4), (7), (11) et & nouveau (I.1) et (1.2) on a

ow(H)
k2 IT(H, A k) — ¢°| < ¢*/? (2w<H> Vdeg H + T+ 1)
q—

+ kr(H, k)2«H)~1,

COROLLAIRE I1.3. Soit H un polynéme unitaire non constant de F,[T).
Alors,

ow(H)
(IL.2) R(H)<1+2 {logq <2W<H> Vdeg H ToTT T 2)] :
Preuve. Soit k un entier tel que
w(H)
(1) q*/? > owH)- 1degH—i— 3 + 2.

Soit A un polynéme premier & H. La relatlon (I1.1) jointe a la majoration
triviale
deg H

H k)<
T( ’k“)— kf Y
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nous donne

ow(H)
k29U IT(H, A, k)—q¢*| < 22U~ deg H4-¢*/? (2W<H>—1 deg H+ o +1),
d’ott

k2D IT(H, A, k)q*/?

w(H)
> k2 g R/290(H) 1 qoo [ <2w(H)—1 deg H + 2 : n 1>.
q—
La condition (1) vérifiée par k est suffisante pour que
k2« [T(H, A, k) > 0.
Par suite,
2) R(H) < k,

pour tout entier k vérifiant (1).

CoOROLLAIRE I1.4. Soit H un polynome de F,[T| tel que degH > 2.
Alors,

deg H
. < loo(deo H)
(I1.3) RH) < €@ o eg iy
ou
4g — 1 2q L ( QIOgQ)
IL4) C(q)=2log?2- + + L= '
(IL4) C(q) 82 -1 T exp()(g—1Dlogq ' exp(l) log ¢

Preuve. Avec (I1.2) et (1.3).
COROLLAIRE IL.5. (1) Soit P un polynéme irréductible de F,[T]. Alors,

qg+1 2
. < '
(IL.5) R(P) <1 +2[10gq (degP+ g—1 * exp(l)logQH

(2) Il existe un entier §(q) tel que pour tout polynéme irréductible P €
F,[T| de degré > 6(q), on ait
+1
(IL6) R(P)<1+2 [logq (degP + Z——l)] .
De plus, §(3) =5, 6(5) = d(7) =4, 6(9) = 3, et (q) = 2 pour tout entier
q > 11.

Preuve. Soient P un polynome irréductible de F,[T] et A un polynéme
premier a P. Soit un entier £ > 1. On a 7(P, k) < 1, d’ou, avec (II.1),

2kII(P, A, E)g /2% > ¢*/? — deg P — Zi_—i — kq */?

g+1 2

> ¢"/? —deg P — — .
=1 BT exp(l)logg
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On a donc N(P) < k pour tout entier k tel que
qg+1 2
g—1 exp(l)logq

Soit maintenant un entier k appartenant a lintervalle [1,deg P[. Alors,
7(P, k) =0, d’ou, avec (IL.1),

q“? > deg P +

1
k22D [1(P, A, k)qg %2 > ¢*/% — deg P — q+—1.
q —
On a donc R(P) < k pour tout entier k tel que
q+1
qg—1
Ces deux dernieres conditions peuvent étre réalisées simultanément si

1<k<degP et ¢"?>degP+

1\2
(1) qdegP > q(degP—i— Zt—1> .
On a donc

1
R(P)<1+2 {logq (degP + Zf—lﬂ

pour tout polynéme irréductible P dont le degré vérifie la condition (1). Si
g > 11, (1) est réalisée des que deg P > 2. Si ¢ =9, (1) est réalisée dés que
degP>3.Sig=5o0usi¢g=7, (1) est réalisée des que deg P > 4. Enfin, si
q =3, (1) est réalisée des que deg P > 5.

La premiere partie du corollaire I1.5 appliquée a un polynoéme irréductible
P de degré 1 donne R(P) < 3. En fait, dans ce cas, on peut déterminer R(P).

PROPOSITION I1.6. Soit P un polynéme irréductible de degré 1. Alors,
R(P)=1.

Preuve. Supposons que P = aT + b avec a € F et b € F,. Le groupe
multiplicatif Fj contient des éléments carrés et des éléments non carrés.
Soient u un carré de F; et v € F; un élément non carré. Le polynome
Qu =T+u+b/a est carré modulo P et le polynome Q, =T +v+b/a n’est
pas carré modulo P.

Soit P un polynome irréductible de degré 2. La premieére partie du corol-
laire I1.5 nous donne R(P) < 2 et la deuxieme partie de ce corollaire nous
donne R(P) = 1 pour ¢ > 11. On peut se demander quelle est la valeur
exacte de R(P) pour les petites valeurs de g. Dans ce qui suit on montre
qu’en fait, R(P) = 1.

PROPOSITION IL.7. Soit un entier d > 1 tel que q¢ > (d—1)2. Alors, pour
tout polynome irréductible P de degré d, on a R(P) = 1.

Preuve. Compte tenu de la proposition précédente il suffit de faire la
démonstration dans le cas ou d > 2. Soit P un polynome irréductible de
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degré d. Supposons la fonction @) — (%) constante sur I’ensemble des po-
lynémes @ € I;. D’apres la loi de réciprocité quadratique (1.4), la fone-

tion @ — (g) est constante sur I’ensemble des polynémes @) € I;. Soit

o € {+1, —1} la valeur prise par cette fonction. Alors,

0)
A = 0¢g,
e
ou encore
S xa(P(a) = og,

a€Fy
d’ott, avec (L5), ¢ < (deg P — 1)¢'/?, c’est-a-dire, ¢*/? < d — 1.

REMARQUES I1.8. Soient H un polynoéme unitaire non constant, A un
polynome premier a H et k un entier strictement positif. Désignons par
v(H, A, k) le nombre de polynémes Y de degré k ne divisant pas H et tels
que AY soit carré modulo H. Les arguments utilisés dans la démonstration
de la proposition I1.2 nous donnent

22y (H A k)= Y 1+Z(%> > (%)

YeM DeM YeM
deg Y=k D\H deg Y=k
(QH)=1  D#l (Q.H)=1

Pour majorer la derniere somme de caracteres on peut établir un analogue
polynomial au théoreme de Burgess (cf. [3]), d’ott 'on peut déduire la ma-
joration N(H) < |H|"/**¢ la constante impliquée par le symbole < ne
dépendant que de ¢ et de ¢.

Cette majoration est nettement moins bonne que la majoration de R(H)
obtenue ci-dessus. L’auteur n’a pas réussi a obtenir directement une majo-
ration de N(H) aussi bonne que celle obtenue a partir de la majoration
de R(H).

ITII. Un probléeme d’approximation diophantienne. Posons A =
F,[T], K =TF4(T) et notons K., le complété de K pour la valuation & I'infini
v définie sur K par v(0) = +oo, v(G/H) = deg H — deg G si G et H sont
des éléments non nuls de A. Notons encore v 'unique prolongement de la
valuation v au complété K. Le corps Ky, s’identifie au corps Fy((T1))
des séries de Laurent en 7~!. On désigne par p I'idéal de valuation de K.
Tout z € K, s’écrit de fagon unique comme somme

(IIL.1) v =zl +{z}, [z]€A {z}ep,

ou [z] est la partie polynomiale de x et {x} la partie fractionnaire de z. (On

3

a déja utilisé et on utilisera encore dans ce paragraphe la notation [y] pour
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désigner la partie entiere d’un nombre réel y, mais il y a peu de risque de
confusion.)

Tout élément x € K, peut étre approché par des fractions rationnelles.
On appelle fraction de Farey a l'ordre k toute fraction rationnelle G/H
telle que deg H < k, deg G < deg H, pged(H,G) = 1. On désigne par Fy,
Pensemble des fractions de Farey & l'ordre k. Si G/H € Fj, on appelle arc
de Farey de centre G/H ’ensemble

(I11.2) Ugu ={zcp|v(t—G/H) >k +degH}.
ProposSITION II1.1. Lorsque G/H décrit l’ensemble des fractions de Fa-
rey a l'ordre k, les arcs de Farey Ug g forment une partition de p.
Preuve. C’est le théoréme 4.3 de [7].

Nous pouvons maintenant prouver un analogue polynomial au lemme 3

de [17].

ProposITION II1.2. Soient Hi et Hy des polynomes premiers entre eut.
Pour tout entier k > 0, il existe un polynome Y et des polynomes X1 et Xo
tels que

(i) Y? = X1H, + XoHs,

(ii) degY <k,

(iii) deg X7 < max(2k — deg Hy, N(H;) + deg Hy + deg Hy — 2k — 2),
(iv) deg Xo < N(H;) +2deg H; — 2k — 2.

Preuve. D’apres la définition du nombre N (H;), il existe un polynéme
Q premier & Hy, de degré N (H;) tel que @ Hs soit un carré modulo Hy. Soit
alors U un polynome tel que

(1) QH, = U? mod H;.
Le polynéme U est inversible modulo H;. Soit V' I'unique polynoéme tel que
(2) UV =1mod Hy, degV < degH;.

D’apres la proposition précédente, il existe une fraction de Farey G/Y a
I'ordre k telle que V/H; appartienne a l'arc de Farey Ug,y. On a donc

vV G
I/(E—?> >degY +k,

d’ou

()

Soit R 'unique polynome tel que

(4) VY = Rmod Hy, degR < degH;.
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D’apres (3),
(5) deg R < deg Hy — k.
Avec (1), (2) et (4), on a

Y2 = QH2R2 mod Hj.

Posons

(6) X, = QR
Alors, il existe un polyndéme X; tel que

(7) Y? = XoHy + X1 Hy.

La majoration (iv) se déduit de (5) et (6). Si 2degY > deg(X2Hs), on a
deg(X1Hy)=2degY <2k, d’ou la majoration (iii). Si 2deg Y <deg(X3H>),
on a deg(X1Hy) < deg(X2H3) < N(Hy) + 2deg Hy + deg Hy — 2k — 2, d’ou
la majoration (iii).

COROLLAIRE II1.3. Soient Hy et Ho des polyndomes premiers entre eux
et tels que deg Hy < deg Ho. Pour tout entier n > 0, il existe un polynéme
Y et des polynomes X, et Xo tels que

(i) Y? = X\ Hy + XoHy,

(ii) degY <n,

N(H,) , deg Hy
2 2

(iii) degX; gmax< ,N(H1)+degH1+degH2—2n>,
1=1,2.
Preuve. La proposition précédente ot ’'on prend
N(Hl) degH1 degH2
k=
[ 4 + 2 + 4

nous donne l'existence de polynomes Y, X; et X, vérifiant (i) et tels que

degY <k,
N(H H
deg X; < min( (2 ) + deg2 2,N(fh) + deg Hy + deg H> —2k>.

Soit un entier n > 0. Si n > k, les polyndémes Y, X1, X5 ci-dessus répondent
aux conditions du corollaire. Si n < k, la proposition I11.2 donne ’existence
de polynomes Y, X; et X5 répondant aux conditions du corollaire.

Les propositions suivantes nécessitent quelques rappels concernant les
développements en fractions continuées dans le corps K. Nous nous réfé-
rons ici au chapitre 4 de [11]. Tout élément = € K, admet un développement
fini ou infini en fraction continuée, le développement étant fini si et seulement
si z € K. Ce développement est donné par la suite finie ou infinie (4,,)
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d’éléments de A et la suite finie ou infinie (x,,) d’éléments de K, déterminées
par la condition initiale
To =@, AO - [x]7

et la relation de récurrence :

. 1
Siwn # Ay, Tpy1 = P Ang1 = [Tnya],
n - n

le procédé s’arrétant si x,, = A,. La suite des réduites de x est la suite des
fractions rationnelles (P, /Q,) ou P, et @Q,, sont les polynémes déterminés
par les conditions initiales :

Py=A4,, Qo=1, Pi=1+4+ 404, Q1 =4,
et les relations de récurrence :
PnJrl :An+1Pn+Pnflv QnJrl :An+1Qn+Qn717

si celles-ci ont un sens. Pour tout n, les polynémes P, et ),, sont premiers
entre eux. Les suites (deg P,,) et (deg@,,) sont strictement croissantes. De
plus

P, P,

(I11.3) V(Q J: - Q_) = deg Qp41 + deg @y,
P,

(I11.4) V<x - Q_> =degQni+1 +deg Q.

ProposITION II1.4. Soit o € Ko,. Soient G1/Hy et Go/Hy deuz ré-
duites successives du développement en fraction continuée de a. Alors, il
existe un polynome Y de degré

N(Hl) degH1 degH2
k=
[ 4 + 2 + 4

tel que
v({Y?a}) > L deg Hy — 1N (H).

Preuwve. Avec (II1.3) et (I11.4), on a

(1) v({Hia}) = deg Hy,  v({Hza}) > deg Hy.
Soit
(2) k= [L(2deg Hy + deg Ha + N(H)))].

D’apres la proposition précédente, il existe un polynéme Y et des polynoémes
X1 et X5 tels que

(3) Y? = X1Hy + X,H,,
(4) degY <k,
(5) degX; < jdegHa+ 5N (H1), degXs < jdegHs+ 3N (Hy).
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D’apres (1) et (5), pour i = 1,2,
v({H;a}X;) > %deg H, — %N(Hl),
d’ou
v({X;H;a}) = v({{H;a}X;}) > + deg Hy — AN (Hy).
Avec (3), il vient v({Y?2a}) > 1 deg Hy — 2 N(Hy).
COROLLAIRE IIL.5. Soit o un élément non rationnel de Ko,. Alors,

pour tout entier N > 0 il existe un polynome non nul Y tel que degy < N
et tel que

2N AN/3
L5 Yia}) > T — C(q) —tr
(5) U{Ya)) = 3 - 0
C(q) étant la constante définie par la relation (11.4).
Preuve. Si o N/3
— —C(g) —————==<0
3~ W igan =

I'inégalité (II1.5) est trivialement vérifiée pour tout polynéme Y. Nous sup-
poserons

2N 4N/3
(1) ?—C(Q)m>0,
ce qui implique, compte tenu de (I1.4) que
(2) 4C(q)N > 31log(4N/3).
Soit
3) m = [(4N — 3)/3].

Soient G1/Hy et G2/ Hs les deux réduites successives du développement en
fraction continuée de « telles que Hy est le premier dénominateur de degré
> m. On a donc

(4) deg H; < m < deg H».

D’apres le corollaire II1.3, il existe des polynomes Y, X; et X tels que
(i) Y? = X\ H, + X, Hy,

(ii) degY < N —1,

N(H1)+degH2
2 2

(i) degX; < max( ,N(H1)+degH1+degH2—2N+2>.

On en déduit que
v({H;a}X;) > min(} deg H, — $N(H1),2N — 2 — N(H;) — deg H),
d’ou
v({Y2a}) > min(3 deg Hy — SN(H,),2N — 2 — N(H;) — deg H,).
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Supposons deg H; > 2. Alors, d’apres le corollaire 11.4,

v({Y?a})

(1 1 deg H; deg H,
> mm<2 eg Hz2—5 (q) log(deg Hy)’ (@) log(deg H1) o 1)7
d’ot, avec (4),
11 m m
Y2 > mi m —— — 2N —1-— - :
(5) v({{Y<a}) > m1n< 5 13 QO(q) logm’ ) logm m>

Si deg Hy; = 1, d’apres la proposition I11.5, N(H;) = 1, d’ou,
v({Y?a}) > min((m —1)/2,2N — 2 —m),
et, compte tenu de (II.4), la relation (5) est encore vraie. Les relations (3)
et (2) donnent alors
2N 4N —3)/3
v({Y?a)) 2 B - Clo)
d’ott 'on déduit la relation (III1.5).

COROLLAIRE IIL.6. Soit a € Ko,. Alors, pour tout réel € > 0, il existe

une infinité de polynomes Y tels que
v({Y?a}) > (2/3 —¢)degY.

Preuve. Si e > 2/3, ’"énoncé est trivial. On suppose 0 < ¢ < 2/3. Si
a € K| il existe des polynomes G et H tels que o« = G/H et, pour tout
polynéme Z, {(HZ)?*a} =0, d’ou,

v({(HZ)*a}) = 00 > (2/3 — &) deg(H Z).
On suppose que « ¢ K. Soit N. un entier tel que
3 AC(q)

1 N, > - — .
1) = S (2,

D’apres le corollaire II1.5, pour tout entier N > N, il existe un polynoéme
Yy tel que

(2) degYn < N,
WD) > 5 - 0 ks
d’ou, avec (1),
(3) v({Yya}) > (2/3 )N,
puis avec (2),
(4) v({Y2a}) > (2/3 —¢)deg Y.

Comme «a ¢ K, ’ensemble des polynoémes Yy vérifiant (3) est infini.
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