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1. Introduction. Soit a un entier naturel non nul. On considère le
polynôme Pa(x) = x3 − ax2 − x − 1. Il est connu (voir par exemple [A00])
que Pa(x) a une racine réelle β > 1 et deux racines α et α complexes et
conjuguées de module inférieur strictement à 1. Au polynôme Pa, on peut
associer un ensemble Ea ⊂ C défini par

Ea =
{ ∞∑

i=2

εiα
i
∣
∣
∣ ∀i ≥ 2, εi = 0, 1, . . . , a, εiεi−1εi−2 <lex a11,

ε3ε2 <lex a1, ε2 < a
}

où <lex est l’ordre lexicographique.
Le plus connu des ensembles Ea est l’ensemble E1 (fractal de Rauzy). Il a

été introduit par G. Rauzy [R82] dans le but de donner une représentation
géométrique du système dynamique symbolique associé à la substitution σ
définie par

σ(1) = 12, σ(2) = 13, σ(3) = 1.

Le fractal de Rauzy (fig. 1) a plusieurs propriétés (voir [M98]) : c’est un
compact de C, connexe, à frontière fractale et à intérieur simplement connexe
et il induit un pavage périodique de C modulo Z+Zα (fig. 2). Il est partagé
en trois régions similaires qui induisent un autre pavage non périodique
et auto-similaire du plan complexe. Ces régions sont : αE , α3 + α2E et
α3 + α4 + α3E .

Le fractal de Rauzy a fait l’objet de plusieures études (voir [R82], [AI1],
[IK91], [A00], [M00], [S93]) et peut être relié à différents problèmes :

• Système de numération complexe [M98], [M00].
• Représentation géométrique des systèmes dynamiques symboliques

[R82], [IK91], [M98], [S93], [AR91], [AI1], [CS0].
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• Méthode de Dekking pour la construction d’objets fractals [D82],
[IK91].

• Fractions continues de dimension deux [HM04].
• Pavages quasi-périodiques du plan [IK91], [A00].
• Partitions de Markov pour les automorphismes hyperboliques du tore

T
3 [M98], [P99].

La frontière du fractal de Rauzy E1 a été étudiée par S. Ito et M. Kimura
[IK91]. Ils ont montré que c’est une courbe de Jordan engendrée par la
méthode de Dekking (voir [D82]) pour la construction d’objets fractals. Dans
ce papier, en liant la frontière de Ea, a ≥ 2, aux nombres complexes qui ont
plusieurs développements en base α avec des chiffres dans {0, 1, . . . , a} et
satisfaisant une propriété markovienne, nous construisons un automate fini
qui engendre cette frontière. Cela nous permet de paramétriser la frontière
de Ea, de calculer sa dimension de Hausdorff et de montrer que c’est un
quasi-cercle. Ces résultats constituent une généralisation du cas E1 qui a été
étudié dans [M98] et [M00].
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2. Notations et définitions. Notons N l’ensemble des suites (an)n∈Z

appartenant à {0, 1, . . . , a}Z telles qu’il existe un entier k ∈ Z tel que pour
tout entier n < k, an = 0, et pour tout n ≥ k + 2, anan−1an−2 <lex a11,
ak+1ak <lex a1 et ak < a. Nous parlerons indifféremment d’une suite (an)n∈Z

appartenant à N telle que an = 0 pour tout n < k et de la suite (an)n≥k.

Soit (an)n≥k un élément de N . Supposons qu’il existe p ∈ Z tel que pour
tout n > p, an = 0. Cette suite sera notée (an)k≤n≤p et l’ensemble de telles
suites, Nf .

Un automate fini est la donnée de (S,A,C) où A est un ensemble fini
(alphabet), S l’ensemble des états, et C un sous-ensemble de S × S ×A.

On ajoute souvent à l’automate un ensemble I d’états initiaux et un
ensemble F d’états finaux. Dans cet article, on aura besoin seulement de
l’ensemble I. On dit qu’une suite (an)n≥0 est reconnaissable par l’automate
(S,A,C) s’il existe une suite (sn)n≥0 ∈ SN telle que (si−1, si, ai) ∈ C pour
tout i ≥ 1.
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Soient z ∈ C et A ⊂ C. Nous posons A + z = {x + z | x ∈ A} et
zA = {zx | x ∈ A}. Nous notons int(A) l’intérieur de A, et Fr(A) la frontière
de A.

3. Caractérisation et propriétés de la frontière de Ea

3.1. Lien avec les substitutions et les systèmes dynamiques. Soient A =
{1, 2, 3} et A∗ l’ensemble des mots finis sur A. Soit σ (substitution) l’applica-
tion de A à A∗ définie par :

σ(1) = 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

a

2, σ(2) = 13, σ(3) = 1.

Nous étendons σ à AN par concaténation, c’est-à-dire : σ(a0 . . . an . . .) =
σ(a0) . . . σ(an) . . . . Nous pouvons montrer que σ a un unique point fixe,
c’est-à-dire il existe u ∈ AN tel que σ(u) = u. Le système dynamique
associé à σ est le couple (Ω,S) où S est la fonction décalage définie sur
AN par S(a0 . . . an . . .) = a1 . . . an . . . , et Ω est l’adhérence (par rapport
à la topologie produit des topologies discrètes sur A) de l’orbite du point
fixe u par le décalage S. Ce système dynamique a plusieures propriétés.
En particulier, il possède une unique mesure invariante par S. Pour plus
d’informations sur les substitutions et les systèmes dynamiques associés,
voir [Q87] et [P2].

Il est connu ([R82], [AI1]) que Ω est métriquement isomorphe à un
échange de 3 régions sur un ensemble compact de C. En particulier il existe
une application continue f : Ω → C tel que f(Ω) = Ea. En plus, l’ensemble
des points où f n’est pas injective est de mesure nulle et il correspond à la
frontière de Ea.

Dans la suite, nous noterons Ea par E .

L’ensemble E a plusieurs propriétés. Il est compact, connexe ([R82],
[A00]) et son intérieur est simplement connexe ([M2]) et il induit un pavage
périodique de C modulo Z + Zα, c’est-à-dire

C =
⋃

p,q∈Z

(E + p+ qα),

et pour tous p, q, r, s ∈ Z, int(E + p + qα) ∩ (E + r + sα) 6= ∅ implique que
p = r et q = s ([AI1]).

Remarque 3.1. Il est connu ([R82], [IK91]) que Fr(E) est de mesure
nulle. De plus,

Fr(E) = E ∩ ((E +α)∪ (E +1)∪ (E +1+α)∪ (E −α)∪ (E − 1)∪ (E − 1−α)),

et

E ∩ (E + p+ qα) 6= ∅ ⇔ p+ qα ∈ {0,±1,±α,±(1 + α)}.(1)
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3.2. Lien avec les développements impropres en base α. Comme le mo-
dule de α est inférieur à 1 et 0 est contenu dans l’intérieur de E (cf. [R82]),
pour tout nombre complexe z, il existe un entier k tel que αkz ∈ E . Par
conséquent tout nombre complexe z s’écrit en base α comme

z =
∞∑

i=l

εiα
i, où l ∈ Z et (εi)i≥l ∈ N .

La suite (εi)i≥l est appelée un α-développement de z. En vertu de la re-
marque 3.1, un point de la frontière de E a au moins deux α-développements.
Ces nombres complexes sont caractérisés dans le théorème suivant.

Théorème 1. Il existe un automate fini B tel que pour tous (ai)i≥l et

(bi)i≥l deux éléments distincts de N ,
∑∞

i=l aiα
i =

∑∞
i=l biα

i si et seulement

si la suite ((ai, bi))i≥l est reconnaissable par l’automate B.

Ce théorème a été démontrée par Thurston [T90] pour une large classe
de nombres α. Néanmoins sa méthode ne donne pas explicitement les états
de l’automate. Ici nous nous proposons de donner ces états.

Pour la preuve nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 1. Soient x =
∑∞

i=l aiα
i et y =

∑∞
i=l biα

i où l ∈ Z et les

suites (ai)i≥l et (bi)i≥l appartiennent à N . Alors x = y si et seulement si

pour tout k ≥ l, nous avons α−k+2
∑k

i=l(ai − bi)α
i ∈ S où

S = {0,±α,±α2,±(α+ α2),±(1 + (a− 1)α2),±(1 + aα2),

±(1 + α+ (a− 1)α2)}.

Preuve. Voir annexe.

Preuve du théorème 1. Soient x =
∑∞

i=l aiα
i et y =

∑∞
i=l biα

i. Sup-

posons que x = y et posons Ak = α−k+2
∑k

i=l(ai − bi)α
i pour k ≥ l. Donc

(1) Ak+1 =
Ak

α
+ (ak+1 − bk+1)α

2.

Soit s le plus petit entier tel que as 6= bs. Donc Ai = 0 pour tout i ∈
{l, . . . , s − 1}. Supposons que as > bs et que t = as − bs. Alors As = tα2.
En vertu de la proposition 1, nous avons t = 1. Compte tenu de (1) et de la
remarque 3.1, nous obtenons

As+1 = tα+ (as+1 − bs+1)α
2 =

{
α+ α2 si as+1 − bs+1 = 1,

α si as+1 = bs+1.

Nous construisons un automate B dont les états sont les éléments de S.
Soient V et W deux éléments de S. Nous mettons une flèche étiquetée par
(x, y), où x, y ∈ {0, 1, . . . , a}, et allant de V à W si et seulement si W =
V/α + (x − y)α2. Nous prenons 0 pour état initial de l’automate B. C’est
l’état où les deux α-développements ne sont pas encore distincts.
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Diag. 1

L’état initial est donc lié à l’état α2 par a flèches, chacune étiquetée par
(ε1, ε1 − 1), où ε1 = 1, . . . , a. L’état α2 est lié à l’état α + α2 par a flèches,
chacune étiquetée par (ε2, ε2 − 1), où ε2 = 1, . . . , a, et à l’état α par a + 1
flèches, chacune étiquetée par (ε3, ε3), où ε3 = 0, 1, . . . , a. Comme l’ensemble
des états S est fini, nous obtenons un automate fini (diag. 1) (pour tous les
états, voir annexe).

3.2.1. Nombres complexes triples. Un nombre complexe est dit triple s’il
a trois α-développements différents.
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Diag. 2. Automate C (A = α2, B = α, C = 1 + (a − 1)α2, D = 1 + α + (a − 1)α2, E = 1 + aα2, F = α + α2)
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Soient x =
∑∞

i=l aiα
i, y =

∑∞
i=l biα

i et z =
∑∞

i=l ciα
i. Supposons que

x = y = z. Pour tout entier k ≥ l, posons Ak = α−k+2
∑k

i=l(ai − bi)α
i,

Bk = α−k+2
∑k

i=l(bi − ci)α
i, Ck = α−k+2

∑k
i=l(ci − ai)α

i et Sk = (Ak, Bk).
En vertu de la démonstration du théorème 1, Sk ∈ S × S pour tout k ≥ l.

Nous définissons un automate C dont les états sont les Sk. Deux états
Sk et Sk+1 sont liés par des flèches étiquetées par (ak+1, bk+1, ck+1). Nous
prenons pour état initial du graphe l’état (0, 0). Soit t le plus petit entier
supérieur à l tel que (at, bt, ct) 6= (at, at, at). Pour simplifier l’automate,
nous pouvons toujours supposer que (at, bt, ct) = (x, x, x − 1), x = 1, . . . , a
ou (y, y, y+ 1), y = 0, . . . , a− 1 et qu’il existe un entier k > l tel que ak = z
et bk = z − 1, z ∈ {1, . . . , a} et pour tout i ∈ {l, . . . , k − 1}, ai = bi.

Supposons que (at, bt, ct) = (x, x, x − 1) ; alors St = (0, α2). Donc, en
utilisant la relation de récurrence liant St à St+1, nous obtenons

St+1 =







(0, α+ α2) si (at+1, bt+1, ct+1) = (z + 1, z + 1, z),

z = 0, . . . , a− 1,

(0, α) si at+1 = bt+1 = ct+1,

(α2, α) si (at+1, bt+1, ct+1) = (w,w − 1, w − 1),

w = 1, . . . , a,

(−α2, α+ α2) si (at+1, bt+1, ct+1) = (r, r + 1, r),

r = 0, . . . , a− 1.

Nous enlevons les états St+1 = (−α2, α + α2) et (α2, α) car sinon, dans ce
cas (at+1, bt+1, ct+1) ne satisfait pas l’hypothèse ci-dessus.

En étudiant tous les cas, nous obtenons un automate C (voir diag. 2) et
nous avons le théorème suivant :

Théorème 2. Soient (ai)i≥l, (bi)i≥l et (ci)i≥l trois éléments distincts

de N . Alors
∞∑

i=l

aiα
i =

∞∑

i=l

biα
i =

∞∑

i=l

ciα
i

si et seulement si la suite ((ai, bi, ci))i≥l est reconnaissable par l’automate C
(quitte à permuter les suites (ai)i≥l, (bi)i≥l et (ci)i≥l).

Remarque 3.2. L’automate C est constitué d’une partie centrale qui
cöıncide avec l’automate B (automate des nombres complexes doubles) et
de deux cycles. Par conséquent, si x =

∑∞
i=l aiα

i est triple alors la suite
(ai)i≥l est ultimement périodique de période (a − 1)0a ou 1a0. Nous en
déduisons que l’ensemble des nombres complexes triples est dénombrable et
dense dans C.

Proposition 2. Un nombre complexe a au plus trois α-développements.
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Preuve. Soit x un nombre complexe ayant au moins quatre α-développe-
ments différents qui sont (ai)i≥l, (bi)i≥l, (ci)i≥l et (di)i≥l. Les quatres suites
sont ultimement périodiques de même période : (a−1)0a ou bien 1a0. D’où,
deux de ces suites cöıncident à partir d’un certain rang. Supposons qu’il
existe un entier naturel s tel que ai = bi pour tout i ≥ s+ 1. Alors

x−
∞∑

i=s+1

aiα
i =

s∑

i=l

aiα
i =

s∑

i=l

biα
i.(2)

Quitte à multiplier les membres de l’égalité (2) par α−l+2, nous pouvons
supposer que l ≥ 2.

Considérons la suite récurrente (Tn)n≥0 définie par T0 = T1 = 0, T2 = 1,
Tn+3 = aTn+2 + Tn+1 + Tn pour n ≥ 0. Il est facile de voir par récurrence
que

αi = Tiα
2 + (Ti−1 + Ti−2)α+ Ti−1 ∀i ≥ 2.(3)

En vertu des relations (2) et (3) et du fait que α est un nombre algébrique
de degré 3, nous avons

s∑

i=l

aiTi =
s∑

i=l

biTi.

Comme conséquence de l’algorithme glouton (voir [Pa60]), nous avons ai =
bi pour tout i ∈ {l, . . . , s}, ce qui termine la preuve.

Remarque. Il est facile de déterminer les points de la frontière de E
à partir de l’automate des nombres complexes doubles, car un point de la
frontière a au moins deux α-développements : (an)n≥2 et (bn)n≥l où l < 2
et bl 6= 0.

4. Paramétrisation de la frontière de E. Nous notons les six régions
(fig. 2) constituant la frontière de E par X = E ∩(E+α), Y = E ∩(E+1+α),
Z = E ∩ (E + 1), X ′ = E ∩ (E −α), Y ′ = E ∩ (E − 1−α) et Z ′ = E ∩ (E − 1).

Lemme 1. Les relations suivantes sont vérifiées :

(i) X ∩ Y = {−α2}.

(ii) Y ∩ Z =

{
aα3 + (a− 1)α4

1 − α3

}

.

(iii) Z ∩X ′ = {−α2 − α}.

(iv) X ′ ∩ Y ′ =

{
aα3 + (a− 1)α4

1 − α3
− 1 − α

}

=

{
aα2

1 − α

}

.

(v) Y ′ ∩ Z ′ = {−α2 − α− 1}.

(vi) Z ′ ∩X =

{
aα3 + (a− 1)α4

1 − α3
− 1

}

=

{

α+
aα2

1 − α

}

.
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Preuve. Soit z un élément de X ∩Y = E ∩ (E +α)∩ (E +1+α). D’après
l’automate C,

z = α+ aα3 +

∞∑

i=2

(α3i−1 + aα3i) = 1 + α+ (a− 1)α2 +

∞∑

i=2

(α3i−2 + aα3i−1)

=
∞∑

i=1

(α3i + aα3i+1) = −α2.

De même, l’ensemble Y ∩ Z = E ∩ (E + 1) ∩ (E + 1 + α) est réduit à un
singleton {x} où

x =

∞∑

i=1

(aα3i + (a− 1)α3i+1)

= 1 + (a− 1)α2 +
∞∑

i=2

(aα3i−2 + (a− 1)α3i−1)

= 1 + α+ (a− 1)α2 + (a− 1)α3 +
∞∑

i=2

(aα3i−1 + (a− 1)α3i)

= (aα3 + (a− 1)α4)/(1 − α3).

Les autres relations découlent du fait que Z∩X ′ = (X∩Y )−α, X ′∩Y ′ =
(Y ∩ Z) − 1 − α, Y ′ ∩ Z ′ = (X ∩ Y ) − 1 − α et Z ′ ∩X = (Y ∩ Z) − 1.

Lemme 2. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Y = 1 + α+ (a− 1)α2 + αX.
(ii) Z = aα3 + α2X.
(iii) X ′ = −α+X.
(iv) Y ′ = (a− 1)α2 + αX.
(v) Z ′ = α+ aα2 + (a− 1)α3 + α2X.

Preuve. (i) Soit z un élément de Y. En vertu de l’automate B, nous avons

z = 1 + α+ (a− 1)α2 + αw1 = kα3 + α2w′
1

où k ∈ {1, . . . , a} et w1, w
′
1 ∈ E . Donc

z − 1 − α− (a− 1)α2

α
= w1 = α+ (k − 1)α2 + αw′

1 ∈ X.

Réciproquement, si z appartient à X, alors

αz + 1 + α+ (a− 1)α2 ∈ (αE + 1 + α+ (a− 1)α2) ∩ (αE + α3) ⊂ Y.

(ii) Soit z un élément de Z, donc d’après l’automate B, z = 1 +
(a− 1)α2 + kα4 + α3w = aα3 + α2w′ où k ∈ {1, . . . , a} et w,w′ ∈ E , d’où

z − aα3

α2
= α+ (k − 1)α2 + αw = w′ ∈ X.
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Par ailleurs, aα3+α2X = (aα3+α2E)∩((a+1)α3+α2E). Comme (a+1)α3 =
1 + (a− 1)α2 + α4, nous avons aα3 + α2X ⊂ Z. Il en résulte que

Z = α3 + α2X.

Les autres relations découlent des relations

Y ′ = Y − 1 − α, Z ′ = Z − 1, X ′ = X − α.

D’où le lemme.

Maintenant, nous allons étudier l’ensemble Y. Nous allons montrer que
Y est auto-affine et partagé en 2a + 1 régions similaires et que chacune de
ses régions correspond à l’image de Y par l’une des 2a + 1 fonctions gi,
i = 0, . . . , 2a (voir fig. 3) définies par :

g0(z) = α3 + aα4 + α3z, g1(z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + aα5 + α4z,

g2k(z) = kα3 + (a− 1)α4 + α3z, ∀k = 1, . . . , a,

g2k+1(z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + (k − 1)α3 + α2z, ∀k = 1, . . . , a− 1.

Remarque 4.1. Les fonctions gi sont obtenus à partir de l’automate B.

Pour cela, nous nous servirons du lemme suivant.

Lemme 3. L’ensemble Y vérifie les propriétés suivantes :

(i) Y =
⋃2a

k=0 gk(Y ).
(ii) Pour tous i, j ∈ {0, . . . , 2a},

gi(Y ) ∩ gj(Y ) 6= ∅ ⇔ 0 ≤ |i− j| ≤ 1.

En particulier

g2k(Y ) ∩ g2k+1(Y ) = {g2k(y0)} = {g2k+1(y0)}, ∀k = 0, . . . , a− 1,

g2k−1(Y ) ∩ g2k(Y ) = {g2k−1(x0)} = {g2k(x0)}, ∀k = 1, . . . , a,

où

x0 = −α2,

y0 = (1 + α) + aα2/(1 − α) = (aα3 + (a− 1)α4)/(1 − α3).

Preuve. (i) Puisque Y = E ∩ (E + 1 + α), nous avons

g0(Y ) = (α3 + aα4 + α3E) ∩ (2α3 + (a+ 1)α4 + α3E)

= (α3 + aα4 + α3E) ∩ (1 + α+ (a− 1)α2 + α4 + α5 + α3E) ⊂ Y.

De même

g1(Y ) = (1 + α+ (a− 1)α2 + aα5 + α4E)

∩ (1 + α+ (a− 1)α2 + α4 + (a+ 1)α5 + α4E)

= (1 + α+ (a− 1)α2 + aα5 + α4E) ∩ (α3 + aα4 + α6 + α4E) ⊂ Y.
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Pour tout k ≥ 1,

g2k+1(Y ) = (1 + α+ (a− 1)α2 + (k − 1)α3 + α2E)

∩ ((k + 1)α3 + α2E) ⊂ Y,

g2k(Y ) = (kα3 + (a− 1)α4 + α3E) ∩ ((k + 1)α3 + aα4 + α3E)

= (kα3 + (a− 1)α4 + α3E)

∩ (1 + α+ (a− 1)α2 + (k − 1)α3 + α5 + α3E) ⊂ Y.

Donc,
2a⋃

k=0

gk(Y ) ⊂ Y.

Soit z un élément de Y. En vertu de l’automate B, nous avons quatre
cas :

• z = 1 + α + (a − 1)α2 + α4 + aα5 + α4w0 = α3 + aα4 + α3w′
0 où

w0, w
′
0 ∈ E . Dans ce cas,

g−1
0 (z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + αw0 = w′

0 ∈ Y, d’où z ∈ g0(Y ).

• z = 1+α+(a−1)α2+aα5+aα7+α6w1 = α3+aα4+aα6+(a−1)α7+α6w′
1

où w1, w
′
1 ∈ E . Donc

g−1
1 (z) = aα3 + α2w1

= 1 + α+ (a− 1)α2 + (a− 1)α3 + α2w′
1 ∈ Y, d’où z ∈ g1(Y ).

• z = 1+α+(a−1)α2 +(k−1)α3 +aα5 +α4w2 = kα3+(a−1)α4 +α3w′
2

où w2, w
′
2 ∈ E et k ∈ {1, . . . , a}. Alors

g−1
2k (z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + αw2 = w′

2, d’où z ∈ g2k(Y ).

• z = 1 + α + (a − 1)α2 + (k − 2)α3 + α2w2 = kα3 + (a − 1)α4 + α3w′
2

où w2, w
′
2 ∈ E et k ∈ {2, . . . , a}. Alors

g−1
2k−1(z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + αw′

2 = w2, d’où z ∈ g2k−1(Y ).

Par conséquent,

Y =
2a⋃

k=0

gk(Y ).

(ii) Soient k ≥ 1 et z ∈ g2k(Y ) ∩ g2k+1(Y ). Ils existent x et y éléments
de Y tels que y = 1 + (a− 1)α2 + αx. Donc

y ∈ E ∩ (E + 1) ∩ (E + 1 + α) = Y ∩ Z.

D’où y = x = y0. Par conséquent,

g2k(Y ) ∩ g2k+1(Y ) = {g2k(y0)} = {g2k+1(y0)}.

De même nous pouvons montrer que g0(Y ) ∩ g1(Y ) = {g0(y0)} = {g1(y0)}.
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Soit z ∈ g2k+1(Y ) ∩ g2k+2(Y ), k ≥ 1. D’où ils existent x et y éléments
de Y tels que y = x/α+ α− α2. D’après l’automate B, nous avons

x = 1 + α+ (a− 1)α2 + kα3 + α2t = mα3 + α2t′, t, t′ ∈ E , m > 0.

D’où y = α+ (m− 1)α2 +αt ∈ E ∩ (E +α)∩ (E + 1 +α) = X ∩ Y = {−α2}.
Par conséquent, x = y = −α2. D’où

g2k+1(Y ) ∩ g2k+2(Y ) = {g2k+1(x0)} = {g2k+2(x0)}, ∀k = 1, . . . , a− 1.

De même nous montrons que g1(Y ) ∩ g2(Y ) = {g1(x0)} = {g2(x0)}.

Maintenant supposons que i, j ∈ {0, . . . , 2a} tels que |i− j| > 1.

Cas 1 : i = 2k et j = 2l où k, l ≥ 1. Supposons que l > k et que
gi(Y ) ∩ gj(Y ) 6= ∅. D’où ils existent x, y ∈ Y tels que x + l − k = y.
Donc en vertu de la remarque 3.1, nous avons l − k = 1. Par suite y ∈
E ∩ (E + 1) ∩ (E + 2 + α). Absurde, car E ∩ (E + 2 + α) = ∅.

Cas 2 : i = 0 et j = 2l où l ≥ 1. Supposons que gi(Y ) ∩ gj(Y ) 6= ∅.
D’où ils existent x, y ∈ Y tels que x+ α− (l − 1) = y. D’où y ∈ E ∩ (E + α
− (l − 1)) ∩ (E + 1 + α). Donc l = 1. Par suite, y ∈ E ∩ (E + 1 + 2α) = ∅.
Absurde.

Cas 3 : i = 2k et j = 2l+1 où k, l ≥ 1. Supposons que gi(Y )∩gj(Y ) 6= ∅,
d’où

∃x, y ∈ Y, 1 + (k − l)α+ (a− 1)α2 + αx = y.

Par suite y ∈ E ∩ (E + 1 + α)∩ (E + 1 + (k− l)α). Par conséquent, k = l ou
k = l + 1, absurde car |i− j| > 1. D’où gi(Y ) ∩ gj(Y ) = ∅.

De même nous montrons que gi(Y ) ∩ gj(Y ) = ∅ si k = 0 ou l = 0.

Cas 4 : i et j impairs. Ce cas, laissé au lecteur, se traite de la même
façon.

4.1. Paramétrisation de Y . Soit z un élément de Y. En vertu du lemme 3,
il existe z1 appartenant à Y et a0 élément de {0, 1, . . . , 2a} tels que z =
ga0

(z1). De proche en proche, nous construisons une suite (an)n≥0 dans
{0, 1, . . . , 2a}N et une suite (zn)n≥0 dans Y, telles que pour tout entier na-
turel n,

z = ga0
◦ ga1

◦ · · · ◦ gan(zn+1).

Comme les fonctions gi sont contractantes, pour tout x élément de Y la suite
ga0

◦ ga1
◦ · · · ◦ gan(x) tend vers z quand n tend vers l’infini. Considérons

l’application

ψ : AN → AN, a1a2 . . . 7→ b1b2 . . . ,

où b1 = a1 et pour tout k ≥ 2, bk = ak si
∑k−1

i=1 ai est pair et 2a− ak sinon.
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Soit g : [0, 1] → Y la correspondance définie de la façon suivante : si
t =

∑∞
i=1 ai(2a+ 1)−i où (ai)i≥0 ∈ AN alors

g(t) = lim
n→∞

gb1 ◦ · · · ◦ gbn
(x0) où b1b2 . . . = ψ(a1a2 . . .).

Dans tout ce qui suit, nous supposons que si t et t′ appartiennent à
[0, 1] alors t =

∑∞
i=1 ai(2a + 1)−i et t′ =

∑∞
i=1 bi(2a + 1)−i où ai et bi

sont des éléments de {0, 1, . . . , 2a} tels que ai = bi pour i < k et ak <
bk où k ∈ N. Nous supposons que g(t) = limn→∞ gc1 · · · gcn(x0) et g(t′) =
limn→∞ gd1

· · · gdn
(x0) où c1c2 . . . = ψ(a1a2 . . .) et d1d2 . . . = ψ(b1b2 . . .).

Proposition 3. La correspondance g ainsi définie est une application

bijective, continue et vérifie

g(0) = x0 = −α2 et g(1) = y0 = (1 + α) + aα2/(1 − α).

Pour la preuve, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4. Soient t et t′ deux éléments de [0, 1].

(i) Si |t− t′| < (2a+ 1)−N , N > k, alors bk = ak + 1, bi = 0 et ai = 2a
pour tout i vérifiant k + 1 ≤ i ≤ N.

(ii) Si t = t′ alors bk = ak + 1, bi = 0 et ai = 2a pour tout i ≥ k + 1.

Preuve. La relation (i) provient du fait que :

(2a+ 1)−N >

∞∑

i=1

(bi − ai)(2a+ 1)−i

= (bk − ak)(2a+ 1)−k +
∞∑

i=k+1

(bi − ai)(2a+ 1)−i

= (bk − ak − 1)(2a+ 1)−k +

∞∑

i=k+1

(2a+ bi − ai)(2a+ 1)−i.

La relation (ii) est une conséquence immédiate de la relation (i).

Preuve de la proposition 3

g est bien définie. En effet: si t = t′, alors d’après le lemme 4, bk =
ak + 1, bi = 0 et ai = 2a pour tout i > k. Donc

g(t) = lim
n→∞

gc1 · · · gcn(x0) et g(t′) = lim
n→∞

gd1
· · · gdn

(x0)

où c1c2 . . . = ψ(a1a2 . . .) et d1d2 . . . = ψ(b1b2 . . .). Comme ai = bi, nous
avons ci = di pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1.

Cas 1 :
∑k−1

i=1 ai et ak sont pairs. Dans ce cas, ck = ak, dk = bk =



Propriétés d’une classe d’ensembles fractales 355

ak + 1, ci = di = 2a pour tout i > k. Donc

g(t) = gc1 ◦ · · · ◦ gck−1
◦ gak

( lim
n→∞

gn
2a(y0)),

g(t′) = gc1 ◦ · · · ◦ gck−1
◦ gak+1( lim

n→∞
gn
2a(y0)).

Comme g2a(y0) = y0 et gak
(y0) = gak+1(y0) pour ak pair, nous avons g(t) =

g(t′).

Cas 2 :
∑k−1

i=1 ai est impair et ak est pair. Nous avons ck = 2a − ak,
dk = 2a− ak − 1 et ci = di = 0 pour tout i > k. Donc

g(t) = gc1 ◦ · · · ◦ gck−1
◦ g2a−ak

( lim
n→∞

gn
0 (x0)),

g(t′) = gc1 ◦ . . . ◦ gck−1
◦ g2a−ak−1( lim

n→∞
gn
0 (x0)).

Comme g0(x0) = x0 et g2p−1(x0) = g2p(x0) pour tout p = 1, . . . , 2a, nous
avons g(t) = g(t′).

Les deux autres cas se font de la même façon.

g est injective. Comme ci = di pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1, nous avons
g(t) = g(t′) si et seulement si

gck
( lim
n→∞

gck+1
◦ · · · ◦ gcn(y0)) = gdk

( lim
n→∞

gdk+1
◦ · · · ◦ gdn

(y0)).(4)

Cas 1 :
∑k−1

i=1 ai et ak sont pairs. Dans ce cas ck = ak et dk = bk.
Comme ak > bk (hypothèse), nous avons dk > ck. En vertu du lemme 3
(item (ii)) et de la relation (4), nous avons dk = ck + 1 et

lim
n→∞

gck+1
◦ · · · ◦ gcn(y0) = lim

n→∞
gdk+1

◦ · · · ◦ gdn
(y0) = y0.

Comme

gi(z) = y0 ⇔ i = 2a et z = y0,

nous avons ci = di = 2a pour tout i ≥ k+1. Comme pour tout i ≥ k+1, ci =
ai et di = 2a − bi, nous avons ai = 2a et bi = 0 pour tout i ≥ k + 1. D’où
t = t′.

Cas 2 :
∑k−1

i=1 ai pair et ak impair. Dans ce cas ck = ak et dk = bk =
ak + 1. Par conséquent, limn→∞ gck+1

◦ · · · ◦ gcn(x0) = limn→∞ gdk+1
◦ · · · ◦

gdn
(x0) = x0. D’où ci = di = 0 pour tout i ≥ k+1. Comme pour tout i > k,

ci = 2a− ai et di = bi, nous avons ai = 2a et bi = 0 pour tout i > k. Donc
t = t′.

Les deux autres cas se font de la même façon.

Puisque g est surjective par construction, elle est bijective.

g est continue. Supposons que 0 < |t − t′| < (2a + 1)−N , N ∈ N et
N > k. Le lemme 4 entrâıne que bk = ak + 1, bi = 0 et ai = 2a pour tout i
vérifiant k + 1 ≤ i ≤ N.
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Cas 1 :
∑k−1

i=1 ai et ak sont pairs. Dans ce cas

|g(t)−g(t′)| = |gc1◦· · ·◦gck−1
◦gak+1◦g

N−K
2a (z1)−gc1◦· · ·◦gck−1

◦gak
◦gN−K

2a (z2)|

où z1, z2 ∈ Y. D’où

|g(t) − g(t′)| ≤ |α|2(k−1)|gak+1 ◦ g
N−K
2a (z1) − gak

◦ gN−K
2a (z2)|.

Comme gak
◦ gN−K

2a (y0) = gak+1 ◦ g
N−K
2a (y0), nous déduisons que

|g(t) − g(t′)| ≤ |α|2(k−1)(|α|3(N−k)+2 + |α|3(N−k)+3) diam(Y ).

Par conséquent,

|g(t) − g(t′)| ≤ diam(Y )(1 + |α|)|α|2N .

Cas 2 :
∑k−1

i=1 ai est pair et ak est impair. Dans ce cas nous pouvons
montrer que

|g(t) − g(t′)| ≤ |α|2(k−1)|gak+1 ◦ g
N−K
0 (z1) − gak

◦ gN−K
0 (z2)|.

Par conséquent,

(∗) |g(t) − g(t′)| ≤ diam(Y )(1 + |α|)|α|2N .

Dans les deux autres cas nous pouvons montrer que la relation (∗) est
vraie. Par conséquent, g est continue.

Proposition 4. L’application g est δ = −2 ln |α|/ln(2a+ 1) Hölder
continue.

Preuve. Soient t, t′ ∈ [0, 1]. Supposons

(2a+ 1)−N−1 ≤ |t− t′| < (2a+ 1)−N où N ∈ N.

• Si N > k, alors |g(t)− g(t′)| ≤ diam(Y )(1 + |α|)|α|2N (voir ci-dessus).
• Si N ≤ k, alors

|g(t) − g(t′)| = |gc1 · · · gck−1
(z1) − gc1 · · · gck−1

(z′1)|

≤ diam(Y )|α|2(k−1) ≤ diam(Y )(1 + |α|)|α|2(N−1).

D’où dans les deux cas, nous avons

|g(t) − g(t′)| ≤ |α−2|(1 + |α|) diam(Y )e2N ln |α|.

Comme

N − 1 ≤ −
ln |t− t′|

ln(s+ 1)
− 1 < N,

nous avons
|g(t) − g(t′)| ≤ C|t− t′|δ,

où C = (1 + |α|)|α|−2 diam(Y ).
Ceci termine la preuve.

Paramétrization de Fr(E) (voir figs. 4–7). Posons Y0 = Y , Y1 = Z, Y2 =
X ′, Y3 = Y ′, Y4 = Z ′, Y5 = X.
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En vertu du lemme 2, pour tout i = 0, . . . , 5 nous avons Yi = Fi(Y ) où
les Fi sont les fonctions définies par

F0(z) = z,

F1(z) = 1 + (a− 1)α2 + αz,

F2(z) = −α2 + z/α,

F3(z) = z − 1 − α,

F4(z) = (a− 1)α2 + αz,

F5(z) = −1/α− 1 − (a− 1)α+ z/α = −α2 + α+ z/α.

En utilisant les fonctions Fi et g, nous définissons une application continue
et bijective de [0, 1] dans Yi par

hi(t) =

{
Fi ◦ g(t) si i est pair,

Fi ◦ g(1 − t) si i est impair.

Maintenant, considérons la correspondance f : [0, 1] → Fr(E) définie par : si
t =

∑∞
i=1 ai6

−i où ai ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} alors

f(t) =

{
Fa1

◦ g(6t− a1) si a1 est pair,

Fa1
◦ g(1 + a1 − 6t) si a1 est impair.

Théorème 3. La correspondance f est une application bijective et con-

tinue sur ]0, 1[. En plus f(0) = f(1) et f est δ = −2 ln |α|/ln(2a+ 1) Hölder
continue.

Calcul de la dimension de Hausdorff. Comme Fr(E) est l’union de six
régions qui sont chacune l’image de Y par une transformation affine (voir
lemme 2), nous avons dimH(Y ) = dimH(Fr(E)). L’ensemble Y =

⋃2a
i=0 gi(Y )

(voir lemme 3) entre dans le cadre des compacts invariants par des simili-
tudes (il est stable par les gi). La dimension de Hausdorff de cette classe de
compact est majorée par sa dimension fractale et dans des cas, elle lui est
égale.

Théorème 4 (voir [F90]). Soit A un sous-ensemble de C tel que A =
⋃n

i=0 fi(A) est le compact invariant par des similitudes fi de coefficients de

similitudes ri (i.e. |fi(x)− fi(y)| = ri|x− y| pour x, y ∈ C). Alors dimH(A)
≤ s où s est l’unique réel vérifiant

∑n
i=0 r

s
i = 1. Si de plus il existe un ouvert

O de C tel que fi(O) ⊂ O pour tout i et fi(O) ∩ fj(O) = ∅ pour tous i 6= j,
alors dimH(A) = s.

Soit (ai)0≤i≤m ∈ Nf . Notons

Ca0...am =
{

z =
m∑

i=0

aiα
i +

∞∑

i=m+1

diα
i où a0 . . . amdm+1dm+2 . . . ∈ N

}

.
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Proposition 5. Soit U = int(C00010000) et O =
⋃∞

p=1

⋃
gip ◦ · · · ◦ gi2 ◦

gi1(U) où i1, . . . , ip = 0, 1, . . . , 2a. Alors pour tous i, j ∈ {0, . . . , 2a},

(i) gi(O) ⊂ O,
(ii) gi(O) ∩ gj(O) = ∅ si i 6= j.

Lemme 5. Soit a0 . . . am ∈ Nf , m ≥ 3. Si int(Ca0...am) = gip ◦· · ·◦gi1(U),
alors a0 . . . am ne contient pas quatre “0” consécutifs sauf peut être à la fin.

Preuve. Un simple calcul montre que :

g0(C00b2...bm
) = C0001ab2...bm

,

g1(C00b2...bm
) = C11(a−1)00ab2...bm

,

g2k+1(C00b2...bm
) = C11(a−1)(k−1)b2...bm

, ∀k = 1, . . . , a− 1,

g2k(C00b2...bm
) = C000k(a−1)b2...bm

, ∀k = 1, . . . , a,

g0(C11(a−1)b3...bm
) = C11(a−1)01ab3...bm

,

g1(C11(a−1)b3...bm
) = C0001a0ab3...bm

,

g2k+1(C11(a−1)b3...bm
) = C000(k+1)(a−1)b3...bm

, ∀k = 1, . . . , a− 1,

g2k(C11(a−1)b3...bm
) = C11(a−1)k0ab3...bm

, ∀k = 1, . . . , a.

Montrons le lemme 5 par récurrence sur p. Si p = 1, c’est évident.
Supposons la propriété du lemme 5 est vraie à l’ordre p − 1. Nous avons
gip ◦· · ·◦gi1(U) = gip(int(Cd0...dl

)) = int(Ca0...am). Par les relations ci-dessus,
nous déduisons que la propriété du lemme est vraie à l’ordre p.

Lemme 6. Soient a0 . . . am et b0 . . . bl ∈ Nf où m, l ≥ 3, et a0a1, b0b1 ∈
{00, 11}. S’il existe i1, . . . , ip ∈ {0, 1, . . . , 2a} tels que

gip ◦ · · · ◦ gi1(int(Cb0...bl
)) = int(Ca0...am),

alors (i1, . . . , ip) est uniquement déterminé.

Preuve. D’après la définition des gi, nous avons :

1. Si b0b1 = 00, alors

• si am−l = 1 et am−l+1 = a alors i1 = 0,
• si am−l = a−1 et am−l+1 = k−1, k = 1, . . . , a−1, alors i1 = 2k+1,
• si am−l = k et am−l+1 = a− 1, k = 1, . . . , a alors i1 = 2k.

2. Si b0b1b2 = 11(a− 1), alors

• si am−l+2 = a et am−l+1 = 1 alors i1 = 0,
• si am−l+2 = a et am−l+1 = am−l−2 = 0 alors i1 = 1,
• si am−l+2 = a−1 et am−l+1 = k+1, k = 1, . . . , a−1, alors i1 = 2k+1,
• si am−l+2 = a et am−l+1 = 0, am−l = k, am−l−2 = 1, k = 1, . . . , a−1,

alors i1 = 2k.
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D’où i1 est uniquement déterminé. Nous appliquons le même procédé à
gi1(int(Cb0...bk

)) et int(Ca0...am) pour obtenir que i2 est uniquement déter-
miné. En continuant le même procédé, nous obtenons le lemme.

Preuve de la proposition 5. (i) est évident.

(ii ) Supposons que gip ◦ · · · ◦ gi1(U) = int(Ca0...am) et gjs ◦ · · · ◦ gj1(U) =
int(Cd0...dk

) où m ≥ k. Supposons que

gip ◦ · · · ◦ gi1(U) ∩ gjs ◦ · · · ◦ gj1(U) 6= ∅.

Comme l’ensemble des nombres complexes qui ont au moins deux α-dévelop-
pements est de mesure nulle (voir 3.1), nous avons ai = di pour 0 ≤ i ≤ k.
Comme U = int(C00010000), nous avons ak = ak−1 = ak−2 = ak−3 = 0,
donc et en vertu du lemme 5, nous avons k = m. Le lemme 6 implique que
(ip, . . . , i1) = (js, . . . , j1). Ceci termine la preuve.

Nous déduisons de la proposition 5 et du théorème 4 que dimH(Fr(E)) =
dimH(Y ) = r où r vérifie

(a+ 1)|α|3r + (a− 1)|α|2r + |α|4r = 1.

Nous en concluons le théorème suivant :

Théorème 5. Nous avons dimH(Fr(E)) = log ̺/log |α| où ̺ est la racine

réelle maximale du polynôme x4 + (a+ 1)x3 + (a− 1)x2 − 1 = 0.

4.2. La frontière de E est un quasi-cercle. Soient x et y deux éléments de
J où J est une courbe de Jordan. Soit I(x, y) l’arc de J orienté positivement
et diam(I(x, y)) le diamètre de cet arc. On dit que J vérifie les conditions

d’Ahlfors, s’il existe un réel positif k tel que :

∀x, y ∈ J , min(diam(I(x, y)), diam(I(y, x))) ≤ k|x− y|.

Théorème 6 (voir [L86]). Si J vérifie les conditions d’Ahlfors, alors

J est un quasi-cercle.

Nous allons donc montrer que Fr(E) vérifie les conditions d’Ahlfors ; pour
cela, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 6. Il existe un réel strictement positif k tel que si 0 ≤
t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1 alors |g(t1) − g(t0)| ≤ k|g(t2) − g(t0)|.

Preuve. Posons s = 2a et divisons l’intervalle [0, 1] en 4a+ 1 sous inter-
valles Ak, k = 1, . . . , 4a+ 1 où

A2p+1 =

[
p

s+ 1
,
p+ 1

s+ 1

]

, p = 0, . . . , 2a,

et

A2p =

[
p

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,

p

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]

, p = 1, . . . , 2a.
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Soit θ0 = −α3 −α4 −α5. Il est facile de vérifier que pour tout k = 2, . . . , 2a,

gk ◦ g2a(z) = gk+1 ◦ g1(z) + θ0 si k est pair(5)

et

gk ◦ g2a(z) = gk ◦ g0(z) + θ0 si k est impair.(6)

Par conséquent, si k est pair alors

g

[
k + 1

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 1

s+ 1

]

= gk ◦ g2a(Y ) = gk+1 ◦ g1(Y ) + θ0

= g

[
k + 2

s+ 1
−

2

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1
−

1

(s+ 1)2

]

+ θ0.

De même,

g

[
k + 1

s+ 1
,
k + 1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]

= gk+1 ◦ g2a(Y ) = gk+1 ◦ g0(Y ) + θ0

= g

[
k + 2

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1

]

+ θ0.

D’où

g

[
k + 1

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]

= g

[
k + 2

s+ 1
−

2

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1

]

+ θ0.

Par conséquent, pour tout entier pair k ∈ {2, . . . , 2a− 1}, nous avons

g(A2k+2) ⊂ g(A2k+3) + θ0.(7)

De même, en utilisant les relations g0 ◦ g2a(z) = g1 ◦ g2(z) + θ1, où
θ1 = (a− 1)α7, nous pouvons montrer que

g(A2) ⊂ g(A3) + θ1.(8)

Posons θ2 = α4 + α5 + α6. Il est facile de vérifier que pour tout k =
0, . . . , 2a− 1,

gk ◦ g0(z) = gk ◦ g2a(z) + θ2 si k est pair(9)

et

gk ◦ g0(z) = gk+1 ◦ g2a−1(z) + θ2 si k est impair.(10)

Par conséquent, si k est impair, alors par la relation (10), nous avons

g

[
k + 1

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 1

s+ 1

]

= gk ◦ g0(Y ) = gk+1 ◦ g2a−1(Y ) + θ2

= g

[
k + 2

s+ 1
−

2

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1
−

1

(s+ 1)2

]

+ θ2.

De même, si k est impair, en appliquant la formule (9) à k + 1, nous avons

g

[
k + 1

s+ 1
,
k + 1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]

= g

[
k + 2

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1

]

+ θ1.
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D’où

g

[
k + 1

s+ 1
−

1

(s+ 1)2
,
k + 1

s+ 1
+

1

(s+ 1)2

]

= g

[
k + 2

s+ 1
−

2

(s+ 1)2
,
k + 2

s+ 1

]

+ θ1.

Par conséquent, pour tout entier impair k ∈ {0, . . . , 2a− 1}, nous avons

g(A2k+2) ⊂ g(A2k+3) + θ2.(11)

Par ailleurs, nous avons deux cas :

(i) Il existe i appartenant à {1, . . . , 4a + 1} tel que g(t0), g(t2) appar-
tiennent à g(Ai).

(ii) Il n’existe pas i tel que g(t0) et g(t2) appartiennent à g(Ai).

Supposons que l’on est dans le cas (ii). Soit p le minimum des distances
entre deux points de Y vérifiant (ii) ; d’après la construction des Ai, p est
strictement positif. Puisque p ≤ |g(t2) − g(t0)|, nous avons

|g(t1) − g(t0)| ≤
diam(Y )

p
|g(t2) − g(t0)|.

Il suffit donc de prendre k = diam(Y )/p.
Si on est dans le cas (i), alors, en vertu des relations (7), (8) et (11)

nous pouvons toujours se ramener au cas où t0 et t2 appartiennent à Ai où
i ∈ {1, 3, 5, . . . , 4a+ 1}.

Posons i = 2k + 1, k ∈ {0, 1, . . . , 2a}, et définissons l’application h de
[0, 1] dans lui même par

h(t) =

{
(2a+ 1)t− k si k est pair et t ∈ A2k+1,

1 + k − (2a+ 1)t si k est impair et t ∈ A2k+1.

Nous pouvons vérifier que

gk ◦ g(h(t0)) = g(t0), gk ◦ g(h(t2)) = g(t2).

Pour avoir le lemme, il suffit d’avoir

|g(h(t1)) − g(h(t0))| ≤ k|g(h(t2)) − g(h(t0))|.

Par ailleurs

|α−2| · |g(t0) − g(t2)| ≤ |g(h(t0)) − g(h(t2))| ≤ |α−4| · |g(t0) − g(t2)|.

Comme α est de module inférieur strictement à 1, en appliquant h un nombre
fini de fois, on obtient un couple (hn(t0), h

n(t2)) appartenant à Y et vérifiant

|g(hn(t0)) − g(hn(t2))| ≥ p.

On prend k = diam(Y )/p et on obtient

|g(hn(t1)) − g(hn(t0))| ≤ k|g(hn(t0)) − g(hn(t2))|.

Comme t1 appartient à Ai, nous avons |g(t1)−g(t0)| ≤ k|g(t2)−g(t0)|. Ceci
termine la preuve.
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Théorème 7. Il existe un réel positif k tel que pour tous x et y appar-

tenant à Fr(E) nous avons

inf(diam(I(x, y)), diam(I(y, x))) ≤ k|x− y|.

En particulier Fr(E) est un quasi-cercle.

Preuve. D’après le lemme 2, nous avons X ′ = F (Y ) et X = G(Y ), où
F (z) = −α2 + z/α et G(z) = −α2 +α+ z/α. Soit ψ0(z) = F ◦ g0 ◦F−1(z) =
aα3 + α5 + α3z. Soit φ2a(z) = G ◦ g2a ◦G−1(z) = (a− 1)α2 + aα4 + α3z.

La frontière de E est l’union des arcs : B1 = Y ∪ Z, B2 = Z ∪ ψ0(X
′),

B3 = X ′ ∪ Y ′, B4 = Y ′ ∪ Z ′, B5 = Z ′ ∪ φ2a(X), B6 = X ∪ Y.

En utilisant le lemme 2, nous montrons qu’il existe des applications
affines Hi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, telles que Hi(Bi) ⊂ Y pour tout i. Ces appli-
cations sont définies par :

H1(z) = α3 + aα4 + α3z, H2(z) = α3 − α2 + α2z,

H3(z) = 1 + α+ (a− 1)α2 + aα5 + α3z, H4(z) = 2α3 + α2z,

H5(z) = 1 + α+ (a− 1)α2 − (a− 1)α3 + αz,

H6(z) = (a− 1)α4 + α3 + α3z.

En effet, il est facile de voir que

H1(Y ∪ Z) = g0(Y ) ∪ g1(Y ), H2(Z ∪ ψ0(X
′)) = g1(Y ) ∪ g2(Y ),

H3(X
′ ∪ Y ′) = g2(Y ) ∪ g3(Y ), H4(Y

′ ∪ Z ′) = g2(Y ) ∪ g3(Y ),

H5(Y
′ ∪ Z ′) = g2(Y ) ∪ g3(Y ), H6(Y

′ ∪ Z ′) = g1(Y ) ∪ g2(Y ).

Soient x et y appartenant à Fr(E) ; alors nous avons deux cas :

• x et y appartiennent à l’un des arcs Bi. Dans ce cas, Hi(x), Hi(y)
appartiennent à Y et il résulte de la proposition 6 que :

inf(diam(I(Hi(x),Hi(y))), diam(I(Hi(y),Hi(x)))) ≤ k|Hi(x) −Hi(y)|,

d’où le résultat.

• x et y n’appartiennent pas au même arc Bi. Donc d’après la construc-
tion des Bi, x et y n’appartiennent pas à deux arcs successifs de Fr(E), d’où,
il existe un réel strictement positif d tel que |x − y| ≥ d. Il suffit donc de
prendre k = diam(Fr(E))/d pour avoir le théorème.

Remarque. Il a été prouvé (voir [G82], [BP93]) que la frontière du
fractal du Dragon est un quasi-cercle. Ceci motive la question suivante :
Parmi les courbes générées par la méthode de Dekking, quelles sont celles
qui sont quasi-cercles?



Propriétés d’une classe d’ensembles fractales 363

5. Annexe

Preuve de la proposition 1. Supposons que α−k+2
∑k

i=l(ai − bi)α
i ∈ S.

D’où le nombre α−k+2
∑k

i=l(ai − bi)αi est borné indépendamment de k. Par
conséquent,

∑∞
i=l aiα

i =
∑∞

i=l biα
i.

Montrons l’implication directe. Soient x =
∑∞

i=l ciα
i et y =

∑∞
i=l diα

i

tels que x = y. Quitte à multiplier par α−l, nous pouvons supposer que
l = 0. Pour tout k ≥ l, posons Ak = α−k+2

∑k
i=l(ci − di)α

i. Donc

Ak+1 =
Ak

α
+ (ck+1 − dk+1)α

2.(12)

Supposons sans perte de généralité que c0 = d0 et que c1 > d1. D’où
A0 = 0. Soit z = (x− d0 − d1α− d2α

2)/α. Nous avons

z = c1 − d1 + (c2 − d2)α+

∞∑

i=3

ciα
i−1 =

∞∑

i=3

diα
i−1.

1. A0 = 0.

• Si c3 < a et d3 < a, on a z ∈ E ∩ (E + c1 − d1 + (c2 − d2)α). Donc,
en vertu de la remarque 3.1, c1 − d1 = 1 et c2 − d2 = 0 ou 1. Nous
déduisons par (12) que A1 = α2 et A2 = α si c2 = d2 ou A2 = α+α2

si c2 = d2 + 1.
• Si d3 = a alors quitte à considérer z− c3α2, nous pouvons supposer

que c3 = 0. D’où z + 1 + α = 1 + (c1 − d1) + (c2 + 1 − d2)α +
∑∞

i=3 ciα
i−1 = (d4 + 1)α3 +

∑∞
i=5 diα

i. Comme d4d3 ≤lex a1 et
d3 = a ≥ 2, nous avons d4 ≤ a − 1. D’où z + 1 + α ∈ E ∩ (E + 1 +
c1 − d1 + (c2 − d2)α). Absurde car 1 + c1 − d1 ≥ 2.

• Si c3 = a alors quitte à considérer z− d3α
2, nous pouvons supposer

que d3 = 0. D’où z = (c1 − d1 − 1) + (c2 − d2 − 1)α+ (c4 + 1)α3 +
∑∞

i=5 ciα
i−1 =

∑∞
i=4 diα

i−1. D’où c1 = d1+1 ou c1 = d1+2. Comme
c3c2c1 <lex a11 et c3 = a, nous avons c2 = 0. Si c1 = d1 + 2 alors
z ∈ E ∩ (E + 1 + (−1 − d2)α). Absurde. D’où c1 = d1 + 1 et nous
avons A1 = α2 et A2 = α.

2. Si A2 = α, alors posons w = (z + α + (a − c3)α
2)/α. Nous avons

w = (c4 + 1)α2 +
∑∞

i=5 ciα
i−2 = 1 + (a− c3 + d3)α+

∑∞
i=4 diα

i−2.

• Si c4 < a− 1 et d4 < a alors c3 − d3 = a ou a − 1. En vertu de la
relation (12), nous avons A3 = 1 + (a− 1)α2 si (c3, d3) = (a− 1, 0)
ou (a, 1), ou A3 = 1 + aα2 si (a3, b3) = (a, 0).

• Si c4 ≥ a− 1 ou d4 ≥ a alors ce cas, laissé au lecteur, est traité de
la même manière que dans le cas A1 = 0, c3 = a ou d3 = a.

3. Si A3 = 1+(a−1)α2 alors en posant t = x−d0−d1α−d2α
2−d3α

3 +
α+α2, nous avons t = (1+ c4)α

4 +
∑∞

i=5 ciα
i = α2 +α3 +

∑∞
i=4 diα

i.
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D’où (t + (a − d4)α
4)/α3 = (a + 1 + c4 − d4)α +

∑∞
i=5 ciα

i−3 =
(d5 + 1)α2 +

∑∞
i=6 diα

i−3.

• Si c5 < a et d5 < a − 1, on a a + 1 + c4 − d4 = 0 ou 1. D’où
(c4, d4) = (0, a) et A4 = −1 − α− (a− 1)α2.

• Si c5 ≥ a − 1 ou d5 ≥ a − 1, on raisonne de la même manière que
dans le cas A1 = 0, c3 = a ou d3 = a.

4. Si A4 = −1−α−(a−1)α2 et r = (x−d0−d1α−d2α
2+α2+α3)/α4−α,

alors r = 1 + (c5 − 1)α +
∑∞

i=6 ciα
i−4 = d5α +

∑∞
i=6 diα

i−4. Donc
comme dans le cas 1, nous avons c5 − d5 − 1 = 0 ou 1. Par suite, en
vertu de la relation (12), A5 = α si c5 = d5 + 1 ou A5 = α + α2 si
c5 = d5 + 2.

5. Si A3 = 1 + aα2 on a (x − d0 − d1α − d2α
2)/α + 1 = (c4 + 1)α2 +

∑∞
i=5 ciα

i−2 =1 +
∑∞

i=4 diα
i−2. Comme dans le cas 2, nous déduisons

que (d4, c4 +1) = (a, 1) ou (a− 1, 0). D’où d4 = a et c4 = 0. Par suite
A4 = −1 − (a − 1)α2 = −(1 + (a − 1)α2) (l’état 1 + (a − 1)α2 a été
déjà rencontré).

6. Si A2 = α+α2 on a t = x−d0−d1α−d2α
2 +(a− c3)α3 = (c4 +1)α4

+
∑∞

i=5 ciα
i = (a− c3 + d3)α

3 +
∑∞

i=4 diα
i−1.

• Si c4 + 1 < a et d4 < a on a t/α2 ∈ E ∩ (E + (a + d3 − c3)α).
D’où a+ d3 − c3 = 0 ou ±1. Par suite, (c3, d3) = (a, 0) ou (a, 1) ou
(a− 1, 0). Le cas c3 = a est exclu car c3c2c1 <lex a11 et c1, c2 ≥ 1.
Par conséquent, (c3, d3) = (a − 1, 0) et A3 = 1 + α + (a − 1)α2 =
−(−1−α−(a−1)α2) (l’état −1−α−(a−1)α2 a été déjà rencontré).

• Si c4 ≥ a− 1 ou d4 ≥ a on raisonne de la même manière que dans
le cas A1 = 0, c3 ≥ a ou d3 ≥ a.

Jusqu’à présent, nous avons trouvé les états 0, α2, α, α+α2, 1+(a−1)α2,
1+ aα2, −1−α− (a− 1)α2, −1− (a− 1)α2, 1+α+(a− 1)α2, −α−α2. En
supposant que c1 < d1, nous retrouvons les opposés des nombres ci-dessus.
Notons par T l’ensemble des suites finies construites jusqu’à présent et par
D l’ensemble {(ci, di)i≥l | (ci)i≥l, (di)i≥l ∈ N et

∑∞
i=l ciα

i =
∑∞

i=l diα
i}.

Maintenant, nous allons montrer que S = {0,±α,±α2,±(α + α2),
±(1 + (a− 1)α2),±(1 + aα2),±(1 + α+ (a− 1)α2)}.

Soit t ∈ C \ S tel qu’il existe (ai, bi)i≥l ∈ D et k0 ∈ N tels que t =

α−k0+2
∑k0

i=0(ai − bi)α
i. Posons Ak = α−k+2

∑k
i=0(ai − bi)α

i. Nous pouvons
toujours supposer que Ak ∈ S pour tout l ≤ k < k0.

Comme Ak0−1 ∈ S, il existe (ci, di)i≥l ∈ D et p0 ∈ N tels que Ak0−1 =
α−p0+2

∑p0

i=l(ci−di)α
i. La suite (ci, di) est choisie telle que (ci, di)0≤i≤p0

∈ T .

Posons Bk = α−k+2
∑k

i=l(ci−di)α
i. D’où Ak0−1 = bp0

. Soit (xi, yi)i≥l la suite
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définie par

(xi, yi) =

{
(ci, di) pour l ≤ i ≤ p0,

(ai+k0−p0−1, bi+k0−p0−1) pour i > p0.

Nous avons

Ck =

{

α−k+2
∑k

i=l(xi − yi)α
i = Bk pour l ≤ k ≤ p0,

Ak+k0−p0−1 pour k > p0.

Comme Ck sont bornés indépendamment de k, nous avons (xi, yi)i≥l ∈ D.
Comme (xi, yi)i≥l ∈ T , nous avons Cp0+1 ∈ S. D’où Ak0

∈ S. Absurde.

Remerciements. Je tiens à remercier João Evangelista Brito da Silva
pour m’avoir aidé de mettre en place les figures.
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