ACTA ARITHMETICA
121.4 (2006)

Module de continuité de
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1. INTRODUCTION

L’objet de notre étude est le module de continuité de la fonction de
répartition de ¢(n)/n, que 'on note ici G' de sorte que

G(t) := lim icard{l <n<N: $(n) gt}.
N—+oo N n

L’étude des fonctions de répartition de fonctions arithmétiques possede
un intérét propre. Ainsi que le souligne Tenenbaum au paragraphe II1.1.4
de [10], “I'une des spécificités de ces fonctions réside en effet dans la nature
intrinsequement irréguliére et erratique de leurs variations |...] La théorie
probabiliste des nombres répond au désir, naturel en une telle circonstance,
d’entreprendre une étude statistique”.

C’est la raison pour laquelle I’étude des fonctions de répartition a suscité
un intérét aupres de mathématiciens tels que Erdds, Schoenberg, Wintner,
Diamond, Rhoads. La présente étude est motivée notamment par le fait que
G est historiquement la premiere fonction de répartition qui a été étudiée
dans la littérature, par Schoenberg [8] en 1928. Par la suite, le théoreme
d’Erd6s—Wintner (1939), exposé dans [10] en II1.4.1, pendant du théoreme
“des trois séries” de Kolmogorov en probabilités, fournit une caractérisation
des fonctions arithmétiques additives comme multiplicatives, admettant une
fonction de répartition, développant ainsi la théorie générale. Nous nous pro-
posons de completer ici la plupart des résultats connus sur le comportement
de G.

Nous montrons que ’étude du comportement de G(t) en tout point se
ramene a ’étude au voisinage de ¢ = 1. Celle-ci est effectuée dans [12] et
nous référons le lecteur a cet article.
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1.1. Résultats déja connus. Schoenberg [8] a prouvé que la densité
G(t) existe pour tout réel t et que celle-ci est une fonction continue sur R
et [9] strictement croissante sur [0, 1]. De plus, la fonction G est purement
singuliere [4], c’est-a -dire de dérivée nulle presque partout (G non dérivable)
et telle que

{ac() =1
Q
pour un certain ensemble {2 de mesure de Lebesgue nulle. On a

G(1)=1, G(0)=0.

Les comportements de G aux voisinages respectifs de 1 et 0, étudiés par
Erdés dans [5], sont donnés par le théoreme suivant.

THEOREME A. On a respectivement, lorsque € tend vers 0 par valeur
supérieure,

e~ 1
(1) G) =Gl —e) =+ O(W)’

1 e 7
2 loglog —— ~ ——

ot vy désigne la constante d’Euler.

Erdés, par une méthode élémentaire ([3] ou [6]), puis Diamond et Rhoads,
par une méthode basée sur les propriétés des fonctions “BMO” a oscillation
moyenne bornée [2], fournissent une majoration, optimale dans son unifor-
mité, du module de continuité de G.

THEOREME B. Il eziste une constante absolue C > 0 telle que lon ait,
lorsque 0 < € < 1,

C
(3) igﬂg{G(t) G(t—et)} < g 1/e
REMARQUE. Erdés souligne dans [6] que l'on pourrait montrer que ce
résultat est vrai et optimal avec C' = e~ + o(1) lorsque ¢ tend vers 0 par
valeur supérieure. Nous précisons ce résultat au Théoreme 2. Notre méthode
combine la démonstration originale d’Erdos et le Théoreme C, établi dans
[12] et relatif au comportement de G au voisinage de 1.

On pose
(log t)3/°
L(t) =exp——2t —  (t>3),
(1) = exp (loglog t)1/5 (t=3)
et 'on définit, pour ¢ > 0 fixé et 0 < & < 1/3, l'entier
(4) No(e, ¢) := [¢(log 1/e)*/*(loglog 1/)~%/7],

en notant [z]| la partie entiere du réel z.
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Nous montrons que I’étude du module de continuité de GG peut se ramener
a ’étude au voisinage de 1. C’est pourquoi nous ferons usage du théoreme
suivant établi dans [12].

THEOREME C. I existe une suite de nombres réels (gm),,en+ €t une suite
de fonctions bornées (Rn(€)) o telles que Uon ait, lorsque 0 < e < 1/3 et
N >2, -

_N 1 RN(E)
(5) G(1) - G(1 - —Zl 10g1/6 " {log1/2)

De plus, il existe deux constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que

|gm| < (Clogm)™m!  (m >2)

et
(6) |Ry(e)| < (Clog N)VN! (2 < N < No(e, c)),
et l'on a
2
gi=¢e "7, ga=0, g3g=—e" oL

En particulier, il existe une constante ¢ > 0 telle que l’on ait, uniformément
pour 0 < e < 1/3,

1.2. Résultats présentés dans cet article. Comme il est d’usage, on
note P*(n) le plus grand facteur premier de n, avec la convention P+ (1) = 1,
et P~ (n) son plus petit facteur premier, avec la convention P~ (1) = +oo.
La fonction de Md&bius est désignée par p, on note log;, la kieme itérée de
la fonction logarithme. On note £ ’ensemble des valeurs prises par ¢(n)/n
lorsque n décrit N*, soit

E:={en)/n:n>1},

ainsi que 1'un de ses sous-ensembles &, défini par
& ={p(n)/n:n>1, PT(n) <y}

Dans cet article, nous présentons trois résultats, relatifs au module de
continuité de G. Le théoreme suivant fournit une estimation du module de
continuité de G en tout point de &, le reliant au module de continuité en 1.
Nous adaptons la méthode utilisée par Erdés [6] dans sa démonstration du
Théoreme B.
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On définit ’ensemble A = A(e) par
A= {p(n)/n:1<n < (1/e)%),

ainsi que, lorsque 0 < z < 1, la quantité

7) K@= Y -,

¢(n)/n=x
dont nous donnons une expression explicite au Lemme 2. Cette fonction
a été initialement considérée par Erdds dans [6] pour la démonstration du
Théoreme B. Nous définissons la fonction L par

(8) L(t) := exp /logtloglogt (t > 3).
THEOREME 1. On a, uniformément pour 0 < e < 1/3 et t € A(e),
G(t) — Gt —et) = K(t)(G(1) = G(1 = 2)) + O(L(1/e)""/?),
G(H(1~e)™) = G(t) = O(L(1/e) ).

REMARQUE 1. Nous n’avons pas cherché a optimiser les valeurs des con-
stantes 1/8 et 1/5. La méthode développée ici peut étre conduite avec 1/8
remplacé par n’importe quelle constante fixée dans |0, 1/4[. La constante 1/5
apparaissant dans le terme d’erreur du Théoréme 1 peut, par notre méthode,
étre remplacée par n’importe quelle constante < 1/4.

REMARQUE 2. En combinant ce théoréeme et le Théoreme C, nous ob-

tenons en particulier une estimation de G(t) — G(t — t) en tout point ¢ fixé
de &.

La méthode issue de la démonstration du Théoréeme 1 fournit une ma-
joration de la quantité G(t) — G(t — £t), uniforme pour 0 < ¢ < 1, que nous
énoncons au Lemme 9. Grace a ce théoreme et au Théoreme C, nous mon-
trons les deux théoremes suivants, le premier constituant une évaluation de
la norme infinie du module de continuité, le second fournissant une estima-
tion de sa norme L". Définissons, lorsque 0 < £ < 1/3, et pour une constante
positive ¢ fixée,

(9) 0 := exp{—L(1/e)"/%}, 0, := c1e(log 1/¢)*L(1/e) /",

THEOREME 2. Il existe g > 0 et une constante ¢y > 0 tels que, lorsque
0 < € < €9, la valeur mazimale de G(t) — G(t — €t) soit atteinte lorsque

1 1
—(1— ~(1 )
te 2( 00),2( +01)

De plus, on a, lorsque 0 < e < 1/3,
sup{G(t) — G(t —et)} = G(1) — G(1 — &) + O(L(1 /)~ /?).

teR
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REMARQUE. Il est connu que les fonctions de répartition de ¢(n)/n et
n/o(n) présentent des comportements similaires. Toutefois, le module de
continuité de la fonction de répartition de n/o(n) n’atteint pas son maximum
au voisinage de 1/2, mais au voisinage de 1. Ce fait est établi a la section 10,
grace au Lemme 15 infra.

Définissons, lorsque 0 < & < 1/3, Uentier
(10) Ny = [(log 1/¢)"/*(loglog 1 /) '/?],
de telle fagon que l'on ait, grace a la majoration de Ry du Théoreme C,

R, (¢) < (Clog N1)N Ny !
(log1/e)™M = (logl/e)M
Nous considérons les deux fonctions
Ny

Fi(e,7) = gimm,
' mZ (log1/7)

< L(1/e)73/4,

N1 1 1
Fa(e,u) = m12::1‘(’“1<(1og 1/(e(1+u))™  (log 1/<€U>)m>’

ol les gy, sont définis au Théoreme C. Introduisons, lorsque r > 1, le produit
infini

1
(11) C, ;=H<1+7r>,
. (p=1)
ainsi que le moment d’ordre » du module de continuité,
“+o0o
, dt
M,(e) = | {G(t) — G(t — et)} —
0

Suite a une question posée par Tenenbaum en début de these, et a l'origine
de ce travail, nous fournissons une estimation de ce moment au théoreme
suivant.

THEOREME 3. Soit r > 1 un nombre réel, et ¢ < min(1/15, (r — 1)/15)
une constante fizée. On a alors, uniformément pour 0 < ¢ < 1/3,

c L(1/€)1/15
M,(e) = C, (g Fi(er)dr+e | Few) du) + O, (eL(1/)7°).
0 0
Définissons, pour chaque réel r > 1, 'intégrale
+oo
Jro= | (log(1+1/u))" du.
0

Nous connaissons la valeur Jy = 72 /3. En évaluant les fonctions Fy et Fb,
nous obtenons le corollaire suivant.



372 V. Toulmonde

COROLLAIRE 1. Soit r > 1 un mombre réel. 1l existe alors une suite
doublement indexée (G, (1))1<k<2,n>0 de nombres réels tels que l'on ait,
pour chaque entier N > 1 fixé et uniformément pour 0 < e < 1,

Mr<s)=e{ > %*ONW)}

ke{1,2}
kr4n<2r+N

En particulier, on a
e e

(12) M,(e) = C, m

{1-U:(e)},

ot C, est défini en (11) et ot
r r+1-m2/12 JIr

1
= — — (@) . .
log1/e " (log1/e)? (log1l/e)" * r((log 1/5)mm(7“+1,3)>
REMARQUE. La fonction F} du Théoreme 3 contribue aux puissances
relatives a kK = 1, et Fy a celles correspondant a k = 2. Ainsi, le terme
principal (12) est issu du premier terme du membre de droite du Théoreme 3.

U, (¢)

Ce travail a été réalisé durant ma thése, & I'Université d’Evry. Je remercie
le département de mathématiques de m’avoir permis de mener celle-ci dans
d’excellentes conditions.

J’adresse mes remerciements les plus sinceres a Régis de la Breteche,
directeur de ma these, dont cet article est extrait. Il va de soi que son
encadrement a été déterminant, et il serait inutile de dire le nombre d’idées
et de remarques qu’il m’a prodiguées.

2. THEOREMES 1, 2 ET 3 : RESULTATS PRELIMINAIRES

2.1. Résolution de I’équation en n : ¢(n)/n ==z

LEMME 1. Siz € &, son écriture sous la forme x = [[,co(1—1/p), avec
card A < oo, est unique. De plus, les solutions de ’équation o(n)/n = x
sont exactement les entiers composés des nombres premiers de [’ensemble A
et uniquement de ceuz-ci. Dans le cas ou x n’est pas exprimable sous cette
forme (i.e. x ¢ &), l'équation n’admet pas de solution.

Démonstration. Afin de résoudre I’équation annoncée, nous devons ré-
soudre

() 05) (5= (=)0 5) - (-3)

ou les p; et les ¢; sont des nombres premiers rangés par ordre strictement
croissant. Si x en effet n’est pas exprimable sous cette forme, I’équation
n’admet pas de solution.
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En réduisant ces deux nombres rationnels sous la forme de fractions
irréductibles, nous voyons que l'on a nécessairement p,, = ¢,,. On simplifie
alors I’équation de départ par 1—1/p,, et on reproduit le méme raisonnement,
ce qui fournit p,_1 = ¢m—1. Finalement, on obtient n = m et p; = ¢;. =

2.2. Expression explicite de K(z) en fonction de z. On rappelle la
définition (7) de la fonction K. Nous sommes & présent en mesure de donner
une expression explicite de K (x) en fonction de x.

LEMME 2. Lorsque x € &, on définit implicitement l’ensemble A de nom-
bres premiers par la relation x = [[,c ,(1—1/p), ot card A < co. On a alors

(13) K(z) = L_

peEA p— 1
Lorsque x ¢ £, on a K(x) = 0. De plus, la fonction K est continue en tout
point t ¢ &, et discontinue en tout point t € £.
Ainsi, on a par exemple K (1/2) = K(1) =1, K(2/3) =1/2, K(1/4) = 0.

Démonstration. Nous avons établi, au Lemme 1, lors de I’étude de 1’équa-
tion ¢(n)/n = x, que les entiers n solutions sont exactement ceux qui con-
tiennent exactement les facteurs premiers de ’ensemble A (puisque I’écriture

de z sous cette forme est unique). En notant A = {p1,...,p}, il vient
i=1v; *1 p pEA

Maintenant, nous montrons le résultat annoncé concernant la continuité
de K. Considérons t ¢ £, et une suite (¢,), o tendant vers ¢ lorsque n tend
vers l'infini. Définissons implicitement I’ensemble de nombres premiers A,
par la relation t, = [ ,c 4, (1 —1/p) (sitn ¢ £, on a K(t,) =0 = K(t)). La
condition t, — t impose alors card A,, — 400, et donc K(t,) — 0, ce qui
établit la continuité de K hors de £. La discontinuité de K sur £ résulte du
fait qu’il existe, pour chaque ¢y € £, des valeurs de t arbitrairement proches
de tg telles que K(t) = 0. Cela termine la démonstration du Lemme 2. w

2.3. Sommes portant sur la fonction K

LEMME 3. On a, lorsque r > 1,
(14) d K@) =
te&

ot C est le produit infini défini en (11).
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Démonstration. On obtient le résultat en faisant tendre N vers l'infini

dans la formule
S (!

teEn p<N
obtenue grace au Lemme 2, en développant le produit. =

2.4. Une minoration du module de continuité de G. Pour la
démonstration du Théoreme 1, nous avons besoin, au préalable, du résultat
suivant.

LEMME 4. On a, lorsque t € &y el t # 1,

(15) G(t)—G(t—et) > K(t)(G(1) —G(1 —«¢)).

REMARQUE. Ce lemme permet de retrouver, en utilisant seulement la
stricte croissance de G' au voisinage gauche de 1, le fait établi dans [9] que
G est strictement croissante sur [0, 1]. Il résulte en effet du Théoreme A et
du Lemme 4 que G est strictement croissante au voisinage gauche de chaque
point fixé de €. La densité de £ dans [0, 1] établit alors la stricte croissance
de G sur [0, 1].

Démonstration du Lemme 4. Nous utilisons, pour la démonstration de
ce lemme, la représentation probabiliste de G :

(16) () =P(IJ0-1/m <),
P
ou les oy sont des variables aléatoires indépendantes et obéissant a la loi de
probabilité
(17) Plap,=1)=1—-P(a, =0) = 1/p.

Cette représentation peut étre établie grace au théoreme de Delange ([10,
Théoreme I11.4.2.3]) : la fonction g(n) = ¢(n)/n vérifie g(p”) = 1 —1/p
lorsque v > 1, et donc

<, 1.

1 —Re(g(p)")
2,

Il en résulte que 'on a

0T

M- (g) = Iggaooé > g(n)T = H<1 _ 1}9) :Zj)g(i”y)z
:H<1—%+%<1—%>”>_

Cette fonction de 7 est continue a l'origine. Au vu du Théoreme I11.2.4
de [10], la représentation annoncée découle alors de ’égalité des fonctions
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caractéristiques

M, (g) =E(T] (1 = 1/p)™"),

p

que 'on obtient grace a (17), en utilisant I'indépendance des «;,. On pourra
aussi se reporter a I'Exercice I11.2.2 de [11] qui établit la validité de la
représentation (16) via I’écriture de G sous la forme d’un produit de convo-
lution.

On note t =[]
AC[2,1/e].

L’idée de la démonstration consiste a montrer que I’événement impliqué
dans la probabilité du membre de gauche du Lemme 4 contient le sous-
événement {cy, = 1 lorsque p € A}, ce qui fournit la minoration annoncée
au sens large, puis de montrer qu’il existe d’autres événements de probabilité
strictement positive réalisant celui-ci. Nous avons

(18)  G(t) — G(t —et)

“+(0-oT1(-3) <I(-3)" <1 -3)

pEA

>P<(Vp€A,ap:1)&<H<1—%>ap >1—g>>.

pEA

Nous montrons en effet que le second événement est strictement inclus dans
le premier, par densité de £ dans [0, 1] et stricte croissance de la fonction
G au voisinage de 1. Considérons pour cela un ensemble fini B de nombres
premiers tous distincts de ceux de I’ensemble A, et satisfaisant &

tVl—e< H(l—%><t.

peEB

pGA(l —1/p), de sorte que I'hypothese t € & /. implique

Un tel ensemble existe par densité de £ dans [0, 1]. Nous avons
(19) G(t)—G(t—et)

ZIP’((VpEA,apzl)&(H<1—;O>% >1—5))

pEA
+]P’((Vp€B,ap:1)&(H(1—%)ap > 1—g)>.
pEB

Les deux précédents événements sont en effet disjoints : s’ils ne I’étaient
pas, on aurait nécessairement o, = 1 lorsque p € AU B. Cela impliquerait,
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puisque A N B est vide,

H(l-%)aﬁ <t?<t(l—e),

P
ol 'on a noté que I’hypothese du Lemme 4 implique ¢t < 1 — €. Cela fournit
la contradiction requise, et démontre la minoration (19).

La derniere probabilité de (19) est strictement positive, car elle est, par
indépendance des «,, supérieure a

@) [12p(II(1-3) > vi—e) = [1 @ -cwi-a).

pEB p¢B peB

La stricte croissance de G au voisinage gauche de 1 établit alors la minoration
stricte (18). Le minorant de (18) vaut, par indépendance des v,

(I )

Dans la précédente probabilité, on a en particulier a;, = 0 lorsque p < 1/e.
On en déduit

P(I(1-5) = 1-)= T (1=3)e( T (1-7) "> 1)

pEA
ou 'on a utilisé & nouveau I'indépendance des oy,. Ainsi

G(t)—G(t—at)>H]% 11 (1—]—1))]?( 11 (1—]—1))%>1—5>.

pEA” p<l/e p>1/e
pEA

En remarquant que A C [2,1/¢] implique
1 1 !
1——-) = 1—= 1— = 7
H ( p> H ( p) H< p>
p<l/e p<l/e pEA
pgA

on en déduit finalement

Gt~ Gt —<t) > K(t) [[ (1_11)1@( 11 <1_%>% >1—5>.

p<l/e p>1/e

Cela fournit le résultat annoncé, en notant que

G(1) — G(1 —¢) :]P(H(l—}l—))% > 1—5)

p

D))

p<l/e p>1/e
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Lors de la démonstration du Théoreme 2, nous utiliserons le résultat du
lemme suivant, basé également sur la représentation probabiliste (16) de
la fonction G utilisée dans le lemme précédent. Ce résultat montre que les
valeurs de ¢ réalisant le maximum de G(t) — G(t —et) ne sont pas situées au
voisinage de ¢t = 1.

LEMME 5. Soit 0 < & < 1/2. Lorsque

2
— << —,
2(1—¢) 1—¢

o G(t)—G(t—at)<G<%> —G(%(l—e)).

Démonstration. La représentation probabiliste (16) permet d’écrire

G(t) — G(t — et) :P<t(1—5) < H<1 - ]19)% gt),
p

ol les oy, obéissent a la loi de probabilité (17). En notant que I’hypothese du
Lemme 5 implique ¢(1 — €) > 1/2, nous en déduisons que 1'on a nécessaire-
ment as = 0 dans la derniere probabilité. Il suit

(21)  G(t) — Gt —et) = %P(t(l _o)< H<1 - %)ap < t>.

p>2
D’autre part, on a, en distiguant selon les deux valeurs possibles de g,
t t 1 1\
Gl=)-G|=(1- =—P[t(1— 1—- <t
(5)-6(0-2) =3#(0-0<I1(1-5) =)
p>2
1 _(t N\ ¢
=Pl =-(1- 1— - < — .
rEe-o<l(-3) =3)
p>2
Au vu de (21), il nous suffit a présent d’établir

(22) P<3(1—5)<H<1—1>%<3>>0
2 P -2
p>2
Notant que 'hypothese du Lemme 5 implique t(1 — ¢)/2 < 1, un raison-
nement semblable a celui effectué au Lemme 4, pour montrer que la derniere
probabilité de (19) est strictement positive, établit alors le résultat requis. m

3. ETAPE PRINCIPALE DANS LA DEMONSTRATION
DES THEOREMES 1, 2 ET 3

Les Théoremes 1, 2 et 3 découlent essentiellement du lemme suivant, que
nous établissons en nous basant sur la démonstration originale d’Erdés [6].
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L’uniformité en ¢ du Lemme 6 sera utilisée pour la démonstration des
Théoremes 2 et 3, portant sur des ensembles continus. On pourra aussi
se reporter au livre d’Elliott [3], pages 207 a 213. Avant d’énoncer le lemme,
nous introduisons tout d’abord certaines notations.

3.1. Définitions préalables. On définit I’ensemble B(t, x,€) par
B(t,x,e):={1<n<z:t(l—¢c) <ep(n)/n <t}

On note n un élément générique de B(t,x,e) et on écrit n sous la forme
n = ninong, ou les facteurs premiers des entiers ni,no,ng sont respective-

ment dans les intervalles [2,£&(e)], [€(e),\/1/e] et [v/1/e,+o0[. Ici, &(e) est

une fonction telle que £(g)/log 1/e tende vers +o00, que nous pourrons fixer
ultérieurement. On considere la fonction ¢(g) a valeurs dans N, qui tend
vers +oo lorsque ¢ — 0, sous la condition £(¢) = o(1/4/¢). Nous fixerons
ultérieurement cette fonction. On introduit Pensemble B(t,z, ) par

B(t,ZL‘,E) = B(t,l‘,E) N 6172,3,4

comme étant constitué des entiers n = ningns € B(t,x,¢) satisfaisant de
plus aux quatre conditions :

LpY|[[netp>E=v=1,

2.y < (1/e)8,

3.n9 =1,

4. p(n3)/ng >1—20(e) /e

3.2. Enoncé

LEMME 6. [l existe une constante C' > 0 telle que l’on ait, uniformément
pour 0 <t<1let0<e<1/3,

(23) card B(t, z,¢) = card B(t, z,¢) + O(Ey + By + E3),
ot l'on a posé
El = l’/f(&')’
loglog &
Ey = log &)4/° — =2 10g1
i wexp (1o )V~ T2 by ).
$C’f(5)

((e)!(log 1/e) &1
pour toute constante Cy > 2log?2 fizée.

Démonstration. Le terme d’erreur induit par la condition 1 est < Ej.
En effet, le nombre d’entiers < z divisibles par p? pour un certain nombre
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premier p > £ est

mp?<x p>¢
p>¢

Cela établit la majoration requise, concernant la taille du terme d’erreur
induit par la condition 1.

Montrons que le terme d’erreur induit par la condition 2 est < FEs. Le
nombre des entiers n < z ne vérifiant pas la condition 2 est, pour chaque &
strictement positif, inférieur a

Y )< Y

PH(n)<¢ PHm)<e 'L
n1>(1/¢)1/8
par une application de la méthode de Rankin. Nous choisissons alors
__4loglog¢
~ 5logé
Il suit .
1 1\~ 1
2 it 11 <1 - pl‘“) <D i

Pt(n1)<¢ p<¢ p<E

Nous utilisons maintenant un résultat de [1] pour majorer la somme por-

tant sur p. Nous posons vg := (¥ — 1)/(klog&). La deuxieme égalité du
Lemme 9.1 de [1] s’écrit

1
Zﬁ :10g10g2§+vg+0<lovgv )
pﬁﬁp &b

Nous en déduisons, pour notre choix de x,

Zpll_m < (log&)*° + 0(1).
p<§
Cela fournit le résultat annoncé concernant la taille de FEs.

Montrons a présent que la condition 3 induit un terme d’erreur < Ej.
Pour cela, considérons deux entiers distincts n et n’ satisfaisant & la condi-
tion 1 et vérifiant na > 1 et nf, > 1 respectivement. Alors, ces entiers
possedent respectivement un facteur premier p et un facteur premier p’
dans l'intervalle [£(e), M] Nous montrons que les nombres entiers n/p et
n'/p’ sont distincts. Cela est acquis si p = p’. Supposons donc par exemple
p>p et

p(n/p) _ o(n'/p)

n /p n' /p/ :
D’apres la condition 1, p? et p’? ne peuvent respectivement pas diviser n
et n/. Les entiers n/p et p d’'une part et n/p’ et p’ d’autre part sont donc
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premiers entre eux. Il suit

(24) p(n/p) _¢n) p
n/p n p—1
et la méme identité pour n’/p’. On en déduit
/ /
— 2

n p(n) p(p’—l)ZlJr 1/e (/1] — 1)

car p — p/ > 2. Mais ceci est impossible car, par définition, on a

n) n 1
(26) o) T <t =

n p(n') t
et la contradiction requise est alors déduite de ’encadrement 0 < ¢ < 1/3.
Ainsi, pour les n vérifiant ny > 1, les entiers n/p sont tous distincts. Les n/p
étant d’autre part tous inférieurs a z/£(¢), on en déduit le terme d’erreur
annonce.

Montrons & présent que I’ensemble des entiers < x ne satisfaisant pas
a la condition 4 est de cardinal <« FEj3. Considérons pour cela les entiers
< 2 qui ont au moins [ facteurs premiers distincts dans [27\/1/e, 271 /1/¢]
pour un certain entier » > 0. Leur nombre est inférieur a

1 1\ !
1< a- 1
m;p p =7 u< > . p>
m e PIST or 1/e< or 1/e
2r\/1/e<p1<pa<--<p<27+1,/1/e V1/e<p<artiy/1/
x ( C )l
<< 7 1 e /AT 7
'\ log(2r+/1/¢)

pour toute constante C' > log 2 fixée, en choisissant ¢ suffisamment petit.
Cela découle en effet de la majoration, valable lorsque a tend vers I'infini,

o P a logb
issue du théoreme des nombres premiers. Il en résulte que le cardinal de
I’ensemble des entiers inférieurs & x qui ont au moins [ facteurs premiers
distincts dans l'intervalle [27y/1/¢, 271, /1/e[ pour au moins un entier r > 0
est

zC! i" 1 z(C/log2)! 3 1

<
| l | !
15 (rlog2 +log \/1/¢) b e )

« G
I'(log1/e)t=1"

<
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pour toute constante fixée C1 > 2log 2. Pour les entiers n qui ont moins de
[ facteurs premiers dans [2"/1/e,2" "1, /1/¢], pour tout entier 7 > 0, on a

(27) <P$ZS) _ Hs<1_;9> ijz(l—?;m)l

+o0

l

>1-) 2—‘/7?:1—25\/5.
r=0

Cela établit le résultat annoncé concernant le terme d’erreur induit par la
condition 4, et finalement le Lemme 6. m

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Dans ’énoncé du Lemme 6, nous choisissons £(¢g) := L(l/e)l/s, ou L est
défini en (8), et £(g) := [1/(2¢'/%)]. On a alors

E\ + By + B3 < aL(1/e) Y%,

Pour ce choix de &£(g) et de £(g), on a d’apres le Lemme 6, uniformément
pour 0 <t <1,

(28) card B(t, z,¢) = card B(t, z, £) + O(xL(l/e)_1/5).
Le Lemme 6 nous a permis de décrire des propriétés arithmétiques sati-

sfaites par “presque tous” les éléments n de B(t,x,¢). En effet, les éléments
n = ningng de B(t, z, ) satisfont aux quatre propriétés suivantes :

L p’|netp>L(1/e)/’ = v =1,
2.y < (1/e)8,

3.n2::1,

4. o(n3)/nz > 1 — %8,

1 nous suffit ainsi d’étudier B (t,z,e). Dans cette direction, nous démontrons
le lemme suivant.

LEMME 7. Il existe g > 0 tel que, pour toutt € A et 0 < & < &,
si l’ensemble B(t, x,€) posséde un élément n = ningns, celui-ci vérifie néces-
sairement

©(n1)
n

=1{.
Démonstration. 11 existe ng < (1/e)Y/8 tel que t = @(ng)/ng. Si asser-
tion du Lemme 7 n’était pas vérifiée, il en résulterait

‘Lﬂl)
ni

1
> 51/4,

noni

-t
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ce qui impliquerait 'une des deux inégalités suivantes :
(29) o(ny)/ni—t >t ou t—(n)/ng >4
La premiere des deux inégalités de (29) impliquerait, d’apres la condition 4
et le fait que ny =1,
on)/n> (t+e/H(1 -3 > t(1+VH(1 - %8) > ¢
pour e3/8 + ¢1/8 < 1. On choisit alors par exemple g9 = 1 /28, de sorte que
ceci est vérifié pour tout 0 < & < gp. On obtient une contradiction avec
la définition des n € B(t,x,e). D’autre part, la deuxiéme inégalité de (29)
impliquerait
p(ni)/ny <t-— e/,
ce qui contredirait I'inégalité
eny)/n1 >en)/n>t(l—e)>t—c. m

Nous sommes a présent en mesure d’estimer G(t) — G(t — &t), uni-
formément pour ¢t € A. Observant que n = nin3, nous avons

card B(t,z,¢) = card{n = ning < z : p(n1)/n1 = t, (1 — &) < p(n)/n < t}
B Z @ card{ng <x/ni :1—¢ <p(n3)/ng <1}

el m=t ! #/m
< Z x card{m < z/ny : p(m)/m >1—¢}
)=t =/

le dernier cardinal portant sur tous les entiers m sans restriction, tandis que
le précédent ne porte que sur les ng.

On déduit alors de ’évaluation (28), via une application du théoreme de
la convergence dominée,

G —Glt—et< S (G(1)=G(1—e) + OL(1/) /%)
) fni=t "

< K(t)(G(1) = G(1 —¢)) + O(L(1/e)"?).

Il suffit a présent d’invoquer le Lemme 4 pour achever la démonstration du
Théoreme 1, concernant I’estimation du module de continuité de G' a gauche
de t.

L’estimation a droite de ¢ peut étre établie de maniere analogue. On
définit 'ensemble B' (¢, x, e) par

B(t,xz,e) = B(t(l—e)~ L, z,e).

Le Lemme 6 fournit

card B'(t,x,¢) = card(B'(t, x,¢) N C1234) + O(aL(1/e) /7).
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Nous montrons ensuite, de la méme facon qu’au Lemme 7, que lorsque t € A
et n décrit B'(t,xz,e) NCi 234, on a p(ni)/n; = t, de sorte que I'ensemble
B'(t,z,e) NC1234 est vide. Cela fournit le résultat annoncé, & droite de t,
et acheve la démonstration du Théoreme 1. =

5. UNE MAJORATION DU MODULE DE CONTINUITE DE G
UNIFORME SUR [0, 1]

Pour la démonstration des Théoremes 2 et 3, nous avons besoin d’une
telle majoration. En effet, le précédent théoréme ne concerne que les valeurs
det € A C Q et est donc insuffisant pour démontrer les Théoréemes 2 et 3,
portant sur des ensembles continus. Dans cette direction, nous établissons,
au Lemme 9, une majoration uniforme sur [0, 1], apres avoir établi le résultat
suivant.

LEMME 8. [l existe 9 > 0 tel que, pour tout 0 < t < 1, il existe oy tel
que, lorsque 0 < € < gq et si B(t, z,e) est non vide, ses éléments n = ninang
vérifient p(n1)/n1 = ax. De plus, on a

t(1—e) < ap < #(1 =381,

Démonstration. La démonstration est semblable a celle du Lemme 7. Si
lon avait ¢(n1)/n1 > @(n})/n} (disons), il en résulterait

plm) plm) _ 1
ny ny T onn}

> 61/4

d’apres la condition 2 et donc, d’apres la condition 4 et le fait que ny =1,

n n n

p(n) < o /1) < p(n1) IRV t(1 _€3/8)—1 _ 4o t(1—¢),
n n} ni

deés que e!/84+£3/8 4 £3/4 < 1. On choisit par exemple g = 1/28, de sorte que

cette inégalité est vérifiée pour tout 0 < € < £9. On aboutit ainsi & une con-

tradiction concernant la définition des entiers n € B(t, z, ). L’encadrement

annoncé, relatif au réel oy découle de

1 —e) < oy 21 _ 20
n3 n
d’ou I'on déduit
(30) t1—e) < ap < t(1—e¥8)71,

Cela établit le lemme. =

Nous sommes a présent en mesure d’établir la majoration annoncée,
uniforme pour 0 <t < 1. Celle-ci est fournie par le lemme suivant.
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LEMME 9. On a, uniformément pour 0 <t <1,

(31) G(t) — Gt —et) < f;?;?; +L(1/e)7 Y5,

ot oy a €té défini au Lemme 8 et respecte donc 'encadrement (30).
REMARQUE. Il résulte du Lemme 9 que 'on a, pour chaque t ¢ £ fixé,

lorsque ¢ tend vers 0 par valeur supérieure,

! Gt +ct) — G(1) L

— |, et) — =0l —— ).

log1/e “\log1/e

Ceci découle du fait que ay — t lorsque € — 0. La continuité de la fonction
K hors de £ établie au Lemme 2 implique alors que K (ay) — 0.

G(t) — G(t —et) = 0t<

Démonstration du Lemme 9. Nous effectuons un raisonnement similaire
a celui utilisé lors de la démonstration du Théoréme 1. Soit 0 < ¢ < 1. Nous
commencons par évaluer
card B(t, z,£) = card{n = nin3 < z : p(n1)/n1 = oy, t(1 —€) < p(n)/n < t}

Z @ card{ng <z/ni:1- 38 < o(n3)/ns}
ni x/nl

<

p(n1)/mi=az
< Z x card{m < x/m :1—53/8<<p(m)/m}’
ni x/nl

w(n1)/ni=as

d’apres la condition 4, le dernier cardinal portant sur tous les entiers m sans
restriction, tandis que le précédent ne porte que sur les n3. L’estimation

card B(t, x,e) = card B(t, &) + O(zL(1/e) /%)
fournit finalement, par le théoreme de la convergence dominée,

G —Glt—ct) < S —(G(1) - G(1— %) + O(L(1/2)"/%)

p(n1)/mi=a¢

K(au) -1/5
< Tog1/z +L(1/e)" /7,

ol la derniere majoration résulte du comportement de G en 1 décrit au
Théoreme A de I'introduction. =

6. THEOREMES 2 ET 3 : RESULTATS PRELIMINAIRES

Définissons ’ensemble Ag(e) par

(32) Ao(e) == f{a € &: K(a) > L(1/e) Y1},
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I résulte immédiatement de la majoration (31) et de l’encadrement (30),
qui s’écrit aussi ay(1 —e3/8) <t < ay(1 — €)1, que l'on a le lemme suivant
(la démonstration de la contraposée est immédiate).

LEMME 10. Lorsque t ¢ |
tion uniforme

ae (1 — e3/8), a(1—¢)71], on a la majora-

G(t) — G(t —et) < L(1/e) /",

Le Lemme 10 nous permet, lors de la démonstration des Théoremes 2
et 3, de restreindre notre étude aux valeurs de ¢ situées aux voisinages des
a € Ap(e). Nous montrons au lemme suivant que nous pouvons appliquer
le Théoreme 1 pour estimer les valeurs du module de continuité dans ces
voisinages.

LEMME 11. Il existe eg > 0 tel que l'on ait, lorsque 0 < & < &y,
(33) Ao(e) C A(2e%/3).

Démonstration. Considérons o € Ap(e). Il existe un entier n tel que
a = p(n)/n. D’apres le Lemme 2, on a K (a) = 1/p(k(n)), en notant k(n) le
plus grand diviseur sans facteur carré de n. Il en résulte que 'on a p(k(n)) <
L(1/ 5)1/ % La minoration générale p(m) > m/logy, m fournit alors

(34) Ao(e) € {o(n)/n:n>1, k(n) < L(1/e)Y1) c A(2e%/3),

des que 'on a 0 < € < gg, pour g choisi suffisamment petit. En effet, la
valeur du rapport ¢(n)/n ne dépend que de k(n). Cela établit le Lemme 11. =

Rappelons la définition (10) de I’entier N et désignons par o un élément
générique de l'ensemble Ap(g). Nous établissons tout d’abord un lemme
général, afin d’estimer G(t) — G(t — et) lorsque a1 — 3/8) <t < av.

LEMME 12. Soient 3/8 < ¢ <1 et d < \/c/5 deuz constantes fixées. On
a alors, uniformément pour 0 < e < 1/3, a € Ap(e) et a(1 —¢°) <t <,

G(t) — G(t — et) = K(a)Fa(,0/¢) + O(L(1/e) "),

ot lon définit implicitement 0 par t := «a(1l — 6) et ot Fy est la fonction
définie avant le Théoréme 3.

Démonstration. Nous avons
G(t) = G(t —et) ={G(a) = G(a(l = 0)(1 =€)} — {G(a) — G(a(1 - 0))}.

Le Théoreme 1, dont application & gauche de « est autorisée par (33)
lorsque 0 < 6 < £°, fournit, pour chaque ¢’ < \/¢/5,

G(a) — Gla(l — 0)(1 — ¢))
= K(a){G(1) = G((1 - 0)(1 — )} + O(L(1/2)™).



386 V. Toulmonde

Nous invoquons maintenant la majoration de |Ry| présentée au Théoreme C.
Nous appliquons ce résultat & £ = e+60 —e6, et N = 14 Ny(e). Cela fournit
N1

G(0)=Gla(1=0)1-2)) = K(a) 3 o e gy O/ ),
m=1

Nous notons maintenant que 1’on a, pour les valeurs de 6 annoncées, et pour
1 S m S Nl (8)7

(log1/(c + 6 —£6))™™ = (log 1 /(¢ + 6))"™(1 + O(*/%)).

La majoration des coefficients |g,,| fournie au Théoreme C implique que
l'on a, lorsque log 1/¢ < log 1/e, pour une constante absolue Cy > 0,

Ny
_gml C1 N7 log Ny
(35) Z Mo e < Z Togi/s "<t

Nous en déduisons, en appliquant (35) al=c+40,
Ny

_ Im —c
Gla) = Gla(l1-0)(1—¢)) = K(oz)mz:l (o 1/(z + 0))" +O(L(1/e)™ ).
Le méme raisonnement fournit d’autre part
N1
9Im —c
G(a) = G(a(1 - 6)) = K(a) mz::l Tog1/aym T OT/e)™0).

Cela établit finalement le lemme. =

Nous établissons au lemme suivant un résultat de sommation portant
sur la fonction K.

LEMME 13. Soit r > 1 un réel, et ¢ < (r — 1)/15 une constante. On a,
uniformément pour 0 < e < 1/3,

(36) Y K(a)" = Cr+ O, (L(1/2)7°),
acAo
ot C, est le produit infini défini en (11).
Démonstration. On écrit, grace au Lemme 3,
Y K@) =Cr— ) K(a)"
acAp ag Ao
La méthode de Rankin fournit
Y K(a) <L(1/e) > K(a) ' <, L(1/e) 7,
ag¢Ao ael

ou l'on a noté que r — 15¢ > 1. Cela établit le lemme. u
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Lors de la démonstration du Théoreme 3, nous montrons que la con-
tribution principale & M, (¢) est due aux valeurs de t situées dans certains
intervalles au voisinage des a € Ap. La démonstration repose en particulier
sur le fait que ces intervalles sont disjoints. Cela est fourni par le lemme
suivant.

LEMME 14. [l eziste gy > 0 tel que, lorsque 0 < € < g et a décrit Ay(e),
les intervalles [a(1 — &%/%), (1 — )~ soient disjoints.

Démonstration. Soient o et ag deux éléments distincts de ’ensemble Ajg.
Il existe alors deux entiers ny et ng tels que oy = p(k(n1))/k(n1) et g =
©(k(n2))/k(n2). Nous déduisons alors de (34) que l'on a

L S rager

S Ra)

Cela établit le lemme. =

7. NORME INFINIE DU MODULE DE CONTINUITE :
PREUVE DU THEOREME 2

7.1. Localisation des valeurs de ¢ réalisant le maximum. D’apres
le Lemme 10, il suffit de rechercher le maximum du module de continuité
au voisinage de chacun des a € Ay(e).

7.1.1. Restriction aux voisinages de 1/2 et 1. Nous montrons tout
d’abord que nous pouvons restreindre notre étude aux voisinages des a pour
lesquels K (a) = 1, c’est-a-dire, d’aprés le Lemme 2, & « € {1/2,1}.

Soient @ € Ag et a < t < a(l — )71, Effectuons le changement de
variables t = a(1 —¢)7(1 — 7). On a donc 0 < 7 < &. Le Théoréme 1, dont
Papplication & droite puis a gauche de « est autorisée par (33), fournit

(37) Git)—G(t—et)=G(a)—Gla(l—71))+ O(L(l/s)_1/5)
= K(){G(1) = G(1 — 1)} + O(L(1/e) /).
Cette estimation et le Lemme 12 montrent que I'on peut restreindre 1’étude

aux « tels que K(a) = 1. La valeur maximale de G(t) — G(t — et) est donc
atteinte exclusivement lorsque

te [L(1-e¥8), (1) Jul -5 1]

7.1.2. Restriction au voisinage de 1/2. Nous montrons a présent que
'on peut restreindre I’étude aux intervalles a(1 —¢) <t < a(l —¢)~!, avec
o € {1/2,1}. Lorsque les valeurs de t vérifient (1 —%/8) <t < a(1—¢), on
notet = a(l1—0) avece < 0 < £3/8_ Gréce au Théoreme 1, dont I’application
a gauche de « est autorisée par (33), on obtient la majoration uniforme
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G(t) — G(t — et)
={G(a) = G(a(l - 0)(1 —¢))} — {G(a) — G(a(1 - 0))}

1 1 1 1
< K(a){log 0+e) log 1/9} T log1/22 € (og1/0)
ou la derniere majoration découle de I'encadrement relatif a 6.
Nous pouvons donc restreindre la recherche du maximum du module
de continuité & o € {1/2,1} et a(l —¢) <t < a(l —¢)7!. Le Lemme 5
montre que ce maximum n’est pas atteint au voisinage de 1. Il suffit ainsi
de rechercher les valeurs de t réalisant ce maximum dans l'intervalle

te[s(1—g),3(1—2)7".

7.1.3. Etude au voisinage gauche de 1/2. Lorsque t(l—e)<t< 3, on
note ¢ = 1(1—6) avec 0 < 6 < e. Avec la définition (9) de 6, nous montrons
I'existence de €9 > 0 tel que l'on ait, lorsque 0 < € < gg et 8 > 6,

(38) G(3) —G(t) > G(3(1 —¢)) — G(t(1 —¢)).

Cela constitue bien I'inégalité requise. D’une part, on a, grace au Théoreme 2,
dont I'application a gauche de 1/2 est autorisée par (33),

1
log1/60°

D’autre part, nous avons pour chaque constante ¢ < 1/5, lorsque 0 < 0 < ¢,
grace au Théoreme 1,

G(3(1-9)) = G(3(1-0)(1-2))
={G(1) -G -0)(1—-e)} —{G1) -G —e)} + O(L(1/e)™)

-3 1 ! O(L(1/2)"
_mz:lgm<(10g1/(€+9—59))m_(10g1/€)m)+ (L(1/)7°),

ou la derniere estimation résulte du Théoreme C utilisé avec N = 1 + Nj.
Nous notons maintenant que 1’on a, pour les valeurs de # annoncées, et
pour 1 <m < Nj(e),

(logl/(e+60—¢€B)) ™ =(logl/(e+6)) ™" (1+ O(e)).
La majoration (35) appliquée a & = ¢ + 6 fournit
G(3(1-¢)-G(E1-0)(1-2)

il 1 1 .,
- ;g’"(aogl/(e o <log1/e>m> oL/

Nous évaluons la somme ci-dessus, en notant tout d’abord que go = 0. Nous
faisons usage de la majoration y™ — 2™ < (y — x)m(x + y)™ !, uniforme

39) G(3)-G{t)=G(1)-G(1—0)+ O(L(1/0)"/%) >
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pour y > x > 0, lorsque m > 3. La majoration des coefficients |g,,| fournie
au Théoreme C implique, avec la définition (10) de 'entier Ny, que l'on a,
lorsque log1/¢ < log1/e,

Ny

m‘gm’ - 1
(40) 2 Glog 16y = log /27

Il vient, en utilisant la majoration de (40) avec { = € + 6, pour chaque
constante ¢ < 1/5,

G3(1-9)-GEa-0)(1-9) <

1 1
log1/(e +60) logl/e *
0
———— 4+ L(1/e)"¢
< e(log1/e)? +L(1/e)
Cette majoration et la minoration (39) fournissent pour chaque constante
¢ < 1/5, lorsque %(1 —g)<t< %,
{G(3) —G(3(1-9)} —{G(H) - G(t(1 - )}
1 0log1/6 e
—F 1 ——— +L(1 log 1 .
> (1 0 ogr oy 10/ 0e100))

Le minorant est donc strictement positif tant que I'on a 0 < ¢ < g¢ et
0y < 0 < e. Cela démontre la validité de (38).
7.1.4. Etude au voisinage droit de 1/2. Posons t = T1—e)t1-1),

avec 0 < 7 < e. Nous établissons que l’on a, lorsque t > %(1 + 6;1) ou 0 est
défini en (9),

L(1/e)"°

Glt) ~ G (L) < Gt(1 - ) ~ G(3(1~2)).
Cela constitue bien I'inégalité requise. Le Théoréme 1 & droite de 1/2 fournit
(41) G(1) - G(3) < L(1/e) V%
De plus, le Théoreme 1 fournit
Gt - ) = G(3(1 - 9) = G(3(1— 7)) — G(3(1 - 2)
— {G(1) = G(1 — &)} —{G(1) = G(1 — 1)} + O(L(1/2) /).
Le Théoreme C utilisé avec N = N7 + 1 fournit
(1 =) = G301 =)
- Z g’“( TR~ gt 0L
Nous factorisons la somme ci-dessus par son premier terme, en notant que

g2 = 0. Nous effectuons la majoration y™ — 2™ < (y — x)m(x + y)™ 1,
uniforme pour y > x > 0, lorsque m > 3. Nous déduisons de la majoration
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de (40) avec £ = ¢+ 7 que 'on a, au vu de (41),
42) {G(3) -GG —-9)} —{G{t)—G(t(1-¢))}
1 1
> logl/e logl/T *
Lorsque ¢t > (1 +61), ona 0 < 7 < e — 61/2. Il en résulte

1 1 01
- > 5.
logl/e logl/T = e(logl/e)
En choisissant ¢; > 0 suffisamment grande, nous déduisons que le minorant
(42) de l'expression précédente est bien strictement positif. Au vu de (38),
cela établit finalement le résultat requis, relativement a la localisation des
valeurs de ¢ réalisant le maximum de G(t) — G(t — et).

OL(1/e)~Y/5).

7.2. Estimation de la norme infinie du module de continuité.
Soit $(1 —#6p) <t < (14 6;). La croissance de la fonction G fournit

G(t)—G(t—et) <G(3(1+61) —G(3(1—6p)(1—¢)).
Le Théoreme 1, appliqué & droite de 1/2, fournit
G(t) = G(t —et) < G(}) = G(5(1 - 60)(1 — £)) + O(L(1/2) /7
< G(1) = G((1-60)(1 —2)) + O(L(1/e) /%),

ou la derniére majoration résulte du Théoreme 1, & gauche de 1/2, et ou
I'on a noté que L(1/(e + 6p)) =< L(1/e). Nous observons que l'on a, avec la
définition (10) de NV,

(log1/(e + O(o))) ™™ = (log 1/)"™"(1 4 O(e)),
lorsque m < Nj. Nous appliquons le Théoreme C avec N = 1 + Nj. La
majoration (35) fournit alors

Ny

Gt)—Glt—et) < 3 (lggl% +O(L(1/)%)
m=1

=G(1) — G(1 — &)+ O(L(1/e) /).

Cela acheéve la démonstration du Théoréme 2.

8. NORME L” DU MODULE DE CONTINUITE :
PREUVE DU THEOREME 3

Le Théoreme 3 découle du Théoreme 1, du Théoreme C et des Lemmes
10 & 13. Nous mettons en évidence une contribution des valeurs de ¢ proches
d’une valeur de ¢(n)/n a petit dénominateur n.
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Estimons, pour chaque r > 1 fixé, 'intégrale
e dt
(43) M(e) = | {G(t) - G(t — 1)} —
0
Notons deés & présent qu’il suffit en fait d’intégrer sur [0, (1 — )71,
I'intégrande étant identiquement nulle hors de cet intervalle.

Nous évaluons la quantité G(t)—G(t—et) selon les valeurs de ¢. Désignons
par a un élément générique de Ag. Nous définissons les intervalles

I(a) = [a(1 — /%), a(1 — eL(1/2)/1)],
a(l = eL(1/e)Y1), a1 — eL(1/e) V)],

[
I(a) =
I3(a) := [a(1 = eL(1/)""/"),al,
Ii(@) = [o, (1 — )11 — eL(1/e) /1)),
Is(a) = [o(1 — &)~ (1 — eL(1/e) /), a1 — )71

Nous posons I := {J,e 4, Ij(@) lorsque 1 < j <5, ainsi que
I(@) = [a(1 =)0l —e) " = | Iia).
1<5<5

I()Z:[ 1—5 \U

acAg

Nous définissons (g la contribution de Iy a l'intégrale (43), ainsi que la
contribution @;(a)) pour 1 < j <5 par

Qi(0) = | {Glt) -Gt -ty 2

Ij(a)

Introduisons la contribution @; de I'ensemble | J ¢ 4, Ij(c) a I'intégrale (43).
D’apres le Lemme 13, les intervalles Ij(c) sont disjoints lorsque o décrit
Ap(g). On en déduit, lorsque 1 < j <5,

(44) Qj= Y Qjla)
acEAy

Nous montrons que Q4 correspond a la contribution de la fonction F7,
et Q2 a celle de Fy, la contribution complémentaire étant négligeable.

8.1. Contributions négligeables. D’apres le Lemme 10, nous avons
G(t) — Gt —et) < L(1/e)"YY  (t € Iy).

Il en résulte
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(1—e)~ 1!
(45) Qo < L(1/e) V15 [ (G(t) - G(t — et)) %
0
< eL(1/e)~r=b/15,
ou l'on a utilisé la majoration

(1—¢)* g 097
(46) | {Gt)-G(t—et)} — = IRE) — <e
0

Nous utilisons maintenant le Lemme 12 dans le cas ou ¢ € Ij(«). Nous

avons dans ce cas eL(1/2)/!® < 6 < £3/8. Nous notons que I'on a, lorsque
1<m< Nl)
1 1 m € L(1/e)~ /1

(log1/(e+0))™ (logl/6)™ < (log1/0)™ Olog1/e (log1/6)™ °
11 résulte alors de la majoration (35) utilisée avec £ = 6 que 1'on a
G(t) — Gt —et) < L(1/e) " Y¥  (tel).
On obtient alors, grace a la majoration (46),
(47) Q1 < eL(1/e)"r=V/15,

Nous exploitons le Lemme 12 pour majorer la contribution (J3. Dans ce

cas,ona 0 << eL(l/e)_1/15. Le Lemme 12 et la majoration (35) utilisée
avec £ = ¢ fournissent, au vu de la minoration K («) > L(l/e)_1/15,
N1

G(t) -Gt —ct) < K(a) Y % +L(1/e)" V" <« K(a).
m=1

Il en résulte la majoration
eL(1/e)"1/15
Qs(0) < K(o)" | do<eK(a)'L(1/e) V"
0
Il vient, grace a (44) et au Lemme 13,
(48) Qs < eL(1/e) Y.

Nous majorons la contribution Q5. Posons t = a(1 —¢)~}(1 — 7). Le
Théoreme 3 appliqué a droite de « fournit

G(t) — G(t —et) = G(a) — G(a(l — 7)) + OL(1/e) V5.

Nous en déduisons, grace au Théoreme 1 & gauche de «, et a la minoration
K(a) > L(1/e)" %,

G(t) -Gt —ct) < K(a) (tels).
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Une application du Lemme 13 fournit, au vu de (44),

(49) Qs < eL(1/e) Y1,

8.2. Contributions formant le développement annoncé

8.2.1. Estimation de la contribution Q4. Nous évaluons Q4. Posons ¢t =
a(l —¢)71(1 — 7). Les valeurs de 7 vérifient donc zsL(l/zs)_l/15 <71 <e. Le
Théoreme 1, dont I’application a droite puis a gauche de « est autorisée par
(33), fournit

G(t) — G(t — et) = G(a) — G(a(l — 7)) + O(L(1/e) /%)
= K(a){G(1) = G(1 =)} + O(L(1/2) /7).

Le Théoréme C, utilisé avec N =1+ Ny, ot N; est défini en (10), fournit
(50) G(t) — G(t — et) = K(a)Fi(e,7) + O(L(1/e)"'/%),
ou F} est définie au Théoréme 3. Nous notons maintenant que ’on a, pour les
valeurs de T annoncées, Fi(s,7) < 1/(log1/7) < 1/(log 1/¢). Nous déduisons
de la minoration K («) > L(l/e)fl/15 que 'on a, pour chaque constante fixée
c < 1/15,
(51) {G(t) —G(t—et)} = K(a)" Fi(e,7)"(1+ O(L(1/e)™°)).

Il vient
1>

Q4= Z K(a)" S Fi(e,7)" dr + O(eL(1/e)™°).
acAg eL(l/a)*l/w
Le Lemme 13 fournit alors, pour toute constante ¢’ < min((r—1)/15,1/15),

13
Q=C | PR dr+0(L1/e)),
eL(1/e)~ /15
et la majoration Fj(e,7) < 1 implique finalement
€
(52) Qs =C \Fi(e,7)"dr + O(cL(1/e) ™).
0

8.2.2. Estimation de la contribution Q2. Nous estimons a présent la
contribution Q2. Nous utilisons a cet effet le Lemme 12, en choisissant ¢
arbitrairement proche de 1 et donc ¢ arbitrairement proche de 1/5. Nous
effectuons le changement de variables 8 = u. Les valeurs de u vérifient donc

(53) L(1/e)7" <u < L(1/e)/".
Nous avons, d’apres le Lemme 12, pour chaque ¢ < 1/5,
(54) G(t) — G(t —et) = K(a)Fa(e,u) + O(L(1/¢)™),
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ou F5 est définie avant le Théoreme 3. Maintenant, nous exploitons la ma-
joration des |g,| donnée au Théoreme C et I’évaluation (40). L’utilisation
pour m > 3 de la majoration générale y™ — 2™ < (y — z)m(z + y)™ !,
uniforme pour m > 1 et y > x > 0, fournit 1’évaluation uniforme dans le
domaine (53) :
e Vlog(l+1/u)

(log1/e)?
I en résulte, dans le domaine (53), que Fy(e,u) > L(1/e)"/**(log1/e)~2.
Nous invoquons alors la minoration K (a) > L(1/¢)~/*. 11 découle alors de
(54) que l'on a, pour chaque constante ¢ < 1/15 fixée,

(G(t) = Gt —et))" = K(a) Fa(e,u)" (1 4+ O (L(1/e)7°)).

I suit, en invoquant l'identité (44) et l'estimation (55), que 'on a, pour
chaque ¢ < 1/15,

(55) Fy(e,u) ~

L(1/e)'/15
Q=c> K@ | FEEuw ditOEL(1/e)7).
acAo L(1/e)~'/15

Nous appliquons alors le Lemme 13 pour évaluer la somme portant sur a.

Il en résulte que 'on a, pour chaque ¢’ < min(1/15, (r — 1)/15),

L(1/e)!/1®

Q2 = eC, S Fy(e,u)" du+ O(cL(1/e)™%).

L(1/8)71/15
La majoration Fs(e,u) < 1 fournit finalement

L(1/e)!/*
(56) Q=:Cr | Fe,uw) du+O0(eL(1/e)™).

0

Les majorations (45), (47), (48) et (49) ainsi que les évaluations (52) et (56)
établissent alors le Théoreme 3. m

9. DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1

Nous estimons successivement les contributions respectives des fonctions
F et F5. Nous montrons que F; contribue aux puissances d’ordre r + n et
F, aux puissances 2r +n dans le développement de 'intégrale (43) selon les
puissances de 1/log1/e.

9.1. Contribution de la fonction Fj. Nous évaluons la contribution
due a la fonction Fj. Pour chaque entier n > 3, nous avons, grace a la
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majoration des |g,| issue du Théoreme C, et la définition (10) de Ny, lorsque
0<71<e

n—1
! Im/ 9 ;
File,7) = logl/T (1 + mZ:Q (log1/7)m—1 * On((logl/ﬂn_l))'

L’estimation

r(r—1)---(r—M+1)
M!
(1)

fournit l'existence de nombres réels hy,’ (r) tels que
n—1 (1)
1
F T Ty m (T) 10)
e = (X gt + 0o (i)

Py =1, BV@y =0, wP) = —rr/12,

L’usage du développement général, valable pour chaque r > 0 fixé,

(57) A4+z)" =1+rz+---+ 2™ 4+ Opp (™)

avec

[ e Lr(r 1) ()
(58) §) (log 1/7' (log 1/e)r —c z:%(_l) (log1/e)rtn+l
o (i)

fournit alors I'existence de nombres réels h%) (r) tels que I'on ait, pour chaque
entier n > 1,
15

(59) |Fi(e,7) dr = e_%{:i logl/e Hm + Om<m) }

0
avec

h(()Q)(r) =1, h(12) (r)=-—r, hg) (r)=r(r+1-72/12).

9.2. Contribution de la fonction F5. Nous évaluons a présent la

contribution issue de la fonction F». Nous notons tout d’abord que 'on a
L(1/6)71/15
(60) | P(ew) du<L(1/e) VP
0

Nous pouvons donc estimer I'intégrale de Fy(e,u)" lorsque les valeurs de u
décrivent L(1/e) "Y1 < u < L(1/e)'/15,

Nous factorisons alors la somme définissant F» par son premier terme,
grace a l'identité, valable pour tous réels x, y et entiers m > 1,

(61) y" - =y -2y Ay et ™.
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Nous observons que

1 1
log1/(s(1+uw)) logl/(cu)
_ log(1+1/u) 1
- 2 log(14u logu \’
(logl/e) (1 o liél/a)) (1 - loggl/s)
et nous définissons
n m—1
Im/ 91
62 Snle,u) = . -,
02 Sulew= 2. 2 e T ) eg 1wy
Il vient
-
(63) F2(€7u) = ° (llzg(ll/—l:)l/U) 10g(§—f2)<€7u> logu \'
& (1) (- &)

On a pour chaque entier n > 2, au vu de la définition (10) de I’entier
N1, et en utilisant la majoration des |gy,| du Théoreme C,

1

(64) SN1(5,U) :Sn(€,U)+On<m)
Nous réécrivons S, sous la forme

n m—1 g /g
(65) =2 ) :

_ +u) \m— 1 J
m=1 j=0 log 1/€)m 1( Oligl/g ) ( 10‘;%11;8)

Nous reportons 1’évaluation (64) dans 'identité (63). Il vient

e 7log(l+ 1/u)

1
IOg 1/6) (1 - I(Egll—;g)) ( 1;2517/16)

(
X{Sne u)+ O, (W)}

Notant que logu < (log1/¢)?/3 et log(1 4+ u) < (log1/€)?/3, nous ef-
fectuons un développement de (66) selon les puissances de 1/logl/e, en
développant 'expression (65) de S,. L'usage du développement (1 —x)~! =
1+a+z?+- -+ 2M 4+ O0(xM*1), uniforme pour |z| < 1/2, fournit I’existence
(3)

de nombres réels hm’k’l tels que l'on ait

e Vlog(l+ 1/u)
(log 1/2)2
@) (log(1+u))k(logu)’ 1
X < m%:>0 P ke (log 1 /e)m+H+ +On (log1/2)" ) )
m—&:kll—l_gn

(66) Fy(e,u) =

Fy(e,u) =
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avec h[()?())70 = 1. L’usage du développement (57) fournit alors 'existence de

(4)

nombres réels hm7 kel

(r) tels que l'on ait
L(1/€)1/15

F(e,u) du =
L(1/€)71/15

e Z h(4) ( ) Jr,k,l(L(l/g)l/w)
(log 1/5)2r = m,k,l (10g 1/€)m+k+l
m—l—k’—i-’lgn—l

1
0 gy )
(4

avec hggo(r) =1, et ot I'on a posé

T
Jraea(T) == | (log(1+ 1/u))" (log u)* (log(1 + u))" du.
1/T

Nous notons que 1’on a, pour tout entier n,

Toka(L(1/2)°) = Tops + On(@)

ou l'on a posé Jy . 1= Jyk1(+00). Au vu de (59) et (60), en choisissant n
arbitrairement grand, cela acheve la démonstration du Corollaire 1. =

10. GENERALISATION A n/c(n) DES THEOREMES 1, 2 ET 3

Nous notons dans tout ce paragraphe G, la fonction de répartition de
n/o(n). Il est établi au chapitre précédent que le Théoréeme C est valable
également pour une certaine classe de fonctions multiplicatives, et en parti-
culier pour la fonction n/o(n).

Nous généralisons le Lemme 6 a la fonction n/o(n). Nous établissons que
celui-ci est valable pour n/o(n) ala condition 0 < ¢ < 1/4. La démonstration
de ce lemme fournit, sans aucune modification, que les termes d’erreur in-
duits par les conditions 1 et 2 sont respectivement < F et < FEj.

Nous reproduisons le méme raisonnement concernant le terme d’erreur
induit par la condition 3. Nous obtenons & la place de (24) 'identité

n/p n p+1

o(n/p) o(n) p
puis, a la place de I’équation (25),

Y

n on') p—p

2
om w T wern S T RV

L’encadrement 0 < £ < 1/4 fournit la contradiction & la majoration (26)
valable pour n/o(n), la contradiction étant obtenue des que 2¢ + /& < 1.
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En ce qui concerne la condition 4, la minoration n/o(n) > ¢(n)/n,
valable pour n > 1, fournit que ng/o(ns) est supérieur au minorant de
(27). Cela établit que le Lemme 6 est valable pour la fonction n/o(n) sous
la condition 0 < ¢ < 1/4.

10.1. Généralisation du Théoréme 1. Le Lemme 7 se généralise
a n/o(n), sans aucune modification. Le point a vérifier est I’analogue du
Lemme 4. La principale difficulté est que ’on ne sait pas résoudre explicite-
ment I'équation n/o(n) = a. On contourne ce probleme en faisant usage
d’un résultat de Hornfeck et Wirsing [7]. Ils montrent que 1’on a, pour chaque
6 > 0 fixé et uniformément pour 0 < a < 1,

(67) R(z,0) :=card{n < z : n/o(n) = a} <5 z°.
Nous notons
1
Kg(x) = Z E’
n/o(n)=z

dont I'existence est assurée par (67). Cette fonction a été initialement con-
sidérée par Erd6s dans [6] pour établir la généralisation a n/o(n) du Théo-
reme B. Nous observons que n/o(n) > 1 — ¢ impose P~ (n) > (1 — ¢)/e.
Nous en déduisons lorsque ¢ € &,, ’ensemble des valeurs prises par n/o(n),

)

1—
e _m :t,£>1_e}.
€ o(ny) o(ng)

card{ngx:t(1—8)<—
o(n

n <
) =
> card {nmg <z:Pft(nm) <

Le théoreme de la convergence dominée fournit alors, pour chaque § > 0,
Go(t) — Gyt —et) > Ky (1){Gy(1) — Go(1 — )} + O(e179),

ou 'on a exploité la majoration (67) sous la forme

+oo
1 1 dR(x,t
S oas ¥ ftes
ni n1 xT
Pt(n1)>(1—¢)/e n1>(1—¢)/e 1/e
ni/o(ni)=t ni/o(ni)=t

la derniére majoration étant obtenue par intégration par parties.

10.2. Généralisation du Théoreme 2. Comme nous 'avons signalé
en introduction, le module de continuité de G, n’atteint pas son maximum
au voisinage de 1/2, mais de 1. Avec la définition (9) de 0y, la généralisation
du Théoréme 2 a la fonction n/o(n) se traduit par le résultat suivant.
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THEOREME 4. Il existe g > 0 et une constante ¢y > 0 tels que, lorsque
0 < € < €0, la valeur mazimale de G5(t) — G4 (t — €t) soit atteinte lorsque

te [1 — b, 1]
De plus, on a, lorsque 0 < ¢ < 1/3,
(68)  sup{Gy(t) — Go(t —ct)} = G(1) — G(1 — ) + O(L(1/e) /7).
teR

Les Lemmes 8 a 10 se généralisent & n/o(n), sans modification. Le
Lemme 12 se généralise sans modification grace a la généralisation du Théo-
reme C établie dans [12]. Nous vérifions I’analogue du Lemme 11. Soit «
un élément de Ag(e). Soit N le plus petit entier tel que o = N/o(N). La
condition K, («) > L(l/e)fl/15 implique

> LS L(1/e)~ /%
n>N n
n/o(n)=N/o(N)

D’autre part, la majoration (67) montre que ’on a, pour chaque ¢ > 0,

> Ly,
n>N n
n/o(n)=N/a(N)
Cela montre que I'inclusion Ag(e) C A(§), analogue a celle obtenue en (34),
est bien vérifiée dans le cas de la fonction n/o(n) en remplacant la condition

k(n) < L(1/e)Y' par
(69) n < L(1/e)/7.

Au vu du paragraphe 7.1.1, le Théoreme 3 découle alors du fait, établi
au lemme suivant, que la valeur maximale de K,(x) vaut 1 et n’est atteinte
que si x = 1. Signalons que I'on n’a pas cherché a optimiser la valeur de la
constante 0,9883 intervenant au Lemme 15.

LEMME 15. On a K,(1) =1, et
K,(z) < 0,9883 (z #1).

Démonstration. Dans toute la démonstration, nous écrivons un entier
générique n sous la forme unique n = ab, ou b est sans facteur carré et
ou les facteurs premiers de a sont de multiplicité > 2, avec la condition
(a,b) = 1. Le résultat est acquis lorsque = 1. Supposons donc x # 1. Nous
avons

(70) K@=yt ¥ =

b:(a,b)=1
b/o(b)=zc(a)/a
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Nous exploitons maintenant le fait que 1’équation b/o(b) = « possede
pour chaque réel a une unique ou aucune solution. Nous posons

A(z):={aeN:pla=p*|a; a/o(a) = z}.
Grace au fait que b/o(b) # 1 pour chaque b > 2, il vient

wos 3 Lol w5

a€A(x) agéA(.ac) a{;éA(z.)
a pair aimpair
1 1 1 1 1 4 2 1
< -+ = —+ = == - Z
a€A(zx) ag¢ A(z) aimpair a€A(x)

ou l'on a posé

C;:Za:é :1;[(1+ 21 ) = C(Zzg?’) =1,9435964. ...

p—=p

Notant My = {a/o(a) : a < 100}, nous avons, lorsque = ¢ Mo,

D ED WD ELED I

a€A(x) ¢ Mo a/o(a)=x a<100

Il en résulte, lorsque = ¢ Mo,

10 2 1
Ko(r) < 5 C =3 > —=0,98826... <0,9883.
a<100

Il nous reste ainsi a démontrer le résultat annoncé pour les 13 éléments
de M. Nous utilisons I'identité (70). Soit x = a'/o(a’) € My. Un calcul
direct des a/o(a) pour a = 4, 8,9, 16,25,27, 32, 36,49, 64, 72,81, 100 montre
que les éléments de My sont deux a deux distints. Il en résulte que, dans la
sommation, on a b > 2 lorsque a < 100, sauf si a = a/. De plus, les éléments
de My sont distincts des rationnels b/o(b) lorsque b < 6 est sans facteur
carré. Nous en déduisons

K()<7+ +C’

ou 'on a posé

1
O = § + § = 0,47224127 . ...
4<a<100 amm(b 22 a>100

Il en résulte que 'on a, lorsque © € Mg et x # 1,
1 1
Ky(x) < - + 1 +0,47224127 ... < 0, 866.

Cela établit le résultat requis. =
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10.3. Généralisation du Théoréeme 3. Pour généraliser le Théo-
reme 3 a la fonction n/o(n), nous faisons a nouveau usage de la majoration

(67).

(71)

Nous avons, lorsque r > 1,

Z;K(a)gij( by =)

m/o(m)=n/o(n)

Une intégration par parties fournit grace a (67), pour chaque § > 0 fixé,

+oo
1 t
T RO gy g 14 e

m>n n
m/o(m)=n/o(n)

Il en résulte, en choisissant 0 < 0 < 1—1/r, que la précédente série en n con-
verge. Le Lemme 13 se généralise a n/o(n) sans modification, en remplagant
le produit infini par la série du membre de gauche de (71).

D’autre part, la majoration (69) établit la généralisation du Lemme 14.
Cela établit finalement que les trois théoremes annoncés et le Corollaire 1
se généralisent a n/o(n). =

(1]

[10]
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