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1. Introduction et résultats. Dans cet article, nous allons revenir sur
un sujet introduit par D. Fried dans [1], qui est celui des résultants cycliques.
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, que ’on peut sup-
poser algébriquement clos, et P(X) = ag Hle(X — ;) un polynéme non nul
a coefficients dans K. On note 7,(P) le résultant de P et de X™ — 1 pour
n>1:
rn(P) = Res(P, X" — 1).

On appelle cette suite la suite des résultants cycliques de P.

On a immédiatement la formule r,,(P) = af H;-izl()\? —1). Dans toute la
suite, on va supposer que les polynémes considérés n’ont pas de racines qui
soient des racines de 'unité.

Le probléme posé est de savoir dans quelle mesure la donnée des r,(P)
pour n > 1 caractérise le polynome P. Dans [1], D. Fried donne une réponse
partielle & cette question dans le cas de polynémes réciproques & coefficients
réels. Dans [2], C. J. Hillar reprend la question, et démontre le résultat
général suivant :

THEOREME 1.1 (C. Hillar). Soient f et g deux polynémes de Clx] n’ayant
pas comme zéros de racines de l'unité. Alors f et g engendrent la méme suite
de résultants cycliques si et seulement si il existe u,v € Clz] avec u(0) # 0
et des entiers naturels Uy, ly tels que deg(u) =1lp — 11 (mod 2) et

f(z) = (1) v(@)u(@ )2, g(z) = 2o(x)u().

Nous renvoyons le lecteur a [3] pour d’autres renseignements sur 1'utili-
sation de ces résultats dans divers domaines.

Nous utiliserons la dénomination introduite par C. Hillar : un polynéme
P(z) = H‘ij:l(X — ;) sera dit générique si les A; ne sont pas des racines
de l'unité, et si la condition suivante est satisfaite. Notons pour S partie de
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{1,...,d} par Ag le produit [[;.q Ai, avec la convention que si S est vide,
As = 1. On demande alors que pour S et T parties distinctes de {1,...,d},
on ait Ag # Ar.

Dans le cas particulier ot ’on suppose que les deux polynémes f et g sont
unitaires et génériques, il résulte du théoréme de Hillar que si 7, (f) = r(9)
pour tout n > 1, alors f = g.

Il est alors naturel de se poser la question de savoir si un nombre fini
d’égalités r,(f) = rn(g) impliquent dans le cas générique que f = g, et de
savoir (si une telle propriété est vraie) quel nombre de résultants cycliques
égaux sont nécessaires pour avoir ’égalité f = g.

Dans [3|, C. Hillar et L. Levine énoncent dans ce cas particulier la con-
jecture suivante :

CONJECTURE 1.2. Un polynéme unitaire générique de degré d est déter-
min€ par ses d + 1 premuers résultants cycliques.

Dans cet article, nous allons donner une réponse partielle & cette ques-
tion :

THEOREME 1.3. Soit d un entier > 1. Il existe un ouwvert de Zariski
U de C? tel que, si deuz polynomes P(X) = szl(X — i) et Q(X) =
szl(X — yg) sont tels que x = (x1,...,24) et y = (y1,-..,Yq) Soient
dans U et qu’aucune des composantes xj, ou Yy de x et y ne soit une racine
de l'unité d’ordre < d+ 1, et si de plus r,(P) = r,(Q) pour 1 <n < d+1,
alors P = Q.

Cependant, notre méthode de démonstration de ce résultat ne nous per-
met pas de déterminer explicitement 'ouvert U, et en particulier de savoir
si ce résultat s’applique a tout couple de polynémes unitaires génériques.

2. Réduction du probléme. Pour j > 1, on note ¢; le j-ieme poly-
nome cyclotomique ; son degré est donc ¢(j), ott nous avons noté ¢ l'indica-
teur d’Euler. Soit d > 1. On a le premier résultat immédiat suivant :

PROPOSITION 2.1. Soit N wun entier naturel non nul, et P(X) =
szl(X — x) un polynéme unitaire de degré d > 1 a coefficients dans C,
n’ayant aucune racine qui soit nulle ou une racine de 'unité d’ordre < N.
Alors la donnée de r,(P) = Hizl(mz —1) pour 1 < n < N équivaut a la
donnée des ngl ¢j(xk), j=1,...,N.

Démonstration. Cela vient de la formule X" —1 =[], ¢;(X), qui con-

duit a d
ra(P) =] 11 ®s(=s),
jln k=1
et du fait que pour tout h < N la quantité [[;_; én(zx) est non nulle. =
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Du fait de ce résultat, la conjecture 1.2 devient :

CONJECTURE 2.2. Soient P(X) = [14_, (X —z), Q(X) = [T¢_, (X —yx)
deuzr polyndmes unitaires génériques de degré d a coefficients dans C. Si
[Tazy &5(wk) = [Tiey &5 () pour 1 < j < d+1, alors P = Q.

En raison de cette forme de la conjecture, nous allons essentiellement
travailler avec des polynomes cyclotomiques dans le reste de I’article.

3. Lemmes préliminaires. Nous allons commencer par rappeler des
résultats d’A. Ploski ([4]). Soient n un entier, et F' = (Fi,..., F,41) une
application polynomiale de C"* dans C"*!,

On dira que la famille {F},..., Fj,11} est non dégénérée si elle contient
n éléments algébriquement indépendants sur C.

Dans ce cas, l'extension C(F1, ..., Fy411) C C(Z1,...,Z,) est une exten-
sion algébrique finie. On note ¢(F') son degré. Il existe, & un facteur multi-
plicatif non nul prés, un unique polynéme P de degré minimal, irréductible,
tel que P(Fy,...,Fyhy1) =0.

On note de plus F;r la partie homogéne de plus haut degré du poly-
noéme Fj.

On a le premier résultat suivant :

THEOREME 3.1 (A. Ptoski). Soit F = (F,...,F,+1) une application
polynomiale non dégénérée, q = q(F) et P comme définis ci-dessus. Alors
on a
1 deg(P?) < { T cee(r}.

1) ee(P) < e { TP
J

(2
Soit de plus ig un indice tel que deg(F;) > deg(F;,) pour tout i. Si le systéme
d’équations FZ-+ =0, i # ig, n’a que la solution triviale nulle, alors l'inégalité
(1) est une égalité.

Démonstration. Voir [4, Theorem 1.1]. m

Soit d > 1. On note oy 4(X1,...,Xq) = 0;4(X) le k-iéme polynome
symétrique élémentaire en d variables, et on définit des polynémes symé-
triques T} 4 de la fagon suivante :

d
Tja(X) = Tja(Xy,..., Xq) = [ [ ¢;(Xx).
k=1

Nous notons @ 4 'unique polynéme en Y7, ..., Y, tel que 'on ait Tj7d(X) =
Qj,d(o-l,d(X)v v 70d,d(X))‘

On a d’abord la formule suivante, qui donne une expression plus explicite
pour ces polynomes :
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PROPOSITION 3.2. On fait la convention que Yo = 1. Soit X; l’ensemble
des racines primitives j-iémes de l'unité. On a alors

d
Qialv) = (=10 T (3o (-1'¢™vi).
=0

CEE]‘
Démonstration. Soit P(T') = HZ 1(T'—X}). On a

d
d—1
E Voa(X)T,

=0
avec la convention que oq 4(X) =
D’autre part, ¢;(T) = HCGZJ-(T — (). Donc comme on a T} 4(X) =

szl ¢j(Xk), il vient

d
Tja(X) = (=)%Y T TT(¢ - X

CEZ]‘ k=1

=(-1) H (zd: )¢ o g X))

cex; 1=0
et il suffit de remplacer 0 4(X) par Y; pour terminer la démonstration. m

PROPOSITION 3.3. Soit d > 1. Les polynomes T 4(X),...,Tgqa(X) sont
algébriqguement indépendants sur C, et il en est de méme pour les polyndmes
Qi,ds - Qda-

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur l'entier d. Pour
d=1,onaT(X1)=01,1(X1) = Xy, de sorte que le résultat est trivial.
Ceci se produit aussi pour d = 2, puisque 17 2(X1, X2) = 022(X1, X2) —
o12(X1, Xo) + et Th (X1, Xo) = 022(X1, X2) + 012(X1, X2) + 1.

Nous supposons maintenant le résultat acquis pour d—1 variables, et nous
démontrons ’assertion pour d. On raisonne par ’absurde. On suppose qu’il
existe un polynéme P & coefficients dans C, non nul, en d variables Y7, ..., Yy,
tel que P(Th q(X),...,Ty4(X)) = 0. On peut clairement choisir P de degré
minimal possible en Yy, et on a alors Q(Y1,...,Yy—1) = P(Y1,...,Y4-1,0),
qui est un polynéme non nul.

Choisissons A racine primitive d-iéme de 1. On note que b; = ¢;(X) # 0
pour j < d—1, et que 'on a

1
Tja( X1, ., Xg1,) = (H ¢j(Xk))¢j()\) =bjTq-1(X1,...,Xa-1).
k=1

Par contre, si j =d, on a Ty 4(X1,...,X4-1,A) = 0. Il en résulte que
0=P0iThqg-1(X1,..., Xa-1),-- -, bag—1T4-1,a-1(X1,...,Xq-1),0)
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est égal &
Q(blTl,d—l(Xla B 7Xd—1)7 ) bd—le—l,d—l(Xl) s 7Xd—1)) = Oa

ce qui est absurde puisque par I’hypotheése de récurrence, les Tj 41 sont
algébriquement indépendants et ) est non nul. Ceci démontre 1’assertion.

La derniére affirmation vient du fait que les oy, 4(X') sont algébriquement
indépendants. m

Nous allons maintenant appliquer les résultats de A. Ptoski & la famille

des polynémes Q1 4, ..., Q4+1,4- On a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.4. Soit g le degré de Uextension C(Q1 4, ..., Qd+1,d) C
C(Y1,...,Yy). Si Py est l'un des polynémes de degré minimal, défini a une
constante multiplicative non nulle prés telle que P(Q14,...,Qd+1,4) = 0,
alors on a

pa deg(Fg) = (1) - p(d +1).

Démonstration. Le fait que les polynomes @Q;4, 1 < j < d, soient algé-
briquement indépendants est une conséquence de la proposition 3.3. La fa-
mille {Q1 4, ...,Qq4+1,4} considérée est donc non dégénérée.

Le degré de Q4 est clairement o(j). Par suite, Q14 et Q24 sont deux
polynémes de plus bas degré parmi les Q; 4.

La famille Q;fd, 2 < 73 < d+1, est telle que le systéme d’équations
Q;fd = 0 n’a comme solution que Pélément nul de C?. En effet, il résulte
immeédiatement des formules donnant les Q4 que

d
(Y = (—1)d#) I1 (Z(—l)lCd_lYl)-

CEE]‘ =1

Soit y = (y1,-..,yq) une solution du systéme d’équations ;Cd =0,j=
2,...,d + 1. On voit donc que pour tout j, il existe une racine primitive
J-iéme de I'unité (; telle que Zfl:l(—l)lg“?_lyl =0.

I existe z € C? tel que y; = oid(z) pour i = 1,...,d. Il existe donc pour
tout j une racine primitive de I'unité ¢; telle que 27:1(—1)%?401@(@ =0.
Mais Pexpression Zfl:l(—l)lql_lalyd(:c) est égale a HZ:l(Cj — X)) — C;j Le
polynéme H(T) = HZ:l(T — ) —T9, qui est de degré < d — 1, admet donc
les d racines distinctes (;, j = 2,...,d+1, et par suite est identiquement nul.
Ceci fournit que y; = 07 4(x) est nul pour tout [, ce qui démontre 'assertion.

La quantité maxi<j<n+1{][;,; deg(Qia)} est égale a ¢(1)---p(d +1).

Le théoréme 3.1 donne alors que

deg(Py*) = pgdeg(Pa) = (1) - ¢(d+1). =
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4. Propriétés du polynéme P;. Pour d = 2, des calculs donnent
Py(Zy, Za, Z3) = 473 — Z3 — 373 + 671 + 625 — 12.

Ce polynome est de degré 2, égal a ¢(1)p(2)p(3). D’autre part, si on a
t1,t2,t3 et @ non nuls dans C tels que Pa(t121,t2Z9,t323) = O0Pa(Z1, Zo, Z3),
on voit immeédiatement que t; = to =t3 =60 = 1.

Cette partie est consacrée & la démonstration du résultat suivant, qui
généralise ce qui précéde & d > 2 quelconque :

PROPOSITION 4.1. Soit, pour d > 2, Py(Y1,...,Y441) le polynéme non
nul a d + 1 variables, défini a une constante multiplicative non nulle pres,
irréductible, tel que Py(Q1d;--.,Qdt1,d) =0. On a alors :

(i) Le degré de Py est égal a (1) ---@(d + 1).
(i) Sit=(t1,...,tqr1) € (C*)9! est tel qu’il existe une constante 6 # 0
dans C telle que

Pd(t]_Z]_, e ,td+1Zd+1) = HPd(Zl, ceey Zd+1)
alorst; =1 pour 1 <j<d+1,ett=1.

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur
I’entier d. Il résulte de ce qui précéde que le résultat est vrai si d =
On va montrer que si le résultat est vrai pour d — 1, il est vrai pour d.

4.1. Démonstration de (i) pour d. Le polynéme Py(Z1,...,Z4,0) est non
nul, par 'hypothése d’irréductibilité faite sur ce polynéme. D’autre part,
par définition du polynéme Py, si on y remplace Y} par 0;4(X), on trouve
que Py(T14(X),...,Tgs1,4(X)) = 0. On remplace la variable Xy par une
racine primitive (d + 1)-iéme de I'unité ¢. On a alors T} ¢(X1, ..., X4-1,() =
i (()Tja-1(X), o X = (Xy,...,X4-1), pour 1 < j < d, le terme Ty 1 4
donnant 0. Par suite, Py(¢1(¢)T1,4-1(X), ..., 0a(()Tg4-1(X),0) = 0. Le
polynéme Py 1(Z1,...,7Z4) divise alors Py(¢1(¢)Z1,...,¢4(()Zq4,0). Par
conséquent, le polynéme

A Z
H Pd1<1 d)

$1(Q)"" ¢al(C)

divise Py(Z1,...,Z4,0). Par la partie (ii) de ’hypothése de récurrence, pour
des ¢ distincts dans l'ensemble X;,1 des racines primitives de 'unité, les
polynomes irréductibles H¢ ne sont pas égaux a une constante multiplicative
prés, puisque ¢1(¢) # ¢1(A) si ¢ # A. Donc le produit HC€2d+1 H, divise
Pi(Zy, ..., Z4,0).

Par la proposition 3.4, Py est toujours de degré < (1)---p(d + 1),
donc ce sera aussi le cas pour Py(Zi,...,Z4,0). Comme par la partie (i)
de I'hypothése de récurrence, le degré de Py_1 est o(1)---p(d), le degré
du produit []ecy,  He est ¢(1)---(d + 1). 1l en résulte que le degré de
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Py(Zy,...,7Z4,0) est égal a ¢(1)---p(d + 1), et que de plus il existe une
constante 7 non nulle telle que

Al Zqg \
(2) T H Pd_l(qbl(C)""’%(C))_Pd(Zl""’Zd’O)'

Comme le degré de Pd est plus grand que le degré de Py(Z1,...,2Z4,0), et
au plus égal & ¢(1)---@(d+ 1), il est égal & cette quantité, ce qui démontre
'assertion (i) pour d.

4.2. Démonstration de (ii) pour d. Soient t = (t1,...,tgp1) € (C*)TH et
0 € C* tels que Pd(tlZI, e ,td+1Zd+1) = HPd(Zl, e ZdJrl).
On commence par faire Z;,1 = 0, d’out

Py(t124, ..., taZa,0) = O0Py(Z1, . .., Z4,0).
Nous allons utiliser la formule (2). Il vient, aprés simplification par T

1 Pdl(m) )= I Pdl( )

CeXayt (EX gt

Soit ¢ € Xgyq. 1l résulte de la formule précédente qu’il existe ¢* € Xgiq
tel que Pd,l(tlZl/gbl (C), e 7tdZd/¢d(C)) et Pdfl(Zl/le (C*), ey Zd/(bd(c*))
different d’une constante multiplicative non nulle. Si on remplace Z;/¢;(*)
par Yj, la partie (ii) de ’hypothése de récurrence implique que pour tout j, on
a ¢;(C*) = 71j¢;(C), ot on a noté 7; = tj_l. Soit 2441 Pensemble des d-uplets
d’éléments de C* de la forme (¢1(C),...,¢d(C)), ot ¢ € Xgy1. Alors 2441
est un ensemble fini & ¢(d + 1) éléments, et 'application x = (z1,...,x4) €
Q41 — (mix1, ..., 7qrq) applique 2411 dans 24,1. Comme elle est claire-
ment injective, c’est donc une permutation de ’ensemble (2, 1. Il en résulte
immeédiatement que tous les 7; sont des racines de 'unité.
Comme 2 < d, on peut reprendre 1'égalité ¢o(C*) = T202((), qui s’écrit
¢*+1=m(C+1). Sion prend le conjugué, il vient
¢C+1  ¢+1
¢* ¢
dou*=( 7'22. En remplagant dans la formule de départ, il vient que 7'22 +1 =
m(C+ 1), dott o =1oum ="
SiTy #1,0nam = (!, donc 7 est une racine de I'unité d’ordre d + 1

exactement. Si on prend un élément quelconque w = (wy,...,wy) de 2441
(donc w; # 0 pour tout j), il en résulte que les (Tfwi,...,Twa) € 24i1
sont tous distincts pour [ = 0,...,d, car si deux d’entre eux sont égaux,

on a Téa)g = Té‘“wQ par exemple pour [ > k, donc Té_k = 1, ce qui, puisque

0 <l —k < d, contredit le fait que 79 est une racine primitive (d + 1)-iéme
de 1. Mais comme le cardinal de 2441 est ¢(d +1) < d + 1, on a une
contradiction.
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Donc 7 = 1, il en résulte immédiatement que (* = (, et par suite 7; = 1
pour j =1,...,d. Donc les t;, j = 1,...,d, sont tous égaux a 1. Il nous reste
& montrer que # =1l et tg.; =1. On a

Py(Zv, ..., Zg,tas1Z441) = OPg(Zy, ..., Zay Zas1)-

En faisant Z;,1 = 0, comme le polynoéme Py(Z1, ..., Z4,0) n’est pas nul, on
trouve que # = 1. Ecrivons
N

Pd(Zl) RN Zda Zd+1) = ZA’C(ZL R Zd)ZtI;-‘rl
k=0

avec Ay # 0. L’égalité se traduit par le fait que si Ay # 0, on a tldfJrl =1.
Donc t441 est une racine de 'unité. Soit m son ordre; nous allons supposer
m > 2, et montrer qu’il y a contradiction.

Les indices k tels que Ay # 0 sont tous multiples de m. Donc le polynome
P, s’écrit

M
Py(Z1,... Zapr) = Y Ajm(Z) 2,
j=0
ou mM = N. Soit 54 le polyndéme
M .
Sa(Z1, . Zan1) = Y Ajm(2)Z,4.

<
Il
o

On a donc
Py Zy,...,Z441) = Sa(Z1,. .., Zgil)

et par définition de Py,
Sa(T1,a(X), ..., Taa(X), Tar1,a(X)™) = 0.

On dérive par rapport a la variable Xy ; il vient 0 = A 4+ B avec

d
05 N
A= (X Ta-1(X) a_Zj(Tl,d(X)w~aTd,d(X)’Td+1,d(X) ),
j=1

B = mely 1 (Xa)(bar1(Xa) ™ (Tas1,a-1(X))"

oS
(Tya(X), ., Tua(X), Tagra(X)™).
0Zg41

On remplace encore X, par (, une racine primitive (d 4+ 1)-iéme de 1, et
parce que m — 1 > 1, il vient (¢g41(¢))™ ! =0, donc B = 0, et par suite

X

d
> HOT (X) U1 (OTh aa (X 64O Taar (X).0) = 0.
j=1 J
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ou encore, compte tenu du fait que Py(Z1,...,2Z4,0) = Sq(Z1,...,Z4,0),

Z¢ 1 () G 01T (). 00 Tar(X).0) =0

Par sulte, le polynome

OP,
Z@ 2y gz, @O 21, 0u(0) Z0,0)

est divisible par Pd_l(Zl, ..., Zq), ou encore, le polynéme
Zd: ¢5() , oPy
= ¢;(¢) 7 07

est divisible par le polynome Py_1(Z1/¢1(C), - .-, Za/da(C))-
Nous allons maintenant utiliser de nouveau la relation (2) que nous rap-
pelons :

—(Z1,...,24,0)

Py(Zy,.... 22,00 =7 ] Pd1< A ¢dZ(d)>

AEX g1

La dérivée partielle de Py(Zi,...,Z4,0) par rapport a la variable Z; est
égale a

1 0P /( Zy Zq A Zq
" ¥ o G o) e (5 )

neXqy A#£n
Cette derniére quantité est congrue modulo Py_1(Z1/¢1(C), ..., Za/¢a(C)) &
1 0P, [ 7 7,
P,
6,00 9z (¢1<c> 64l )EC . 1< " daln ))

Donc la quantité

d !
> el Zj 8Pd(Zl,-~,Zd70)

— ¢;(¢) 7 9Z;
est congrue modulo Py_1(Z1/¢1(C), ..., Zq/d4(C)) &

[Ti@;((c?z a%»l(mz(lg“) ' BalC )]HP“‘ 1<¢1<> "¢dZ(dA>>‘

NAC

4 #(¢) OPi (4 Zd
25,08 Yoz, (55 36)

Par suite,
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est divisible par Py_ 1(Z1/¢1(C), -y Zq/9a(C)). Ceci veut dire encore que
() apd 1
Zy..oy 2y
Z 50 %70z, | :
est divisible par Pd_l(Zl, ..., Zq). Pour des raisons de degré, il existe une

constante T(C ) telle que

oP,
Z gb ] 82 I(ZI,...,Zd) = T(C)Pd—l(Zl,w-,Zd).
J

On écrit Pd_l(Z ) =Y a,Z". La relation précédente donne que
= (0
v =7(¢
]; 50 -

si a, # 0. Comme ¢ (()/P1(() = 1/(¢ — 1) est non nul, on a une relation
non triviale entre les v tels que a, soit non nul. Ceci donne une relation de
la forme

civr + -+ cqrg = b,
avec cette fois-ci les ¢; dans Z non tous nuls, b indépendant de v, valide pour
tous les d-uplets v tels que a, soit non nul.
Posons t; = exp(cj). Par ce qui précéde, I'un au moins des ¢; n’est pas
égal a 1. L'expression Py_1(t121,...,tqZ,) est égale a

> atit 412 = exp(b) Y | ayZ¥ = exp(b)Py_1(Z1,. .., Za),

ce qui contredit la partie (ii) de 'hypothése de récurrence. Par suite, on ne
peut avoir m > 2, donc 'ordre m de t441 est égal a 1, et {441 = 1, ce qui
achéve la démonstration de la proposition. m

5. Démonstration du théoréme 1.3. On utilise le théoréme 3.1.
On a déja vu que les hypothéses de ce théoréme étaient satisfaites par
Q = (Qid---,Qad+1,4)- Par la proposition 4.1, le degré du polynéme P,
défini & une constante multiplicative non nulle prés, liant algébriquement
Q1,ds -, Qd+1,4 et de degré minimal pour cette propriété, est égal a ¢(1)---

o(d+1). Si pg est le degré de C(Y1,...,Yy) sur C(Q1 4 ---,Qd+1,4), la
proposition 3.4 montre que 'on a la relation ugdeg(Py) = ¢(1)---p(d+1).
Il en résulte que pg = 1, de sorte que

(C(Ylv cee 7Yd) = (C(Ql,dv ey Qd-}—l,d)'
En tenant compte du fait que Qg4+1,4 est algébrique sur C(Q1 4, ..., Qd.d),
on peut donc exprimer chaque Y} sous la forme

Uij(Qid,---,Qdt1,4)
Vi(Qids---,Qaa)

-Y‘-j:
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ot Vj est un polynéme non nul en d variables. Remplacons les Y par les
0;.4(X); il vient que
Ui(T1a(X), ..., Tat1,4(X))

Vi(T1,a(X), ..., Taa(X))
Soit U l'ouvert de Zariski de C? défini par H;l:l Vi(T1,a(X), ..., Tqa(X))
# 0. Soient P(X) = Hizl(X—:rk) et Q(X) = szl(X—yk) deux polynomes
tels que z = (z1,...,24) et y = (y1,...,yq) soient dans U, tels qu’aucune
des composantes zp et yr de x et y ne soit une racine de l'unité d’ordre
< d+1, et tels que 7, (P) = m,(Q) si 1 < n < d+ 1. Comme on 'a vu, la
donnée des 1, (P), 1 < n < d+1, est alors équivalente a la donnée des T 4(x),
1 <j < d+1, et de méme la donnée des r,(Q), 1 < n < d+1, est équivalente
a la donnée de T} 4(y), 1 < j < d+ 1. Donc Tjq(x) = Tjq(y) pour 1 <
Jj < d+ 1. Comme les V;(T1 4(x),...,Tya(x)) et les Vi(T1a(y), ..., Tua(y))
sont non nuls, les égalités précédentes impliquent que o0 4(x) = 0;4(y) pour
j =1,...,d, et par suite les polynémes P(X) et Q(X) sont égaux, ce qui
termine la démonstration du théoréme 1.3. u

oja(X) =
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