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Sur les paires d’équations pré-Schroder
et leur équivalence

par JOZEF KALINOWSKI (Katowice)

Abstract. Pairs of functional pre-Schréder equations (Sy) are considered. We show
that under some assumptions the system of two equations (S3), (Sn) for some n > 4 is
equivalent to the system of all equations (Sp) for n > 2. The results answer a question of
Gy. Targonski [5] in a particular case.

1. Introduction. Dans [1] et [2] on considere le probléme de 1’équiva-
lence entre des équations fonctionnelles du systeme

(S) f(g9(x) = flgn(x))- f"Yx), pour tout entier n > 2,
appelé le systeme d’equations pré-Schroder. Ici on emploi les notations de
Z. Moszner [4] : g est une application donnée, d'un ensemble X en lui-méme,
f: X — Y une fonction inconnue, ou (Y, -) est un demi-groupe commutatif,
et g, pour tout entier n > 0 désigne les itérées successives de la fonction g,
c’est-a-dire
90(33) =, gn+1(x) = g(gn(x))

Les équations du systeme (5) sont désignées par (Sy), n > 2.

Gy. Targonski [5] a demandé si une partie du systeme (S) est déja
équivalente a (.9).

2. Préliminaires. Soit (Y,) un demi-groupe commutatif. Désignons
par 0 un élément dans Y pour lequel
N\ 0-y=0,
yeyY
si un tel élément existe. Il est évident qu’il peut en exister au plus un.
Dans ce travail nous supposerons que pour n € N fixé, n > 1, le demi-
groupe (Y ) est sans torsion de degré n, c’est-a-dire
(1) A @ =y") = (x=y).

z,yeyY
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LEMME 1 (voir [2]). Si un demi-groupe (Y,-) satisfait a la loi de réduc-
tion (1), alors Y n’a pas de diviseurs de zéro.

Concernant I’équivalence d’une partie du systéme (S) au tout systéme
(S), il y a des résultats suivants :

THEOREME 1 (voir [1, théoréme 1]). Soit (Y, ) un demi-groupe commu-
tatif satisfaisant a la loi de réduction suivante :

(2) /\ (zy=zzANx#0) = (y==2).

z,y,2€Y
Si la fonction f satisfait a U'équation (S2), alors f est une solution du
systéme (5).

THEOREME 2 (voir [2, théoréme 4]). Soit (Y, -) un demi-groupe commu-
tatif satisfaisant a la loi de réduction (1) et sans torsion de degré n > 3. Si
la fonction f satisfait aux équations (Sy) et (Sp+1), alors f est une solution
du systéeme (S).

THEOREME 3 (voir [2, théoréme 5]). Soit (Y, ) un demi-groupe commu-
tatif satisfaisant a la loi de réduction (1) et sans torsion de degré n > 3. Si
la fonction f satisfait aux équations (Sy) et (S2,), alors f est une solution
du systéme (5).

THEOREME 4 (voir [2, théoréme 6]). Soit (Y, -) un demi-groupe commu-
tatif satisfaisant a la loi de réduction (1) et sans torsion de degré n > 2.
Si la fonction f satisfait aux équations (Sp+1) et (Sant1), alors f est une
solution du systeme (S).

Ce travail est la continuation de la recherche précédente. On va étudier la
question si deux équations (S3), (Sy,) pour n > 4 sont équivalentes & toutes
les équations de (5).

3. Lemmes auxiliaires. Maintenant nous provons quatre lemmes sui-
vants :

LEMME 1. Soit (Y,+) un demi-groupe commutatif et n > 4. Si la fonction
f satisfait aux équations (Ss3) et (Sy), alors
(3) F(g(@)) - f2(gn-3()) = [*(gn-2(x)) - [} (2).

Démonstration. Soit n > 4. Multiplions par f"~!(z) I’équation (S3) avec
x remplacé par g,_s3(z); en utilisant la commutativité de la multiplication,
nous pouvons écrire

(4) Flgn(@)) - f7H@) - f2(gn-3(2)) = [P (gn-2(2)) - [ ().

En substituant (S,,) dans (4) nous obtenons la these. m
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COROLLAIRE 1. Soit (Y,-) un demi-groupe commutatif satisfaisant a la
loi de réduction (1) et sans torsion de degré 3. Si la fonction f satisfait auz
équations (S3) et (Su), alors f est une solution du systéme (.5).

Démonstration. En posant n = 4 dans ’équation (3) nous obtenons

Fog(@) = fg2(2)) - f2(2).
Puisque (Y, -) est sans torsion de degré 3, la fonction f vérifie I'équation
(S2). On peut alors appliquer le théoreme 1. =

LEMME 2. Soit (Y,-) un demi-groupe commutatif et n > 5. Si la fonction
f satisfait a (3), alors
(5)  fM(9(@) - P (gn-3(x)) - [ (gn-s(@)) = [ (gn-a(2)) - [ (2).

Démonstration. En remplacant z dans (S3) par g,—5(x), puis en élévant
I’équation a la puissance 3 on obtient

(6) fg(gn—4(x)) = f3(gn—2(x)) ’ f6(gn—5(x))'
En multipliant (3) par f®(g,—5(x)) et en utilisant la commutativité, nous
obtenons

F(g()) - £2(gn-3(2)) - f*(gn-5()) = *(gn-2()) - f*(gn-5(x)) - f" 7 ().
On conclut avec (6). =

LEMME 3. Soit (Y,+) un demi-groupe commutatif et n > 6. Si la fonction
f satisfait a (5), alors
(M) fM9(@) - P gn-5(2)) = f2(gn-a(@)) - [H(gn-s(2)) - [~ (2).

Démonstration. En remplacant = dans (S3) par gn—e(x) et en élévant
I’équation a la puissance 2 on obtient

(8) Fgn—5()) = f*(gn-3(x)) - [*(gn—s6(x)).
En multipliant (5) par f*(g,_¢(z)) et en appliquant la commutativité, nous
obtenons

M (g(@)) - F(gn-3()) - [ (gn-6(2)) - F*(gn-5(x))
= 2 (gn-1(2)) - [ (gn-6(2)) - [ ().
En utilisant (8) nous obtenons
T (9(@) - [ (gn-5(x)) - [*(9n—5(2)) = [*(gn-1(2)) - [ (gn—06()) - [~ (),
dott (7). u

LEMME 4. Soit (Y,-) un demi-groupe commutatif. Si la fonction f sa-
tisfait aux équations (S3), (Sn), alors

9) S (9()) (G211 (@) S (gn-2p-1(2)) = L (gn-an(@)) - "~ (@)
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pour tous nombres impairs n, n = 2k + 1, k > 2, k € N, ou les exposants
sont donnés par

2 2 2
10 — 2k Zp_Z
(10) =g 3 5

2 4 2
11 S LTy S
(11) Bk 5 413 9’

4 2 5
12 S L Ry AT
(12) Ww=g 4 gkt
amnst que

(13) f™(g(®)) f™* (gn-26-1(2)) = [ (gn-2k(2)) - f*(gn-20—2(2))- [ (2)
pour tous nombres pairs n, n =2k + 2, k> 2, k € N, ou les exposants sont
donnés par

8 2 8
14 =_ 4k _Z -
(14) = g 3 L

4 2 5
15 bpy=— -4+ k4=
(15) k=g 45kt

4 4 4
16 =_ 4k~ -,
(16) =g 3 9

Démonstration. Si f satisfait a (S3), (Sp), alors d’apres le lemme 1 la
fonction f est une solution de I’équation (3). Donc en vertu des lemmes 2
et 3, f est une solution de (5) et (7).

Remarquons que ’équation (5) est de la forme (9) pour k& = 2, avec
ag = 2, 5 = 6, 9 = 9. Alors les exposants ag, (2, 72 sont donnés par
(10)—(12) pour k = 2.

Pareillement, I’équation (7) est de la forme (13) pour k = 2, avec ay = 12,
by = 9, co = 4. 1l s’ensuit que les exposants ao, ba, co sont donnés par
(14)—(16) pour k = 2.

La preuve se fait par récurrence par rapport a k. Pour k = 2 la these a
eté démontrée ci-dessus. Supposons que les formules (9) et (13) sont vraies
pour un k > 2 fixé. En remplacant = dans (S3) par g,_ok_2(x) et en élévant
I’équation & la puissance oy on a

(17) fga’c (In—26-1()) = f*(gn—2p41(x)) - f2ak (Gn—2k—2()).

En multipliant (9) par f2% (g, _ar_2(7)), par commutativité on obtient

(18)  f™(9(2)) - F* (gn-2k41()) - F2*(gn-sp—2(2)) - fP*(gn-ok—1(2))
= [ (gn—2r(x)) - f2ak (Gn—2r—2(x)) - fnil(fﬁ)'

En employant (17), on peut écrire (18) comme

(19)  f(g(x)) - 24 (g _op—1())
= [T (gn-2x(x)) - fzak (Gn—2k—2(x)) - fn_l(iﬁ)'
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En vertu des formules (10)—(12) et (14)—(16), on a
ar = 3ak + B, b=k, = 204,

ce qui donne (13) pour k.
En remplagant x dans (S3) par g, _or_3(z) et en élévant ’équation a la
puissance b on a

(20) P (gn-ar—2(x)) = 7 (gn-ok(2)) - F** (gn-2k—3(2)).
(

En multipliant (13) par f2% (g,_ox_3(x)), par commutativité on obtient

(21) ( (@) - f* (gn-ak-1(2)) - F*** (gn-2n-3())
PP (gn-2k(@)) - [2% (gn-2k—3(2)) - f* (gn-2k—a(x)) - [~ (2).
D’apres (20), I'équation (21) s’écrit
) [ (Gn-2k-1(2)) - [P (gn-20-3(x))
= [N (gn_gp—a(x)) - [P ().
En vertu des formules (10)—(12) et (14)—(16), on a

(22) (9()

Qg1 = Ak, Pr+1 = 20k, Vet1 = 3bk + cx,
ce qui donne (9) pour k + 1, c’est-a-dire
(23)  f(9(x)) - FR (Gnok-1(2)) - [P (gn-ok—3())

= [ (gpoop—2(x)) - [ ().

En remplacant = dans "équation (S3) par g,_ok_4(x), puis apres avoir élévé
a la puissance ay41 on a
(24)  f2R (gogp—3(2)) = f¥ (gn2k—1(2)) - 25 (gn—2p-a()).
En multipliant (22) par f2%+1(g,,_ox_4(x)) et par commutativité on obtient

(25)  f"(g(@) f* (gn-2k-1(2)) - FPH (gnook-a(@)) - [ (gn-ok—3())
= [T (gnok—2(x)) - F2H (gnook-a(x)) - [ (2).
En employant (24), on peut écrire (25) comme
f(g(w)) - o tPe (g, g s(x))
= [Y (gn-ok-2(@)) - 254 (gn2p-a(2)) - [ (@)
En vertu des formules (10)—(12) et (14)—(16) on a

g1 = 341 + Bet1, brt1 = Ye+1,  Chp1 = 20041,

ce qui donne (13) pour k + 1.
Les égalités (9) et (13) sont vraies pour tout k > 2. =

REMARQUE 1. On peut prouver par récurrence que tous les exposants
ak, By Vi, Ak, bi, ¢ donnés par (10)—(12) et (14)—(16) pour tout k£ > 2 sont
des nombres naturels.
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REMARQUE 2. Une vérification directe montre que pour tout k& > 2,

(26) Br = ay + 2k,
(27) Y = 20 + 2k + 1,
(28) ar + 1 = by + cx,
(29) ag + 2k + 2 = 2bg.

4. Le théoréme principal. Maintenant nous prouvons le théoreme
principal de ce travail. Le théoreme montre le role que ’équation (S3) joue
au systeme des équations (5).

THEOREME 5. Soit (Y,-) un demi-groupe commutatif satisfaisant a la
loi de réduction (1) et sans torsion de degré oy donné par (10) avec k =
(n—1)/2 pour n > 4 impair, et de degré by donné par (15) avec k =
(n—2)/2 pour n > 4 pair. Si la fonction f satisfait aux équations (S3)
et (Sp) pour un n >4, alors f est une solution du systéme (.5).

Démonstration. Pour n = 4 la these résulte du corollaire 1.
Posons n = 2k + 1 avec k > 2. On emploie le lemme 4. D’apres (9) nous
obtenons

(30) PR g(@)) - fo*(g2()) - [ () = [ (g(@) - [ ().
Des égalités (26), (27) il suit que

P g(@) - Fo(g2(w)) - foT28 (@) = fPot22 (g(2)) - f2(2).
Si f(g(z)) # 0 la loi de réduction (1) donne

[ (g2(x)) - fOH2E () = f2o0(g()) - [P (2).

De f(g(x)) # 0 en employant (S3) nous obtenons f(z) # 0. La loi de
réduction (1) et la commutativité nous donnent encore
(31) [f(g2(2)) - f(@)]** = [£*(g(x))]**-

Si f(g(z)) =0, de (S3) avec x remplacé par g(x), il vient que f(ga(z)) =0
et on déduit (31) aussi.

Puisque (Y,-) est un demi-groupe sans torsion de degré ay pour k =
(n —1)/2, la fonction f vérifie (Sz). On peut alors appliquer le théoreme 1
et on déduit la these pour tous n impair, n > 5.

Posons n = 2k + 2 pour k£ > 2. On emploi le lemme 4. D’apres (13) nous
obtenons

2 (g() - [ (g(2) = [P (g2()) - f* () - 2 ().
Des égalités (15), (16) il suit que by = ¢x + 2k + 1, donc

FE 2 (g()) - [ (g(x)) = f*(g2(2)) - f**(2).
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De I’égalité (29) il vient que ap = 2b — 2k — 2. Par commutativité nous
obtenons

[F2(g(@))]* = [f(g2(x)) - f ()]

Puisque (Y, -) est un demi-groupe sans torsion de degré by, pour k=(n — 2)/2,
la fonction f vérifie (S3). On peut alors appliquer le théoréme 1 et on déduit
la theése pour tous n pair, n > 6.

De la considération précédente on obtient que les équations (S3), (Sy)
pour n > 4 sont équivalentes au systeme (5). Ainsi, le théoreme est dé-
montré. m

REMARQUE 3. Il résulte du travail [2] que le systeme (S) est équivalent
a chaque des systemes (S3), (S1) (théoreme 2), (S3), (S5) (théoreme 4) et
(S3), (Se) (théoreme 3).

EXEMPLE 1. Soit Z un ensemble infini, g : Z7 — Z une fonction. Si
ro € Z, nous définissons

ZTn = gn(xg) pour n € NU{0}.
Supposons que
Tp # Ty pOUT N FE M.

Soit X = {xg,x1,x2,...}. L’ensemble Y = {—1,1} avec multiplication est
un groupe commutatif avec la loi de réduction (1). La structure (Y,-) est

sans torsion de degré pair.

La fonction
_J =1 pourn=0,
f(x")_{l pour n € N,

est une solution des équations (S3), (S2n+1) pour tous n > 2, dans len-
semble X.
En effet, pour o € X on a

1= 1% = f2(g(w0)) = flgs(0) - F(wo) = 1+ (-1 = 1,
1= 127 = P20 (g(0)) = flgansa () - 2" (o) = 1+ (1) =

Pour x,, € X, m € N nous obtenons

1=1%= f(g(em)) = f(gs(am)) - [P(am) =1-1° =1,
1= 120+l — f2”+1(g(xm)) = f(g2ns1(xm)) - f2n($m) —1.12" = 1.
Nous observons que la fonction f ne vérifie pas ’équation (S2) dans X, parce
que pour zg € X,

1=12 = f2(g(w0)) # f(g2(w0)) - f1(wo) =1+ (~1)' = —1.
Donc, les hyphotheses que ’ensemble Y est un demi-groupe commutatif avec

la loi de réduction (1) ne suffit pas pour que le théoréme 5 soit vrai. Il faut
supposer que la structure (Y, -) est sans torsion.
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