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Dérivées tangentielles des fonctions de la classe A"
dans les domaines de type fini de C?

par LAURENT VERDOUCQ (Lille)

Abstract. Let £2 be a domain of finite type in C? and let f be a function holomorphic
in {2 and belonging to Ck’a(ﬁ). We prove the existence of boundary values for some
suitable derivatives of f of order greater than k. The gain of derivatives holds in the
complex-tangential direction and it is precisely related to the geometry of 0f2. Then
we prove a property of non-isotropic Holder regularity for these boundary values. This
generalizes some results given by J. Bruna and J. M. Ortega for the unit ball.

Introduction. Soit B la boule unité de C"™. En 1986, dans le but
d’obtenir des résultats d’interpolation pour les fonctions de la classe A% (B)
:=O(B)NC**(B) avec k € Net 0 < a < 1, J. Bruna et J. M. Ortega [1]
ont montré 'existence de valeurs au bord pour des dérivées de ces fonc-
tions, a un ordre de dérivation supérieur a k. Le fait bien connu que les
fonctions dans A% (B) sont, en regle générale, de régularité double dans
la direction complexe-tangentielle influence bien str 1’ordre maximal de ces
dérivées supplémentaires.

Plus précisément, Bruna et Ortega associent a toute dérivée un poids
w donné par w = p/2 + ¢, ou p désigne le nombre de dérivées complexes-
tangentielles et ¢ le nombre de dérivées transverses. Ils obtiennent alors, sous
I'hypothese a # 1/2, un théoréeme d’existence et de régularité de valeurs au
bord pour les dérivées des fonctions de A*(B) lorsque le poids vérifie w <
k+ . Dans le cas des domaines strictement pseudoconvexes, 'article [1] fait
mention de résultats analogues. Dans le cas des domaines faiblement pseu-
doconvexes, on peut espérer un meilleur gain de dérivées supplémentaires
dans la direction complexe-tangentielle, gain relié a la géométrie du bord.

Ce travail a pour but d’obtenir des résultats dans l'esprit de ceux de
Bruna et Ortega [1] mais, cette fois, pour les domaines bornés de type fini
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dans C?. Comme point de départ dans ce cadre, on peut citer des résultats
de S. Grellier [5] : pour r une fonction définissante de classe C*°, on définit
les champs de vecteurs

or 0 or 0 0
=—— ——— et Ly=—.

822 821 82’1 82’2 82’2
Le champ L; est clairement complexe-tangentiel tandis que Lo est trans-
verse. On suppose {2 de type fini m. On note dq,(2) la distance d’un point
z & 0f2. Comme dans [2], on peut alors définir, pour z € 2 et § > 0, une
fonction 7(z,0) telle que 7(z,05(2)) donne le rayon maximal dans la direc-
tion complexe-tangentielle pour un polydisque centré en z et contenu dans
2. On a alors le résultat suivant [5, Corollaire A] :

L,y

THEOREME 1. Pour toute fonction f de A*(£2) et tout couple d’indices
(p,q) tel que p/m+ q > k + «, il existe des constantes C), 4 telles que

(1) VLS f(2)] < Cpgllfll0(2)* T 97(2, 60(2)) 7.

Ici, la norme || - || est celle de C*(£2). Il est & noter que ce théoréme
reste vrai quand on remplace L} LI par n’importe quel itéré de p champs L
et de ¢ champs Lo (les commutateurs qui apparaissent vérifient de “bonnes”
estimations).

On peut donner une idée rapide de la preuve de (1). D’abord, en appli-
quant la formule de Cauchy, on obtient I’estimée suivante : pour des indices
P, q, L telsque g+1>k+ a,on a

(2) IN'LYLS f(2)] < Cda(2)* 97 1(2,60(2)) 77,

ou N désigne une dérivation dans la direction normale. Il suffit ensuite
d’intégrer selon la direction normale : pour un point z’ du bord, on note N
le vecteur normal sortant en z’. Pour un z’ convenable, on écrit z = 2z’ —sN
avec s inférieur & une constante ¢\ assez petite (il suffit en effet de considérer
des points z proches de 92). On a alors

Praq T <t_3)l_1 lrpr4 /
LYL3f(2) = A(z0) + | o VAL~ N dt

ou A(zp) est un terme provenant du polynéme de Taylor au point zy =
2 — e9N,s. On utilise alors I'estimée (2), le fait que l'on ait classiquement

(2, ud) "t < CuV™r (2, 6)7 pour u > 1,
et diverses propriétés classiques de 7 (voir [2]). La condition p/m+q > k+«
permet d’assurer que l'intégrale Szo (t — s)l- 1t~ lkta—a=p/m gt est bornée
indépendamment de s.
On déduit alors immédiatement un corollaire du théoreme 1 :

COROLLAIRE. Si p/2+q <k + «, alors LYL3f admet un prolongement
continu a 2. De plus, cette fonction est dans C%¢ avec e = k+a —p/2 —q.
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La démonstration est immédiate et fait appel a la caractérisation clas-
sique de C%¢ par une estimation sur le gradient [6], ainsi qu’a l'estimée

(3) (2, 0) < Co1/?

et a une intégration semblable a la précédente.

En fait, il apparait clair que si on a une meilleure estimée que (3) dans une
région d’approche admissible de z’, on pourra établir pour un plus grand
nombre de dérivées 'existence de valeurs au bord en z’ (au sens des li-
mites admissibles). Suivant ce principe, on obtient dans le présent article le
théoreme suivant (théoréme 2.11) :

THEOREME 2. Soit U, une région d’approche admissible d’un point z'
du bord de type 0(z"). Alors, pour tout couple d’indices (p,q) tel que p/0(2’)
+q < k+a, la fonction z — LYLIf(z) admet un prolongement continu en
2’ en restriction a la région U,/ .

L’existence d’une limite normale pour LY L3 f(z) est d’ailleurs trés facile
& démontrer : dans un voisinage de 2/, on a 7(z/,0)"! < C6~ Y0 ce qui
constitue une amélioration de (3). Pour des indices (p, q) tels que p/0(z’) +
q < k+ a, on écrit LYLIf(2' — sN,/) comme on 'a fait plus haut et on a
I’existence de l'intégrale de 0 a €y puisque

(2 —tN. t) P r( ) < o/,

On peut remarquer que dans cette preuve, les constantes dépendent de z'.
On montrera dans cet article que I'on a également convergence dans la région
d’approche admissible, ce qui requiert une certaine uniformité des constantes
intervenant dans les estimations. Outre une technique de développements de
Taylor le long de chemins adaptés, on utilise pour cela des constructions de
V. Thilliez [10], [11], introduites en 1991 afin d’étudier certains problemes
d’interpolation dans des classes utradifférentiables au bord de domaines de
type fini.

L’article est divisé en trois parties.

Dans la premiere partie, on commence par rappeler les définitions d’outils
associés a la géométrie des domaines de type fini de C? : coordonnées
adaptées de D. Catlin [2], pseudo-distance § et pseudo-boules correspon-
dantes, régions d’approche admissibles d’un point du bord, suivant la de-
scription qui en est donnée par V. Thilliez dans [10], [11] : grossierement,
pour deux points z et 2z’ au voisinage d’un point de type fini, la pseudo-
distance 0(z’,z) est de l'ordre de la distance euclidienne d dans la direc-
tion transverse, et de d®(="*) dans la direction complexe-tangentielle. Pour
z' € 012, le nombre O(z, 2") n’est autre que le type 6(z’) du point z’. Apres
ces rappels, on décrit deux constructions de chemins affines par morceaux
joignant des points situés dans des régions d’approche données. L’une de ces
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constructions est reprise de [10], [11] ; autre a été développée spécifiquement
pour établir I'existence des dérivées supplémentaires pour A<,

Dans la deuxieme partie, on obtient en plusieurs étapes le résultat central
de cet article. On sait d’abord que 'appartenance d’une fonction holomorphe
dans un domaine {2 i la classe A*“(£2) peut étre caractérisée par un controle
de I’explosion des dérivées au voisinage du bord : de I'ordre de §p(z)k+e—!
pour les dérivées d’ordre [ > k (voir par exemple [7]). Ici, on obtient au
théoreme 2.5 une version non isotrope de cette estimation, valable pour les
points z d’une région d’approche admissible d’un point 2z’ de 9f2. Ce n’est
alors plus 'ordre de dérivation [ qui intervient, mais le “poids” p/O(2’, z) +
q ou p est le nombre de dérivées complexes-tangentielles et ¢ le nombre
de dérivées transverses. On peut noter que le corollaire 2.6 qui s’ensuit
implique clairement le résultat de [5] rappelé dans le théoréme 1 plus haut.
Ces estimations non isotropes, jointes a des développements de Taylor le long
de chemins construits dans la premiere partie, conduisent & la proposition
2.8 qui permet de vérifier le critere de Cauchy d’existence d’une limite en un
point z’ du bord et en restriction & une région d’approche admissible de z’,
pour les dérivées des fonctions de A% (£2), lorsque 'on a p/0(2')+q < k+a.
Il est donc possible de définir des valeurs au bord pour ces dérivées en tout
point 2z’ du bord, pour p/0(z’') + ¢ < k + «, en convergeant vers z’ dans une
région d’approche admissible : c’est bien le théoreme 2 énoncé plus haut.
Un exemple simple (2.12) montre que le “poids” de dérivation p/0(z’) + q
est le plus grand possible.

Ce résultat peut bien étre interprété comme une extension de la partie
“existence” du théoreéme de Bruna et Ortega, puisque, dans le cas stricte-
ment pseudoconvexe, on a évidemment 6(z') = 2 pour tout z’.

Dans la troisieme partie, on étudie la régularité des valeurs au bord
précédemment définies. On établit pour cela une formule de Taylor non-
isotrope pour les fonctions de A% (£2) : I'esprit de ce résultat est celui du
théoreme 1.5 de [1]; les méthodes de démonstration font appel aux idées de
[10], [11]. Muni de cet outil, on démontre alors un théoreme de régularité
hélderienne pour les valeurs au bord des dérivées des fonctions de AF<(£2),
sous la restriction technique o < 1/m. Ce résultat contient en particulier le
fait qu’une fonction holomorphe et a-hélderienne au sens usuel dans un do-
maine {2 strictement pseudoconvexe est automatiquement a-holderienne par
rapport a la pseudo-distance non isotrope sur le bord de {2 (voir [9]). Pour
ces domaines et pour a < 1/2, il recouvre également la partie “régularité”
du théoreme de Bruna et Ortega.

L’auteur tient a remercier le referee pour ses suggestions qui lui ont
permis d’améliorer notablement la présentation de plusieurs points de cet
article.
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Ces résultats ont été annoncés dans une note [12]. Ils constituent une par-
tie de la these [13] de lauteur, ou ils ménent a des résultats d’interpolation
pour les classes A% des ellipsoides de C2.

1. Rappels sur la géométrie des domaines de type fini de C2.
Tout ce qui suit est emprunté a [2], [10] et [11], excepté la premieére con-
struction de chemins (1.5) et les lemmes qui s’y rattachent (1.6 et 1.7).

1.1. Notations générales. Dans toute la suite, si X est un ensemble et
A(z), B(x) sont deux expressions dépendant de x dans X, on écrira souvent
A(z) < B(x) pour dire que I'on a A(z) < CB(x) ot C est une constante
positive indépendante de xz. De méme, A(z) ~ B(z) signifie que l'on a
simultanément A(z) < B(z) et B(x) < A(z).

Soient {2 un domaine borné de C? & frontiere de classe C*, 2" un point
de 0 et r une fonction définissante pour 2 au voisinage de 2° (on a
évidemment |r(z)| ~ dp(z)). On note d,;, = 0/0z; pour j = 1,2.

0

1.2. Coordonnées de Catlin et pseudo-boules. On peut supposer que
ORez,7(2%) > 03 il est alors démontré dans [2] qu'il existe dans un voisi-
nage convenable U de 2%, pour tout entier m, des applications dg, d1, . .., dn
de classe C* sur U, uniques et telles que, pour tout z’ de U, 'application
¢, qui & ¢ de C? associe z donné par

21=21+C, 22 =25 +do(2)C + de(zl)Cf
k=1

définisse un changement de coordonnées holomorphes dans C? et telles que
la fonction g, = r o ¢,., définissante pour §2,, = qSZ_/I(Q) au voisinage de 0,
admette un développement de la forme

0 () =7()+ReCa+ > ()G +O(G™ +[¢] - [¢al)
JJZJFIIT%;

ou les aj sont des fonctions de classe C* sur U.

On pose A4;(2') = maxjp= |a;p(2")] pour 2 < [ < m. On fait alors
I’hypothese que le point 29 est de type fini m, ce qui signifie que 'on a
A)(2°) = 0 pour I < m et A, (2°) # 0. Quitte & rétrécir U, on a alors
A, # 0 dans U et on peut définir, pour 2’ dans U et § réel strictement
positif, les quantités

0(z") = min{l; A;(z") # 0}

(en particulier, pour 2’ € U N 382, 0(2') est le type de 2'),

o= (S(A)7) @ e - ey

=2
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La quantité précédente est un équivalent continu du 7" de Catlin [2], avec une

normalisation convenable qui permet, par des considérations élémentaires de

fonctions convexes, de montrer que T'(z’,0) est une fonction croissante de 9,

comprise entre 6(z") et m, qui se prolonge en 0 en posant T'(z",0) = 6(z').
On définit enfin une famille de pseudo-boules (voir [2], [8]) par

Qs(2") = ¢ (Rs(2")),

ou Rs(2") est le bidisque ouvert de centre 0, de birayon (7(2’,4),d). On leur
associe une pseudo-distance définie, pour z’ et z dans U, par

6(z',z) =inf{n > 0; z € Q, (") }.

Quitte & restreindre U, on pourra supposer que, pour tous z et z’ de U, on
ad(z',z) <1

1.3. Outils géométriques. On définit maintenant la quantité O(z', z) :=
T(Z',6(2,2)). Cette quantité décrit alors la taille de la plus petite pseudo-
boule de centre 2z’ contenant z en ce sens que, de facon simpliste, cette
taille est de l'ordre de 6'/© dans la direction complexe-tangentielle et 0
dans la direction transverse. On a une liste de propriétés ([10], [11]) résumée
ci-dessous.

(i) 2<0(2') <O, 2) <met O, ) =0(),

(i) 0(2', z) < (%, ) entraine O(z2/,z) < O(Z/, 2"),
6(z',2) = [¢ !@(z ) + |G| pour z = ¢.:(Q),

(2, 0(2',2)) m 6(2, 2)/ O,

pour j+ 1 < m et pour z = ¢,/({), on a

|aj18é192/(o| < 5(2’, Z)l_(j"!‘l)/@(z',z).

)
(iii)
(iv)
(v)

Dans ce travail, on sera amené a utiliser systématiquement des itérés des
champs L, et Ly. Dans toute la suite, pour a, b entiers naturels, on notera
Sa,p 'ensemble des suites 8 = (8;)1<i<a+b & valeurs dans {1,2} telles que
#{l; 8 =1} = a et #{l; 3, = 2} = b. Pour 8 € S,», on pourra alors
considérer les itérés Lg, ... Lg, .

On est également amené a utiliser les champs de vecteurs X,/ ; associés
aux coordonnées de Catlin :

Xorj = (62)(0;;)  pour j =1,2.

En particulier, le champ X,/ ; est a coefficients polynomiaux holomorphes
et il est approximativement complexe-tangentiel en ce sens que 'on a

XZ/,I(Z) = 822T(Z/)L1(Z) + A(zla 2>8Z2

avec |0,,7(2")] = 1 et A(Z',z) = O(|z1 — 2i|). Le champ X,/ o, lui, est
transverse.
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Soient trois points 2’ € UN N, 2" € UNON et z = ¢..(¢) € UN L.
D’apres Catlin [2], ¢, se factorise en ¢, 090, i OW yr pv 2 2,0 — (2,1 est
le changement de coordonnées associé par 1.2 au domaine {2,/ et au point
¢" tel que 2" = ¢,/ (¢"). On a donc v,/ .~ (u) = ¢ avec

m
AN s 1" 1", J
C1=¢) +ur, G2 =GCy + 0U2+E djup
j=1

ot les d, 0 < j < m, dépendent de fagon C> de 2’ et 2".
Soit Z¢ ; le champ sur {2,/ défini par
EC”J - (wz/,z“)*(auj) = (¢Z/)>:1(XZ”J)7 Jj=12.
On a alors

Eerg =0 + Bdg, avec E(Q) =Y jdi(Ci =)™, Eens = djo,.
j=1

1.4. Régions d’approche admissibles. Du fait que I’on a supposé 0,7 > 0
dans U, on déduit facilement ’existence d’une constante h, avec h > 0, telle
que pour tous points 2z’ de U N2 et z = ¢..(¢) de U N §2, et tout réel ¢
avec 0 <t < 1, le point

(14.1) = (G, G — ht/do(2))  vérifie 0. (C7) = 02(C) ~ —t
et donc

(1.4.2) 2 (¢ =~ ez (O)] + ¢
En I’absence de risque de confusion, on omettra 'indice z’ : on notera (! =
¢ 0= 0w
On définit alors, pour a réel positif, le bidisque non isotrope
Ph(2') == P(0%, (7(2', alo(0")]), alo(0%)))).
Il est établi dans [10] qu’il existe une constante a avec 0 < a < 1, telle que
'on ait, quitte & rétrécir U, ¢, (P"*(2")) € 2N U pour 0 <t < 1. On a en
outre la propriété essentielle suivante :
(1.4.3)  Pour ¢ € PH%(2’), le point z = ¢,/ () satisfait §(2',2) =~ |r(z)| =
le(Q) = t.
Pour 0 < tg <1 et 0 < ag < a, on peut alors définir la région d’approche
admissible
UL = ¢ (VI0%) avec V0% .= U Plo-ao ("),
0<t<to
Cette construction est géométriquement équivalente aux constructions clas-
siques de régions d’approche admissibles [8]. Compte tenu de (1.4.3), on a
évidemment
5(2',2) = |r(z)] pour z € U™,
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On rappelle ici I'estimée suivante ([10, (3.3)] ou [11, (2.9)]). Pour trois points
z' et 2/ dans U N OS2, z = ¢./(¢) dans U N {2 vérifiant z € Uzl,’,a, on a

(1.4.4) laélE(Cl)\ <67, 2)I-HD/OGE) hour 0< 1 <m—1
ou E a été défini en 1.3. (Pour [ > m, on a évidemment 6é1E =0.)

1. 5 Premiére construction de chemins. Soient 2z’ un point de U N 912,
z et 2" deux points de U™ et ¢, ¢ tels que 2z = ¢./(¢), 2" = ¢./(¢"). Par
définition de U;O’ 0 il existe t et t" avec 0 < t < tg, 0 < t” < tq, tels que
Pon ait ¢ € Pb@(2) et ¢ € PY%(2') ou, autrement dit,
Gil < 7(2',a0l0(0%)]), |2+ ht/do(2)] < aole(0°)]
et 17 1"
G < 7(2'sa0l0(0)]), |¢5 + ht" [do(2)] < aolo(0").
On supposera, pour fixer les idées, que 'on a
(1.5.1) t <t
Définissons alors des chemins S1, 52, S3 de la fagon suivante. Le chemin Sy
est le segment [, &] avec & := (C1,C2 — h(t" —t)/do(%")). Les points de Sy
sont les points
= (¢1,¢ — hs(t" —t)/do(2")) avec 0 < s < 1.
On pose z1* = ¢,/ (ul®). Le chemin Sy est le segment [¢,£"] avec &7 =
(¢1,&2). Les points de Sy sont les points

= (G +s(¢ —¢), &) avec0<s<1.

On pose 22° = ¢ ( ). Le chemin Sj est le segment [¢”, ("], constitué des
points

ud® = (¢, &+ 5(¢) — &)  avec 0 < s < 1.
On pose 2% = ¢./(u>*). On note enfin w = 211 = 220 et w” = 221 = 230,

Le lemme suivant s’obtient par des arguments élémentaires.

LEMME 1.6. Le chemin S U So U S3 défini précédemment est contenu
dans V;O’to. Plus précisément, on a

(1.6.1) utt € Pt“(t//*t)’““(z') pour tout s avec 0 < s <1,
(1.6.2) Sy U S5 C P ().
Le lemme suivant controle la variation de © le long de S, S et Ss.

LEMME 1.7. Pour tout s avec 0 < s < 1 on a

1 1 1
1.7.1 — < <
- O(z,z1%)  O(z',2) ~ yLoga( 2)] ~ [Logd(z', 21s)|’
(1.7.2) L 1 ! 1

— <
@(2/722’5) @(z’,w) |L0g5(2/7w)| ~ |L0g5(2/72/,)”
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(1.7.3) LIS S L
607,729 6,27 |~ [Logd(7,77]

1 1 1
1.74 — < .
(174 o | = e

Preuve. On a i(#, zl #) =~ t + s(t” —t) d’apres (1.4.3) et (1.6.1). 1l
en résulte 6(z,21*) > t &~ 6(2/,2) en particulier. On en déduit (1.7.1) en
calquant la preuve de [ , (3.4, )] On a par ailleurs §(2/, 2%%) ~ §(2', w) ~
82 w") ~ §(2,23%) ~ §(2',2") ~ t"” en vertu de (1.4.3) et (1.6.2). Les

estimations (1.7.2) & (1.7.4) en résultent aussitot via les arguments de [10,
(3.4.3)] ou [11, (0.9)]. m

1.8. Deuziéme construction de chemins [10], [11]. Soient deux réels ¢
et ap avec 0 < tg < 1 et 0 < ap < a. La construction de [10, §3] (voir
aussi [11, (1.5)—(1.6) et (2.11)]) fournit une constante d; avec d; > 0, ne
dépendant que de la géométrie de {2, et deux réels sq et by avec 0 < sg < tg
et 0 < by < ag, dépendant de ty, ag et de la géométrie de 2, tels que les
propriétés suivantes soient vérifiées :

On considere 2z’ et z” deux points de U N 9f2 et z = ¢,.(¢) un point de
Ujﬁ’bo vérifiant 0(2’, z) < d1bgtp. On considére un réel s avec 0 < s < sq tel
que l'on ait z € ¢, (P (2")). On pose t := (251to) ~16(2', ) et on définit
€= 0 = (0,—ht/do()), & == 6::(), w = (Cto—ht/do(2), y = bur ()
ainsi que les segments 77 := [0,&] et Ty := [§, w], constitués respectivement
des points v1* := (0, htA/do(2")) et v2* := (A1, —ht/do(2')) avec 0< A< 1.
On pose z1* = ¢/ (v1?) et 22* = ¢,/ (v?*). On a alors

(1.8.1) 0(2",2)ms<tmd(,2), 6,28 =M et 6(2,2%Y) =t

et

(1.8.2) ¢ (Ty UTy) C UL,

En outre, si on pose v* := ¢,/ ( ), v! := ¢_ (2) et si on considere le segment
T .= [vo,v | décrit par v>‘ =00 + A(v! — %) pour 0 < A <1,0na

(1.8.3) v =v) pour0<A<1 et |o' =0 <6(2,2),

(1.8.4) ¢z (T) C U™ N g (PP (2)),

(1.8.5) N e P Ntao !y pour 0 < A< 1

et enfin, en posant 23 = ¢ (v*),

1 1 1 1

1.8. — < < .
W80 B3~ 8 2) = [og (7, 2)] ~ [Log (7, 23]

REMARQUE. Avec les notations de [10], [11], on a v* = u!~2.
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2. Estimations non isotropes et valeurs au bord des dérivées
complexes-tangentielles

2.1. Définitions et notations. Soient k un entier naturel et o un réel avec
0 < a < 1. On note C*%(§2) I’ensemble des fonctions de classe C* sur §2,
dont les dérivées d’ordre k sont a-hélderiennes sur 2. Soit O(§2) I'ensemble
des fonctions holomorphes sur 2. On pose

AR () = P (2) N O(N).
On note || - || la norme usuelle sur C*<(£2) (voir [1]) qui munit C*<(£2) et
AR (§2) d’une structure d’algebre de Banach.

Soit ¢/, 2’ € U, le changement de coordonnées polyndmial sur C? défini
en 1.2 et soit 2., = ¢_,*(£2). 1l est facile de voir que pour f € A" ()
(resp. C2(£2)). on a o 6o € A (T) (resp. Co(22)) et | fllgny ~
[f oz Hckya(ﬁz,)'

Dans la suite, on notera souvent

F = f o ¢z’
en omettant I'indice z’, pour abréger.

Avant de poursuivre, on introduit, pour des raisons de commodité, une
notation supplémentaire. Pour 3 et v réels avec § > 0, on pose

: ds
VACR) =§W et W(B,7) =1+T By — (k+a)).

Quand ~ varie, la quantité W(/3,~) décrit une échelle de croissance en f3
adaptée a l’expression des estimations que 'on se propose d’obtenir. On
utilisera les propriétés élémentaires suivantes de W(3,v). Dans (2.1.1) a
(2.1.7), on suppose toujours 0 < # < 1. Tout d’abord, pour A réel positif,
on a

(2.1.1) PW(B,) < W(B,y — ).

Soit, par ailleurs, € un réel avec 0 < € < 1. On a les estimations

(2.1.2) 1+ C,B85 <W(B,7) <1+ 1857 poury >k +a+e,
avec Cr, = (1 —2kr2=7) /(y — k — ),

(2.1.3) 1L<W(B,7)<C'e! pour0<y<k+a-—e,
avec C' = 1+ 2kt et enfin
(2.1.4) 1+ |Log Bl < W(B,k+ a) <2+ |Logpg|.

On a, en outre, les propriétés suivantes :
(2.1.5) K 'p<p <KBavec K >1
implique K 'W(8,7) < W(8',7) < K,W(8,7)
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avec K., = K*th—k=al

(2.1.6) v <7 implique W(B,7) <27 YW(3,7),
et enfin, pour K > 0,

K
2.1.7 W B,y + )SeKW 7).
(2.1.7) (ﬁ Y gl (8,7)

Rappelons maintenant la caractérisation suivante classique de A% (§2)
(voir [4] ou [7, Lemme 8]). Une fonction f holomorphe dans {2 appartient
a AR (£2) si et seulement si, pour tous entiers naturels p et ¢, il existe une
constante C(p, q, f) telle que I'on ait, pour tout z de {2,

(2.1.8) |02 09, f(2)] < Clp,q, f)(1 + |r(z)|Fro-rTa)),

et on a alors C(p, q, f) < Cp 4l f|l ot Cp 4 ne dépend que de p, q, k, o et de
la géométrie de (2. On observe maintenant, comme conséquence de (2.1.2)
et (2.1.3) appliqués avec ¢ = min(«, 1 — «), que (2.1.8) peut se reformuler
en

(2.1.9) 102 01 f(2)| < C(p, )N fIW(Ir(2)],p+ q).

On va obtenir une version non isotrope de (2.1.9). Le résultat correspondant
fera I'objet du théoreme 2.5. Auparavant, plusieurs lemmes techniques sont
nécessaires.

Dans toute la suite, la notation O'(¢(2’, z)) désigne une quantité bornée
en module par C'inf{1, p(z’,z)} ou C est une constante ne dépendant pas
de z et 2.

LEMME 2.2. Soient f € C>*(2NU), p et q deuz indices, () une suite
de Spq. 1l existe alors des fonctions vgp.q.i,j € C>®(U x U) telles que, pour
tout 2/ € 2NU et tout z € 2NU, on ait

(22.1) (Lp Ly Lo, )= D a2 2) (X1 XD )(2)
i,§, i<p
1<i+j<p+q
avec
(2.2.2) VB,p,q,i,j (z/7 z) = O/(5(Z/, Z)j*Q+(i*P)/@(z',z)))_

Preuve. On pose
L,l = 0¢,00¢, — 0¢,00¢, et L,Q =0, -
Un calcul rapide montre facilement que 'on a
(LAF) = do(')(L1f) 0 6o et (L4F) = do(')(Laf) o 6o

et, puisque |do(2")| ~ 1, il suffit de démontrer les estimations sur (Lj Lj, . ..

L., Q).
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Traitons tout de suite le cas p = 0. On a, dans ce cas, pour F' = fo ¢,/
(L, L, ... L’ﬂqF)(C) = 822}7(()
ou z = ¢,/ ((), ce qui est bien la formule demandée.

Pour p # 0, les arguments de [5, lemme 3.2] établissent facilement
I'existence de fonctions vg,p 4.5 (2’, 2) telles que

(L, L, - L, F)(C) = Z V8.pa.ii (75 2)06, 0L F(C)
1<i+j<p+gq
i<p
ou
p
a, b,
Vopai(Z2) = Y, wlab) [] ook
(a,b)EEp q,i,5 r=1

et ou chaque E,,;; est un ensemble de couples (a,b) de p-uples a =
(ar)i<r<p €t b= (by)1<r<p vérifiant > 2 a, =p—1i, >0 _ by =p+q—
et a, +b, > 1 pour tout i € {1,...,p} et ou chaque v(a,b) est un coefficient
réel.

T s’agit donc de montrer que g, 4.5, (2, 2) =O'(8(2, z)I 1T (=p)/O("2)),
Comme p est une fonction de classe C*°, on a évidemment

Hg[ & olo(0)| 1
=1

et donc

(2.2.3) "Yﬁ,p,q,@j(z/v?;)‘ S L

Pour montrer 'autre estimée contenue dans la notation @', deux cas se
présentent a nous.

e Supposons j < ¢. Puisque i < p,ona j—q+ (i —p)/O(',2) <0
et, dans ce cas, O'(8(2', 2)i~1H(i=2)/OE"2))) = O(1) et (2.2.3) permet de
conclure.

e Supposons j > ¢. Puisque >-¥_ a, = p—i, il y a au moins ¢ indices
a, qui sont nuls et comme a, + b, > 1 pour tout r € {1,...,p}, il y a au
moins ¢ indices b, qui ne sont pas nuls et donc, au plus p — ¢ indices b, qui
sont nuls.

Si on appelle I le nombre de ces indices b,- nuls, on a donc I < p —1i. De
plus, comme p+¢—j = +-_, b, >p—1I,onal > j—gq. On peut facilement
se ramener au cas ou les indices b, nuls sont by,...,b;. Pour les I indices
b, nuls, les indices a, correspondants ne sont pas nuls. On obtient alors, en
utilisant estimée 1.3(v),

p I
o atze0)] < | TT 28 0(0)] £ 8 2y~ i e/
r=1 r=1
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Or, puisque p — i > ZI: ar et I > j — g, on obtient

H 08 90 0(0)| 5 8+, 2y R/ g

LEMME 2.3. Soit f € C*(2NU). On suppose que, pour tous indices i
et j, tout 2/ €e UN 2 et tout z € UN 2, on a

’(Xi',ng/gf)(z)‘ = Ai’j(f)W<5(z',z), O(z',2) +j>

ot A; ;j(f) est une constante positive. Alors, pour tous entiers naturels p et
q et pour toute suite (0;) de Spq, 0N a

(Lg, - Lg,,, [)(z)| < A;,q(f)W((S(zl’z)’ @(5,z) " q)

ou A}, (f) est donné par Cp, gsup; i<, i, Aij(f) avec une constante Cp 4
ne dépendant que de p+ q et de la géométrie de 2.

Preuve. On utilise le lemme 2.2. On reprend la formule (2.2.1) ; deux cas
se présentent a nous.

e j—q+(i—p)/O(Z,2z) > 0; alors en utilisant (2.2.2) puis (2.1.1) on a
1V8.p.0,i.5 (, Z)aélaégF(C”

< A;,q<f>6(z’,z>j“W/@(Z“Z)VV((S(z',z), 5 7 +j)

< A;,’q(f)W<5(z’, 2), @(%z) + q>,

ce qui est le résultat souhaité.
o j—q+(i—p)/O(2,z) <0;alors i/O(2',2) +j <p/O(Z,z) + q et en
utilisant (2.2.2) et (2.1.6) on a

V8.p.q.0.5 (2, 2)05, 0, F ()] < A;’q(f)W<5(Z/, %) O(2',z) +J>

< A;,’q(f)W<6(z’,z), @(sz + q>. .

LEMME 2.4. Soient f € C®(2NU) et deuzx points 2/ € UN N2 et z €
U N {2. On suppose que, pour tous indices i et j et toute suite (0;) de S, ;,
on ait

(Lg, - L.y, N)(2)] < Ai,j(f)W<5(Z/’Z)’ @ H)

ot Aj j (f) est une constante positive. Alors, pour tous entiers naturels p et
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q, on a

(X2, X%, 1)(2)] < A;,q<f>W<5<Z'v 2); ﬁ * q)

ot A, (f) est donné par Cp 4Sup, <y, Aij(f) avec une constante C ,
ne dépendant que de p + q et de la géométrie de 2.

Preuve. Des relations
Ly = 0¢,00¢, — 0¢,00¢,, Ly = 0,
on obtient
8(1 = (8C2@)_1(L/1 + 8C1 QL/2)7 8C29 = LIQ

En utilisant 1.3(v) et les propriétés de VW décrites en 2.1, on montre alors
aisément par récurrence sur r que ’on a, pour tous ¢ et j entiers, ’estimation

08, (Lls, ... Ly, F)(O)| < Agﬂd(f)W((;(zsz), it +j>

Oz, 2)
et il reste a appliquer alors ce résultat au cas particulier ou r = p, i =0 et
Jj = ¢q. Dans ce cas,on a 31 = ... = 3; = 2 et on obtient
P g / ’ p
|aglag2F(C)| < Ap,q(f)W<5(Z ,2), m + Q>- =

Nous allons écrire maintenant 1’analogue non isotrope de (2.1.9).

THEOREME 2.5. Pour toute fonction f de A¥(82), tous points 2’ de
UnNosl, z de Uzl,’a, tout couple d’indices (p,q) et toute suite (5;) de Sp.q,
on a

\(Lg, .- Lg,, f)(z)| < Cp,q!f!W<|”(z)|’ % i q>

ou C 4 désigne une constante positive ne dépendant que de p, q, k, o et de
la géométrie de (2.

Preuve. Grace au lemme 2.3, il suffit d’établir les mémes estimations
avec l'itéré Lg, ... Lg,,, des champs L;, Ly remplacé par l'itéré X7, | X7, ,
des champs X,/ 1, X,/ 2.

On montre d’abord qu’avec les notations de (1.4), on a, pour 0 < s <1
et q>k+1,

(2.5.1) 107 0L F(C*)] < Cpgllfll - |o(¢s)|FHem /et

avec I' = f o ¢, et Cp 4 une constante convenable. Pour cela, on utilise le
lemme 1.3 de [10], [11] qui stipule que le bidisque

P* = P(¢*, ((a1]o(¢))Y O, ar|o(¢*)]))

satisfait ¢, (P®) C {2 pour une constante a; bien choisie, ne dépendant que
de la géométrie de {2. En appliquant la formule de Cauchy sur ce bidisque,
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on a

0, 0,T(C%) =

Ay OF F(wy,
(q k) S ( C2 (wl w2) dwy duws

(2im)? — Q)P wp — ¢3)a M
ot 8° désigne le bord distingué. Comme on a, par hypothese, ¢ —k +1 > 2,
il s’ensuit

— Q)P (we — ¢3)a R
et, suivant 'idée utilisée par E. M. Stein [9] dans le cas strictement pseudo-
convexe, on obtient alors, par soustraction,
(q—k)' S 8§2F(W1,WQ) _8?2F(w17<§)
(2im)? (w1 = )P ws — G597k H

o0 Ps

dw1 d(,UQ =0
pop: (W1

w1 dws.

(2.5.2) 82’1622F(C5) =
80135
Par ailleurs, on sait que ’'on a

(2.5.3) 0%, F (w1, w2) = 9, F (w1, )| S IFIl - w2 = ¢51*
De (2.5.2), (2.5.3) et de la définition de P?, on déduit immédiatement (2.5.1).

Dans le cas ¢ > k + 1, le théoreme 2.5 n’est qu’une reformulation de
(2.5.1). En effet, pour s =0, (2.5.1) s’écrit

(X2 X0 5 1) (2)] < CpgllfIl - r(z)[FTo#/OE 20
avec p/O(2/,2)+q>k+1>k+a+eavece =1— «a et donc

k4+a—(p/O(2 2 p
et < o Wil b +a)

compte tenu de (2.1.2). Dans le cas ¢ < k, on écrit

85182217(() =F + FEs

avec

Z l' 617 GQ‘i’lF )(4-2 _ C%)l7

1
(e @C_);,M Js* 0L 0L (¢ ds.
) 0

Quand z décrit 2 N U, les points ¢,/ (¢!) restent dans une partie compacte
de 2. Il s’ensuit aisément que I'on a |E1| < Cp, gsup [F| < C}, || f|| pour des
constantes C), 4, C 4 convenables. En appliquant (2.5.1) avec ¢ = k+ 1, on
obtient par allleurs

Ey =

1
|Ba| < CplIFIN) % o(¢?)[* 77/ €27 ds
0
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avec |0(C%)] =~ |o(¢)| + s d’apres (1.4.3) et s¥77 < (|o(¢)] + s)k~7 puisque

'on a supposé ¢ < k. Il vient donc, quitte & augmenter C)

1
|Ba| < G I 1§ (s + lo(Q))FHem /O 2%at) g
0

< L (120 g +0):

Les estimations obtenues pour |E;| et |Es| prouvent évidemment le théo-
reme, puisque [o(¢)| = [r(2)] et 97 07, F(¢) = (XL, 1 X7, 5 f)(2). m

Dans le souci de donner un corollaire a ce théoreme, on pose
O(z) =sup{O(2',2); 2 € U, }.
Avec les notations de l'introduction, on a alors le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.6. Soit ¢g > 0. Pour toute fonction f de AF(£2), tout
point z dans 2 N U, tout couple d’indices (p,q) et toute suite(5;) de Sp.q,
on a

e sip/O(z)+q>k+ a+eg, Uestimation
261) Loy Loy, () < O FI5() 07 (2, 5(2)) 7,
o 5sip/O(z) +q < k+ a—eo, lestimation

(2.6.2) [(Lgy - L, ))(2)] < oISl

ou C}5, sont des constantes ne dépendant que de p, q, o et de la géométrie

de (2.

2.7. Commentaires. (i) Dans les hypotheses faites, on a |r(z)| = (2, z)
en vertu de (1.4.4) et donc, compte tenu de (2.1.5), on peut remplacer
W(lr(2)|,p/O(%, z) + q) par W(d(Z', z),p/O(%, z) + ¢q) dans le résultat ob-
tenu. On peut aussi y remplacer les itérés (Lg, ... Lg,,, f)(z) par les itérés
(X§,71Xg,’2f)(z), en vertu du lemme 2.4. Dans tout ce qui suit, on utilisera
ces remarques sans les mentionner.

(ii) En fonction de p, q, 2/, z la quantité W((2', 2),p/O(%', z) + q) peut
varier “continiiment” d’une estimation en §(z’, z)kTe~®/0("2)+9) § une es-
timation en |Log 0(2/, z)| (voir (2.1.2) & (2.1.4)) ; ceci motive I"utilisation de
W pour formuler commodément le théoreme.

(iii) Le théoreme 2.5 peut étre vu comme une généralisation aux do-
maines de type fini de C? du lemme 1.1 établi par J. Bruna et J. M. Ortega
dans la boule [1].

(iv) La premieére affirmation du corollaire 2.6 implique clairement le
résultat de [5] rappelé en introduction (théoreme 1).
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(v) Les constantes qui apparaissent dans le théoreme 2.5 et son corollaire
sont bien évidemment uniformes par rapport a z’.

(vi) Soient (p, ¢) un couple d’indices et (3;) une suite de S, 4. On va mon-
trer maintenant en 2.8-2.11 que pour f € A"(2) et 2’ € UNOS2, la conver-
gence pour les indices p, ¢ tels que p/0(z")+q < k+a vers (Lg, ... Lg, ., f)(2)
n’est pas seulement normale mais peut étre élargie a la région d’approche ad-
missible U,,. On donnera ultérieurement en 3.7 une propriété de régularité
pour les fonctions 2’ + (Lg, ... Lg,, f)(2'). Comme on I’a mentionné en
introduction, ces résultats généralisent un théoreme de J. Bruna et J. M.
Ortega ([1], théoreme 1.2) limité au cas de la boule.

PROPOSITION 2.8. Soit f une fonction de A®(£2). Soient 2 un point
de UNOS2, z et 2" deux points de Uzl/a et (p,q) un couple d’entiers naturels
tels que l’on ait

(2.8.1) p/O0(z") +q < k+o.

Soit € un réel, avec 0 < e < 1. Si on pose

. 1-¢ 1-¢
Q. = min
: O(z,z)" Oz, 2")’

p p
fa (@(z',zﬁq)’““ (@w,z")*q)}’
on a alors

(282) (XD, X0 5 )(2) = (XZ 1 X7 5 ) (2")]
< C(fe(6(,2) +o(<, "))

ot C(f) est une constante ne dépendant que de f, k, o et de la géométrie

de 2.

2.9. Remarques. (i) Compte tenu de (2.8.1), du fait que p/O(2’, ) +q <
p/0(2") + q et que 0(z’) ne prend que des valeurs entieres entre 2 et m, on a
clairement inf, . {k +a — (p/O(z',2) + ¢)} > 0.

Cette remarque sera utilisée dans la preuve qui suit. Elle implique égale-
ment qu’a € fixé, on a inf, ./ .» oz > 0.

(i) Lorsqu’on suppose 0 < av < 1/m, les conditions p/6(z’) + ¢ < k + «
et p/0(z") + q < k sont équivalentes. De 14, il est facile de voir que, dans les
hypotheses de 2.8, on peut touver ¢ tel que

(2.9.1) o >«

quels que soient 2, z, 2", p et g. En particulier, pour p = ¢ =0, 2" = 2, le
résultat obtenu s’écrit, pour f € A%*(£2),

(2.9.2) 1f(2) = f(Z)] < 8(2',2)*  pour z € UL



210 L. Verdoucq

Dans [7], J. McNeal et E. M. Stein démontrent une forme globale de (2.9.2)
(c’est-a-dire que z n’est pas astreint a rester dans une région d’approche de
z') lorsque {2 est un convexe de type fini de C™. L’estimation (2.9.2) permet
une interprétation naturelle de la restriction 0 < o < 1/m (voir [7]). Un
résultat similaire figure dans un travail de D.-C. Chang et S. Krantz ([3,
théoreme 2.10]).

(iii) Pour 1/m < o < 1, on n’a plus (2.9.1). Dans le cas p=¢ =0, on a
as > (1 —¢)/m et donc

f(2) = F(Z)] S 8, 2) -/
pour f € A%¥(2) et 2z € Uzl,’a. Cette estimation n’est évidemment pas
optimale. Une amélioration de la proposition 2.8 dans le cas « > 1/m semble
trés compliquée, en particulier pour « rationnel de la forme j/0(z’) avec

1 <7 < 0(2). Cette difficulté correspond & la restriction o # 1/2 rencontrée
dans [1].

2.10. Preuve de la proposition 2.8. On se place dans le cadre de la
premiére construction de chemins (voir 1.5 a 1.7).
(i) Estimation le long de S; : Soit J; l'entier naturel tel que 'on ait

k+a+e—-1<p/O(,2)+q+ 1 <k+a+e.
On a évidemment 0 < J; < k + 2. On pose
I = (X0 X2 5 0)(2) = (X2, XD, o f)(w) = PL+ Ry

avec, en notant, comme en (2.1), F := f o ¢,,

Z 1 9, 0L F(§)(C — &),

1

(G —=&) ™ 52 )7 S
0

Ry = S 35182:J1+1F(u1’5) ds.

Pourlgjgjl,ona

P 99+ ] 1" i / p .
F — I < (" —t) 1) —_—
FOLATF©O(G - @) £ (- 0w(06 ) b v+ )
compte tenu du théoréme 2.5 et du lemme 2.4. On a aussi 0 <t —t <t =~
0(2',w) =~ 0(2', 2") et donc, compte tenu de (2.1.5), (1.7.1) et (2.1.6)—(2.1.7),

(t" — t)jW<5(z’, w), % +q+ j>

N ron p .
55(2,2 ) W<5(z’z )’Q(z/,z) +Q+])'
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Enfin, p/O(2',2) + ¢+ j < p/O(z',2) + g+ J1 < k+ a+ ¢ et donc, par
(2.1.5) et (2.1.2),

W(é(z’, 2", % +q +j> <SWO(Z,2") k+a+e) <e 1o, ") e

De ces considérations, il résulte que
(2.10.1) |P1| < e to(2, ") e

On estime maintenant le reste de Taylor R1. On a sans difficulté

1
1" Ji+1§ . J1 11, p
(2.10.2) |Ri| < (t"—1) §)s W<(5(z 2%, 78<2,72178)+q+(]1+1>ds.

Par ailleurs §(2/, 25%) ~ t + s(t” — t) et donc, en vertu de (2.1.5), (1.7.1),
(2.1.6)—(2.1.7), on a aussi

/ 1.s p 1" p
’ < — .
W((S(z,z ),8(2,’2)+q+J1+1> NW(H—s(t t),@(zl7z)+q+J1+1>

Enfin, comme on a p/O(2',z) +q+ J1 +1 > k + a + ¢, il vient, d’apres
(2.1.2) et en reportant dans (2.10.2),

Rl g e Mt =) [(s(8” — 1) (¢ + s(t" — 1))+ /O bat it g

<e " =)\ (t 4 s(t" — 1)) Fto-@/OE et 4

O ey = O ey

<kt a— (p/6(F ) + q) M IO

par un calcul direct. Suivant les hypotheses qui ont été faites et selon la
remarque 2.9(i), on en déduit alors

‘Rﬂ < 871(5(2/7 Z/l)k+a7(p/@(z/,z)+q)
et, compte tenu de (2.10.1),
(2.10.3) ’II‘ < 671(5(2’,, Zl/)min{k+a7(p/@(z/,z)+q),17£}'
(ii) Estimation le long de Sy : Soit Jo I'entier naturel tel que l'on ait
k+a+(e—-1)/0(2,2") <(p+12)/0(E2") + ¢ < k+a+e/0(,2").
On a clairement 0 < J; < m(k + 1) 4+ 1. On pose
Iy = (XD, X2 5 ) (w) = (X2 XD, f)(w”) = Pp+ R,
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avec
Jo 1 ' 4
Pr=3 0 S OEHOLFE & - &Y,
j=1
1
(51 B é‘”)‘]2+1 2 2 S
Ry = o=t {52022 M9 F(u?*) ds.

|
Ja! 5

Pour 1 < j < J3, compte tenu de (1.7.3), du fait que 'on a §(z',w”) ~
02", 2" et (p+7)/0(7,2")+q¢<k+a+e/O(,2"), on obtient

(2104) ‘agj_]agQF(é-//” S 8_1(5(2/72//)_5/9(’2’?'2”)

via des arguments similaires a ceux utilisés pour 'estimation de P;. Par
ailleurs, dans la construction 1.5, on a

& =&l =G — I < 1G]+ 16| S (25 ale(0)]) < (2, 6(2',2"))
et donc, par 1.3(iv) et (2.10.4),
(2.10.5) |Py| < e 1o(2!, 2")(1e)/OEET),
On estime a présent Rs. On a tout d’abord

, oe DSt S gy A |
’ - - < - -
W<5(z,z )’Q(Z’,ZQ’S) +q> NW(é(z,z ), PN +

en vertu de (1.7.3), du fait que Pon a §(2’, 2%%) ~ §(2', 2”") et des propriétés
(2.1.5) & (2.1.7) de W. On en déduit

o p + J + ].
[Ral 5 31 2) 0 (37, B )

et, puisque (p+ Jo +1)/0(2,2") +q¢ > k+ a+¢/6O(Z,2"), il vient, par
(2.1.2),

|Ry| < e 18(2, 2")kta-(p/0G=")+a)
et, compte tenu de (2.10.5),

(2106) ‘1—2‘ S 8716(2/7 2”)min{k+a7(p/@(zl7Z//)+q)7(176)/@(2/@”)}.

(iii) Estimation le long de S3 : On procede de fagon similaire en définis-
sant Js lentier naturel tel que l'on ait
k+a+e—-1<p/O(,2")+q+ J3<k+a+e.
On a évidemment 0 < J3 < k + 2. On pose

Iy = (XD, X2, ) (w") = (XT, 1 X2, 5 /)(2") = Ps + R,
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avec
) 4 ‘
Py=3 OOV F(C(E - &),
=1/
1
(65 =Gt syp pardatl gy, 3is
R3:J—3!§]s 02 OLF TR (W) ds.
On a &) — ¢¥| < alo(0*")] < ¢ et donc |€f — ¢¥| < 6(2',2"). De la et de

I’estimation

|8plagz+jF(C//)| < W(5(2’7 z//), m +4q +j>,

les arguments déja invoqués permettent d’obtenir
(2.10.7) |Ps| < e 18(2!, 2")(1me)/OEET),
De méme, on a
1
J +1{ gJs I 3,8 p
’R3‘<(5(Z PAARE §) ((5(2,2 ),W+Q+J3+1)d8
et, compte tenu de (1.7.3), (1.7.4) et de I'estimation &(2’, 2%%) ~ §(2/, 2")
~ tl/7
J34+1 p
|Rs| < 0(2,2")" W(é(z',z"), RG]

On conclut alors, avec les mémes arguments que pour l'estimation de R, &
la majoration

+q+J3+1>.

|R3’ < 5_15(2’/, le)k+a—(p/@(z’,z”)+q)

et, compte tenu de (2.10.7),
(2.10.8) 15| < 5—15(2/7Z//)min{k+a—(p/9(Z’,Z”)+q),(1—8)/@(Z’,Z”)}_

(iv) Conclusion : Posons

I= (X7 X2 ,)(2) = (X2, X0, 1)) =L+ L+ Is.
En regroupant (2.10.3), (2.10.6) et (2.10.8), on obtient
group )
|I| < 5—15(21’Z//)min{k+o¢7(p/9(z’,z")Jrq),(175)/@(.2',2”)}’

mais cette estimation est liée au fait que ’on a supposé, pour simplifier les
notations, t" > t, c’est-a-dire §(2’,2"”) > (%, z), dans la construction de
chemins 1.5. Dans le cas général, il convient de tenir compte de la symétrie
des roles de z et 2” et on obtient ainsi immédiatement

1] < e H(0(2'2) +0(</, 7))

ou a, est 'expression spécifiée en 2.8.
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THEOREME 2.11. Dans les hypothéses de la proposition 2.8, la limite

(2.11.1) lim (X2 X2 ,f)(2)

z—z',zeU

existe. On la note par abus (X7, | X7, ,f)(2'). De méme, pour toute suite
(B1) de Sp.q, la limite

(2.11.2) lim (L, ... Lg,,, )(2)

zaz/,zeUzl;
eziste. On la note par abus (Lg, ... Lg,, f)(2'). De plus,

(211.3)  (Lg,...Lg,, f)(Z)
= > e (F (XX ()
i/@(z’)ijj<k+a
ot les Yg.p.q.i,; sont les fonctions de C*°(U x U) définies en 2.2.

Preuve. L’existence des limites (2.11.1) est un corollaire trivial de la pro-
position 2.8 et de la remarque 2.9(i), via une simple application du critere
de Cauchy pour l'existence de limites.

L’existence des limites (2.11.2) découle du lemme 2.2 et de la formule
(2.2.1). En effet, trois cas se présentent pour les termes qui apparaissent
dans cette formule.

0 i/0(2)+j < k+ a. Puisque i/O(2',2) +j < i/0(Z)+j < k+a,la
limite de (Xi,leg,Qf)(z) existe alors quand z tend vers 2’ dans Uzl,’a.
e i/0(Z) 4+ 7 > k+ «. Alors, puisque i/0(z',2) + 7 < i/0(z') + j, on
obtient, en posant
p=(i/0(z")+j—(k+a))/2>0
et en utilisant (2.1.2),
1V8.,p,0,. (', z)(X;‘/’ng/VQf)(zﬂ
< 5(2',z)j—q+<i—1’>/@<2’%>w(5(z’, 2), ﬁ + j> <SS+ 5,
z
avec
Sl = 5(2/7 Z)j7Q+(i7p)/8(Zlvz)7
Sy = p~t8(2, z) ka0 —at(i-p)/O("2)
Quand on fait tendre 2z’ vers z dans U Zl/’a, S1 tend vers 0, puisque ¢ < p et

donc j—q+(i—p)/O(2',2) = j—q+(i—p)/0(z') = k+a—(p/0(z')+4q) > 0.
De méme, on a Sy < §(2/, 2)k T~ P/0(z)+4) qui tend également vers 0.
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e i/0(2')+j=Fk+ . On a alors
V8.p.a.i (2, 2) (X2 1 XD 5 f)(2)]

< 5o )i ati=p)/O('2) / Lo
< 0(2,2) W0 %), gy +

< 5(Z/’Z)j—qu(ifp)/@(Z/vz)(l + |Log 5(Z',Z)|)

avec (i—p)/O(z,2)+j—q = (i—p)/0(z')+j—q=k+a—(p/0(z')+q) >0,
donc le terme correspondant tend aussi vers 0.

En faisant tendre z vers 2z’ dans U 21,’a, on obtient donc bien la formule
(2.11.3) souhaitée.

2.12. Exemple. A titre d’illustration, on peut considérer I'ellipsoide {2 =
{z € C?; |21|* +]22]* < 1} qui est de type fini 4 et vérifier aisément, a I'aide
des inégalités |z1] < |1 — 22|Y* et |1 — 22| > |r(2)|, que la fonction f(2) =
22 Log(1 — z9) est dans A%/2(82) : il suffit pour cela de voir que |0, f(2)| <
l7(2)]='/? pour i = 1,2. On peut alors, par des calculs simples, montrer
que (L1f)(0,1) existe (et est nulle) tandis que (L?f)(0,1) et (Laf)(0,1)
n’existent pas. Ceci correspond bien & la condition (2.8.1) sur les ordres de
dérivation.

3. Formule de Taylor non isotrope et applications

3.1. Notations et hypothéses. Dans toute la suite, on supposera de plus

(3.1.1) a#j/m, je{l,...,m—1}.

Soit f € AR(£2). Soit 2’ un point de U N 962 de type m. Soient &y, sg
et by les nombres associés par 1.8 a ag = a et tg = 1. On associe a f un
développement de Taylor non isotrope

’ 1 . . L
Taf@) = Y, 7KL XD,0EEE pour 2 = 62 (C).
i€EN, jEN -
i/m+j<k+a

On pose également h := f — Ti,/lf, H:=hod¢,.

LEMME 3.2. Soit f une fonction de A¥(£2). Pour tout point 2’ de U N
012 et tout couple d’indices (p,q) tel que p/0(2') +q < k+ a, on a
(3.2.1) (XL X2 5 ) ()] < Cpg(f)

ot Cp 4(f) est une constante ne dépendant que de p, q et [

De plus, pour tous points z', 2" de UNOS2 et z de UN {2 et tout couple
d’indices (p,q), on a
(3:2.2) (X0 1 XD 5(TR 1)) (2)] < Cpg(f)

ot C,, ,(f) est une constante ne dépendant que de p, q et f.
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Preuve. (3.2.1) est une conséquence de l'estimation (2.6.2) : on pose
eo =minf{|a—j/m|; j € {1,...,m —1}}, ce qui est possible d’apres (3.1.1).
Pour tout couple d’indices (i,j) tel que i/0(z') +j < k + «, on a alors
automatiquement i/0(z') + j < k + a — &p.

On peut alors faire tendre z vers z’ en restriction a U,/ dans (2.6.2). On
obtient alors que pour tout couple d’indices (7, j) tel que i/0(z")+j+q < k+a
et toute suite (5;) de S, ;, on a I'estimation

((Lg, - L,y L) (2] < CF5 I -

En suivant la méme méthode que pour le lemme 2.2 puis en faisant tendre
z vers z' comme dans 2.11, on peut obtenir la formule

(X2 1 X2 1)) = > Tpagig (2,2 ) (Lp, - Lg, L3 f)(2)
i+j<p
i/0(z")+j+q<k+a
BES;:,;
ot les fonctions I'g p 4.5,;(+, ) sont de classe C*° sur U x U. On obtient donc
(3.2.1).

Pour démontrer (3.2.2), il suffit de voir que (Xf,/leg,,Q(Tf,/If))(z) est
C™ en z et 2" et que le degré et les coefficients de Tﬁ,/ ;J sont uniformément
bornés en 2z’ d’apres (3.2.1). m

THEOREME 3.3. Soit f une fonction de A*(£2) avec o € 10, 1] vérifiant
(3.1.1). Soient 2" un point de U NI de type m, 2" un point de U N OS2, z

un point de UN 2 avec §(2', z) < 61botg et z € Uzs,o,’bo, et p et q deuz indices
tels que p/O(2",2z) + q < k + . Alors on a

(XD X% (f = T ))(2)]
1
Skta-/eF ) 1)

On fait la preuve en trois étapes : 3.4-3.6. On se place désormais dans
le schéma de construction de chemins du 1.8.

5(2, Z)k—l-a—(p/@(z",Z)-&-q) )

3.4. Estimation en w. Soient p et q deux entiers naturels tels que p/m+
q < k+ a. On a alors l’estimation

’8g1332H(w)\ < 5<2/’Z)k+a7(p/m+q).
Preuve. Elle se réalise en deux étapes.

(i) Premiere étape : Estimation sur [§,w]. Soit J l'entier naturel tel que
I’on ait
p+J)/m+qg<k+a<(p+J+1)/m+q.
On a évidemment 0 < J < m(k+1). Par développement de Taylor, on peut
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écrire
(3.4.1) o2 0L H(w) = P+ R,
avec
J+11
pP= Z ORI HEO,  R=2L (S)JJ@f;r‘]H@éH(vQ’l")da.

On va tout d’abord estimer |R|. On a

1
|R’ < |C1|J+1 SUJ|8€1+J+1822H(’U2’1_0)’dO’.
0

Par des considérations de degré immédiates, la condition (p+J+1)/m+q >
k + o implique
8p+J+18q H(U2,1—a) — aP+J+1aq F(U2,1—0)

et donc, en vertu du théoreme 2.5 et du lemme 2.4,

_prJHL
O(z, z21-) " 1

avec O(z',+) = m puisque 2’ est de type m. On en tire

|8é)1+J+18212H(U2,1—0)‘ < V\}<5(2/7x2,1—0)7

1
1
|R| < K1|J+1SO,JW(C;(Z/’l},l—a)’p‘F;;—F +q) do.
0

De plus, d’apres 1.3(iv), on a |¢1| < 6(2, 2)/€¢2) = §(2', 2)1/™. On a donc
1
1
|R| < (2, z)(‘]‘H)/mSJ‘] < (2, x*17), }% + q) do.
0

Puisque §(z/,2>'79) ~ t ~ §(2, 2), on a, par (2.1.5),
1
RIS 32 0mw (5,0, 5 ),

La condition (p+ J +1)/m + q > k + «, jointe a I'hypothese (3.1.1), assure
quen fait (p+J+1)/m+q—(k+a) > € avec € = minjeqo,1....m} [ —j/m|.
De 14, en utilisant (2.1.2), on obtient finalement

(3.4.2) |R| < 6(2,2)IFTV/ms(o | z)kta(p+D)/mtq)

= §(2, z)ktap/m+q),
(ii) Deuxieme étape : Estimation sur [0, &]. Pour > 0, on procede & un

développement et & des estimations le long de [v!7, €] avec le paramétrage
A = pbn(I=A)+A pour 0 < A < 1. On fera ensuite tendre n vers 0.
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Pour 0 < j < J, soit L; I'entier naturel tel que I'on ait
(p+j)/m+q+L;<k+a<(p+j)/m+q+L;+L

On a évidemment L; < k + 1. On peut alors écrire, par développement de
Taylor,

(3.4.3) 0L 08 H(¢) = P} + R,
avec
L; 1 '
Pl = l—,apfjaqle(vl’”)(& - v,
=0
1
(& — vy ")t i agt Lyl otl—o
R = —sz! Volioe T H (b7 41 =7) do
0

Quand 7 tend vers 0, v tend vers 0 en restant dans Vl “. Compte tenu

de 2.11 et de la définition de TNIf, on voit alors que pour 0 < [ < Lj,
chaque terme O, +i 8q+l H (vt

(3.4.4) lim P/ = 0.

n—0

) tend vers zéro. Ainsi on a

On va maintenant estimer R?. 1l vient

1
1, . . +7 aq+L;i+1 , _
|R;7| < |£2 — v, 7I|LJ+ISULJ|8?1 Jagg J H(Ul no+1 a)| do.
0
On a |& —vy"| < |&] + |vy"| < t+nt < t. De plus puisque (p+ j)/m +q+
L;+12>Fk+ a et pour des raisons de degré sur T%,f, on a

1,na+170)‘

p+7 qq+L;+1 1,no+l—0oc\ __ qp+J q+Lj+1
8(1 aCQ ’ H(’U )_0C1 842 ’ F(’U

On applique 'estimée donnée par le théoreme 2.5 et le lemme 2.4. Il vient
|R]| < tht! § aLfW<(5(z’,a:1”7"+1_”) p;] g+ L+ 1) do.
0
Puisque 6(2/, x1197179) ~ (no + 1 — o)t, on a alors, d’apres (2.1.5),
IRl < tLj+1§aLjW(t(1 +o(n—1)), p;] +q+Lj+ 1) do.
0
Compte tenu du choix de L et de (3.1.1),on a (p+j)/m—+q+L;j+1> k+a
et, d’apres (2.1.2) et un argument déja utilisé dans la premiere étape,
|R;7| < thra=((p+j)/m=+q) ing(l + o(n — 1))kra-(era)/mtatLi+l) g5

0
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On remarque alors que dans l'intégrale de droite, la fonction intégrée est
plus petite que la fonction g(o) = o%i (1 — g)kta—(PHi)/mtatli+1) ot que
lintégrale S(l) g(0) do converge puisque 'on a k+a—((p+j)/m~+q+L;+1) >

—1. On a donc |R77| < thta=((p+j)/m+aq)
] ~J

uniformément en 7. Finalement, en faisant tendre 7 vers 0 et en utilisant
(3.4.4), on obtient alors

|8p+j8q H()| < thta—=((p+i)/m+a) 62 Z)k+a—((p+j)/m+q)

1 G2 ~ ) :
On peut alors injecter cette estimation dans (3.4.1) et, grace a (3.4.2), on
obtient le résultat annoncé. m
3.5. Estimée de raccord. Comme dans [11, (3.5)], on définit
AP = (9L 0L EL, \h)(w),  (i,4,p) € N,
(On se reportera a 1.3 pour la définition de =Z¢~;.) On va montrer par
récurrence sur ’entier p que ’on a ’estimation
]A(p)| < 5(2/?Z)k+a—((17+i)/m+j)_

Pour p = 0, on vient de le montrer en 3.4 pour les entiers ¢,j tels que

i/m+j < k+ a. D’aprés (3.1.1), il ne reste plus qu’a le montrer pour i, j
entiers tels que i/m + j > k + «. On a, par des considérations de degré,

0L, 02 H(w) = 0, 0] F(w).
Par le théoreme 2.5, le lemme 2.4 et puisque ©(z’,-) = m, on a
08,0, P s W(5 ) g +) s W(06), = +5).
On utilise alors (1.8.1) et (2.1.5), (2.1.2) et (3.1.1) pour obtenir
108,00, H(w)| < (', z)F o /mt),
ce qui clot le cas p = 0.

On suppose la formule vraie au rang p —1. Alors, d’apres [11, (3.5)], on a

(r) _ A(p—=1) (p—1)
Ai, Az+1j + Z Un '8C1 )An ,J+1
l+n=1i
d’ol, en utilisant I’hypothese de récurrence et (1.4.4), en remarquant que
Cl = W1,

|A§§)| < §(2, Z)k+a—((p—1+v:+1)/m+j)

+ Z “_'5 2, 2) (l+1)/m(5(z/7Z)k+a*((p*1+n)/m+j+1)
l+n=1
< (2, z)kta-((pri)/mti)

ce qui donne 'estimation souhaitée.
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3.6. Fin de la preuve. On fixe gg, un réel strictement positif. Soit L
I’entier naturel tel que

k+a+e—1<p/OG"2)+q+L<k+a+e.

On a évidemment L < k + 1. On peut alors écrire, par un développement
de Taylor,
(Xf,,,ng,,’Qh)(z) =P+R

avec

L l
1 22 — Y2
P=Y (XL XTLh )| e
Zl( 21 22 )(y> do(Z”) )
0

1
(v} — Q)L+ o
R = % S aLagl agjL'HH (v'77) do,

0
ou H* = h o ¢,~. Estimons tout d’abord R. En utilisant (1.8.3), on obtient
1

R < 8(2',2)" ot (on, oL+ H (0! 77)| dor

Ul U2
0

On a
on QI = (X,  XUTE ) 0 G — (XD, XTI f) 0
=F, — Es.

Comme on n’a pas nécessairement p/m +q+ L+ 1 > k + «, le terme Ey
dans 1’égalité précédente n’est pas forcément nul, mais en vertu du lemme
3.2, on peut affirmer que l'on a |Ey| < 1.
Compte tenu du théoreme 2.5 et du lemme 2.4 qui permettent de majorer
|E1|, il vient donc maintenant
1
L L - p
|R’S(5(2’I,2) +1SU W((S(ZI,’.TBJ J)’W+Q+L+l> do.
O )
En combinant (1.8.6), (2.1.6) et (2.1.7), on obtient, d’apres (1.8.5),
1

IR| < 6(2/,z>L“§0LW(s +ot 51 b

f‘l‘Q‘f‘L‘Fl)dO’.
5 2", z)

Puisque p/O(2",2) + ¢+ L+ 1 > k+ a+ €, on a, compte tenu du fait que
0(2',2) =~ t,

IR| < t\(ct)!(s + ot)kto-®/OC" 2 at L4D) 4

< t (S +O_t)k+oe7(p/9(z”,z)+q+1) do

O ey = O ey =
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et en faisant le calcul direct de I'intégrale, on obtient, puisque p/O(z", z) +
q<k+a,

1
S (S + O—t)k"'o‘_(p/@(z’/,z)"ﬂr“l) do-

0 1

<
~ itk +a—(p/O(2" 2) + q))
On obtient donc

|R]

(5 + t)k+a—(p/@(zll,z)+q) .

1
<
~k+a—(p/O(z",2) +q)
avec 0(2',z) = tet s <t, dou

1
<
~k+a—(p/O(z",2)+q)
D’autre part, pour 0 <1 < L, on a

! - !
(X2, XTEAR) () = S0 4 (do(=") do (=) ™AL H (w)

avec, de plus, |do| = 1 et |22 — y2| < 6(2/,2). En utilisant 3.5 et le fait que

Z¢r 1 et 0/0¢, commutent, on obtient alors I'estimation

|P| g 8(2', z) e w/mtd)

(S + t)k+a7(p/6(z”,z)+q)

(3.6.1) |R| §(2, z)kte=(p/0GE"2)+a)

donc, a fortiori,
(3.6.2) 1P| < §(2, z)kto— (/O 2)+a)
En regroupant (3.6.1) et (3.6.2), on a le résultat souhaité.

En application du théoreme de Taylor 3.3, on démontre maintenant un
résultat de régularité pour les fonctions 2’ — (XI, | X7 ,f)(2") et 2’ =
(Lg, ... Lg,,,f)(z") comme annoncé en 2.7(vi).

THEOREME 3.7. On suppose 0 < a < 1/m. On considére f une fonction
de A% (82), 2’ un point de type m dans U N O et V un voisinage conveze
de z' dans C2, avec V relativement compact dans U. Soient 2" un point de
VNosf2 et (p,q) un couple d’entiers naturels vérifiant

p/0(Z") +q<k+a
On a alors
(B.7.1) (X5, X)) — (X2, X% o f)(")] < C(HA(, )

ot C(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de 2.
Pour toute suite (f;) de Spq, 0n a aussi

(3.72)  |(Lg,---Lg,. [)(Z)—(La, ... Lg,, [)Z")| < C'(f)o(, 2")"

ot C'(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de (2.
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Preuve. Pour démontrer (3.7.1), on commence par décomposer le terme
de gauche:

(Xf,’ng/,zf)(z/) - (Xf,,’ng,,,zf)(z”) = A(¢,2") + As(2,2")

Al (zla ZH) = (Xf”,ng”Q(f - T]ﬁf[f))(’z”)a

Ayl 2") = (X2, X8 TR D) — (XD, X0, D).
La démonstration se découpe en trois étapes. Compte tenu de 3.2, on peut
clairement se limiter au cas ot on a §(z’, 2”) < d1botg, ol 01, by et to sont
associés a f par 3.1.

(i) Premiere étape : On estime tout d’abord A;(z’,2”). Tout point z de
Uzsfi’bo suffisamment proche de 2z vérifie §(2', z) < d1botp. On applique & un
tel point z le théoreme 3.3 en remarquant que les hypotheses sur p, ¢, «
entrainent p/0(z") + q < k et a fortiori p/©O (2", z) + ¢ < k. On obtient

(X2, X o (f — THID)(2)] S 8(/, ) (/OG" 240,

On fait alors tendre z vers z” tout en restant dans U2 et on obtient

Z”
(3.7.3) A1 (2, 2")] < 8(2, Z”)kJrOé*(p/@(z”)Jrq)'

(ii) Deuxieme étape : On désire maintenant estimer Ay (2, 2”). Pour cela,
on pose

B(z,7,2") = (X0 X80 o (TH 1 f) — (T 1f) 0 b 0 6,))(2),

PO= D, 3(X0,XL,0EGE
i€N, jEN "
i/m+j<k+o

Par définition, on a
Tiif=Pog¢,' etdonc (Ti;f)og.od,l =Pod. .

On considere I'application v,/ .~ et les dérivations 8uj décrites en 1.3. Par
ce qui précede, on a alors

B(z,2',2") = 94,08, (P(Yzr 2 (u) — P(u)) |u:¢j(z)'

Soit F I’ensemble des familles a = (a;;) de nombres complexes indexées par
les biindices 7,j € N tels que i/m + j < k + «.

L’ensemble F s’identifie & C?, ot 'on a posé d = #{(i,); i/m +j <
k+ a}. A tout élément a de F , on fait correspondre le polynoéme

PO = > aiCidd.
€N, jeEN
i/m+j<k+o
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On pose alors, pour (z,w,z",a) € U x V2 x F,

B(Z, w, ZH? a) = 851 832 (Pa (ww,z” (u)) — Pa (u)) ’u:¢j} (2)
de telle sorte que si a® désigne I'élément de F défini par
aij = (XL, X% ,f)(2') pour i/m +j < k +a,
alors on a
(3.7.4) B(z, 7, 2", az/) = B(z,2',2").

La fonction B : U x V2 x F — C, (z,w,2",a) — E(z, w, 2", a) est de classe
C*°. On a en outre

(3.7.5) B(z,2",2",a) =0

pour tous (z,z”) de U x V et tout a de F.

Soit alors K un compact de F. En appliquant a B le théoreme des ac-
croissements finis par rapport a la troisieme variable, on déduit de (3.7.5)
que l'on a

(3.7.6) |B(z,w,2",a)| < Clw—2"| pour (z,w,2",a) €U x V? x K,

C désignant une constante positive convenable qui dépend de .
D’apres le lemme 3.2, il existe un compact K de F tel que l'on ait

{a”; 2 e UNdN et B(z') =m} C K.

On applique alors (3.7.6) avec ce compact K, avec w = 2/, a = a® et en no-

tant que 'on a aussi |2’ —2"| < [(]|+]¢5] < (yg{’ymﬂgg\)l/m < 5(2/,2”)1/”””.

Compte tenu de (3.7.4), on obtient la majoration | B(z, 2/, 2”)| <82, 2™,
Pour finir, quand z tend vers 2", on constate, compte tenu des définitions,
que B(z,z',2") tend vers Ay(2’,2"). On obtient ainsi

(3.7.7) | Ao (2, 2")| < 82", ") m.
(iii) Troisieme étape : En regroupant (3.7.3) et (3.7.7), on obtient
(XD 1 X2 20 (2) = (XD, X 5 1))
< C(f)é(z’, Z//)min{l/m,k—i—a—(p/e(zu)'HJ)}.

L’estimation (3.7.1) en résulte, puisque min{1/m, k+a—(p/0(z")+q)} > .
L’estimation (3.7.2) découle immédiatement de (3.7.1) et de (2.11.3). m

3.8. Remarques. (i) Dans le cas a > 1/m, la preuve de 3.7 fournit un
résultat moins bon : sous réserve que lon ait a # j/m pour j € {1,...,
m — 1}, on obtient
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((Lg, - - L., /)(Z) = (L, - L, S)(Z")]
C/(f) Z/ Z// B
SEra- @ e )
avec, comme dans (3.7.9), f = min{l/m,k +a — (p/0(z") + q)}.

(ii) Si on suppose o < 1/m mais 6(z') < m, on obtient également une
estimation plus faible, a savoir

Ly - Loy ) = (L, - L, F)E < O + 1651

pour 2" = ¢,/ (¢") vérifiant 0(z") < 6(2') et p/0(2") + ¢ < k + «. La
preuve consiste a reprendre les méthodes précédentes en travaillant avec la
pseudo-distance “tronquée” §(*) définie & partir de

T<y>(2,,5):(E(Azézw)”g(%)””)1, y=2. m

=2

Pour 6(z') = v, on a 6V (2, 2") ~ |¢/|* + |¢|. Bien siir, dans ce cas, les
résultats ne sont plus liés de facon optimale a la géométrie du bord.
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