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Exposants de Łojasiewicz dans le cas
semi-algébrique p-adique

par Azzeddine Fekak (Casablanca) et Ahmed Srhir (Kénitra)

Abstract. We prove the rationality of the Łojasiewicz exponent for p-adic semi-
algebraic functions without compactness hypothesis. In the parametric case, we show that
the parameter space can be divided into a finite number of semi-algebraic sets on each of
which the Łojasiewicz exponent is constant.

1. Introduction. Les nombres p-adiques ont été introduits par Hensel
afin d’utiliser des méthodes d’Analyse en Arithmétique. Son point de départ
a été l’observation que toute valeur absolue sur le corps des nombres ra-
tionnels Q non triviale est équivalente à la valeur absolue ordinaire ou à une
(et une seule) valeur absolue p-adique. Ce résultat est connu sous le nom
de théorème d’Ostrowski (cf. [1] et [21]). Comme le corps des nombres réels
R est construit en complétant le corps des nombres rationnels Q pour la
valeur absolue ordinaire, le corps des nombres p-adiques Qp est construit en
complétant Q pour la valeur absolue p-adique. Cette analogie dans la con-
struction de R et de Qp a donnée l’idée à de nombreux mathématiciens de
translater des résultats connus dans le cas réel vers le cas p-adique (voir [22]).

Le but de ce travail est de faire la géométrie algébrique p-adique et
puis d’y étudier les inégalités et les exposants de Łojasiewicz. C’est donc
l’analogue p-adique des travaux du premier auteur dans le cas réel (cf.
[17]–[19]).

On commence tout d’abord par définir la valuation p-adique qui joue
un rôle important ; c’est l’analogue de l’ordre dans le cas réel. Nous don-
nons aussi la définition d’un corps formellement p-adique et d’un corps p-
adiquement clos. On remarquera l’analogie de construction de ces corps avec
la construction des corps formellement réels et des corps réels clos.

Les ensembles semi-algébriques p-adiques sont définis comme des com-
binaisons booléennes d’ensembles de la forme {x ∈ Km : Pn(f(x))} où K
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désigne un corps p-adiquement clos et Pn(f(x)) signifie que f(x) est une
puissance nième dans K avec f ∈ K[X1, . . . ,Xm].

Le théorème de Macintyre, qui est le théorème d’élimination des quan-
tificateurs pour les corps p-adiquement clos, permet de montrer que la pro-
jection d’un ensemble semi-algébrique p-adique est aussi un ensemble semi-
algébrique p-adique, et c’est ce résultat important qui a permis de fonder
toute la géométrie algébrique p-adique.

Les fonctions semi-algébriques p-adiques seront définis comme les fonc-
tions définies d’un ensemble semi-algébrique p-adique vers un autre dont
le graphe est semi-algébrique p-adique. Nous donnons aussi la définition
du spectre p-adique introduit par E. Robinson dans [28]. Il est l’analogue
p-adique du spectre réel introduit par M. Coste et M.-F. Roy dans [12].
Le spectre p-adique est aussi quasi-compact. L’identification tilda dans le
cas p-adique permet aussi d’avoir une correspondance entre les phénomènes
géométriques et algébriques.

Tous les outils développés ici en géométrie algébrique p-adique permet-
tent d’étudier les inégalités et les exposants de Łojasiewicz. Ainsi on a pu
translater les résultats connus dans le cas réel (cf. [18]) vers le cas p-adique.
On a pu aussi obtenir la rationalité de l’exposant de Łojasiewicz et aussi
des résultats dans des situations paramétrées.

SoitK un corps p-adiquement clos. Les résultats que nous obtenons sont :

Résultat A. Soit X un ensemble semi-algébrique p-adique fermé de
Km. On note S(X) l’ensemble des fonctions semi-algébriques p-adiques
continues sur X. Soient f et g dans S(X) telles que {x ∈ S : g(x) = 0}
⊂ {x ∈ S : f(x) = 0}. On pose

l(f, g) = inf{θ ≥ 0 : ∃h ∈ S(X) tel que |f(x)|θp ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X}.
Alors on a :

(i) l(f, g) = a/b est un nombre rationnel.
(ii) Il existe une fonction semi-algébrique p-adique h continue sur X telle

que
|f(x)|a/bp ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X.

Résultat B. Soient A un ensemble semi-algébrique p-adique fermé de
Kn×Km, et f(x, t) et g(x, t) deux fonctions semi-algébriques p-adiques con-
tinues par rapport à x sur A telles que {(x, t)∈A : g(x, t) = 0} ⊂ {(x, t)∈A :
f(x, t) = 0}. Alors il existe une partition finie en semi-algébriques p-adiques
Km =

⋃
Si, des fonctions semi-algébriques continues hi : A|S → K et des

nombres rationnels ai/bi tels que :

(i) |f(x, t)|ai/bip ≤ |hi(x, t)|p|g(x, t)|p sur A|Si ,
(ii) ai/bi est l’exposant de Łojasiewicz l(ft, gt) pour tout t ∈ Si.
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1.1. Définition. Une valuation v d’un corps K est dite une p-valuation
si :

(1) v(p) = min{v(x) > 0 : x ∈ K},
(2) le corps résiduel de v est Z/pZ.

L’opérateur p-adique de Kochen est défini par

γ(x) =
1
p

xp − x
(xp − x)2 − 1

.

L’opérateur γ joue le rôle de l’opérateur “au carré” de la théorie des corps
réels clos. En effet, dans le cas réel tout carré est positif. Dans le cas p-adique
on a v(γ(x)) ≥ 0 pour tout x ∈ K et toute p-valuation v de K.

1.2. Définition. Soient K un corps p-valué et L une extension de K.
Soit OK [γ(K)] le sous-anneau de K engendré par γ(K) sur l’anneau de valu-
ation OK . On dit que L est formellement p-adique sur K si 1/p 6∈ OK [γ(K)].
Dans le cas où K = Q, on dit tout simplement que L est formellement
p-adique.

1.3. Définition. On dit qu’un corps K est p-adiquement clos si K est
formellement p-adique et n’admet pas d’extension algébrique formellement
p-adique propre.

Pour la construction des corps p-adiquement clos, on a une théorie con-
structive analogue à la théorie constructive des corps réels clos. Pour plus
de détails le lecteur pourra consulter [8], [20] et [26].

(i) Un corps L est formellement p-adique sur K si et seulement s’il existe
une p-valuation sur L qui est une extension de la valuation sur K.

(ii) K est formellement p-adique si et seulement si K admet une p-
valuation.

(iii) Soit K un corps p-adiquement clos. Alors K admet une unique p-
valuation. Sous cette valuation K satisfait au lemme de Hensel et v(K∗) est
un Z-groupe.

1.4. Théorème. Soit K un corps p-valué. Deux clôtures p-adiques L et
M sont K-isomorphes si et seulement si

L(n) ∩K = M (n) ∩K ∀n ≥ 2

avec A(n) = {x ∈ A : ∃y ∈ A (x = yn)}.
Dans tout ce qui suit, K désigne un corps p-adiquement clos.

2. Ensembles et fonctions semi-algébriques p-adiques

2.1. Ensembles semi-algébriques p-adiques. Un ensemble semi-algé-
brique p-adique de Km est une combinaison booléenne (obtenue par in-
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tersection finie, réunion finie et passage au complémentaire) d’ensembles de
la forme {x ∈ Km : Pn(f(x))} avec f ∈ K[X1, . . . ,Xm] et Pn(f(x)) ⇔
f(x) ∈ K(n).

Le théorème de Macintyre (cf. [5], [6], [15], [23], [24] et [26]) affirme que
la projection d’un ensemble semi-algébrique p-adique est aussi un ensemble
semi-algébrique p-adique :

2.2. Théorème (théorème de Macintyre). Soit S ⊂ Km+q un ensemble
semi-algébrique p-adique. Alors D = {x ∈ Km : ∃y ∈ Kq (x, y) ∈ S} est
aussi un ensemble semi-algébrique p-adique.

Le théorème de Macintyre, qui est le théorème d’élimination des quantifi-
cateurs pour les corps p-adiquement clos, est l’analogue p-adique du principe
de Tarski–Seidenberg (cf. [9]) pour les corps réels clos. Il a été démontré
d’abord par Macintyre (cf. [23]) en utilisant les travaux de Ax–Kochen (cf.
[2]–[4]). Un résultat plus général est démontré par Prestel et Roquette (cf.
[26]) où l’on trouve sa généralisation aux extensions finies de Qp ; la preuve
utilise la théorie des modèles. Une autre preuve a été donnée par Weispfen-
ning (cf. [32]). Le théorème de décomposition cylindrique (cf. [15]) permet lui
aussi de démontrer le théorème de Macintyre d’une manière plus algébrique.
Le théorème de Macintyre est utilisé par Denef dans [13] pour montrer la
rationalité des séries de Poincaré et dans [14] pour évaluer certains intégrales
p-adiques.

2.3. Définition. Une formule du premier ordre du langage des corps
p-adiques à paramètres dans K est une formule construite au moyen d’un
nombre fini de conjonctions, disjonctions, négations et quantifications uni-
verselles ou existentielles sur des variables à partir des formules atomiques
du genre Pn(f(x)) avec f ∈ K[X1, . . . ,Xm]. Les variables libres d’une for-
mule sont les variables des polynômes figurant dans la formule qui ne sont
pas quantifiées.

D’après le théorème de Macintyre, si Φ(x1, . . . , xm) est une formule du
premier ordre du langage des corps p-adiques à paramètres dans K et à
variables libres x1, . . . , xm alors {x ∈ Km : Φ(x)} est un ensemble semi-
algébrique p-adique.

Signalons que dans le cas p-adique on dispose aussi d’un théorème de
finitude p-adique (cf. [11] et [29]) qui est l’analogue p-adique du théorème
de finitude réel (cf. [9]) :

2.4. Théorème (théorème de finitude p-adique). Soit S un ensemble
semi-algébrique p-adique ouvert (resp. fermé) de Km. Alors S est réunion
finie d’ensembles semi-algébriques p-adiques de la forme
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{x ∈ Km : f1(x) ∈ K∗(n1), . . . , fr(x) ∈ K∗(nr)}
(resp. {x ∈ Km : f1(x) ∈ K(n1), . . . , fr(x) ∈ K(nr)})

avec f1, . . . , fr ∈ K[X].

2.5. Théorème. Soient K et L deux corps p-adiquement clos tels que
K ⊂ L et Φ une formule du premier ordre du langage des corps p-adiques à
paramètres dans K. Alors Φ est vraie dans K si et seulement si Φ est vraie
dans L.

Pour la démonstration de ce théorème nous renvoyons le lecteur à [26].

3. Fonctions semi-algébriques p-adiques

3.1. Définition. Soient A ⊂ Km et B ⊂ Kq deux ensembles semi-
algébriques p-adiques. Une fonction f : A → B est dite semi-algébrique
p-adique lorsque son graphe est semi-algébrique p-adique dans Km+q.

Remarque. (i) Les fonctions semi-algébriques de A dans K forment un
anneau. Si f : A→ B et g : B → C sont deux fonctions semi-algébriques p-
adiques alors le composé g◦f : A→ C est aussi une fonction semi-algébrique
p-adique.

(ii) Soit f : A → B une fonction semi-algébrique p-adique. Si S ⊂ A
est un sous-ensemble semi-algébrique p-adique alors son image f(S) est
un ensemble semi-algébrique p-adique. Si T ⊂ B est un ensemble semi-
algébrique p-adique alors son image réciproque f−1(T ) est un ensemble
semi-algébrique p-adique.

3.2. Proposition (lemme de sélection des courbes p-adiques ; cf. [16]).
Soit S ⊂ Km+q un ensemble semi-algébrique p-adique et soit l’ensemble
semi-algébrique A = {x ∈ Km : ∃y ∈ Kq (x, y) ∈ S}. Alors il existe une
fonction semi-algébrique p-adique f : A → Kq telle que son graphe est
contenu dans S.

Soit F ⊂ Km un ensemble semi-algébrique p-adique. Pour tout x ∈ Km,
la distance de x à F est définie par

d(x, F ) = inf{|x− y|p : y ∈ F}.
3.3. Corollaire. Il existe une fonction semi-algébrique p-adique h

continue sur Km et nulle sur F telle que d(x, F ) = |h(x)|p.
Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente à l’ensemble semi-

algébrique p-adique S défini par S = {(x, t) ∈ Km+1 : d(x, F ) = |t|p}.

4. Spectre p-adique. Le spectre p-adique a été introduit par E. Robin-
son dans [27] et [28]. Il est l’analogue p-adique du spectre réel introduit
par M. Coste et M.-F. Roy dans [12]. Il a été généralisé aux extensions
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finies de Qp par Bröcker et Schinke dans [11] et indépendamment par Bélair
dans [7]. Nous donnons sa définition et puis en suivant de près [9] on
définira l’identification tilda p-adique pour avoir une correspondance entre
les phénomènes géométriques et algébriques.

4.1. Définition. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle
spectre p-adique de A l’ensemble

Specp(A) := {homomorphisme α : A→ k(α)}/∼p
où k(α) est un corps p-adiquement clos et ∼p la relation d’équivalence définie
par : α ∼p β s’il existe un homomorphisme φ : k(α) → k(β) tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

A k(α)

k(β)

α //

β
�� φ||�

�
�

�
�

�
�

L’image d’un élément a ∈ A par α sera noté a(α).
Nous définissons une topologie sur Specp(A) engendré par les ensembles

de la forme B(a, n) = {α ∈ Specp(A) : a(α) ∈ k(α)∗(n)}. Notons que a(α) ∈
k(α)∗(n) ne dépend que de la classe d’équivalence de α. (Rappelons que
k(α)∗(n) désigne le groupe des puissances nièmes dans k(α)∗.)

On a aussi Km ⊂ Specp(K[X1, . . . ,Xm]) car tout point a ∈ Km peut
être vu comme l’homomorphisme

α : K[X1, . . . ,Xm]→ K, f(X1, . . . ,Xm) 7→ f(a).

4.2. Définition. (i) Un ensemble constructible de Specp(A) est une
combinaison booléenne d’ouverts de base. Donc un constructible s’écrit sous
la forme⋃

finie

{α ∈ Specp(A) : a1(α) ∈ k(α)∗(n1), . . . , am(α) ∈ k(α)∗(nr)}

avec a1, . . . , am ∈ A.
(ii) La topologie constructible de Specp(A) est la topologie dont les en-

sembles constructibles forment une base d’ouverts.

Soit S un ensemble semi-algébrique p-adique de Km. Alors il existe un
et un seul constructible S̃ de Specp(K[X1, . . . ,Xm]) tel que S̃ ∩Km = S.

Si Φ est une formule du premier ordre du langage des corps p-adiques à
paramètres dans K et à variables libres x1, . . . , xm et si S = {(x1, . . . , xm) :
Φ(x1, . . . , xm)}, on a S̃ = {α∈Specp(K[X1, . . . ,Xm]) : Φ(X1(α), . . . ,Xm(α))
vraie dans k(α)}. Tous ces résultats se déduisent du théorème de Macintyre.

En utilisant le théorème de finitude p-adique (cf. [11] et [29]), on a la
proposition suivante :
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4.3. Proposition. Soit S un ensemble semi-algébrique p-adique de Km.

(i) L’application S 7→ S̃ est un isomorphisme de l’algèbre de Boole
des ensembles semi-algébriques p-adiques de Km sur l’algèbre de Boole des
ensembles constructibles de Specp(K[X1, . . . ,Xm]).

(ii) S est ouvert (resp. fermé) dans Km si et seulement si S̃ est ouvert
(resp. fermé) dans Specp(K[X1, . . . ,Xm]).

(iii) L’opération tilda commute à l’adhérence et à l’intérieur.

Preuve. D’après le théorème de finitude p-adique tout ouvert semi-algé-
brique S s’écrit comme réunion finie d’ensembles de la forme

{x ∈ Km : f1(x) ∈ K∗(n1), . . . , fr(x) ∈ K∗(nr)}.
Le constructible S̃ s’écrit alors sous la forme d’une réunion finie des ensem-
bles

{α ∈ Specp(K[X1, . . . ,Xm]) :

f1(X(α)) ∈ k(α)∗(n1), . . . , fr(X(α)) ∈ k(α)∗(nr)}
qui est ouvert pour la topologie sur Specp(K[X1, . . . ,Xm]).

Pour le point (iii), puisque les ouverts quasi-compacts forment une base
d’ouverts de Specp(K[X1, . . . ,Xm]), on a bien int(S̃) = ˜int(S). Le résultat
analogue sur l’adhérence s’en déduit par passage au complémentaire.

Soit S ⊂ Km un ensemble semi-algébrique p-adique. On peut évaluer les
fonctions semi-algébriques en un point α ∈ S̃.

Soient α ∈ S̃ et f : S → K une fonction semi-algébrique. On note f(α)
l’élément fk(α)(X(α)) où fk(α) :Sk(α) → k(α) et X(α)=(X1(α), . . . ,Xm(α))
est l’évaluation des coordonnées en α. (fk(α) est l’extension de la fonction
semi-algébrique p-adique au corps p-adiquement clos k(α).) Avec ces nota-
tions, on a la proposition suivante :

4.4. Proposition. Si u(f) = {x ∈ S : f(x) ∈ K∗(n)}, alors on a

ũ(f) = {α ∈ S̃ : f(α) ∈ k(α)∗(n)}.
Preuve. Soit Φ(x, t) une formule du premier ordre du langage des corps

p-adiques à paramètres dans K qui décrit le graphe de f : t = f(x) ⇔
Φ(x, t). L’élément f(α) est l’unique élément de k(α) qui vérifie Φ(x, t).
On a

u(f) = {x ∈ S : ∀t ∈ K (Φ(x, t)⇒ t ∈ K∗(n))}
et

ũ(f) = {α ∈ S̃ : ∀t ∈ K ∀X(α) ∈ k(α) (Φ(X(α), t)⇒ t ∈ k(α)∗(n))}.
Donc

ũ(f) = {α ∈ S̃ : f(α) ∈ k(α)∗(n)}.
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Une fonction semi-algébrique p-adique sur S peut donc être vue comme une
fonction sur S̃, prenant des valeurs dans un corps p-adiquement clos k(α)
qui dépend du point α ∈ S̃.

5. Inégalités et exposants de Łojasiewicz dans le cas p-adique

5.1. Proposition. Soit S ⊂ Km un ensemble semi-algébrique p-adique
et soit f : S → K une fonction semi-algébrique p-adique. Alors il existe
un polynôme F (X,Y ) ∈ K[X1, . . . ,Xm, Y ] tel que F (x, f(x)) = 0 pour tout
x ∈ S.

Rappelons que si x = (x1, . . . , xm) ∈ Km, on a |x|p = supi=1,...,m |xi|p.
5.2. Proposition. Soient S ⊂ Km un ensemble semi-algébrique p-

adique fermé et f : S → K une fonction semi-algébrique p-adique continue.
Alors il existe une constante c > 0 et un entier N tel que

|f(x)|p ≤ c(1 + |x|p)N ∀x ∈ S.
Avant de donner la preuve de cette proposition, montrons tout d’abord

un lemme :

5.3. Lemme. Soit f : S = {x : |x|p ≥ a} → K une fonction semi-
algébrique p-adique continue. Alors il existe c > 0 et un entier N tel que

|f(x)|p ≤ c|x|Np pour |x|p assez grand.

Preuve. Il existe un polynôme F (X,Y ) = q0(X)Y m + q1(X)Y m−1 +
. . .+qm(X) tel que F (x, f(x)) = 0. Donc q0(x)f(x)m+q1(x)f(x)m−1 + . . .+
qm(x) = 0, ou encore

f(x) =
1

q0(x)

[
−q1(x)− q1(x)

f(x)
−. . .− qm(x)

fm−1(x)

]
pour q0(x) 6= 0 et f(x) 6= 0.

En prenant la norme p-adique, on a

|f(x)|p ≤
1

|q0(x)|p
m

sup
i=1

∣∣∣∣
qi(x)
f i−1(x)

∣∣∣∣
p

.

Si |f(x)|p ≥ 1 alors

|f(x)|p ≤
1

|q0(x)|p
m

sup
i=1
|qi(x)|p.

q0(X) est un polynôme à une seule variable p-adique. Donc il n’a qu’un
nombre fini de racines. Ainsi pour |x|p assez grand, il existe une constante
c > 0 et un entier N tel que

|f(x)|p ≤ c|x|Np .
L’inégalité reste vraie si |f(x)|p ≤ 1 quitte à changer la constante c.
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Preuve de la proposition. Pour r ∈ K, posons v(r) = sup{|f(x)|p :
x ∈ Ar} avec Ar = {x ∈ S : |x|p = |r|p}. Alors Ar est un ensemble semi-
algébrique fermé borné. D’après le lemme de sélection des courbes p-adiques
(cf. [16] et [30]), il existe une fonction semi-algébrique p-adique h telle que
|h(r)|p = v(r). Pour |r|p assez grand, il existe une constante c > 0 et un
entier N tel que |h(r)|p ≤ c1|r|Np pour |r|p ≥ |t|p. Soit c2 le maximum de
|h(r)|p pour |r|p ≤ |t|p et c = sup{c1, c2}. On a

|f(x)|p ≤ c(1 + |x|p)N ∀x ∈ S.

Soit F un corps algébriquement clos de caractéristique nulle complet avec
une valeur absolue | · | : F → R+. Le corps F ∗(X) =

⋃∞
s=1 F ((X1/s)) des

séries formelles de Puiseux sur F est la clôture algébrique du corps F ((X))
des séries formelles de Laurent sur F . Pour plus de détails sur les séries
formelles de Puiseux nous renvoyons le lecteur à [31].

Le polynôme P (X,Y ) =
∑d

i=0 Pi(X)Y i ∈ F [X,Y ] avec Pd(X) 6= 0 peut
être factorisé comme suit :

P (X,Y ) = Pd(X)
d∏

i=1

(Y − αi(X))

où αi(X) est une série de Puiseux sur F . Nous pouvons choisir s suffisam-
ment grand pour que αi(X) s’écrit sous la forme

αi(x) =
∞∑

j=M

cijx
j/s

où M ∈ Z et les cij sont dans F . Si on pose x = zs on obtient la relation

P (zs, y) = Pd(zs)
d∏

i=1

(y − βi(z))

où βi(z) =
∑∞

j=M cij z
j est une série formelle de Laurent en z.

Pour δ > 0 et tout w ∈ F avec 0 < |w| < δ, la série βi(w) =
∑∞

j=M cij w
j

converge et satisfait la relation

P (ws, y) = Pd(w)
d∏

i=1

(y − βi(w)).

En prenant F le complété de la clôture algébrique de K, on a le résultat
suivant dont la démonstration se trouve dans [30] :

5.4. Proposition. Soit c : K → K une fonction semi-algébrique p-
adique continue. Alors il existe e ≥ 1, b ∈ K∗ et une série de Laurent
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∑∞
i=M ciz

i qui converge sur un voisinage non vide B(0, ε)\{0} et qui vérifie

c(bwe) =
∞∑

i=M

ciw
i sur ce voisinage.

Si limw→0 c(w) existe alors la série de Laurent ne contient aucune puis-
sance négative.

5.5. Proposition. Soient S un ensemble semi-algébrique p-adique
fermé borné de Km et f, g : S → K deux fonctions semi-algébriques p-
adiques continues tel que {x ∈ S : g(x) = 0} ⊂ {x ∈ S : f(x) = 0}. Alors il
existe c > 0 et α > 0 tels qu’on ait la propriété P (α) suivante :

P (α) : |f(x)|αp ≤ c|g(x)|p ∀x ∈ S.
De plus α0 = inf{α ≥ 0 : P (α) vraie} est un nombre rationnel et l’inégalité
est réalisée pour ce α0.

α0 est appelé l’exposant de Łojasiewicz de f par rapport à g sur S.

Preuve. Posons Kv = {x ∈ S : |f(x)|p = |v|p} et considérons l’ensemble

L = {(v, w) ∈ K ×K : |w|p = inf{|g(x)|p : x ∈ Kv}}.
(On pose inf = 1 lorsque Kv = ∅). L est un ensemble semi-algébrique
p-adique. Donc d’après le lemme de sélection des courbes p-adiques, il
existe une fonction semi-algébrique p-adique h : K → K tel que |h(v)|p =
infx∈Kv |g(x)|p. Alors il existe un entier c ≥ 0, b ∈ K∗ et une série de
Laurent

∑
i≥m ciz

i qui converge dans un voisinage B(0, ε) \ {0} et vérifie
h(bze) =

∑
i≥m ciz

i. Posons v = bze. Alors h(v) est une série de Puiseux
convergente sur un voisinage de 0. On peut donc écrire

|h(v)|p ∼ c|v|m/ep pour |v|p assez petit, avec c = |cm/b|p.
Alors pour |v|p assez petit on a

|h(v)|p ≥ 1
2c|v|

m/e
p .

Donc pour |f(x)|p assez petit on a

|g(x)|p ≥ 1
2c|f(x)|m/ep ,

soit
|f(x)|m/ep ≤ c′|g(x)|p pour |f(x)|p < δ (avec c′ = 2/c).

Pour |f(x)|p ≥ δ cette inégalité reste vraie puisque g(x) ne s’annule pas.
D’où l’inégalité

|f(x)|m/ep ≤ c′|g(x)|p ∀x ∈ S.
On montre que ce m/e est le α0 recherché.
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Passons maintenant à l’étude des exposants et des inégalités de Ło-
jasiewicz dans le cas où S est un fermé non nécessairement borné. La quasi-
compacité de la topologie du spectre p-adique sera un outil qui permettra
d’avoir une compensation de compacité lorsque on suppose S seulement
fermé.

Soit S un ensemble semi-algébrique p-adique fermé de Km. Soient f et g
deux fonctions semi-algébriques continues sur S telles que {x ∈ S : g(x) = 0}
⊂ {x ∈ S : f(x) = 0}. On dira que θ est un exposant de Łojasiewicz de f
par rapport à g sur S s’il existe une fonction semi-algébrique p-adique h
telle que

|f(x)|θp ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ S.
On note l(f, g) la borne inférieure des nombres réels positifs θ vérifiant
l’inégalité.

Nous allons montrer que l(f, g) est toujours un nombre rationnel et que
l’inégalité de Łojasiewicz est atteinte avec cette borne. Voici d’abord un
résultat de [30] :

5.6. Proposition. Soit f : K → K une fonction semi-algébrique p-
adique. Pour chaque e et l entiers avec e ≥ 1, l ≤ 0 et b ∈ K∗, il existe
N ≥ 0, c1, . . . , cN ∈ K et ε, δ ∈ K∗ tels que

∣∣∣f(bwe)−
N∑

i=l

ciw
i
∣∣∣
p
< |εwN |p pour 0 < |w|p < |δ|p.

Si limw→0 f(w) existe alors on peut prendre l = 0.

5.7. Corollaire. Soit f une fonction semi-algébrique p-adique non
identiquement nulle sur {x ∈ K∗ : |x|p < ε}. On pose

η = inf{θ ≥ 0 : ∃c > 0 tel que |f(x)|p ≥ c|x|θp pour |x|p suffisamment petit}.
Alors on a :

(i) η est un nombre rationnel.
(ii) Il existe une constante c > 0 telle que

|f(x)|p ∼ c|x|ηp pour |x|p suffisamment petit.

Preuve. D’après la proposition précédente, il existe un N tel que

∣∣∣f(bwe)−
N∑

i=l

ciw
i
∣∣∣
p
< |εwN |p,

ou encore

|f(bwe)− clwl(1 + Φ(w))|p < |εwN |p avec Φ(0) = 0.
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On pose x = bwe, ce qui donne

lim
|x|p→0

|f(x)|p
|cl|p|x/b|l/ep

= 1.

En prenant |x|p assez petit on a

|f(x)|p ≥ 1
2 |cl|p|x/b|

l/e
p .

Ceci implique que η ≥ l/e.
Si |f(x)|p ≥ c|x|θp, en divisant les deux membres par |cl|p|x/b|l/ep , on a

lim
|x|p→0

|f(x)|p
|cl|p|x/b|l/ep

≤ 1.

Pour |x|p assez petit on a

c|x|θp ≤ c′|x|l/ep avec c et c′ non nuls.

Ceci implique que l/e ≤ θ, d’où l/e ≤ η, soit l/e = η.

5.8. Proposition. Soit X un ensemble semi-algébrique p-adique fermé
de Km. Soient f et g deux fonctions semi-algébriques p-adiques continues
sur X telles que {x ∈ S : g(x) = 0} ⊂ {x ∈ S : f(x) = 0}. On pose

η = inf{θ ≥ 0 : |f(x)|θp/|g(x)|p prolongée par 0 lorsque f(x) = 0

est continue sur X}.
Alors η est un nombre rationnel.

Preuve. Pour x0 ∈ X et u ∈ K posons

Kx0,u = {y ∈ X : |x0 − y|p ≤ 1 et |f(y)|p = |u|p}
et définissons la fonction v(x0, u) par

v(x0, u) =
{

sup{|g(y)|p : y ∈ Kx0,u} si Kx0,u 6= ∅,
1 si Kx0,u = ∅.

D’après le lemme de sélection des courbes p-adiques, il existe une fonction
semi-algébrique p-adique h(x0, u) tel que v(x0, u) = |h(x0, u)|p. On remarque
que pour tout x0, si u 6= 0 alors v(x0, u) 6= 0.

Pour tout nombre rationnel a/b on pose

Ca/b = {x0 ∈ X : f(x0) = 0, ∃c(x0) > 0, |v(x0, u)|p ∼ c(x0)|u|a/bp

pour |u|p suffisamment petit}.
D’après le théorème de Macintyre, Ca/b est un ensemble semi-algébrique p-
adique de Km. Soit C̃a/b le constructible de Specp(K[X1, . . . ,Xm]) qui lui est
associé par l’identification tilda p-adique. Soient α ∈ Specp(K[X1, . . . ,Xm]),
k(α) le corps p-adiquement clos associé et vk(α) : Xk(α) → k(α) l’extension
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de la fonction semi-algébrique v au corps k(α). Par le corollaire précédent,
il existe c(α) > 0 et a/b ∈ Q tel que

|vk(α)(x(α), u)|p ∼ c(α)|u|a/bp pour |u|p suffisamment petit.

On a donc α ∈ C̃a/b. Ceci montre que les C̃a/b forment un recouvrement de
{x ∈ X : f(x) = 0}∼. D’après la quasi-compacité de la topologie du spectre
p-adique (cf. [11]), on déduit que {x ∈ X : f(x) = 0}∼ n’est recouvert que
par un nombre fini de C̃a/b. D’où la finitude des nombres rationnels a/b.
En prenant le plus grand des a/b quand x0 varie dans l’ensemble {x ∈ X :
f(x) = 0} on a la formule suivante vérifiée par le a/b :

∀x0 ∈ X, f(x0) = 0, ∃c(x0) > 0 |v(x0, u)|p ≥ c(x0)|u|a/bp ,
(∗)

∃a0 ∈ X, f(a0) = 0, ∃c(a0) > 0 |v(a0, u)|p ∼ c(a0)|u|a/bp

pour |u|p suffisamment petit.

On va montrer que η = a/b. Alors la formule précédente entrâıne que sur
l’ensemble L = {y ∈ X : |y − x0|p < 1, f(y) 6= 0} on a

c(x0)|f(y)|a/bp ≤ |g(y)|p pour |f(y)|p assez petit.

Pour tout nombre réel strictement positif ε, |f(x)|ε+a/bp /|g(x)|p prolongée
par 0 lorsque f(x) = 0 est continue sur X, d’où η ≤ a/b. Si |f(x)|θp/|g(x)|p
prolongée par 0 lorsque f(x) = 0 est continue sur X alors elle est bornée
au voisinage de a0 de la formule précédente ; donc sur ce voisinage il existe
c > 0 tel que |g(x)|p ≥ c|f(x)|θp. Ceci entrâıne que a/b ≤ θ, d’où a/b ≤ η et
par suite η = a/b.

On a le résultat suivant :

5.9. Résultat A. Soit X un ensemble semi-algébrique p-adique fermé
de Km. On note S(X) l’ensemble des fonctions semi-algébriques p-adiques
continues sur X. Soient f et g dans S(X) telles que {x ∈ S : g(x) = 0} ⊂
{x ∈ S : f(x) = 0}. On pose

l(f, g) = inf{θ ≥ 0 : ∃h ∈ S(X) tel que |f(x)|θp ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X}.
Alors on a :

(i) l(f, g) = a/b est un nombre rationnel.
(ii) Il existe une fonction semi-algébrique p-adique h continue sur X telle

que
|f(x)|a/bp ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X.

Preuve. On pose

a/b = inf{θ ≥ 0 : |f(x)|θp/|g(x)|p prolongée par 0 lorsque f(x) = 0

est continue sur X}.
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On va montrer que l(f, g) = a/b. Si |f(x)|θp ≤ |h(x)|p |g(x)|p sur X alors pour
tout nombre réel ε > 0, |f(x)|θ+εp /|g(x)|p prolongée par 0 lorsque f(x) = 0
est continue sur X. Donc a/b ≤ θ + ε. Ainsi a/b ≤ l(f, g).

Pour montrer l’autre inégalité, il suffit de montrer le point (ii). On pose

k(x) =
{
|f(x)|a/bp /|g(x)|p si f(x) 6= 0,
0 sinon.

La fonction k est localement bornée sur X. Donc d’après la proposition 5.2,
il existe c > 0 et un entier N tel que

|k(x)|p ≤ c(1 + |x|p)N ∀x ∈ X.
Par conséquent,

|f(x)|a/bp ≤ c(1 + |x|p)N |g(x)|p ∀x ∈ X.
Comme conséquence de ce résultat on a :

5.10. Corollaire. Soit X un ensemble semi-algébrique p-adique fermé
de Km. Soit g une fonction semi-algébrique p-adique continue sur X et
V = {x ∈ X : g(x) = 0}. On pose

l(g) = inf{θ ≥ 0 : ∃h ∈ S(X) tel que d(x, V )θ ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X}.
Alors on a :

(i) l(g) = a/b est un nombre rationnel.
(ii) Il existe une fonction semi-algébrique p-adique h continue sur X telle

que
d(x, V )a/b ≤ |h(x)|p|g(x)|p ∀x ∈ X.

Preuve. On a d(x, V ) = inf{|x−y|p : y ∈ V }. Alors il existe une fonction
semi-algébrique p-adique f telle que |f(x)|p = d(x, V ) ; puis on applique la
proposition précédente.

5.11. Corollaire. Soient A et B deux ensembles semi-algébriques p-
adiques fermés dans X. On pose

l(A,B) = inf{θ ≥ 0 : ∃h ∈ S(X) tel que

d(x,A ∩B)θ ≤ |h(x)|pd(x,B) ∀x ∈ A}.
Alors on a :

(i) l(A,B) = a/b est un nombre rationnel.
(ii) Il existe une fonction semi-algébrique p-adique h continue sur A telle

que
d(x,A ∩B)a/b ≤ |h(x)|pd(x,B) ∀x ∈ A.

Preuve. D’après le corollaire 3.3, il existe une fonction semi-algébrique p-
adique f telle que |f(x)|p = d(x,B) et il existe une fonction semi-algébrique
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p-adique g telle que |g(x)|p = d(x,A ∩B). On a

g(x) = 0 ⇒ f(x) = 0 ∀x ∈ A,
puis on applique la proposition précédente.

6. Inégalité de Łojasiewicz p-adique avec paramètres. On peut
considérer un ensemble semi-algébrique p-adique X ⊂ Kn×Km comme une
famille de sous-ensembles de Kn indexée par Km. La fibre de la famille X
au point t ∈ Km est

Xt = {x ∈ Kn : (x, t) ∈ X}.
La restriction de la famille X au sous-ensemble semi-algébrique S de Km

est X|S = X ∩ (Kn × S).
Soient X ⊂ Kn×Km et Y ⊂ Kn×Km deux familles d’ensembles semi-

algébriques p-adiques. Une famille semi-algébrique p-adique de fonctions de
X dans Y est une fonction semi-algébrique p-adique f : X → Y telle que le
diagramme suivant commute :

X Y

Kn ×Km

f //
�

�
�

�
�

�
�

� %% ��

Si t ∈ Km la fibre de f en t est la fonction semi-algébrique p-adique
ft : Xt → Yt définie par : ft(x) = y ⇔ f(x, t) = (y, t).

Nous allons donner un analogue p-adique des résultats du chapitre 7
de [9] sur les familles semi-algébriques d’ensembles ou de fonctions. Nous
avons tous les outils nécessaires pour le faire, à savoir le spectre p-adique,
l’élimination des quantificateurs (le théorème de Macintyre) et le théorème
de finitude p-adique.

L’idée est de montrer que sur une fibre une propriété reste valable sur
un sous-ensemble semi-algébrique S ⊂ Km tel que α ∈ S̃ (où α est un point
de Specp(K[X1, . . . ,Xm]).

6.1. Proposition. Soit X ⊂ Kn × Km une famille semi-algébrique
d’ensembles défini par une formule φ(x, t) du premier ordre dans le langage
des corps p-adiques à variables libres x = (x1, . . . , xn) et t = (t1, . . . , tm).
Soit α ∈ Specp(K[T1, . . . , Tm]).

(i) L’ensemble semi-algébrique p-adique Xα = {x ∈ k(α)m : φ(x, t(α))}
ne dépend que de X et non pas du choix de φ. On appelle Xα la fibre de la
famille X en α.

(ii) Soit Y ⊂ Kn × Km une autre famille semi-algébrique d’ensembles.
Alors Xα = Yα si et seulement s’il existe un ensemble semi-algébrique S tel
que α ∈ S̃ et X|S = Y |S.
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Preuve. Supposons que Y est définie par une formule ψ(x, t) et soit
Yα = {x ∈ k(α) : ψ(x, t(α))}. On a alors : Xα = Yα ⇔ k(α) satisfait

∀x ∈ k(α)n φ(x, t(α)) ⇔ ψ(x, t(α)).

En posant S= {t∈Km : ∀x∈ k(α) φ(x, t) ⇔ ψ(x, t)}= {t∈Km : Xt =Yt},
on obtient donc : Xα = Yα ⇔ α ∈ S̃, ce qui donne (ii) et aussi (i) si X = Y .

Soient X ⊂ Kn ×Km et Y ⊂ Kn′ ×Km deux familles semi-algébriques
d’ensembles. Soient α ∈ Specp(K[X1, . . . ,Xm]) et f : X → Y une famille
semi-algébrique de fonctions. Le graphe de f est l’ensemble

Γf = {(x, y, t) ∈ Kn ×Kn′ ×Km : (x, t) ∈ X et f(x, t) = (y, t)}.
On note (Γf)α la fibre de Γf en α.

6.2. Proposition. (i) L’ensemble (Γf)α ⊂ k(α)n×k(α)n
′

est le graphe
d’une fonction semi-algébrique fα : Xα → Yα appelée la fibre de la famille
f en α.

(ii) Soit φ : Xα → Yα une fonction semi-algébrique p-adique. Alors il
existe un ensemble semi-algébrique S ⊂ Km tel que α ∈ S̃ et une famille
semi-algébrique de fonctions f : X|S → Y |S telle que fα = φ.

Preuve. (i) Soit φ(x, y, t) une formule du premier ordre du langage des
corps p-adiques à paramètres dansK qui décrit Γf et soit ψ(y, t) une formule
qui décrit Y . D’après la proposition précédente, le corps k(α) satisfait

∀x ∈ k(α)n ∀y ∈ k(α)n
′ ∀y′ ∈ k(α)m

(φ(x, y, t(α)) et φ(x, y′, t(α))⇒ y = y′)

et
∀x ∈ k(α)n ∀y ∈ k(α)n

′
(φ(x, y, t(α))⇒ ψ(y, t(α))).

Donc l’ensemble défini par (Γf)α = {(x, y) ∈ k(α)n × k(α)m : φ(x, y, t(α))}
est bien le graphe d’une fonction semi-algébrique de Xα = {x ∈ k(α)n :
∃y ∈ k(α)m φ(x, y, t(α))} dans l’ensemble Yα = {y ∈ k(α)m : ψ(y, t(α))}.

(ii) SoitG ⊂ Xα×Yα le graphe de la fonction φ et soit Γ ⊂ Kn×Kn′×Km

un ensemble semi-algébrique tel que Γα = G. Posons

S = {t ∈ Km : ∀x ∈ Kn (∃y ∈ Km (x, y, t) ∈ Γ ⇔ (x, t) ∈ X)

et ∀y, y′ ∈ Km ((x, y, t), (x, y′, t) ∈ Γ ⇒ y = y′)

et ∀y ∈ Km ((x, y, t) ∈ Γ ⇒ (y, t) ∈ Y ))}.

D’après la définition de l’identification tilda p-adique, on a α ∈ S̃. Soit
f : X|S → Y |S la famille de fonctions définie par f(x, t) = (y, t)⇔ t ∈ S et
(x, y, t) ∈ Γ. Ainsi on a fα = φ.
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6.3. Remarque. (a) Si deux familles semi-algébriques de fonctions f :
X → Y et g : X → Y vérifient fα = gα alors il existe un ensemble semi-
algébrique p-adique S ⊂ Km tel que α ∈ S̃ et f |(X|S) = g|(X|S).

(b) Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux familles semi-algébriques de
fonctions indexées par Km alors (g ◦ f)α = gα ◦ fα.

6.4. Résultat B. Soient A un ensemble semi-algébrique p-adique fermé
de Kn ×Km, et f(x, t) et g(x, t) deux fonctions semi-algébriques p-adiques
continues par rapport à x sur A telles que {(x, t) ∈ A : g(x, t) = 0} ⊂
{(x, t) ∈ A : f(x, t) = 0}. Alors il existe une partition finie en semi-
algébriques p-adiques Km =

⋃
Si, des fonctions semi-algébriques continues

hi : A|S → K et des nombres rationnels ai/bi tels que :

(i) |f(x, t)|ai/bip ≤ |hi(x, t)|p|g(x, t)|p sur A|Si,
(ii) ai/bi est l’exposant de Łojasiewicz l(ft, gt) pour tout t ∈ Si.
Preuve. On note ft(x) = f(x, t) et gt(x) = g(x, t) les fibres en t de f

et g. Les fonctions ft et gt sont semi-algébriques sur At. On note a/b = ηt
l’exposant de Łojasiewicz de ft par rapport à gt sur At. Il vérifie la formule
suivante (voir la preuve de la proposition 5.8) :

∀x0 ∈ zeros(ft) ∃c(x0) > 0 |vt(x0, u)|p ≥ c(x0)|u|a/bp , hfill

∃a0 ∈ zeros(ft) ∃c(a0) > 0 |vt(a0, u)|p ∼ c(a0)|u|a/bp

pour |u|p suffisamment petit

avec zeros(ft) = {x0 : f(x0, t) = 0} et vt est la fonction v de la preuve de la
proposition 5.8 en remplaçant f par ft et g par gt. On va montrer qu’il n’y
a qu’un nombre fini d’exposants rationnels a/b qui vérifient cette formule
quand t varie dans Km.

Pour un tel a/b on pose

Da/b = {t ∈ Km : ∀x0 ∈ zeros(ft) ∃c(x0) > 0 |vt(x0, u)|p ≥ c(x0)|u|a/bp et

∃a0 ∈ zeros(ft) ∃c(a0) > 0 |vt(a0, u)|p ∼ c(a0)|u|a/bp

pour |u|p suffisamment petit}.
L’ensemble Da/b est semi-algébrique p-adique de Km.

Soit α ∈ Specp(K[X1, . . . ,Xm]) ; fα et gα étant les fibres de f et g
en α, elles sont donc des fonctions semi-algébriques p-adiques sur k(α)n et
vérifient la formule (∗) de la preuve de la proposition 5.8 avec un certain
nombre rationnel a/b. Ceci montre que α ∈ D̃a/b. De cela on déduit que les

D̃a/b forment un recouvrement de K̃m = Specp(K[X1, . . . ,Xm]) et d’après
la quasi-compacité de la topologie du spectre p-adique on peut extraire un
nombre fini de D̃a/b qui recouvrent Specp(K[X1, . . . ,Xm]), d’où un nombre
fini de Da/b qui recouvrent Km. Puisque a/b est l’exposant de Łojasiewicz de
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fα par rapport à gα sur Xα, il existe une fonction semi-algébrique p-adique
continue H : Xα → k(α) telle que

|fα(x)|a/bp ≤ |H(x)|p|gα(x)|p sur Xα.

La fonction H est la fibre en α d’une fonction semi-algébrique p-adique
continue h : X|Sα → K avec α ∈ S̃α et on peut supposer S̃α ⊂ D̃a/b et que
sur Sα on a

|f(x, t)|a/bp ≤ |h(x, t)|p |g(x, t)|p.
Les S̃α recouvrent K̃m et donc par compacité du spectre p-adique, on peut
extraire un recouvrement fini, Km =

⋃
i∈I Si avec I fini.

6.5. Corollaire. Soient A et B deux ensembles semi-algébriques
p-adiques fermés de Kn ×Km. Alors il existe une partition finie en semi-
algébriques p-adiques Km =

⋃
Si et des fonctions hi : A|Si → Km et des

ai/bi tels que :

(i) d(x,At ∩Bt)ai/bi ≤ |hi(x, t)|pd(x,Bt) pour tout x ∈ At et tout t ∈ Si,
(ii) ai/bi est l’exposant de Łojasiewicz de d(x,Bt) par rapport à d(x,

At ∩Bt) pour tout t variant dans Si.

Preuve. D’après le lemme de sélection des courbes p-adiques, il existe
deux fonctions semi-algébriques p-adiques f et g telles que |f(x, t)|p =
d(x,At ∩Bt) et |g(x, t)|p = d(x,Bt) ; puis on applique la proposition précé-
dente.

Les auteurs remercient le Professeur M. Coste de l’Université de Rennes
1 et le Professeur A. El Khadiri de l’Université de Kénitra pour leurs remar-
ques sur les résultats de ce travail.
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[10] D. Bollaerts, On the Poincaré series associated to the p-adic points on a curve, Acta

Arith. 51 (1988), 9–30.



Exposants de Łojasiewicz 19
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