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UNE REMARQUE SUR LES ESPACES
D’INTERPOLATION Aβ QUI SONT FAIBLEMENT LUR

PAR

MOHAMMAD DAHER (Le Mée-sur-Seine)

Abstract. Let (A0, A1) be a pair of interpolation spaces and β ∈ ]0, 1[.We show that
if (Aβ , nβ) is a weakly-LUR space for a specific norm nβ (equivalent to the natural one),
then Aθ = Aθ for every θ ∈ ]0, 1[.

1. Introduction. Soit A = (A0, A1) un couple d’interpolation com-
plexe, au sens de [1]–[3]. Soit S = {z ∈ C; 0 ≤ Re z ≤ 1}.

Rappelons d’abord la définition de l’espace d’interpolation Aθ, où θ ∈
]0, 1[. On note F(A) l’espace des fonctions F à valeurs dans A0 +A1, contin-
ues bornées sur S, holomorphes à l’intérieur de S, telles que, pour j ∈ {0, 1},
F (j + iτ) prend ses valeurs dans Aj , l’application τ ∈ R 7→ F (j + iτ) ∈ Aj
est continue et ‖F (j + iτ)‖Aj → 0 quand |τ | → +∞. On le munit de la
norme

‖F‖F(A) = max(sup
τ∈R
‖F (iτ)‖A0 , sup

τ∈R
‖F (1 + iτ)‖A1).

L’espace Aθ = {F (θ); F ∈ F(A)} est un Banach [2, Theorem 4.1.2] pour la
norme définie par

‖a‖Aθ = inf{‖F‖F(A); F (θ) = a}.

Rappelons maintenant la définition de l’espace d’interpolation Aθ [2,
Chapter 4]. On note G(A) l’espace des fonctions g à valeurs dans A0 +A1,
continues sur S, holomorphes à l’intérieur de S, telles que g(j + iτ) −
g(j + iτ ′) ∈ Aj pour tous τ, τ ′ ∈ R, j ∈ {0, 1}, et la quantité suivante
est finie :

‖g.‖QG(A) = max
[

sup
τ,τ ′∈R
τ 6=τ ′

∥∥∥∥g(iτ)−g(iτ ′)τ−τ ′

∥∥∥∥
A0

, sup
τ,τ ′∈R
τ 6=τ ′

∥∥∥∥g(1+iτ)−g(1+iτ ′)
τ−τ ′

∥∥∥∥
A1

]
.

Cette quantité définit une norme sur l’espace QG(A), quotient de G(A)
par les fonctions constantes, et QG(A) est complet pour cette norme [2,
Lemma 4.1.3].
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L’espace Aθ = {g′(θ); g ∈ G(A)} est un Banach [2, Theorem 4.1.4] pour
la norme définie par

‖a‖Aθ = inf{‖g.‖QG(A); g
′(θ) = a}.

D’après [1], Aθ s’identifie isométriquement à un sous-espace de Aθ.
On rappelle [2, p. 89] les inégalités suivantes, pour g ∈ G(A) :

(1.1) ‖g′(z)‖A0+A1 ≤ ‖g.‖QG(A), z ∈ S,
conséquence immédiate de

(1.2)
∥∥∥∥g(z + it)− g(z)

t

∥∥∥∥
A0+A1

≤ ‖g.‖QG(A), z ∈ S, t ∈ R∗.

L’inégalité (1.2) découle de la définition de ‖g.‖QG(A) et du théorème des trois
droites [2, Lemma 1.1.2] appliqué aux fonctions z 7→〈(g(z+it)−g(z))/t, a∗〉,
où a∗ parcourt la boule unité de A∗0 ∩A∗1 et t est un réel fixé.

D’après [2, Theorem 4.2.2], A0∩A1 est dense dans Aθ, 0 < θ < 1. Dans la
suite, (A0, A1) est un couple d’interpolation tel que A0 ∩ A1 est dense dans
A0 et A1, ce qui permet d’appliquer le théorème d’itération [2, Theorem
4.6.1].

La lettre θ désignera toujours un réel dans ]0, 1[.

Définition 1 ([5]). Un espace de BanachX est (resp. faiblement) locale-
ment uniformément convexe, ce qu’on note LUR (resp. ω-LUR), si, pour
toute suite (xn)n≥0 dans X telle que

‖xn‖2/2 + ‖x‖2/2− ‖(xn + x)/2‖2 −−−→
n→∞

0,

on a xn → x en norme (resp. faiblement).

2. Résultats. Outre sa norme naturelle, l’espace Aθ est muni de la
norme nθ (voir le lemme 2 ci-dessous):

nθ(a) = sup{|〈a, a∗〉|; ‖a∗‖(A∗0,A∗1)θ ≤ 1}.

Théorème 1. Si (Aβ, nβ) est un espace ω-LUR pour un β ∈ ]0, 1[, alors
Aθ = Aθ pour tout θ ∈ ]0, 1[.

Proche de celle de [4], la preuve utilisera les lemmes suivants. Le premier
est certainement bien connu.

Lemme 1. Soient X un espace de Banach et E un sous-espace fermé
préfaiblement dense dans X∗. Alors il existe une constante C telle que

‖x‖X ≤ C sup
‖x∗‖E=1

|〈x, x∗〉| = C‖x‖E∗ ≤ C‖x‖X , x ∈ X.

Preuve. Comme ‖x‖X = sup‖x∗‖X∗=1 |〈x, x∗〉|, l’inégalité de droite est
immédiate. Soit J : X → E∗ la contraction canonique. Montrons que J∗ :



ESPACES D’INTERPOLATION 199

E∗∗ → X∗ est surjective. Par hypothèse, tout x∗ ∈ X∗ est limite pré-
faible d’une suite généralisée (eα)α∈A dans E. Par le théorème de Banach–
Steinhaus, cette famille est bornée dans X∗, donc dans E. D’après le théo-
rème de Banach–Alaoglu, elle admet une valeur d’adhérence préfaible e∗∗
dans E∗∗, qui coïncide nécessairement avec x∗ sur J(X), c’est-à-dire x∗ =
J∗(e∗∗).

Alors, par le théorème de l’application ouverte, il existe une constante
C > 0 telle que tout x∗ dans la boule unité de X∗ provient d’un e∗∗ dans la
boule de rayon C de E∗∗. D’où

‖x‖X ≤ sup
‖e∗∗‖E∗∗<C

|〈x, J∗(e∗∗)〉| = C‖J(x)‖E∗ .

Lemme 2.
(a) L’espace (A∗0, A

∗
1)θ est dense dans (Aθ)∗ pour la topologie σ[(Aθ)∗, Aθ].

(b) L’application nθ définit une norme sur Aθ, équivalente à la norme
naturelle.

Preuve. (a) D’après [1], (A∗0, A
∗
1)θ est isométriquement un sous-espace de

(A∗0, A
∗
1)
θ. Or ce dernier est isométriquement égal à (Aθ)∗ [2, Theorem 4.5.1].

Soit a ∈ Aθ tel que 〈a, a∗〉 = 0 pour tout a∗ ∈ (A∗0, A
∗
1)θ; en particulier

〈a, a∗〉 = 0 pour tout a∗ ∈ A∗0 ∩ A∗1 = (A0 + A1)∗. Comme Aθ s’injecte
continûment dans A0+A1, cela entraîne a = 0 et prouve la densité annoncée.
En particulier nθ définit bien une norme sur Aθ.

(b) Le lemme 1 appliqué à X = Aθ et E = (A∗0, A
∗
1)θ achève la preuve

du lemme 2.

Lemme 3. Soit g ∈ G(A) et soit

φθ : R→ Aθ, φθ(τ) = g′(θ + ιτ).

(a) L’application nθ(φθ) est s.c.i. sur R.
(b) Si φθ est à valeurs dans un sous-espace séparable Z de Aθ, elle est

fortement mesurable à valeurs dans Aθ.

Preuve. (a) Comme A∗0 ∩A∗1 est dense en norme dans (A∗0, A
∗
1)θ (voir [2,

Theorem 4.2.2]),

nθ(φθ(τ)) = sup{|〈φθ(τ), a∗〉|; ‖a∗‖(A∗0,A∗1)θ ≤ 1}
= sup{|〈φθ(τ), a∗〉|; ‖a∗‖(A∗0,A∗1)θ ≤ 1 et a∗ ∈ A∗0 ∩A∗1}.

Comme φθ est continue R→ A0+A1, la fonction τ 7→ 〈φθ(τ), a∗〉 est continue
lorsque a∗ ∈ A∗0 ∩A∗1.

(b) D’après (a), l’application nθ(φθ−x) est s.c.i. sur R pour tout x∈Aθ.
L’image réciproque par φθ de toute nθ-boule ouverte de Aθ est donc un
borélien. Par le lemme 2, les topologies induites sur Aθ par nθ et la norme
naturelle sont les mêmes. Comme Z est séparable, tout ouvert de Z est réu-
nion dénombrable de nθ-boules, et φθ est bien mesurable à valeurs dans Z.
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Lemme 4. Soient g ∈ G(A) et β ∈ ]0, 1[. On suppose que φβ = g′(β + i·)
est p.s. égale à une fonction fortement mesurable sur R à valeurs dans Aβ.
Alors

(a) φβ est p.s. à valeurs dans Aβ.
(b) Pour θ 6= β, g′(θ) ∈ Aθ.
(c) Pour tout θ, φθ est p.s. à valeurs dans un sous-espace séparable de Aθ.
(d) g′(β) ∈ Aβ.

Preuve. (a) (i) Comme g est holomorphe sur S, pour tous t ∈ R, h > 0,
θ ∈ ]0, 1[, on a, dans A0 +A1,

(2.1) g(θ + i(t+ h))− g(θ + it) =
t+h�

t

g′(θ + iτ) dτ.

Posons
g1 = g − g(0)− α0

où g(1)− g(0) = α0 + α1 (αj ∈ Aj , j = 0, 1), avec

‖g(1)− g(0)‖A0+A1 = ‖α0‖A0 + ‖α1‖A1 .

D’après l’inégalité des accroissements finis et (1.1),

‖g(1)− g(0)‖A0+A1 ≤ ‖g.‖QG(A).

Alors g1 : S → A0 +A1 est continue sur S et holomorphe à l’intérieur de S.
Comme g ∈ G(A), pour tout τ ∈ R et j ∈ {0, 1}, on a

‖g1(j + iτ)‖Aj ≤ ‖g(j + iτ)− g(j)‖Aj + ‖αj‖Aj ≤ (1 + |τ |)‖g.‖QG(A).

L’application z 7→ Gε(z) = eεz
2
g1(z) est donc dans F(A) pour tout ε > 0.

En particulier, pour tout t ∈ R, Gε(θ+ it) ∈ Aθ, donc g1(θ+ it) ∈ Aθ. D’où

(2.2) g1(θ + i(t+ h))− g1(θ + it) = g(θ + i(t+ h))− g(θ + it) ∈ Aθ.

(ii) L’hypothèse sur φβ et le théorème de différentiabilité de Lebesgue
entraînent que, p.s., on a dans Aβ l’égalité

(2.3) ig′(β + it) = lim
h→0

1
h

t+h�

t

g′(β + iτ) dτ,

où h est réel. Appliquant (2.1) et (2.2) à θ = β, comme Aβ s’identifie à un
sous-espace fermé de Aβ , ceci entraîne que p.s., avec h réel,

g′(β + it) = lim
h→0

g(β + i(t+ h))− g(β + it)
ih

dans Aβ.

(b1) On suppose d’abord θ > β.

(i) Soit
V (z) = g1(β + (1− β)z), z ∈ S.
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Cette fonction à valeurs dans A0 + A1 est holomorphe à l’intérieur de S et
continue sur S, donc s’exprime à l’aide de la mesure harmonique sur le bord
de S. Pour vérifier que V , vue comme fonction à valeurs dans Aβ + A1, est
holomorphe à l’intérieur de S et continue sur S, il suffira donc de voir que
V est continue sur l’axe imaginaire, à valeurs dans Aβ.

Montrons que V ∈ G(Aβ, A1) avec une norme ≤ (1 − β)‖g.‖QG(A).
L’inégalité correspondante sur la droite Re z = 1 est évidente. Pour la vérifier
sur l’axe imaginaire, posons, pour τ, τ ′ réels fixés,

Fτ,τ ′(ξ) =
g(ξ + i(1− β)τ)− g(ξ + i(1− β)τ ′)

τ − τ ′
, ξ ∈ S,

d’où

Fτ,τ ′(β) =
V (iτ)− V (iτ ′)

τ − τ ′
et Fτ,τ ′(1) =

V (1 + iτ)− V (1 + iτ ′)
τ − τ ′

.

Pour tout t ∈ R, on a

‖Fτ,τ ′(j + it)‖Aj ≤ (1− β)‖g.‖QG(A), j ∈ {0, 1}.

Comme dans (a)(i), pour tout ε>0, l’application ξ 7→Hε,τ,τ ′(ξ)=eεξ
2
Fτ,τ ′(ξ)

vérifie
‖Hε,τ,τ ′‖F(A)

≤ eε(1− β)‖g.‖QG(A),

d’où
‖Fτ,τ ′(β)‖Aβ ≤ (1− β)‖g.‖QG(A).

On a donc, pour tous τ, τ ′ réels,

‖V (iτ)− V (iτ ′)‖Aβ ≤ |τ − τ
′|(1− β)‖g.‖QG(A),

ce qui prouve la continuité de V sur l’axe imaginaire, à valeurs dans Aβ , et
l’assertion annoncée.

(ii) Par (a)(ii), pour h réel, p.s.

lim
h→0

(V (i(τ + h))− V (iτ))/h = (1− β)g′(β + (1− β)iτ) dans Aβ.

D’après [2, Lemma 4.3.3], on a alors

V ′(η) ∈ (Aβ, A1)η, η ∈ ]0, 1[.

(iii) Choisissons η tel que θ = (1 − η)β + η. D’après le théorème de
réitération [2, Theorem 4.6.1], (Aβ, A1)η = Aθ, donc

V ′(η) = (1− β)g′(θ) ∈ Aθ.
(b2) Si 0 < θ < β le raisonnement est analogue, en remplaçant V par

W (z) = g1(βz) ∈ G(A0, Aβ) telle que limh→0(W (1+i(τ+h))−W (1+iτ))/h
existe dans Aβ , pour presque tout τ , avec h réel.

(c) Soit A′0 ⊂ A0 le sous-espace fermé séparable engendré par {g1(it);
t ∈ R}. Comme g1 est continue sur S, A′0 est séparable, ainsi que (A′0, A1)β et
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son adhérence Y dans Aβ. Par (a)(ii) appliqué au couple (A′0, A1), g′(β+ it)
est p.s. dans (A′0, A1)β , donc p.s. dans Y , ce qui règle le cas θ = β.

Pour le cas β < θ, remplaçons la fonction V de (b1)(i) par Vt(z) =
V (z + it), avec t fixé réel. Comme en (b1), Vt ∈ G(Y,A1), V ′t (η) ∈ (Y,A1)η,
η ∈ ]0, 1[ et (Y,A1)η est séparable. Soit η défini comme en (b1)(iii). Comme
ci-dessus, V ′t (η) = (1 − β)g′(θ + i(1 − β)t). Soit Zθ l’adhérence de (Y,A1)η
dans (Aβ, A1)η = Aθ; alors Zθ est séparable et φθ = g′(θ + i·) est à valeurs
dans Zθ.

On raisonne de façon analogue si 0 < θ < β en considérant Wt(z) =
W (z + it) : Wt est dans G(A′0, Y ).

(d) Soit θ > β. Par (c) et le lemme 3, φθ est fortement mesurable à
valeurs dans Aθ. Alors (b2) appliqué en échangeant les rôles de β et θ donne
g′(β) ∈ Aβ.

Preuve du théorème 1.

Étape 1. Notons pour simplifier φ = φβ. On va montrer que φ est p.s.
égale à une fonction fortement mesurable sur R à valeurs dans Aβ. Soit
(τn)n≥0 une suite dans R convergeant vers τ. Comme nβ(φ) est s.c.i. par le
lemme 3,

lim{2[nβ(φ(τ))]2 + 2[nβ(φ(τn))]2 − [nβ(φ(τ) + φ(τn))]2}
= lim

n→+∞
En ≤ 2[nβ(φ(τ))]2 + 2 lim[nβ(φ(τn))]2 − lim[nβ(φ(τ) + φ(τn))]2

≤ 2[nβ(φ(τ))]2 + 2 lim[nβ(φ(τn))]2 − 4[nβ(φ(τ))]2

= 2 lim[nβ(φ(τn))]2 − 2[nβ(φ(τ))]2.

À nouveau par la semi-continuité de nβ(φ), pour tout N et tout ε > 0, il
existe un compact KN,ε ⊂ [−N,N ], de mesure > 2N − ε, sur lequel nβ(φ)
est continue. Soit (τn)n≥0 une suite dans KN,ε convergeant vers τ. D’après
ce qui précède, limn→+∞En = 0. Par définition de la propriété ω-LUR de
(Aβ, nβ), cela entraîne que φ(τn)→ φ(τ) faiblement dans Aβ , c’est-à-dire φ
est faiblement continue surKN,ε. Par le théorème de Pettis [6, Theorem II.2],
cela montre le résultat annoncé.

Étape 2. Soient a ∈ Aθ et g ∈ G(A) tels que g′(θ) = a. Le lemme 4 (b)
ou (d) implique a ∈ Aθ.

Remarque 1. Par le lemme 3(b) appliqué en θ = β et le lemme 4, on
obtient Aθ = Aθ pour tout θ si Aβ est séparable.

Il suffit même que Aβ soit un espace WCG (voir [4]). Rappelons qu’un
espaceWCG admet une norme équivalente LUR (voir [5, Chap. VII, Propo-
sition 2.1]). Ce fait et le théorème 1 motivent la question suivante:

Problème 1. Si (Aβ, nβ) admet une norme équivalente LUR pour un
β ∈ ]0, 1[, est-ce que Aθ = Aθ pour tout θ ∈ ]0, 1[?
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Proposition 1. Soient A0, A1 deux espaces de Banach tels que A0 s’in-
jecte continûment dans A1, et β ∈ ]0, 1[. Si Aβ a la propriété de Radon–
Nikodym analytique (définie par exemple dans [6]) pour un β ∈ ]0, 1[, alors
Aθ = Aθ pour tout θ ∈ ]0, 1[.

Pour β = 1 ce résultat est [8, Proposition 3.1]; appliqué au couple
(A0, Aβ), il donne la conclusion pour θ ∈ ]0, β[.

Preuve de la proposition 1. D’après le lemme 4, il suffit de montrer que,
pour toute g ∈ G(A), φβ est p.s. mesurable à valeurs dans Aβ.

On a mentionné en (b2) de la preuve de ce lemme que la fonction W =
g1(β·) est dans G(A0, Aβ). À l’intérieur de S, W ′ est donc holomorphe à
valeurs dans A0 + Aβ = Aβ ; par (1.1) elle est bornée. Comme Aβ a la
propriété de Radon–Nikodym analytique, W ′ admet p.s. des limites non
tangentielles au bord de S. Soit ψ la limite p.s. (dans Aβ) de W ′ sur la
droite Re z = 1; ψ est donc p.s. mesurable à valeurs dans Aβ. Comme g′ est
continue (à valeurs dans A0 + A1 = A1) à l’intérieur de S, ψ coincide p.s.
avec la fonction t 7→ βg′(β + iβt), ce qui achève la preuve.

Proposition 2. Si A0 s’injecte continûment dans A1 avec image dense,
si Aβ est un treillis de Banach, et si (A∗0, A

∗
1)
β admet une norme équivalente

LUR pour un β ∈ ]0, 1[, alors (A∗0, A
∗
1)θ = (A∗0, A

∗
1)
θ pour tout θ ∈ ]0, 1[.

Preuve. Comme `∞ n’admet aucune norme équivalente LUR [5, Chap. II,
Theorem 7.10], (Aβ)∗ = (A∗0, A

∗
1)
β ne contient pas `∞ isomorphiquement.

Alors, d’après un résultat bien connu de Bessaga–Pełczyński [6, Corollary
I.6], (A∗0, A

∗
1)
β ne contient pas c0 isomorphiquement; comme c’est un treil-

lis de Banach, il a la propriété de Radon–Nikodym analytique [7]. Comme
l’espace (A∗0, A

∗
1)β est isométriquement un sous-espace de (A∗0, A

∗
1)
β , on voit

que (A∗0, A
∗
1)β conserve la propriété de Radon–Nikodym analytique. La pro-

position précédente achève la preuve.
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