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Sommaire. Etant donnés n entiers strictement positifs d1, . .., dn, nous construisons
un systeéme universel de résultants-test permettant de tester si une collection P, ..., Py
de polynémes de degrés respectifs dy, . .., dn, a coefficients indeterminés, définit une appli-
cation propre de C" dans C" dés lors que 'intersection des supports des diviseurs induits
par les P;, j =1,...,n, dans P"(C) est une variété algébrique discrete; le test s’effectue
via ’évaluation des résultants-test sur les coefficients des polyndémes, suivant le fait que
cette évaluation donne 0 ou non. Une conjecture est aussi proposée concernant la con-
struction d’un systéme universel de résultants-test permettant de décider la propreté de
P = (P1,...,Pp) hors de toute restriction géométrique préalable.

1. Introduction. Etant donnée une application polynomiale P de C"
dans C", définissant une sous-variété discrete (donc finie) de C™, se pose
naturellement la question de décider si une telle application est topologique-
ment propre, ce qui revient & décider si C[X] est un C[P]-module de type
fini. Dans ce travail, nous introduirons, étant donnés n entiers strictement
positifs di,...,d,, une collection de polynémes de Z[U(l), .. .,U(")] (uni-
versels) permettant de tester si n polynomes Py, ..., P,, de degrés respectifs
dy,...,dp, & coefficients U = (UW), ..., U(”)), soit

Pi(X)= > UYmi(X1,....Xp), j=1,...,n
m; ENd].
(Ndj désignant ’ensemble des monomes en n variables de degré au plus d;),
définissent une application propre lorsque 1’on sait déja qu’ils définissent une
variété discrete dans P"(C).

Ces résultants-test de propreté (indexés a la fois par [ € {0,...,D—1} ou
D :=d;...d, et par § € N”) sont introduits dans la section 3 (définition 3)
et classés en résultants principaux et résultants conditionnels d’ordre 0 et de
typel, 1 =0,...,D—1; leur construction repose sur le concept (introduit au
paragraphe 3) de polynéme caractéristique universel ainsi que sur la théorie
du résultant initiée par Macaulay (voir par exemple [4]) de laquelle nous nous
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sommes inspirés ; leurs propriétés algébriques sont dégagées dans la section
4; enfin, dans la section 5, nous mettrons en lumiere (théoréeme 5) leur role
pour caractériser la propreté au sein de la classe des applications polyno-
miales de C™ dans C" définissant une variété discrete dans ’espace projectif.

Apres avoir élargi ensuite notre construction de systéme de résultants-
test en introduisant les résultants-test (principaux et conditionnels) toujours
d’indice [ = 0,..., D — 1, mais cette fois d’ordre supérieur v € {1,...,D},
nous formulons aussi en guise de conclusion (conjecture 1) une conjecture
relative au test de propreté dans le cas général (les polynémes Pj, ..., P, ne
sont plus supposés définir une variété discrete dans P (C)).

Ce travail trouve sa principale motivation dans le réle croissant que
joue la clause de propreté dans la possibilité d’atteindre (via des méthodes
d’inspiration analytique) des identités algébriques telles I'identité de Bézout.

2. Notations et préliminaires. On va introduire dans cette section
préliminaire a la fois un certain nombre de notations, quelques définitions
de base, ainsi que quelques propositions préliminaires. Commencons par les
notations.

R désignera un anneau commutatif noethérien, intégre, unitaire, et A :=
R[Xi,...,X,] anneau des polynomes a coefficients dans R en les n va-
riables X1,..., X,.

Etant donné un entier positif d, M, désigne ’ensemble des monoémes en
les n variables X1,...,X,, de degré total d, et Ny celui des monomes de
degré au plus d.

Etant donné r € N* et (di,...,d,) € N, on note

R;:= R[UT(,%I), my € Md1§'--§Ur(;1:27 my € Mg,],
A= A[Uqglll), my € Mg,; ...;U,S;j), my € Mg,

Il s’agit d’anneaux de polynomes a coefficients respectifs dans A et R en
. " (n+d; —1
_ J

anrd Mgy, = Z < d; >

7j=1 7=1
variables. Parmi les éléments de A 7 on notera particulierement les r formes
homogenes

Uz (X1, Xp) = Y UDmi(Xy, .. X)), G=1,.T
m; GMdj

Si I désigne un idéal homogene de A, on note I;1'idéal de A ; engendré par

I et les éléments Uz{,l’ ey Uj,r de A ;. On note enfin

C;(I) = | J{FeRy FM, C I3}
keN*
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La codimension (ou hauteur) d’un idéal premier P de A est par définition
le plus grand entier k tel qu’il existe une chaine (P;)o< <k d’idéaux premiers
de A deux a deux distincts tels que

(0)=PL CPr1C...CPy="P.
On rappelle ici la premiere proposition classique ([6, proposition 1.5,
page 13]):

PRrOPOSITION 1. Soit r € N*, et I un idéal premier homogéne de A de
codimension inférieure ou égale a n—r, tel que INR = (0). Alors, sid € N",
C;(I)=(0) & codimI<n—r.

De plus, si codimI = n — r, l’idéal C;(I) est un idéal principal, dont un
générateur est appelé forme de Chow—Cayley de 1 relativement au multi-
poids d.

Le cas particulier suivant s’avere crucial:

DEFINITION 1. Dans le cas oit I = (0) (on peut prendre alors R = Z)
et r = n, la forme de Chow—Cayley de multi-poids d= (di,...,dy) (unique
au signe pres) est appelée résultant des n formes homogenes en n variables
U- ,Uz, et on la note

FRERRE d_;
ReSJ(UJZI’ ceey Ucf,n)

On a le résultat suivant ([4, 5.13.2, p. 163)):

PROPOSITION 2. Si l'on décide d’affecter chaque variable U,S{]), m; €
Ma,, 5 = 1,...,n, du multi-poids (a1,...,c5n) € N, ot les oy, k =
1,...,n, sont définis par m;(X) = X7 ... X", le résultant Res ; des formes
Uzys--- Uz, est un polynome en les variables Uﬁ%l), ceey ,S?n), my € Mgy,
coo,mp € My, isobare de multi-poids (D, ..., D), avec D =d . ..dy, c’est-
a-dire ne contenant que des monomes de multi-poids (D, ..., D).

La formule de changement de variables suivante régit le calcul de résul-
tants (voir [4, 5.13.1, p. 163]):

PROPOSITION 3. Soit d € N", et M = (aji)1<jk<n une matrice a coef-

ficients dans l'anneau R. Si l'on écrit, pour j =1,...,n,
n n
ngj<2aj1Xj,...Zaanj> = Z UT(,{J?mj(Xlw-';Xn)
j=1 j=1 m;EMa;

= Uti,](Xl’ s 7Xn)7
on a

(1) Res (U Uz,) = (det M)P Res (U, ..U,

a1 Yan
ouv D=dy...d,.
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3. Notion de polynéme caractéristique universel. Nous nous pro-
posons de démontrer dans cette section le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit d = (di,...,dn) € N" et f1,..., fn les n polynomes

génériques en n variables (non homogénes) de degrés respectifs dy, . .., dy,
(X1, Xn) = > Um(Xy, .., Xa) € Z[UY), my € Nyj; X).
ijNdj

Soit D :=dj ...d,. Il existe un polynéme
Fd-'E Z[T;Al,...,An;U(l) mi ENdl;"‘;U'y(y?;?) mMp ENdn; Yl,...,Yn]

mi1)

tel que

= Res;(Uy

D
g1 Uz TP + > Fp(A;U; Vi, .., V) TP
=1

ot les Fz,, 1 =1,...,D, sont dans Z[A; U; Y1,...,Yy], et que

(3) FJ(ZAka;Al,...,An;U;fl(Xl,...,Xn),...,fn(Xl,...,Xn)> =0.
k=1

DEFINITION 2. Siaq,...,a, sont n éléments spécifiés de R, le polynome
Fy(T; a1,...,an;Us Y1, Yy) € R[T; U Y1, .00, YY)

est appelé polynome caractéristique de la forme linéaire a1 X1 +. .. +a, X, re-
lativement au systeme de formes (f1, ..., fn). Le polynome F(T, A, U, f) €
Z[A; U, X] [T) est, quant a lui, appelé polynome caractéristique universel de
la forme (A, X) := A1 X1+ ... + A, X, relativement au systeme de formes
(fiy.-y fn) de degrés dy, ..., dy.

Preuve du théoréme 1. On décompose chaque forme f;, 1 < j < n, sous
la forme

dj
X Xn) =) fie(Xa, . X,
s=0
ou, pour s =0,...,d;,
fis(Xe, o X)) = Y UDmy(X,..., X)
m]'EMs

(notons qu’en particuler f;q4, = U, d’j)' On introduit ensuite les polynémes

G;,j=1,...,n, de Z[1/T; A;U; Y1, .., Yp; X1, ..., X,], définis comme
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¢_](T7A7U7KX)
dj di—s d;
A, XH)\Y A, X))\
=3 o(SE) T (B e
s=0

<A,X> =A1X1+...+A4,X,.
Si I'on considere ces polyndémes comme des formes homogenes en les va-
riables (X71,...,Xy) et a coefficients dans ’anneau Z[1/T'; A; U; S], on peut
considérer leur résultant

Resz(91(T, A, U, Y)(X),...,&n(T, A, U, Y)(X)) € Z[1/T; A;Us Y, ..., Yo

(ces polynomes étant vus comme des polyndémes homogenes en X).

ou

e Nous allons montrer dans un premier temps qu’il résulte des proposi-
tions 2 et 3 que

Fp(T; A;U;Y) = TP Res g (@1(T, A, U, Y)(X), ..., (T, A, U, Y)(X))

est bien un élément de Z[T; A;U; Y] (les puissances de T' en dénominateur
se trouvant bien ainsi chassées). Pour cela, posons, pour j = 1,...,n,

X1 — A X9 —...— A, X

1 24422 n n’X27.'.,Xn>
Aq

dj

X1 —AQXQ — —Aan X1 dj=s Xl 4
= ” KXo X ) [ = —Y;( =
Yo (P »ox)(7) (7

= Y BYWT /AL Ay, AU Y)XP XS,

aeN"
ay+...+an=d;

U;(T,A,U,Y,X) = &, <T,A, U,Y,

ou le degré en la variable 1/T" du coefficient
BT, 1/A, A, ..., Ay, UY)
est inférieur ou égal a . De la proposition 2, il résulte que
Res; (U1 (T, A, U, Y; X), ..., W (T, AU, Y; X))

est un élément de Z[1/T,1/A1, Aa, ..., Ap, U, Y] de degré en la variable 1/T
au plus D. Comme la proposition 3 implique que

Res;(01(T, A, U, Y; X), ..., 0u(T, A, U, Y; X))
= APRes; (01(T, A, U,Y; X),....W(T, AU, Y; X)),
on en conclut que F(T; A;U;Y) est bien un élément de
ZIT,AUY]|=Z[T,1/A1, Ag,..., Ap, U YINZ[1/T, A1, Ag, ..., Ay, U, Y]

e Montrons maintenant la formule (2). Considérons pour cela 'homo-
morphisme H de R[1/T,A,U,Y, X] dans R[A,U,Y, X] transformant 1/T
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en0, Aen A,Uen U, Y enY et X en X. Cet homomorphisme commute
avec la prise de résultant et I’on a donc

H[Res 7(®1(T, A,U,Y; X), ..., 0,(T,A,U,Y; X))]
= Resj[fl,dl (Ua X)a ey fn,dn(U; X)]
Il en résulte bien
Fp(T,A,U,Y) = Res;(Ugy, . .-, Udjn)TD +TPGH(1/T,AUY),
avec G7(0,A,U,Y) =0, le degré en 1/T de G ; étant inférieur ou égal a D.
La représentation (2) en résulte.
e Reste a montrer
n
FJ(ZAIXZ;A; U;fl,... ,fn) =0
=1
Si le degré du monéme X* := X ... X est assez grand, il résulte de la
théorie du résultant [5] qu’il existe des polynomes

hjo € Z[1T,A,UY,X]|, j=1,...,n,
tels que
Fa(T; AU Y)XY = TP hoT, A, UY, X) (T, A, U,Y, X).

k=1
On a alors

Fy(T; A;U;Y)X®

S35 (A (B )]

Par conséquent, en substituant,

Fg(lzn;Ale;A;U;fl,...,fn>X°‘

_TDthaTA U,Y, X) [kas fk} = 0.

k=1
Ceci implique bien que 'on ait (3) et clot la preuve du théoréme 1. m

4. Résultants-test de propreté. Soient d = (di,...,dy) € N" et
fi(X1,..., Xp)

S U, mi(Xa,..., X)) € ZUY), my € N JIX],  G=1,...,n,
mje./\/dj
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n polynémes (non homogenes) génériques de degrés respectifs dy, ..., d,. On
sait d’apres le théoreme 1, formule (2), que l'on peut écrire

Fa(T; A;U3Y) = Res(frays - - s foan) TP +Z (A, U, Y)TP

Chaque polynéme F At [=0,...,D—1,se developpe sous la forme

Fg(AU3Y) = dll(A U)+ Fg,(AUY),

avec
d ; 2(A U,0) = 0.
Chaque polynome Fj; | se développe suivant le bloc de variables A =
(Ay,...,A,) sous la forme
(0) B Bn
Fr (A U) =) Ve  (U)A .. AT,

BENn

. . At
tandis que chaque polynoéme F g2 S €crit sous la forme

ATY)= S W @Al APy Ly

d 1,2 a;l,B,y

DEFINITION 3. Les polynémes de Z[U] que sont
FJD(U) = Rescf(fl,dla s 7fn,dn)

(noté aussi V( )(U)) et les Vd(l)ﬂ l=0,...,D—1, p € N" (lorsqu’ils ne
sont pas 1dent1quement nuls) sont appelés résultants-test de propreté prin-

cipauz d’ordre 0 et de classe [ associés au systeme de polyndémes génériques

(f1,---, fn). Les polynémes Wsl)ﬂ 1=0,....,D—1, 8,y N" ~#0, sont

eux (toujours lorsqu’ils ne sont pas identiquement nuls) appelés résultants-
test de propreté conditionnels (d’ordre 0 et de classe [) associés a (f1, ..., fn)-

5. Propriétés algébriques des résultants-test de propreté. Si P
est un élément de R[X1, ..., X,], on note " P 1'’homogénéisé du polynome P,
c’est-a~dire le polynome de R[Xy,..., X,] défini par

"P(Xo,..., Xn) = Xg¥ T P(X1/X0, ..., Xn/X0).

On dira qu’un systeme (P, ..., P,) de C[X1,..., X,] a une infinité de zéros
a Uinfini si les polynoémes homogenes P, ... " P, définissent une variété
algébrique de dimension strictement positive dans P"~1(C).

On rappelle le résultat classique concernant la dimension des fibres d’un
morphisme surjectif entre deux schémas irréductibles ([3, page 95] ou [8,
page 76]):
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PROPOSITION 4. Soit © : X — Y un morphisme surjectif entre deux
schémas irréductibles, de dimensions respectives n et m. On a nécessaire-
ment m < n d’une part et, d’autre part :

(i) Pour tout y € Y, les composantes irréductibles de la fibre de ©~1(y)
sont de dimension au moins égale a n — m.
(ii) Il y a un ouvert non vide U de Y tel que

VyeU, dimO (y)=n—m.

Nous pouvons alors (dans le cas ot R = C) énoncer le résultat suivant :

THEOREME 2. Soient Py,..., P, n polynémes d coefficients complezes,
de degrés respectifs d1, . ..,d,, avec
Pi(X)= > uflmi(X1,....X,), j=1...,n
ijNd].

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le systéme P = (P1,...,P,) a une infinité de zéros dans l'infini.

(ii) L’évaluation en u = (uy,...,u,) de tous les résultants-test de
propreté (principauz et conditionnels, d’ordre | arbitraire entre 0 et D =
dy...dy) est nulle.

Preuve. (i)=-(ii). La condition (i) signifie que les parties homogenes de
plus haut degré piq4,,...,pnq, des polynémes Pi,..., P, définissent une
variété algébrique de dimension strictement positive dans P*~!(C). Il résulte
de la proposition 4 que pour tout (ai,...,a,) € C", le systeme

(Prdys -+ s Prdns 01 X1 + -0+ anXn)

définit une sous-variété algébrique non vide de P"~1(C). Ainsi donc, pour
tout y € C" et tout t € C*, les polynomes homogenes

a, X j a, X d )
Spj(tﬂlauayu ijs ( >> _y]<¥> ) jzla"‘7n

(ou pjs, j =1,...,n, s = 0,...,d;j, désigne la composante homogene de
degré s de P;) définissent une sous-variété algébrique non vide de P"~1(C).
Ceci implique (si I'on se réfere au réle du résultant en théorie de I’élimina-
tion) que, pour tout a € C", tout t € C* et tout y € C",

Fy(t; a;usy) = t" " Res 7 (@1 (t, a,u,y)(X), ..., Bu(t, a,u,y) (X)) = 0.
On en déduit donc que I'évaluation en ¢, a, u, y de F'rest nulle, ce qui implique
la nullité de Vﬁo)( ), des V£0)6< u),l=0,...,D—1, 3 € N" et des Wﬁ)ﬁ (u),

[=0,. 1 B,y € N*, v #0,ou D :=dj...d, Ceci constitue blen
l’assertion (11).
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(ii)=(i). La condition (ii) implique que pour tout ¢t € C*, tout a € C"
et tout y € C™,

Res7(®1(t, a,u,y)(X), ..., Pn(t, a,u,y)(X)) =0,

soit que la sous-variété de P"~! définie par les polynémes homogenes
Di(t,a,u,y)(X), j=1,...,n, est non vide; cette sous-variété contient donc
un point z(t,a,y) (les variables u étant spécifiées).

Supposons que les polynémes Pi,..., P, n’aient qu'un nombre fini de
zéros a l'infini, ce qui signifie que la variété algébrique

{¢ e P H(C); pja,(¢)=0,j=1,...,n}

est de dimension strictement inférieure a 1. Il existerait donc (d’apres la
proposition 1) ag € C" tel que

{C S Pn_l((c)v pj,dj(g) = 07 ] = ]-a ceey Ny <CLO,<> = 0} = @
Pour tout t € C* et tout y € C", on aurait (ag, z(t,a,y)) # 0 (sinon le point
x(t,a,y) serait un point ot py q,(z) = ... = ppa,(x) = (ag,z) = 0). On
pourrait donc, quitte a multiplier les coordonnées homogenes de x(t,a,y)
par une méme constante non nulle, supposer

vVt e C*, (ag,z(t,a,y)) =t.

Mais alors on aurait, pour tout y € C",

(pj(t7a07u7y7 t , a0, Y ijs t , A0, Y )) _yj

:P](x@f,ao,y))—y]:()’ j:17__.7n7

ce qui montrerait que le morphisme polynomial P = (Py,..., P,) serait bien
surjectif de C™ dans C™. D’autre part, pour tout t € C* et tout y € C", on
aurait

z(t,a0,y) € P~ (y) N{¢; (ao, ¢) =t}

Ceci impliquerait que pour tout y € C", la fibre P~1(y) serait une variété
algébrique de cardinal infini, donc certainement de dimension supérieure ou
égale a 1. Ceci contredit la seconde assertion de la proposition 4.

L’hypothese selon laquelle les polynémes P4, ..., P, n’ont qu'un nombre
fini de zéros est par conséquent absurde deés que la clause (i) se trouve
remplie. On a bien prouvé ainsi 'implication (ii)=-(ii) et achevé la preuve
du théoreme 2. m

Etant donnés d € N le résultat suivant caractérise en termes des
résultants-test de propreté principaux le fait que n polynémes (non ho-
mogenes) en n variables et a coefficients complexes, de degrés respectifs
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di,... dy,
Pi(X)= Y udlmi(X1,...,Xn), j=1,...,n,

m; ENdj

soient tels que leurs homogénéisés définissent une sous-variété discrete de
P™(C).

THEOREME 3. Soient Py,..., P, n polynémes & coefficients complezes,
de degrés respectifs d1, ..., d,, avec
Pi(X)= > uflm(Xi,....X,), j=1...,n
mje./\/dj

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le systéeme de polynémes homogénes "P = ("Py,... " P,) définit une
sous-variété discréte de P"(C).
(ii) Il eziste un entierl tel que 0 <1 < D =d; ...d, et un résultant-test

de propreté principal d’ordre 1 (Vng sil =D ou V;l))ﬁ pour un certain
B € N" sil < D) dont l’évaluation en le systéme de coefficients u est non

nulle.

Preuve. (i)=>(ii). Supposons que les polynémes homogenes "P;, j =
1,...,n, définissent une sous-variété discrete (donc finie) de P™(C). Il existe
donc (d’apres la proposition 1) ag € C™ tel que les polynémes homogenes
(Pidys- - - Pd,s (a0, X)) définissent ensemble vide dans P"~1(C).

Nous allons raisonner par ’absurde en supposant que I’évaluation en le
systeme de coefficients u de tous les résultants-test de propreté principaux
de tout ordre [ entre 0 et D soit nulle. On aurait donc, pour tout entier [
entre 0 et D,

Fd}l,l(A’ u) = 0,

(comme polynémes en A = (Aj,...,A4,)). Nous allons montrer que ceci
contredit 'hypothese faite sur les th, 1<j5<n.
On considere le C-homomorphisme d’algebres

h:C[T, T ' AY,X] - C[T, T} A, X]
tel que
W(T)=T, hTH=T"1 KA =4 §nrY)=0 hX)=X.

Comme

D
WEFF(T; Asw;Y)) =Y Fy, (A u)T' =0,

1=0

il viendrait

Resp(h(D1(T, A,u,Y; X)), ..., h(Pn(T, A, u, Y5 X)) =0,
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chaque h(®;(T, A,u,Y; X)) étant considéré ici comme un polynéme en X a
coefficients dans C[T~1, A], en fait
dj di—s
(A4, X)\" ,
@y (7 Ay X) = S0 ()L =t
s=0
Pour tout ¢ € C* et tout a € C", les polynomes homogenes (en X =
(X1,...,Xn))
dj dj—s
X))\ ,
¢j(t,a,u,0;X):ijﬁ(X)(M) , j=1,...,n,
t
s=0
auraient donc un zéro commun z(¢,a) dans P*~1(C). On aurait nécessaire-
ment
<a07 SC(t, a)> 7é 0
(car sinon la sous-variété de P"~1(C) définie par les polynomes homogenes
DPldys---+Pnd, €t (ag, X) serait non vide, ce qui contredirait la propriété
résultant du choix de ag). Quitte & renormaliser les coordonnées, on peut

supposer que
(ap,x(t,a)) =t VteC".
Mais alors
Di(t,a,u,0;z(t,a)) = Pj(z(t,a)) =0, j=1,...,n,

ce qui montre que le point x(¢,a) serait un point de la variété des zéros
communs aux P; dans C". Comme (ag,x(t,a)) =t et que t est arbitraire,
cette sous-variété algébrique de C™ ne saurait étre finie, ce qui contredit
bien str I’hypothese faite sur les th (ils sont censés définir une sous-variété
discrete de P™(C)).

(ii)=-(i). Supposons qu’il existe [ dans {0,..., D} et 8 dans N" tel que
le résultant-test de propreté principal V(l) P (ou V(O) si [ = D) soit non nul.
Il résulte alors du théoreme 2 que les poi&nomes homogénes Didys-- > Pndn
définissent une variété discréte (donc finie) dans P~ 1(C).

I1 reste a voir que I'ensemble Z(P) des zéros communs aux Pj, j =
1,...,n, dans C™ est fini. D’apres la formule (3) du théoréme 1, on a

@ Z (Asu, POO)(A, X)) = 0.

Size Z(P)={C € (C"; Pi(¢) = ... = P,(¢) = 0}, l'identité (4) ci-dessus
implique, si 'on spécifie X = =z,

(5) Z (A ) ((4,2) = 0.
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L’hypothese (ii) implique qu'il existe un entier / entre 0 et D tel que Fz (A, u)
# 0 (en tant que polynéome en A), ce qui donne que l’on peut écrire (5) sous
la forme

Z i Y(A,z2) =0

avec Fx 71 L(A,u) Z0 (comme polynéme en A). Il résulte du principe des
tiroirs de Siegel (ici intervient le fait que I'on travaille avec le corps des com-
plexes) que I’on peut trouver n n-uplets de nombres complexes (a;1, ..., ajn),
j=1,...,n, tels que d’une part la matrice a; = (a;x)1<;r<n soit inversible,
et d’autre part

Fgp(aj,u)#0,  j=1,....n

Il en résulte que ’ensemble Z(P) se trouve bien inclus dans un sous-ensemble
fini de C", ce qui conduit bien au fait que les th, j=1,...,n, définissent
une sous-variété discrete de P (C). Ceci acheve la preuve de (ii)=-(i) et donc
du théoreme 3. m

6. Résultants-test de propreté et propreté des applications
polynomiales. Dans cette section, nous nous proposons de caractériser la
propreté (au sens topologique) d’une application polynomiale P= (Py,..., P,)
de C" dans C". Nous rappelons tout d’abord I’équivalence entre plusieurs
caractérisations de la propreté (tant algébriques que topologiques).

PROPOSITION 5. Soit P = (Py,..., P,) une application polynomiale de
C™ dans C", avec d;j = deg P, j = 1,...,n. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’application P est une application propre de C" dans C™ (au sens
topologique : l'image réciproque de tout compact pour la topologie usuelle de
C™ est un compact de C™).

(ii) L’algébre C[X] est une extension entiére de C[P].

(iii) C[X] est un C[P]-module de type fini.

(iv) La variété algébrique Z(P) := {¢ € C"; P1(¢) = ... = P,({) = 0}
est non vide; pour tout u € C", la variété algébrique
Z(P—u):={CeC" P({)—u =...= Py(¢) —u, =0}

est de dimension 0; enfin, si
(V,X) = AV, X) = Y Aa(X)YP . Y
aeN"

est un Bezoutien de l'application P, c’est-a-dire le déterminant d’une ma-
trice (Qjr)i1<jk<n de polynomes en (Y, X) tels que
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n
k=1
les applications

di+...+dp—n+1
1 —Uly...y L'y — Up

aeN' j=1,...,n,
sont des applications polynomiales en wu.

Preuve. On se réferera par exemple a l'article de H. Bass, E. Connell
et D. Wright consacré a la conjecture du Jacobien [1, page 294]) ainsi qu’a
[9] (ou a l'article de Michel Hickel et Jean-Yves Boyer [2]) en ce qui con-
cerne l’équivalence avec le point (iv) dans lequel intervient le résidu de
Grothendieck. m

On rappelle aussi le concept d’application polynomiale dominante : une
application polynomiale P = (P, ..., P,) de C" dans C" est dite dominante
sile corps C(X71,. .., X,) est une extension de degré fini (ce degré étant d(P))
du corps C(P,..., P,).

Etant donnée une application polynomiale dominante P de C™ dans C"
et un polynoéme arbitraire @ € C[X1,..., X,,]| de degré supérieur ou égal a 1,
on notera

,Ppr S (C[T, Yi,... ,Yn]

le polynome caractéristique de @ relativement a l’extension (C(X) : C(P));
il s’agit d’un polynoéme de degré en T' exactement d(P), de la forme

Ppo(T,Y) = TP) 4 Z Pr.o:x( ,

ou Ppo.x € C(Y) pour 0 < k < d(P)—1 et de plus
Prq(Q(X),P(X)) =0
(en tant qu’élément de C(X)).
On trouvera la proposition suivante dans [7, section 3] :

PROPOSITION 6. Soit P = (P,..., P,) une application polynomiale do-
minante de C" dans C" et Q € C[X], avec deg@ > 1. On a alors :

(i) 1l existe un ouvert de Zariski Ug de C™ tel que, pour 0 < k < d(P)—
Ppq.k soit une fonction régulicre dans U. De plus, pour tout s dans Ug,
I’ensemble P~1(s) est constitué de d(P) points distincts et l'on a

ProT.s)= [ T-Q©). Vselq.

¢eP~1(s)
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(ii) Si P est de plus une application polynomiale propre de C" dans
C", les fractions rationnelles Ppo.u, 0 < k < d(P) — 1, sont toutes dans
C[yy,....Y,].

Considérons une application polynomiale P = (Pi,..., P,) de C" dans
C". Sidy,...,d, sont les degrés respectifs des polynémes P;,
PiX)= > ullmi(X1,.... X)), j=1....n,
ijNdj

on introduira dans cette section le polynome caractéristique universel
Fo(T; A;U3Y) € Z[T; A; U Y
de la forme (A, X) relativement aux formes a coefficients génériques
)= > UPmi(Xy,....X,), j=1,....n
ijNdj
Concernant les interactions entre la propreté de P et la fonction polyno-
miale
(t,a,y) = Fp(t;a;u;y),
nous pouvons énoncer le premier résultat suivant.
THEOREME 4. Soient
P=(P,....,P), FyT;AU;Y)€Z[T;AU;Y]
comme précédemment; on suppose de plus que P induit une application poly-
nomiale propre de C™ dans C", de degré d(P). Le systeme P = (Py,..., Py,)
a alors un nombre fini de zéros a linfini. De plus, soit Q un élément de
C[X] de degré supérieur ou égal a 1 et
Ppo(T,Y) € CIT,Y]

le polynome caractéristique de Q relativement a ’extension (C(X) : C(P))
(comme P est propre, il s’agit bien d’un élément de C[T,Y] et non de
C(T,Y)); pour tout s € C", tout a € C" \ {0} et tout t € C tel que
Ppax)(t,s) #0 et Fz(t;a;u;s) #0, on a

LFp(ta;us8)]  &Ppax)(t,s)]

6 dt _
(©) Fy(t; a5 u;s) Pp,(a,x)(t,5)

Preuve. Nous détaillerons la preuve de ce résultat en 7 points.

e Sid(P) =D = dy...d, = degp F, le résultat est évident puisque
'on est assuré que le cardinal de P~1(s) (qui vaut d(P) pour s générique)
est exactement égal au produit d; ...d, si s est générique, ce qui implique,
d’apres le théoreme de Bézout, que

{z e P Y(C); "Pi(z) = ... ="P,(z) = 0} = 0.
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On en déduit donc
Resj(pLdl, ey Dnd,) # 0.
Pour a € C" \ {0}, le polynéme F;{T;a;u; Y] € C[T,Y], du fait qu'il est de
degré en T exactement d(P) et que
F7[(A, X);a;u; P] =0,
est exactement (& une constante non nulle prés) le polynéme caractéristique
Pp,(a,x)- La conclusion du théoreme est alors dans ce cas évidente.

Nous continuons donc la preuve en supposant maintenant d(P) < D =
dy...dp. On se donne R > 0, et s € C", ||s| < R, fixé arbitrairement et
a € C"\ {0}.

e On introduit une perturbation du systeme P, dans l'occurrence, 7
désignant un parametre complexe non nul ayant vocation a tendre vers 0,
la perturbation

PO(X) = (P(X) 4+ 71X, Py(X) 4+ 7X).

La propreté de I'application P implique ’existence de constantes K,v,d > 0
telles que
veec, K=K = [PQI =<l

(la norme que l'on prend ici est toujours la norme euclidienne dans C").
Pour [[C]| > o(R), avec p(R) > 1 assez grand, il vient donc

[Pl = 2R.
Il résulte du théoreme de Rouché que, des que
0 <|7| <e(R),

avec 0 < e(R) < 1 et ||s| < R, le nombre de zéros communs (comptés
avec multiplicité) de P(™) — s dans la boule euclidienne de rayon o(R) reste
constant et égal a d(P) (ceci est en effet vrai lorsque 7 = 0 et que s est
générique, avec ||s|| < R, voir le point (i) de la proposition 6, et reste valable
si |7| < e(R), pourvu que £(R) soit choisi assez petit, toujours grace au
théoreme de Rouché).

Comme

Res ;(p1,4, (X) +rXd Dy (X)+7XI) = 70 40y 7P pgr P24
il est possible, quitte & affiner le choix de £(R), de supposer que si 7 appar-
tient au disque épointé D(0,e(R)) \ {0}, on a

Res 7 (p1,a, (X) +7X{, o Pra, (X) + 7X ) 0.
On peut aussi affiner ce choix de ¢(R) en affirmant (toujours a l'aide du

théoreme de Rouché) que, pour tout entier N > p(R), il existe ey (R) < 1
tel que, pour

D-2

0<|rl<en(R), sl <R,
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les D — d(P) points de Z(P(") — s) qui n’appartiennent pas & la boule
euclidienne de rayon p(R) sont tous dans {¢ € C"; ||{|| > N}.

On peut ainsi construire une suite d’entiers (Ny,)m>1 strictement crois-
sante vers oo telle que

Vm € N*, V7 € D(0,1/Ny11), Vs € C™ avec ||s]| < R,
Z(P™) —s)n{C € C™ [l = o(R)} C {¢ € C"; [[€]| = Nin},
tout en supposant de plus que
V7 € D(0,N1), Resz(pia, (X) + 17X, ... pna, (X) +7X0) £ 0.

e Soit (7y)m>1 une suite de nombres réels tendant vers 0, avec 0 <
Tm < 1/Npj41 pour tout entier m > 1. Il résulte de I'assertion (i) de la
proposition 6 qu’il existe, pour chaque m € N*, un ouvert de Zariski Uy p,
de C" tel que, pour tout s dans Us m,

PP(Tm)’<a,X>(T7 8) = H (T_ <U/7 <>)
¢e(Plrm))=1s]

De méme, il existe un ouvert de Zariski U, o de C™ tel que, pour tout s
dans Uy o0,

PP,(a,X) (ta S) = H (T - <(I, <>)

(eP~![s]
De plus, si § € Ugm, Vensemble (P(™))~1[s] est constitué de D points
distincts C,(,Tm)(s), v=1,...,D, tandis que, si 8 € Uy 00, P ![s] est constitué
de d(P) points Cfo)(s), ce Qg();)(s). L’ouvert

Qa i= Uy 00 N ﬁ Um
m=1

est un ensemble dense de C" (au sens de la topologie usuelle) du fait du
théoreme de Baire.

e Considérons un point de 2, N{¢ € C™; ||C]| < R}, dense dans {¢ € C";

IIC|l < R}. On peut, pour tout m € N, indexer les points C,ST’")(S), v =
1,...,D, de (P™))~1[s] de maniere & ce que

Vv e {d(P)+1,...,D}, ||\ ()] > Ny
Quitte & extraire une sous-suite de la suite (7,,)m>1, on peut supposer que

(Tm)
) n}@@ﬁzyue«ecn; Il =1} pour d(P) <v <D,
b S

et
(8) lim ¢{™)(s)=¢, € PYs] pour 1 <v <d(P).
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Notons L, v =d(P)+1,..., D, 'hyperplan

L, ={CeC" (¢,y) =0}
et

D
vi=Cc"\ J L.
v=d(P)+1
L’ouvert V est un ouvert de Zariski de C™ tel que, pour tout o € V,

(9) lim_ (o, ¢§)(s))| = 00 pour v € {d(P)+1,...,D}.

e Supposons que a € V. Pour tout m > 1 et tout t € C avec t # (a, ()
pour tout ¢ € (P(Tm))_l(s) et F7(t;a; u(Tm);s) # 0, on a, compte-tenu du
fait que le théoreme 4 est valide lorsque d(P) = D, donc pour le systéme
perturbé P(™) et que s est supposé appartenir & (2,

d D
(10) Gt ul™)ss)] 1
Fpltsa;utmis) 5t — (0, (™ (s)

ott u{™) désigne le vecteur des coeflicients du systéme polynomial perturbé
PUm) m > 1. Compte-tenu de (8) et (9), on a, en faisant tendre dans
(10) m vers oo, que, pour tout t € C avec t # (a,() pour ( € P71[s], et
Fy(t;a;u;8) # 0, on a

i[Fﬁ(t; a; u; 5)] 1 i[PP (a,X) (t, S)]
dt d o J— dt b k)
(1) = 2 w0 Prants

Fyltasus) oo
(toujours tenant compte de ce que s € (2,).

e Supposons maintenant que a ¢ V. On peut néanmoins approcher a
par une suite (a(”))uzo de points de V. Sit € C est tel que t # (a, () pour
tout ¢ € P~ 1[s] et Fd~(t; a;u;s) # 0, alors, pour p assez grand, on a aussi
t# (a™, ¢) pour tout ¢ € P~1[s] et F(t; a®;u;5) # 0. On a donc, d’apres
ce qui précede, pour tout p assez grand,

E[Fp(t;aW;5us5)]
Fy(t; aWiuys)

1
Z t— <a(,u)’<>'

¢eP~1[s]

En faisant tendre p vers oo, on obtient donc, pour tout ¢ tel que t # (a, ()
pour tout ¢ € P~![s] et tel que Fy(t;a;u;8) # 0,

LIF7(t a;u; )] 1
dtl” d _
B Z t— <CL, () ‘

Fgltiasuss) oo

Comme s € {2,, on a bien encore (11) pour tout t tel que ¢t # (a, () pour
tout ¢ dans P~1[s] et Fy(t;a;u;s) # 0.
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e Par densité de 2, N {¢ € C™; |¢|| < R} dans {¢ € C™; |[C]| = R},
on obtient la formule (11) pour tout s € C" de norme au plus R et tout ¢
tel que Pp 4 x)(t,5) # 0 et Fr(t;a;u;s) # 0; comme R était arbitraire, le
théoreme 4 est bien démontré. =

La propreté d’une application polynomiale induisant une sous-variété
algébrique discrete de P™(C) se teste grace a la construction du systeme de
résultants-test de propreté, ce qui justifie notre terminologie. On a en effet
le résultat suivant :

THEOREME 5. Soit P = (Py,..., P,) une application polynomiale de C"
dans C™, les polynomes étant de degrés respectifs dy, ..., dy,, soit
Pi(X)= > u@dmi(X1,....X,), j=1...,n
ijNd].

On suppose que P induit une sous-variété discréte de P"(C). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le systéme de polynémes (P, ..., P,) induit une application propre
de C" dans C™.

(ii) Il existe l € {1,...,D} avec :
(a) il existe § € N™ tel que
d7l7ﬁ( ) # 0
b) pour tout I’ € {1,...,D} avecl' > 1, et tout B’ € N*, on a
(b) p {t,....D} 7 B ,
(0) —_0n-
VCEl,ﬂ,(u) =0;
(¢) pour tout 1" € {1,...,D} avecl” > 1, et tous 3",~" € N*, on a
w (u) = 0.

d;l//,/@//,,y//
Preuve. (ii)=(i). L’existence de [ induite par la condition (ii) implique
Fy (A u) £0.
D’autre part, l'identité (3) devient, sous cette méme condition (ii),
-1
(12) Fr (A u) (A, X) +> Fr (AU, P)(A,X)* = 0.
A=0
Si l’on choisit n vecteurs aP,...,a™ indépendants de C" tels que
FJl 1( ,u) # 0 pour j = 1,...,n (ce que le principe des tiroirs nous

autorise & faire), on voit immédiatement (du fait des relations (12) écrites
en spécifiant A = a¥), j = 1,...,n) que C[{aM, X),..., (al™, X)], donc
aussi C[X71,...,Xy,], est une extension entiére de C[Py,..., P,]; la propreté
de P en résulte (voir la proposition 5).
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(i)=(ii). Soit I = d(P). De l'identité (dans C[t, a, s])
4Py (00 8)] _ A[Prgux)(t.5)]
F(t;a;u; 8) Ppa,x)(t; 8)
obtenue grace au théoreme 4, on tire que
degy Fz(T; A;u; Y) = L.

D’autre part, du fait que Ppq, x) divise Fy(-;a;u;-) dans C[T,Y] lorsque
a € C"\ 0, on a bien

Fp(Tia;w;Y) = Fgy(a, U, Y)Pp o, x)(T,Y)

pour tout a € C™\{0}. Nous allons montrer par I’absurde que nécessairement
FJ;Z,Q(A’ u,Y)=0.
Si cela n’était pas le cas, on pourrait trouver a € C™ \ {0} tel que

Fd*;u(a, u,Y) #0

et que les polynomes homogenes pi 4,,...,Pn.d,, (@, X) n’aient aucun zéro
commun dans P"(C) (on utilise ici le fait que les polynémes P4, ..., P, n’ont
aucun zéro a l'infini). Soit § = (d1,...,0,) un point de 'hypersurface
{¢ €T Fy(a.u,0) = 0}.
On a
Fcf;l(a,u, Y) = Fczm(a, u, Y —0)
et, par conséquent,

FJ(Tv a;u; Y + 5) = Fj;l72(a7 U7 Y)PP,<CL,X> (T7 Y + 6)
On aurait ainsi, pour tout [ =0,..., D,

F@M(a, U((s)) =0,

ott ul® désigne le systeme des coefficients de I'application polynomiale P +4.
Ceci impliquerait (voir la preuve de (i)=-(ii) du théoreme 3) que Z(P + ¢)
serait infini, ce qui est absurde, puisque P est propre. On a donc
FAT;a;u;Y +6) = Fgy 1 (a,U)Ppo,x) (T, Y),
d’ott les conditions (1). m
Afin d’aller plus loin (et de décrire une liste de résultants-test de propreté
sans la restriction de finitude a I'infini), nous allons introduire les résultants-

test de propreté d’ordre supérieur.
Etant données n formes génériques de degrés d, ..., d,,

(X, Xn) = Y Umi(Xy,. . X)), G=1,..,m,

mj GNdj
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on leur associe le systeme de formes génériques “perturbé”

Xt Xr) = Y UPIm(Xa, .., X)) + X
mJENd
= Y UPTmi(Xy,.., X)) €ZIUY), my € Naj; X3 7], j=1,....n.
mJE./\/'d
On pose

Fdl'(T; AUY) = Fp(T; AU YY),

Comme au début de la section 3, on a
FL(T; A U3Y) = Resy(fla,0- - Fra, TD+Z (AU, Y)TP,

ou
jT,dj(Uj) X) = fyd( X)‘*'TX] ji=1,...,n.

Ecrivons, pour | =0,...,D —1,

F7(A,UY) = FZ, (A,U) + F7, (A,U,Y).

dl 1 d'1,2

Chaque Fgl 1(A, U ) se développe comme un polynéme en 7 sous la forme

D
(v) B Bn \ . v
F7, (A,U) = Z( VL)AL A )T.
v=0 [peNn

De méme
D

Resj(ff,dlv ) rz,dn) - d%lg(U)TV
v=0

Enfin, chaque F;l 2(A, U,Y) se développe sous la forme

D

Fr,(AUY) = Z ( wb (Al ..A%)T”

&l,By
v=0 BeEN™
YEN™, v#0

DEFINITION 4. Pour tout entier v entre 0 et D, les éléments non nuls (en
tant qu’éléments de Z[U]) de la liste vy ,1=0,....D—-1, 8 € N",

&p’ " dLp
sont appelés résultants-tests de proprete principauxr d’ordre v et de classe [
associés au systeme de polynémes génériques (f1, ..., fn). Pour tout entier v

entre 0 et D, les éléments non nuls (en tant qu’éléments de Z[U]) de la liste

Wg)ﬁ ¥ 1=0,...,D—1, 5 € N" ~eN"\ {0}, sont appelés résultants-tests

de propreté conditionnels d’ordre v et de classe [ associés a (f1,..., fn).
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Remarquons que lorsque v = 0, on retrouve bien les listes de résultants-
test de propreté principaux et conditionnels associés au systeme de poly-
nomes génériques (f1,..., fn) et introduits dans la définition 3.

Nous terminerons cette section en proposant la conjecture suivante :

CONJECTURE 1. Soit P = (Py,..., P,) une application polynomiale de
C™ dans C™, les polynomes étant de degrés respectifs di, ... ,dy, soit
Pi(X)= > u@lmi(X1,....Xn), j=1...,n.
mje./\/dj

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le systéme de polynémes (Py, ..., P,) induit une application propre
de C" dans C".

(ii) Il existe v € {0,..., D} etl € {1,..., D} avec :
(a) Pour tout entier v' entre 0 et v — 1, tout 3 € N", et tout v €

N\ {0}, on a
") r_
J;l’,ﬁ U)—O, l _07 7D7
") _ r_ _
e =0 I'=0...D-1
(b) Il existe 5 € N™ tel que Vdgll’)ﬁ(u) #0.
(¢) Pour tout I € {1,...,D}Havec " > 1 et tout ' € N" on a
(v) _
ch;l/,ﬁ/ (u) =0.

(d) Pour tout 1" € {1,...,D} avec " > 1, et tous 3",~" dans N"
" (v) —
(fy 7& 0)7 on a Wc&l”,ﬁ”,’y”(u) =0.
L’implication (ii)=-(i) est, comme dans la preuve du théoréme 5, une
implication facile. La difficulté réside dans I'implication réciproque.
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