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ROBERT CAUTY (Paris)

Abstract. We show that many generalisations of Borsuk–Ulam’s theorem follow from
an elementary result of homological algebra.

1. Introduction. Soit G un groupe fini. Un G-espace est un espace
topologique X muni d’une opération à gauche du groupe G, notée (g, x) 7→
g · x. Un G-espace est dit libre si g · x 6= x pour tout x ∈ X et tout g 6= 1
dans G. Un élément x d’un G-espace est un point fixe si g · x = x pour tout
g ∈ G. Si X et Y sont des G-espaces, une fonction continue f : X → Y est
dite équivariante si f(g · x) = g · f(x) quels que soient x ∈ X et g ∈ G.

Soit R un anneau commutatif unitaire. Nous notons Hn(G,R) le n-ième
groupe d’homologie de G à coefficients dans le G-module trivial R. Pour
tout espace topologiqueX, nous notons S(X,R) le complexe des châınes sin-
gulières de X à coefficients dans R, Hn(X,R) le n-ième groupe d’homologie

deX à coefficients dans R et H̃n(X,R) le groupe réduit correspondant. Nous
identifions chaque simplexe singulier σ deX au générateur 1·σ de S(X,R). Si
X est un G-espace, nous notons SG(X,R) le complexe quotient de S(X,R)
par le sous-complexe engendré par les éléments de la forme g ·c−c, g ∈ G et
c ∈ S(X,R). Pour toute application équivariante f : X → Y , nous notons
f# l’homomorphisme de S(X,R) dans S(Y,R) et f∗ les homomorphismes
de Hn(X,R) dans Hn(Y,R) et de Hn(SG(X,R)) dans Hn(SG(Y,R)) induits
par f .

Si K = (Ki) est un complexe de châınes et si n ≥ 0 est un entier, nous
notons K[n] = (K ′

n) le sous-complexe de K tel que K ′
i = Ki pour i ≤ n et

K ′
i = 0 pour i > n.

Étant donnés un groupe fini G et un anneau unitaire R, nous associons
à tout G-espace libre X un indice indG,RX comme suit. Soit RG l’anneau
du groupe G. Si K, K ′ sont deux complexes de châınes de RG-modules, un
morphisme de complexes de châınes de RG-modules de K dans K ′ sera sim-
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plement appelé un G-morphisme. Soit L = (Li)i≥0 une résolution RG-libre
du RG-module trivial R. Le complexe L est augmenté par ε : L0 → R et, si
X est un G-espace, le RG-complexe de châınes S(X,R) est aussi augmenté.
Posons indG,RX ≥ n s’il existe un G-morphisme de L[n] dans S(X,R)
préservant l’augmentation. Trivialement, indG,RX ≥ 0 pour tout X, donc
nous pouvons définir indG,RX comme la borne supérieure des entiers n tels
que indG,RX ≥ n ; alors indG,RX est soit un entier, soit le symbole ∞.
Cette définition ne dépend pas du choix de la résolution RG-libre de R, car
si L′ est une autre résolution de R, il existe un G-morphisme de L′ dans L
préservant l’augmentation.

Le résultat suivant, qui est très simple, sera prouvé dans la section 2.

Théorème 1. Soient G un groupe fini , et f : X → Y une application

équivariante entre deux G-espaces libres. Si indG,RX ≥ n, alors il existe un

homomorphisme surjectif de Hn(SG(Y,R)) sur Hn(G,R).

Rappelons que si Y est un G-espace libre, alors SG(Y,R) est isomorphe
à S(Y/G,R), donc Hn(SG(Y,R)) est isomorphe à Hn(Y/G,R).

De nombreuses généralisations du théorème de Borsuk–Ulam se dé-
duisent du théorème 1. Nous n’avons pas l’intention d’en dresser une liste
complète, mais nous donnerons quelques échantillons de diverses applica-
tions. Un grand avantage de cette approche est qu’elle s’applique non seule-
ment aux fonctions continues, mais aussi auxG-morphismes de S(X,R) dans
S(Y,R). Cela nous permettra de donner des généralisations du théorème de
Borsuk–Ulam à des fonctions discontinues et à des fonctions multivoques.
Bien que la démonstration du théorème 1 utilise des particularités de la
théorie singulière ou simpliciale, il est possible d’utiliser ce résultat pour
l’étude d’autres théories homologiques, comme nous l’indiquerons dans la
dernière section. En outre, une variante du théorème 1 s’applique aux ac-
tions sans point fixe des groupes Zpk , p premier. Nous en déduirons une
démonstration très simple du théorème de Tverberg topologique.

Il est connu et élémentaire que, si M est un complexe de châınes aug-
menté tel que H̃i(M) = 0 pour i < n, alors, pour tout complexe aug-
menté de modules libres L, il existe un morphisme de châınes préservant
l’augmentation de L[n] dans M . Cela implique le lemme suivant, qui fournit
les exemples les plus simples d’espaces vérifiant indG,RX ≥ n.

Lemme 1. Soit X un G-espace libre. Si H̃i(X,R) = 0 pour i < n, alors

indG,RX ≥ n.

Toute châıne singulière c ∈ S(X,R) est une combinaison linéaire c =∑
σ cσσ, où σ parcourt les simplexes singuliers de X et seul un nombre fini

des coefficients cσ sont non nuls ; la réunion des images des simplexes σ tels
que cσ 6= 0 est un compact, appelé support de c, que nous notons ‖c‖. Si
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A est un sous-espace de X, nous identifions S(A,R) à un sous-complexe de
S(X,R).

Nous ne faisons aucune différence entre un complexe simplicial et sa
réalisation géométrique. Si s, s′ sont deux simplexes d’un tel complexe, la
notation s ≤ s′ signifie que s est une face de s′. Nous notons [v0, . . . , vk]
le simplexe de sommets v0, . . . , vk. Pour tout complexe simplicial N , nous
notons C(N,R) le complexe des châınes ordonnées de N à coefficients R. Si
G opère simplicialement sur N , nous notons CG(N,R) le complexe quotient
de C(N,R) par le sous-complexe engendré par les châınes de la forme g ·c−c.

Si U est un recouvrement d’un espace X et A un sous-ensemble de X,
nous notons St(A,U) la réunion des éléments de U qui rencontrent A, et
nous posons St(U) = {St(U) | U ∈ U}.

2. Démonstration du théorème 1 et compléments

Démonstration du théorème 1. Soit L = (Li)i≥0 une résolution RG-
libre du module trivial R, et soit ε : L0 → R l’augmentation. Les groupes
d’homologie de G à coefficients R sont naturellement isomorphes à ceux du
complexe R⊗RGL car, ces derniers étant indépendants de la résolution, nous
pouvons prendre pour L le complexe R ⊗Z L

′, où L′ est une ZG-résolution
libre du G-module trivial Z, et les complexes R⊗RG (R⊗Z L

′) et R⊗ZG L
′

sont naturellement isomorphes.

Soit χ : L[n] → S(X,R) un G-morphisme préservant l’augmentation.
Puisque Y est G-libre, S(Y,R) est un complexe de RG-modules libres, donc
il existe un G-morphisme ξ : S(Y,R) → L préservant l’augmentation. Alors
η = ξ◦f#◦χ est un G-morphisme préservant l’augmentation de L[n] dans L.
Comme L est acyclique, η est homotope à l’inclusion ψ de L[n] dans L, donc
id⊗η : R ⊗RG L[n] → R ⊗RG L est homotope à id⊗ψ. Les modules des n-
cycles de R⊗RG L et R⊗RG L[n] cöıncident, donc l’homomorphisme ψ∗ de
Hn(R⊗RGL[n]) dans Hn(G,R) induit par id⊗ψ est surjectif, et il en est de
même de l’homomorphisme ξ∗ ◦ f∗ ◦χ∗ induit par id⊗ η. L’homomorphisme
ξ∗ : Hn(SG(Y,R)) → Hn(G,R) est donc surjectif.

Dans certains cas particuliers, il est possible de compléter le théorème 1.
La notion de dimension des espaces topologiques utilisée dans cet article,
notée dim, est celle au sens des recouvrements.

Théorème 2. Soient G un groupe fini , f : X → Y une application

équivariante entre deux G-espaces libres, et soient n ≤ m des entiers. Sup-

posons que

(i) indG,RX ≥ n,
(ii) Y est séparé, dimC ≤ m pour tout compact C de Y et Hq(Y,R) = 0

pour n < q ≤ m.
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Si Hm+1(G,R) 6= 0, alors l’homomorphisme de Hn(X,R) dans Hn(Y,R)
induit par f n’est pas nul.

Démonstration. Supposons que 0 = f∗ : Hn(X,R) → Hn(Y,R). Puisque
G est fini, il y a une résolutionRG-libre L = (Li)i≥0 du module trivialR telle
que chaque Li soit engendré par un nombre fini d’éléments. Soit χ : L[n] →
S(X,R) un G-morphisme préservant l’augmentation. Si c est un générateur
du RG-module libre Ln+1, nous avons ∂χ(∂c) = χ(∂∂c) = 0, et l’hypothèse
sur f∗ garantit que f# ◦χ(∂c) est un bord. Cela permet de prolonger f# ◦χ
en un G-morphisme η′ : L[n+ 1] → S(Y,R) et, puisque Hq(Y,R) = 0 pour
n < q ≤ m, η′ se prolonge en un G-morphisme η : L[m + 1] → S(Y,R).
Puisque les Li, i ≤ m+ 1, sont engendrés par un nombre fini d’éléments et
que l’homologie singulière est à supports compacts, nous pouvons trouver
un sous-ensemble compact G-invariant C de Y tel que l’image de η soit
contenue dans S(C,R).

La projection κ : C → C/G est un revêtement à un nombre fini de
feuillets, donc dimC/G = dimC ≤ m. Tout point z de C/G a un voisinage
ouvert Hz tel que κ−1(Hz) =

⋃
z∈GU(z, g), où les U(z, g) sont des ouverts

deux à deux disjoints vérifiant g ·U(z, h) = U(z, gh) quels que soient g et h
dans G. Puisque dimC/G ≤ m, nous pouvons trouver un recouvrement
ouvert fini V = {Vα |α ∈ A} de C/G qui est plus fin que le recouvrement
formé par les Hz, z ∈ C/G, et dont le nerf est de dimension ≤ m. Pour
tout α ∈ A, choisissons un point zα de C/G tel que Hzα contienne Vα.
Pour α ∈ A et g ∈ G, posons W (α, g) = κ−1(Vα) ∩ U(zα, g). Alors W =
{W (α, g) |α ∈ A et g ∈ G} est un recouvrement ouvert de C et, puisque
g · U(zα, h) = U(zα, gh), nous avons g ·W (α, h) = W (α, gh). Nous notons
N le nerf de W et w(α, g) le sommet de N correspondant à W (α, g). Pour
tout α ∈ A, les ensembles W (α, g), g ∈ G, sont deux à deux disjoints. Il en
résulte d’une part que la dimension de N est égale à la dimension du nerf
de V, donc au plus égale à m, et d’autre part que l’action simpliciale de G
sur N définie par g · w(α, h) = w(α, gh) est libre.

Soit {λα | α ∈ A} une partition de l’unité sur C/G subordonnée à V.
Pour α ∈ A et g ∈ G, définissons µα,g : C → [0, 1] par

µα,g(y) =

{
λα(κ(y)) si y ∈ U(zα, g),

0 sinon.

Alors {µα,g | α ∈ A et g ∈ G} est une partition de l’unité sur C et la
fonction µ : C → N définie par

µ(y) =
∑

α,g

µα,g(y)w(α, g)

est continue et équivariante. Puisque indG,R C ≥ m + 1, le théorème 1 en-
trâıne l’existence d’une surjection de Hm+1(SG(N,R)) = Hm+1(N/G,R)
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sur Hm+1(G,R). Mais ceci est absurde car N/G est un espace triangulable
de dimension au plus m, donc Hm+1(N/G,R) = 0 6= Hm+1(G,R).

Remarque. Pour un groupe fini G et des G-espaces libres X et Y , les
théorèmes 1 et 2 peuvent être généralisés comme suit :

(1) Si indG,RX ≥ n et s’il existe un G-morphisme ζ : S(X,R)[n] →
S(Y,R) préservant l’augmentation, alors il y a un homomorphisme
surjectif de Hn(SG(Y,R)) sur Hn(G,R).

(2) Supposons queX et Y vérifient les conditions (i) et (ii) du théorème 2
et qu’il existe un G-morphisme ζ : S(X,R)[n+ 1] → S(Y,R) préser-
vant l’augmentation. Si Hm+1(G,R) 6= 0, alors l’homomorphisme de
Hn(X,R) dans Hn(Y,R) induit par ζ n’est pas nul.

Si U est un recouvrement ouvert de l’espace X, nous notons S(X,U , R)
le sous-complexe de S(X,R) engendré par les simplexes dont l’image est
contenue dans un élément de U . Si X est un G-espace, le recouvrement
U est dit G-invariant si g · U appartient à U quels que soient U ∈ U et
g ∈ G. Pour tout recouvrement ouvert U , il existe un opérateur de subdi-
vision τ : S(X,R) → S(X,U , R), c’est-à-dire un morphisme de châınes qui
est l’identité sur S(X,U , R). Si U est G-invariant, alors τ peut être choisi
G-équivariant (l’opérateur de subdivision construit dans la démonstration
du théorème 4.4.14 de [12] a cette propriété). L’existence d’opérateurs de
subdivision G-équivariants entrâıne que, pour construire un G-morphisme
de S(X,R)[n] dans S(Y,R), il suffit de construire un recouvrement ouvert
G-invariant U et un G-morphisme de S(X,U , R)[n] dans S(Y,R).

3. Opérations sans point fixe des groupes Zpk . Pour tout en-
tier q, nous posons Zq = Z/qZ. Quand Zq est regardé comme un groupe
d’opérateurs, nous le noterons multiplicativement (mais nous conserverons
évidemment la notation additive quand Zq est l’anneau de coefficients). Si X
est un Zq-espace, nous noterons simplement indZq

X au lieu de indZq ,Zq
X.

Dans toute la suite de cette section, p désigne un nombre premier. Dans
le cas où G = Zpk , les théorèmes 1 et 2 ont des analogues pour les actions
sans point fixe.

Théorème 3. Soient X, Y des Zpk-espaces sans point fixe et f : X → Y
une application Zpk-équivariante.

(i) Si indZ
pk
X ≥ n, alors Hn(SZ

pk
(Y,Zpk)) 6= 0.

(ii) En outre, si Y est séparé et s’il existe un m ≥ n tel que dimC ≤ m
pour tout compact C de Y et que Hq(Y,Zpk) = 0 pour n < q ≤ m,
alors l’homomorphisme de Hn(X,Zpk) dans Hn(Y,Zpk) induit par f
n’est pas nul.
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Démonstration. Nous notons G un groupe cyclique multiplicatif d’ordre
pk qui opère sur X et Y , et t un générateur de G. Soit L = (Li)i≥0

une résolution ZpkG-libre du module trivial Zpk , et soit ε : L0 → Zpk

l’augmentation. Soit χ : L[n] → S(X,Zpk) un G-morphisme préservant
l’augmentation.

Construisons un G-morphisme ξ : S(Y,Zpk) → L comme suit. Fixons
a ∈ L0 tel que ε(a) = 1. Dans chaque classe de transitivité de 0-simplexes,
fixons un représentant v et posons, pour 0 ≤ u < pk,

ξ(tu · v) =

pk−1−1∑

r=0

tu+pr · a.

Les éléments tu+pr apparaissant dans cette somme parcourent donc la
classe de tu modulo le sous-groupe G′ de G d’ordre pk−1. Cette définition a
un sens car, G opérant sans point fixe sur Y , si tu · v = tu

′

· v, alors tu et tu
′

sont dans la même classe modulo G′. Nous obtenons ainsi un G-morphisme
de S(Y,Zpk)[0] dans L vérifiant ε(ξ(v)) = pk−1 pour tout 0-simplexe v de Y .
Supposons la restriction de ξ à S(Y,Zpk)[i] construite. Dans chaque classe
de transitivité de (i + 1)-simplexes, fixons un élément σ. Alors ξ(∂σ) est
un cycle (relatif si i = 0), donc il existe c ∈ Li+1 tel que ∂c = ξ(∂σ), et
nous posons ξ(g · σ) = g · c pour tout g ∈ G, ce qui a un sens puisque
ξ(g · ∂σ) = g · ξ(∂σ).

Soit η = ξ ◦ f# ◦ χ ; c’est un G-morphisme de L[n] dans L vérifiant
ε(η(c)) = pk−1ε(c) pour tout c ∈ L0. Soit ψ l’inclusion de L[n] dans L, et
soit π : L→ L le G-morphisme défini par π(c) = pk−1c pour tout c ∈ L. Le
G-morphisme π ◦ψ : L[n] → L vérifie aussi ε(π ◦ψ(c)) = pk−1ε(c) pour tout
c ∈ L0, donc est homotope à η. Alors id⊗ η : Zpk ⊗Z

pkGL[n] → Zpk ⊗Z
pkGL

est homotope à id ⊗ (π ◦ ψ). L’homomorphisme de Hn(Zpk ⊗Z
pkG L[n])

dans Hn(G,Zpk) induit par id ⊗ ψ est surjectif, et id ⊗ π induit la mul-

tiplication par pk−1 dans Hn(G,Zpk). Comme Hn(G,Zpk) = Zpk , l’image de
l’homomorphisme induit par id⊗ (π ◦ψ) = id⊗ η n’est pas nulle, ce qui im-
plique que l’image de l’homomorphisme ξ∗ : Hn(SG(Y,Zpk)) → Hn(G,Zpk)
induit par id ⊗ ξ n’est pas nulle, d’où (i).

(ii) Comme dans la démonstration du théorème 2, si f∗ : Hn(X,Zpk) →
Hn(Y,Zpk) est nul, il existe un sous-ensemble compact G-invariant C de Y
et un G-morphisme ζ : L[m + 1] → S(C,Zpk). Soit κ : C → C/G la pro-

jection. Tout point z de C/G a un voisinage ouvert Hz tel que κ−1(Hz) =⋃
z∈GU(z, g), où les U(z, g) sont des ouverts tels que g ·U(z, h) = U(z, g ·h),

U(z, t · g) 6= U(z, g) et que, quels que soient g et g′ dans G, ou bien
U(z, g) = U(z, g′), ou bien U(z, g) ∩ U(z, g′) = ∅. Nous avons dimC/G ≤
dimC ≤ m (voir [8, proposition 9.2.16]), donc nous pouvons trouver un
recouvrement ouvert fini V = {Vα | α ∈ A} de C/G qui est plus fin que



GÉNÉRALISATIONS DU THÉORÈME DE BORSUK–ULAM 125

{Hz | z ∈ C/G} et dont le nerf est de dimension au plus m. Pour α ∈ A
et g ∈ G, posons W (α, g) = κ−1(Yα) ∩ U(zα, g), où zα est tel que Hzα

contienne Vα. Alors W = {W (α, g) | α ∈ A et g ∈ G} est un recouvre-
ment ouvert de C tel que g ·W (α, h) = W (α, g · h), W (α, t · g) 6= W (α, g)
et que, quels que soient g et g′ dans G, ou bien W (α, g) = W (α, g′), ou
bien W (α, g) ∩W (α, g′) = ∅. Cela garantit que le nerf N de W a la même
dimension que le nerf de V et que G opère simplicialement et sans point
fixe sur N . Nous notons w(α, g) le sommet de N correspondant à W (α, g)
(w(α, g′) = w(α, g) si W (α, g′) = W (α, g)). Définissons µα,g : C → [0, 1]
comme dans la démonstration du théorème 2. Alors la fonction µ : C → N
définie par

µ(y) =
∑

α,g

1

nα
µα,g(y)w(α, g),

où nα est le cardinal du stabilisateur de w(α, g), est continue et équivariante.
D’après (i), Hm+1(SG(N,Zpk)) 6= 0, ce qui contredit le lemme suivant.

Lemme 2. Si un groupe fini G opère simplicialement sur un complexe

simplicial fini N de dimension m, alors Hq(SG(N,R)) = 0 pour tout q > m
et tout anneau R.

Démonstration. Bien que ce résultat soit connu, nous en esquisserons la
démonstration pour la commodité du lecteur. Pour tout sommet v de N , soit
St(v,N) l’étoile ouverte de v dans N , et soit V le recouvrement ouvert de N
formé par les St(v,N). Soit ι : S(N,V, R) → S(N,R) l’inclusion. Puisque G
opère simplicialement sur N , V est G-invariant, donc il existe un opérateur
de subdivision équivariant Sd : S(N,R) → S(N,V, R) et une homotopie
équivariante h1 : S(N,R) → S(N,R) entre l’identité et ι ◦ Sd.

Soit N ′ la subdivision barycentrique de N . Pour tout simplexe s de N ,
soit bs son barycentre et soit Tr(s) le sous-complexe de N ′ formé des sim-
plexes [bs0

, . . . , bsk
] tels que s ≤ s0 ≤ · · · ≤ sk. Alors Tr(s) est un cône de

sommet bs, donc est acyclique et, puisque G opère simplicialement, nous
avons bg·s = g · bs et Tr(g · s) = g · Tr(s). Soit ν : C(N ′, R) → S(N,R) un
G-morphisme tel que ν(C(s′, R)) ⊂ S(s′, R) pour tout simplexe s′ de N ′.

Pour tout simplexe singulier σ ∈ S(N,V, R), l’ensemble des sommets
v de N tels que ‖σ‖ ⊂ St(v,N) est un simplexe s(σ) de N , et nous avons
s(g ·σ) = g ·s(σ). Si τ est une face de σ, alors s(σ) ⊂ s(τ), donc Tr(s(σ)) con-
tient Tr(s(τ)). L’acyclicité des Tr(s) permet de construire un G-morphisme
µ : S(N,V, R) → C(N ′, R) tel que µ(σ) ∈ C(Tr(s(σ)), R) pour tout sim-
plexe singulier σ de S(N,V, R). Alors ‖ν◦µ(σ)‖ est contenu dans Tr(s(σ)) ⊂
St(v,N) pour tout sommet v de N tel que St(v,N) contienne ‖σ‖. Comme
toute intersection non vide des ensembles St(v,N) est contractile, il est pos-
sible de construire une homotopie équivariante h2 : S(N,V, R) → S(N,V, R)
entre l’identité et ν ◦ µ.
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Les G-morphismes µ1 = µ ◦ Sd : S(N,R) → C(N ′, R) et ν1 = ι ◦ ν :
C(N ′, R) → S(N,R) sont tels que ν1 ◦ µ1 est homotope à l’identité par
une homotopie équivariante h. Alors µ1 et ν1 induisent des morphismes
µ : SG(N,R) → CG(N ′, R) et ν : CG(N ′, R) → SG(N,R), et h induit une
homotopie entre l’identité de SG(N,R) et ν ◦ µ, donc la composée

Hq(SG(N,R))
µ
∗−→ Hq(CG(N ′, R))

ν∗−→ Hq(SG(N,R))

est l’identité. Si q > m, le groupe des q-châınes de C(N ′, R) est trivial, donc
aussi Hq(CG(N ′, R)) et l’image Hq(SG(N,R)) de ν∗ ◦ µ∗.

Évidemment, la remarque faite à la fin de la section 2 s’applique aussi
au théorème 3.

4. Applications classiques. Puisque Hm(Zq,Zq) 6= 0 pour tout m,
le théorème suivant résulte immédiatement du lemme 1 et du théorème 1.
Dans le cas particulier q = 2p, p impair, il a été démontré par Pergher [9].

Théorème 4. Soit f : X → Y une application équivariante entre Zq-

espaces libres, et soit n ≥ 1 un entier. Si H̃i(X,Zq) = 0 pour i ≤ n, alors

Hn+1(Y/Zq,Zq) 6= 0.

Pour tout espace topologique M , nous notons F (M, q) le sous-ensemble
de M q formé des points (y1, . . . , yq) tels que yi 6= yj quels que soient i 6= j.
Le groupe Zq opère librement sur F (M, q) par permutation circulaire des
facteurs.

Théorème 5. Soit M un espace séparé de dimension finie et soit N un

entier tel que Hi(F (M, q),Zq) = 0 pour i ≥ N . Si X est un Zq-espace libre

tel que indZq
X ≥ N , alors, pour toute fonction continue f : X → M , il

existe x ∈ X et 1 6= g ∈ Zq tels que f(x) = f(g · x).

Démonstration. Soit t un générateur de Zq. Si f(x) 6= f(g · x) quels que
soient x ∈ X et 1 6= g ∈ Zq, nous pouvons définir une fonction continue
équivariante ϕ : X → F (M, q) par

ϕ(x) = (f(x), f(t · x), . . . , f(tq−1 · x)).

Pour tout compact C de F (M, q), nous avons dimC ≤ q dimM < ∞.
Le théorème 2, appliqué avec n = N et m = max(N, q dimM), entrâıne que
l’homomorphisme ϕ∗ : HN (X,Zq) → HN (Y,Zq) = 0 n’est pas nul, ce qui
est absurde.

Le résultat suivant est le théorème de Tverberg topologique. Quand
k = 1, il a été prouvé par Bárány, Shlosman et Szűcs [2]. Des démonstrations
assez compliquées du cas général ont été données par Volovikov [13] et
Sarkaria [10] (voir aussi [4]). Le théorème 3 permet de le démontrer sim-
plement.
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Théorème 6. Soit q = pk un entier , où p est premier. Soient ∆N un

N -simplexe et f : ∆N → R
d une fonction continue. Si N ≥ (d + 1)(q − 1),

il existe q faces deux à deux disjointes σ1, . . . , σq de ∆N telles que f(σ1) ∩
· · · ∩ f(σq) 6= ∅.

Démonstration. Soit Z = ∆N ∗ · · · ∗∆N le joint de q copies de ∆N . Les
points de Z peuvent se représenter sous la forme (x1, . . . , xq ; s1, . . . , sq) où
x1, . . . , xq appartiennent à ∆N et s1, . . . , sq sont des réels tels que si ≥ 0 et
s1+· · ·+sq = 1. Nous avons (x1, . . . , xq ; s1, . . . , sq) = (x′1, . . . , x

′
q ; s′1, . . . , s

′
q)

si, et seulement si, si = s′i pour tout i et xi = x′i quand si 6= 0. Soit X le
sous-ensemble de Z qui est réunion des joints σ1 ∗ · · · ∗ σq où les σi sont des
faces deux à deux disjointes de ∆N (σi = ∅ est admis, ce qui correspond à
des points (x1, . . . , xq ; s1, . . . , sq) tels que si = 0).

Nous notons D = {(y, . . . , y) ∈ (Rd+1)q | y ∈ R
d+1} la diagonale du

produit (Rd+1)q, E l’orthogonal deD dans (Rd+1)q (muni du produit scalaire
euclidien habituel), S la sphère unité de E, π : (Rd+1)q → E la projection
orthogonale et r : E \ {0} → S la rétraction r(x) = x/‖x‖. La dimension de
S est (d+ 1)(q − 1) − 1.

Soit G un groupe cyclique d’ordre q et de générateur t. Le groupe G
opère sur X et (Rd+1)q par permutation :

t · (x1, . . . , xq ; s1, . . . , sq) = (x2, . . . , xq, x1 ; s2, . . . , sq, s1)

et t · (y1, . . . , yq) = (y2, . . . , yq, y1) pour (y1, . . . , yq) ∈ (Rd+1)q. Alors D est
l’ensemble des points fixes de (Rd+1)q et, comme G opère par des transfor-
mations orthogonales, E et S sont G-invariants et r ◦π est un G-morphisme
de (Rd+1)q \D sur S

L’opération de G sur X est libre, et la démonstration du corollaire 6.5.4
de [7] montre que X est (N − 1)-acyclique, donc indZq

X ≥ N d’après le
lemme 1. Puisque dimS ≤ N − 1 et que G opère sans point fixe sur S, le
théorème 3 entrâıne qu’il n’existe pas de fonction continue G-équivariante
de X dans S.

Définissons g : ∆N → R
d+1 = R × R

d par g(x) = (1, f(x)) et ϕ : X →
(Rd+1)q par

ϕ(x1, . . . , xq ; s1, . . . , sq) = (s1g(x1), . . . , sqg(xq)).

La fonction ϕ est équivariante. Si f(σ1)∩· · ·∩f(σq) = ∅ pour tout système de
q faces disjointes de ∆N , alors ϕ(X) est contenu dans (Rd+1)q \D et r◦π ◦ϕ
est une application équivariante de X dans S, ce qui est impossible.

5. Fonctions équivariantes discontinues. Si f est une fonction d’un
espace topologiqueX dans un espace métriqueM , le module de discontinuité
δ(f) est la borne inférieure des ε > 0 tels que tout point deX ait un voisinage
dont l’image par f a un diamètre au plus égal à ε. Nous notons Sn−1 la sphère
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unité de R
n et δn le diamètre d’un n-simplexe régulier inscrit dans Sn−1.

L. E. Dubins et G. Schwarz ont prouvé dans [3] que si f est une fonction de
Sn dans Sn−1 telle que f(−x) = −f(x) pour tout x ∈ Sn, alors δ(f) ≥ δn.
Le théorème suivant, qui s’applique à n’importe quelle action libre d’un
groupe Zq, q > 1 entier arbitraire, sur Sn−1 est une vaste généralisation de
ce résultat.

Théorème 7. Soit X un espace topologique. Supposons que Zq opère

librement sur X et Sn−1. Si indZq
X ≥ n, alors le module de discontinuité

de toute fonction équivariante de X dans Sn−1 est au moins égal à δn.

La démonstration utilise le fait suivant ([3, lemme 1]) :

Lemme 3. Tout sous-ensemble de Sn−1 dont l’enveloppe convexe con-

tient l’origine de R
n a un diamètre au moins égal à δn.

Démonstration du théorème 7. Si A est un sous-ensemble de Sn−1, nous
notons convA son enveloppe convexe. Si convA ne contient pas l’origine
de R

n, nous posons [A] = r(convA), où r : R
n \ 0 → Sn−1 est la rétraction

r(x) = x/‖x‖. Quand il est défini, [A] est contractile.

Supposons qu’il existe une fonction équivariante f de X dans Sn−1

telle que δ(f) < δn. Alors tout point de X a un voisinage U tel que
le diamètre de f(g · U) soit inférieur à δn pour tout g ∈ Zq. Cela nous
permet de trouver un recouvrement ouvert Zq-invariant U de X tel que
diam f(U) < δn pour tout U ∈ U . Pour tout simplexe singulier σ ap-
partenant à S(X,U ,Zq), le diamètre de f(‖σ‖) est inférieur à δn, et le
lemme 3 entrâıne que [f(‖σ‖)] est défini. Nous allons construire un Zq-
morphisme ζ : S(X,U ,Zq) → S(Sn−1,Zq) préservant l’augmentation et tel
que ‖ζ(σ)‖ ⊂ [f(‖σ‖)] pour tout simplexe singulier σ de S(X,U ,Zq). Comme
Hn(Zq,Zq) 6= 0, cela impliquera, d’après les remarques de la fin de la sec-
tion 2, que Hn(Sn−1/Zq,Zq) 6= 0, ce qui est absurde puisque Sn−1/Zq est
une (n− 1)-variété.

Sur les 0-châınes, ζ est défini en envoyant le 0-simplexe d’image x sur le 0-
simplexe d’image f(x). Cet homomorphisme de S0(X,Zq) dans S0(S

n−1,Zq)
conserve l’augmentation et est Zq-équivariant puisque f est Zq-équivariante.
Supposons la restriction de ζ à S(X,U ,Zq)[i] construite. Le groupe Zq opère
librement sur les (i + 1)-simplexes singuliers de S(X,U ,Zq). Dans chaque
classe de transitivité de tels simplexes, fixons un simplexe σ. Alors ζ(∂σ)
est un cycle (en homologie réduite si i = 0) dont le support est contenu
dans [f(‖σ‖)]. Comme [f(‖σ‖)] est contractile, il y a une (i + 1)-châıne cσ
à support contenu dans [f(‖σ‖)] telle que ∂cσ = ζ(∂σ). Posons ζ(g·σ) = g·cσ
pour tout g ∈ Zq. Cela a un sens car ∂(g ·cσ) = g ·∂cσ = g ·ζ(∂σ) = ζ∂(g ·σ).
En outre, ‖g · cσ‖ = g · ‖cσ‖ ⊂ g · [f(‖σ‖)] = [f(‖g · σ‖)], et le prolongement
de ζ aux (i+ 1)-châınes a donc la propriété souhaitée.
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En utilisant le théorème 3, le même raisonnement s’applique aux actions
sans point fixe du groupe Zpk , p premier.

Théorème 8. Soit X un espace topologique. Supposons que Zpk (p pre-

mier) opère sans point fixe sur X et Sn−1. Si indZ
pk
X ≥ n, alors le module

de discontinuité de toute fonction équivariante de X dans Sn−1 est au moins

égal à δn.

6. Fonctions multivoques. Par une fonction multivoque, nous enten-
dons une fonction F faisant correspondre à tout point d’un espace topolo-
gique X un sous-ensemble fermé non vide d’un espace topologique Y . Une
telle fonction est dite semi-continue supérieurement, ou s.c.s., si, pour tout
x ∈ X et tout voisinage V de F (x) dans Y , il existe un voisinage U de x
dans X tel que F (U) ⊂ V .

Si n ≥ 0 est un entier, un espace Y est dit lcn
R si, pour tout y ∈ Y et tout

voisinage V de y dans Y , il existe un voisinage U de y contenu dans V tel

que, pour tout i ≤ n, l’homomorphisme de H̃i(U,R) dans H̃i(V,R) induit
par l’inclusion soit trivial. Pour tout espace Z, nous notons Ȟi(Z,R) le i-ème
groupe d’homologie de Čech réduite de Z à coefficients R.

Le lemme suivant et les remarques de la section 2 permettent d’étendre
certaines généralisations du théorème de Borsuk–Ulam à des fonctions mul-
tivoques.

Lemme 4. Soient R un anneau noethérien, G un groupe fini , X et Y
des G-espaces libres paracompacts et F une fonction multivoque s.c.s. et

G-équivariante de X dans Y telle que F (x) soit compact pour tout x ∈ X.

Supposons que

(i) Y est lcn−1
R ,

(ii) Ȟi(F (x), R) = 0 pour tout x ∈ X et tout i < n.

Alors il existe un G-morphisme préservant l’augmentation de S(X,R)[n]
dans S(Y,R).

Démonstration. Pour P ⊂ O ⊂ Y , nous notons Hi(P |O) l’image de

l’homomorphisme de H̃i(P,R) dans H̃i(O,R) induit par l’inclusion. Notons
d’abord que si C est un compact de Y tel que Ȟi(C,R) = 0 pour tout i ≤
n−1, alors, pour tout voisinage ouvert O de C dans Y , il existe un voisinage
ouvert P de C contenu dans O tel que Hi(P |O) = 0 pour tout i ≤ n − 1.
Cela résulte immédiatement des deux faits suivants, qui s’appliquent à tout
compact C ⊂ Y et tout i ≤ n− 1.

(i) Pour tout voisinage O de C, il existe un voisinage P de C contenu
dans O tel que Hi(P |O) soit engendré par un nombre fini d’éléments.
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(ii) Ȟi(C,R) est la limite du système projectif {H̃i(O,R), ji
PO}, où O

parcourt les voisinages ouverts de C et, pour P ⊂ O, ji
PO est l’homo-

morphisme de H̃i(P,R) dans H̃i(O,R) induit par l’inclusion.

Que la condition lcn−1
R entrâıne la propriété (i) est du folklore ; une

démonstration en a été donnée dans [1] (pour R = Z, mais elle s’applique à
tout anneau noethérien). Pour voir (ii), remarquons que si U est un ouvert

paracompact de Y , il est lcn−1
R , donc la transformation naturelle de H̃i(U,R)

dans Ȟi(U,R) est un isomorphisme pour i ≤ n− 1 (voir [5]) (1). Comme C
a des voisinages ouverts paracompacts arbitrairement petits ([5, lemme 10]),
(ii) résulte de la continuité de l’homologie de Čech ([6, II, §3.1, théorème 2]).

Par récurrence descendante, nous construirons, pour n ≥ i ≥ 0, des
recouvrements ouverts localement finis G-invariants Ui = {Uα | α ∈ Ai}
de X. Pour α ∈ Ai, nous définissons g · α comme l’élément de Ai tel que
g · Uα = Ug·α, ce qui a un sens puisque Ui est G-invariant ; nous obtenons

ainsi une action de G sur l’ensemble d’indices Ai. À chaque α ∈ Ai, nous
associerons un ouvert Oα de Y de façon que F (Uα) ⊂ Oα et g · Oα = Og·α

quels que soient α ∈ Ai et g ∈ G. Pour n > i ≥ 0, nous construirons aussi
une fonction équivariante πi : Ai → Ai+1 telle que Uα ⊂ Uπi(α) et que, si
Pα =

⋃
{Oβ | β ∈ Ai et Uα ∩ Uβ 6= ∅}, alors Hi(Pα|Oα) = 0.

Posons An = {∗}, U∗ = X et O∗ = Y . Soit i < n et supposons Ui+1 et
les Oα, α ∈ Ai+1, définis. Pour x ∈ X, posons Ax = {α ∈ Ai+1 | x ∈ Uα}
et Lx =

⋂
α∈Ax

Oα. Puisque Ui+1 est localement fini, Ax est fini et comme

F (Uα)⊂Oα, Lx est un voisinage ouvert de F (x) dans Y . Puisque Ȟj(F (x),R)
= 0 pour j ≤ n− 1, nous pouvons trouver un voisinage ouvert Qx de F (x)
dans Y contenu dans Lx et tel que Hi(Qx|Lx) = 0. Puisque F est s.c.s., il
y a un voisinage ouvert Vx de x dans X contenu dans

⋂
α∈Ax

Uα et tel que
F (Vx) ⊂ Qx. Pour tout g ∈ G, nous avons Ag·x = g · Ax par définition de
l’action de G sur Ai+1, donc Lg·x = g·Lx puisque g·Oα = Og·α. Comme F est
G-équivariante, nous pouvons choisir les Qx de façon que Qg·x = g ·Qx, puis
les Vx de façon que Vg·x = g · Vx. Soit W = {Wx | x ∈ X} un recouvrement
ouvert localement fini de X tel que Wx ⊂ Vx pour tout x. Quitte à remplacer
Wx par

⋃
g∈G g

−1 ·Wg·x, nous pouvons supposer que g ·Wx = Wg·x. Prenons
pour Ui un recouvrement ouvert localement fini G-invariant tel que St(Ui)
soit plus fin que W . Pour tout α ∈ Ai, choisissons un point xα de X de
façon que St(Uα,Ui) ⊂Wxα et que xg·α = g · xα pour tout g ∈ G. Posons

Eα = {xβ | β ∈ Ai et Uα ∩ Uβ 6= ∅}.

(1) Il est prouvé dans [5] que si Y est lcn−1

Z
, alors H̃i(Y,G) est isomorphe à Ȟi(Y, G)

pour i ≤ n − 1 et tout groupe abélien G. La même démonstration s’applique à tout
anneau R et montre que si Y est lcn−1

R , alors H̃i(Y, M) est isomorphe à Ȟi(Y,M) pour
tout i ≤ n − 1 et tout R-module M .
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Si xβ appartient à Eα, alors Wxβ
contient Uα ; comme W est localement

fini, Eα est fini, donc Oα =
⋂

xβ∈Eα
Qxβ

est ouvert dans Y et nous avons

F (Uα) ⊂
⋂

xβ∈Eα

F (Wxβ
) ⊂

⋂

xβ∈Eα

Qxβ
= Oα.

Puisque g · Uβ = Ug·β et xg·β = g · xβ, nous avons Eg·α = g ·Eα ; comme
Qg·x = g ·Qx, il en résulte que Og·α = g ·Oα quels que soient α ∈ Ai et g ∈ G.
Pour tout α ∈ Ai, choisissons πi(α) ∈ Axα de façon que πi(g ·α) = g · πi(α).
Nous avons Uα ⊂ Wxα ⊂ Vxα ⊂ Uπi(α). En outre, si β ∈ Ai est tel que
Uβ ∩ Uα 6= ∅, alors xα ∈ Eβ , donc Oβ est contenu dans Qxα . Il en résulte
que Pα est contenu dans Qxα ⊂ Lxα ⊂ Oπi(α) et, puisque Hi(Qxα |Lxα) = 0,
nous avons a fortiori Hi(Pα|Oπi(α)) = 0, et toutes les conditions souhaitées
sont vérifiées.

Comme nous l’avons remarqué à la section 2, il suffit de construire un
G-morphisme ζ préservant l’augmentation de S(X,U0, R)[n] dans S(Y,R).
Si σ est un 0-simplexe d’image x, prenons pour ζ(σ) un 0-simplexe d’image
appartenant à F (x). Comme F est G-équivariante, ce choix peut être fait
de façon que ζ(g · σ) = g · ζ(σ) pour tout g ∈ G, de sorte que la restriction
de ζ à S(X,U0, R)[0] est équivariante. Dans toute classe de transitivité de
1-simplexes de S(X,U0, R), fixons un représentant σ. Il existe α ∈ A0 tel que
Uα contienne ‖σ‖. Alors ζ(σ) est un cycle relatif dont le support est contenu
dans F (Uα) ⊂ Oα ⊂ Pα. Puisque H0(Pα|Oπ0(α)) = 0, il existe une 1-châıne
c telle que ‖c‖ ⊂ Oπ0(α) et ∂c = ζ(∂σ), et nous posons ζ(g ·σ) = g · c, ce qui
a un sens puisque ζ(g · σ) = g · ζ(∂σ). Notons que Ug·π0(α) contient ‖g · σ‖
et que Og·π0(α) contient ‖ζ(g · σ)‖.

Soit 0 < i < n, et supposons la restriction de ζ à S(X,U0, R)[i] construite
de façon que, pour tout i-simplexe τ de S(X,U0, R), il existe β ∈ Ai tel
que Uβ contienne ‖τ‖ et que Oβ contienne ‖ζ(τ)‖. Dans chaque classe de
transitivité de (i+1)-simplexes de S(X,U0, R), fixons un élément σ, et soient
σ0, . . . , σi+1 les i-faces de σ. Puisque U0 est plus fin que Ui, il existe α ∈ Ai tel
que Uα contienne ‖σ‖ ; par hypothèse, il existe βj ∈ Ai tel que ‖σj‖ ⊂ Uβj

et ‖ζ(σj)‖ ⊂ Oβj
. Comme ‖σ‖ contient ‖σj‖, Oβj

est contenu dans Pα

pour tout j, donc le support du cycle ζ(∂σ) est contenu dans Pα. Puisque
Hi(Pα|Oπi(α)) = 0, il existe une (i + 1)-châıne c telle que ‖c‖ ⊂ Oπi(α) et
∂c = ζ(∂σ), et nous posons ζ(g · σ) = g · c pour tout g ∈ G. Alors Ug·πi(α)

contient ‖g · σ‖ et Og·πi(α) contient ‖ζ(g · σ)‖.

À titre d’exemple d’application du lemme précédent et des remarques de
la section 2, mentionnons le résultat suivant, qui est une version multivoque
du théorème 4.

Théorème 9. Soient X, Y des Zq-espaces libres paracompacts, et F une

fonction multivoque s.c.s. et Zq-équivariante de X dans Y . Supposons que
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(i) Y est lcn−1
Zq

,

(ii) pour tout x ∈ X, F (x) est compact et Ȟi(F (x),Zq) = 0 pour tout

i < n.

Si H̃i(X,Zq) = 0 pour i < n, alors Hn(Y/Zq,Zq) 6= 0.

7. Application à d’autres théories homologiques. L’homologie sin-
gulière ne donne des résultats satisfaisants que pour les espaces dont la
structure locale est suffisamment simple. La raison pour laquelle nous util-
isons cette théorie tient à une de ses particularités : l’homologie singulière
d’un espace est donnée par un complexe augmenté de modules libres, et un
tel complexe admet des morphismes préservant l’augmentation dans tout
complexe augmenté dont l’homologie réduite est triviale. Il est cependant
possible d’appliquer le théorème 1, ou son analogue pour l’homologie sim-
pliciale, à l’étude d’autres théories homologiques. Le but de cette section est
d’illustrer cette possibilité par un exemple.

Si le groupe fini G opère librement sur un espace X, nous dirons qu’un
recouvrement G-invariant U de X est G-libre si g · U ∩ g′ · U = ∅ quels que
soient U ∈ U et g 6= g′ dans G. SiX est compact, il admet des recouvrements
ouverts finis G-invariants et G-libres, et nous notons ℓ(X,G) le minimum
des dimensions des nerfs de tels recouvrements.

Théorème 10. Soit p un nombre premier. Si Zp opère librement sur le

compact X, il existe i ≤ ℓ(X,Zp) tel que Ȟi(X,Zp) 6= 0.

Démonstration. Nous utiliserons l’homologie de Sklyarenko [11]. Un re-
couvrement fini F de X est dit canonique si chaque élément de F est la
fermeture de son intérieur et si les intérieurs des éléments de F sont deux
à deux disjoints. Si F = {Fα | α ∈ A} et F ′ = {Fβ | β ∈ B} sont deux
recouvrements canoniques de X et si F ′ est plus fin que F , il y a une unique
fonction π : B → A telle que Fπ(β) contienne Fβ pour tout β, et π définit une
surjection canonique du nerf de F ′ sur le nerf de F . Soit A = {Fλ | λ ∈ Λ}
une famille de recouvrements canoniques de X vérifiant

(1) Λ est filtrant pour la relation λ < µ si Fµ est plus fin que Fλ,
(2) pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe λ ∈ Λ tel que Fλ

soit plus fin que U .

Pour λ ∈ Λ, soit Nλ le nerf du recouvrement Fλ. Si λ < µ, soit πµ
λ :

C(Nµ,Zp) → C(Nλ,Zp) le morphisme de châınes induit par la surjection
canonique de Nµ sur Nλ. Alors {C(Nλ,Zp), π

µ
λ} est un système projectif de

complexes de châınes dont nous notons CA la limite. Les groupes d’homologie
de Sklyarenko sont ceux du complexe CA; ils ne dépendent pas de la famille A

vérifiant (1) et (2) et, puisque Zp est un corps, sont isomorphes aux groupes
d’homologie de Čech de X à coefficients Zp.
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Soit A∗ la famille des recouvrements canoniques Zp-invariants et Zp-
libres. Si F et F ′ sont deux éléments de A∗, alors les ensembles F ∩ F ′,
où F parcourt F et F ′ parcout F ′, forment un recouvrement canonique
Zp-invariant et Zp-libre plus fin que F et F ′. Soit U un recouvrement ouvert
de X. Il existe un recouvrement ouvert Zp-invariant et Zp-libre V tel que V
soit contenu dans un élément de U pour tout V ∈ V. Soit V1, . . . , Vmp une
énumération des éléments de V telle que, pour 0 ≤ j < m, les ensembles
Vjp+1, . . . , V(j+1)p soient les transformés d’un même ensemble. Pour 0 ≤ j <

m et 1 ≤ k ≤ p, soit Fjp+k la fermeture de Vjp+k\
⋃

r≤jp V r (
⋃

r≤0 = ∅). Alors
les ensembles F1, . . . , Fmp forment un recouvrement canonique Zp-invariant
et Zp-libre de X plus fin que U . La famille A∗ vérifie donc les conditions (1)
et (2) et peut être utilisée pour calculer l’homologie de X.

Pour tout Fλ ∈ A∗, le groupe Zp opère simplicialement et librement
sur Nλ, donc il opère aussi sur C(Nλ,Zp) et les projections πµ

λ sont des Zp-
morphismes. Par conséquent, Zp opère sur CA∗

de façon que les projections
πλ : CA∗

→ C(Nλ,Zp) soient des Zp-morphismes.

Soit n = ℓ(X,Zp). Nous allons construire Fλ0
∈ A∗ tel que Nλ0

soit
de dimension n. Soit L = (Li)i≥0 une résolution Zp(Zp)-libre du module
trivial Zp. Si Ȟi(X,Zp) = 0 pour i ≤ n, alors il existe un Zp-morphisme
préservant l’augmentation η : L[n+1] → CA∗ , et πλ0

◦η est un Zp-morphisme
de L[n + 1] dans C(Nλ0

,Zp). Comme Hn+1(Zp,Zp) 6= 0, le théorème 1,
appliqué à l’identité de Nλ0

entrâıne que Hn+1(Nλ0
/Zp,Zp) 6= 0, ce qui est

absurde puisque Nλ0
/Zp est un espace triangulable de dimension n.

SoitV un recouvrement ouvert Zp-invariant et Zp-libre deX dont le nerfM
est de dimensionn. Alors Zp opère librement et simplicialement surM , et nous
pouvons trouver une surjection équivariante ϕ deX surM . Soit S l’ensemble
des simplexes de M . Pour tout simplexe σ de M , soit bσ son barycentre, et
soitDσ l’étoile fermée de bσ dans la deuxim̀e subdivision barycentrique deM .
Les Dσ, σ ∈ S, forment un recouvrement fermé Zp-invariant de M dont le
nerf est isomorphe à la subdivision barycentrique deM , donc de dimension n.
Pour σ ∈ S, prenons des ouverts Eσ de M de façon que Dσ ⊂ Eσ et que
les nerfs des familles {Dσ | σ ∈ S} et {Eσ | σ ∈ S} soient naturellement
isomorphes. Comme la famille desDσ est Zp-invariante, nous pouvons choisir
les Eσ de façon qu’ils forment une famille Zp-invariante. Par récurrence sur
la dimension, définissons, pour tout σ ∈ S, un sous-ensemble fermé Fσ de X
comme suit. Si dimσ = 0, Fσ est la fermeture de ϕ−1(Eσ). Si dimσ > 0, Fσ

est la fermeture de ϕ−1(Eσ) \
⋃

dim τ<dim σ Fτ . Puisque les ouverts Eσ recou-
vrentM , nous obtenons ainsi un recouvrement canonique deX dont le nerf est
isomorphe au nerf de la famille {Eσ | σ ∈ S}, donc de dimension n. Puisque
la famille des Eσ est Zp-invariante et que ϕ est Zp-équivariante, la famille des
Fσ est Zp-invariante. Si g, g′ sont des éléments distincts de Zp, alors g · σ et
g′ ·σ sont des simplexes distincts de même dimension, donc Dg·σ ∩Dg′·σ = ∅,
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d’où Eg·σ ∩Eg′·σ = ∅ et, comme Fg·σ est contenu dans ϕ−1(Eg·σ), nous avons
Fg·σ ∩ Fg′·σ = ∅, donc la famille des Fσ est Zp-libre et Fλ0

= {Fσ | σ ∈ S}
est le recouvrement canonique cherché.

Une légère modification de la démonstration précédente montre que si Zpk ,
p premier, opère sans point fixe sur un compact X, alors il existe i tel que
Ȟi(X,Zpk) 6= 0. En effet, Zpk étant fini, l’homologie de Čech de X à coef-
ficients Zpk peut encore être calculée par la méthode de Sklyarenko, et il suffit
de montrer que la famille A des recouvrements canoniques F de X qui sont
Zpk -invariants et tels que Zpk opère sans point fixe sur le nerf de F vérifie
les conditions (1) et (2). La démonstration s’achève ensuite comme ci-dessus
à l’aide du théorème 3. Les détails de cet argument sont laissés au lecteur
intéressé.
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