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Abstract. We solve a problem of Dranishnikov about pushouts of ANRs.

Tous les espaces considérés dans cette note sont supposés métrisables et
munis d’une distance arbitraire mais fixée, notée d. Si f : X — Y est une
fonction continue, nous posons S(f) = {z € X | f~!f(x) # {z}}. Nous
démontrerons ici le résultat suivant :

THEOREME. Soit

X, s x,

X =t
un diagramme cocartésien, ou Xg, X1 et X_1 sont des rétractes absolus de
voisinage compacts. Si S(f1) N S(f-1) = 0, alors Y est aussi un rétracte
absolu de voisinage.

Dans le cas ou les X; sont de dimension finie, ce théoreme a été prouvé
par Dranishnikov [2] qui a demandé s’il restait vrai sans cette restriction sur
les dimensions.

Nous notons I Uintervalle [0, 1]. Si U est un recouvrement ouvert d’un
espace Y et A un sous-ensemble de Y, nous posons St(A4,U) = | J{U € U |
ANU # 0} et St(U) = {St(U,U) | U € U}. Si U et V sont deux recouvre-
ments ouverts de Y, nous notons U AV ={UNV |UeclUetV eV} Sif
est une fonction continue de X dans Y, nous notons f~*(U) = {f~1(U) |
U € U}. Deux fonctions continues f et g de X dans Y sont dites U-proches
si, pour tout = € X, f(z) et g(x) sont contenus dans un méme élément de U,
et elles sont U-homotopes s’il existe une homotopie h : X x I — Y entre f et
g telle que, pour tout x € X, h({z} x I) soit contenu dans un élément de U.
Une fonction continue f : X — Y est une injection homotopique fine si, pour
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tout recouvrement ouvert U de Y, il existe une fonction continue g : ¥ — X
telle que g o f soit f~!(U)-homotope & idx. Une fonction f: X — Y entre
compacts est cellulaire si, pour tout y € Y, f~1(y) est de forme triviale. La
démonstration du résultat suivant se trouve dans [1].

LEMME 1. Soit f une application cellulaire d’un rétracte absolu de voisi-
nage compact X sur un espace Y. Alors Y est un rétracte absolu de voisinage
si, et seulement si, f est une injection homotopique fine.

Pour une fonction continue f : X — Y, nous posons R(f) = X \ S(f),
Q(f) = f(R(f)) et, pour € > 0, S(f,e) = {z € X | diam f~(f(z)) > ¢},
R(f7€) = X\S(f,&') et Q(f,f) = f(R(fv‘S))

LEMME 2. Soient X un rétracte absolu de voisinage compact et f: X —Y
une fonction continue. Pour tout recouvrement ouvert W de X, il existe
e > 0, un voisinage ouvert V. de Q(f,e) dans Y et une fonction continue
g:V — X telle que g o (f|R(f,€)) soit W-proche de l'inclusion de R(f,¢)
dans X.

Preuve. Soit Wy un recouvrement ouvert de X tel que St(Wp) soit plus
fin que W. Puisque X est un rétracte absolu de voisinage, il existe un re-
couvrement ouvert W de X plus fin que W) et tel que, pour tout complexe
simplicial K, si ¢ est une fonction du O-squelette K de K dans X telle que
¢(o N K) soit contenu dans un élément de W, pour tout simplexe o de K,
alors ¢ se prolonge en une fonction continue ¢ de K dans X telle que ¢ (o)
soit contenu dans un élément de W, pour tout simplexe o de K. Soit € > 0
un nombre de Lebesgue du recouvrement W;.

Tout point de Q(f,e) a un voisinage dont I'image réciproque par f est
de dimension inférieure a €. Nous pouvons donc trouver une famille V =
{Va | @ € A} d’ouverts de Y recouvrant Q(f,e) et telle que

diam f~1(St(V,,V)) <&  pour tout o € A.

Nous pouvons supposer que V,NQ(f,&) # () pour tout «, ce qui nous permet
d’identifier les o aux sommets du nerf K de la famille V. Pour tout «, fixons

un point z,, de f~1(V,). Si ¢ = {ao,...,a,} est un simplexe de K, alors
diam{z,,,. .., Ta, } < diam f~1(St(V,,, V)) < e.
Puisque € est un nombre de Lebesgue de Wi, 'ensemble {z,,, ..., Zq, } €st

contenu dans un élément de WW;. Nous pouvons donc trouver une fonction
continue ¢ : K — X telle que () = x, pour tout a € A et que ¥ (o) soit
contenu dans un élément de W, pour tout simplexe o de K.

Soient V' = (J,ca Va et 1 V — K une application canonique. Soit
g=vop:V — X.Siz e R(fe), soit 0 = {ap,...,a,} un simplexe
de K contenant u(f(x)). Il existe W € W, contenant (o) et, puisque
diam f~1(V,,) < &, l'ensemble f~1(V,,,) est contenu dans un élément de Wi,
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donc aussi dans un élément W’ de W). Puisque pu est canonique, f(z) appar-
tient a V,,, donc x appartient a W’ et W UW’ contient x et ¥ (o) 3 g(f(x)).
Comme z,, € WNW', W UW’ est contenu dans St(W, W,), donc aussi
dans un élément de W, ce qui montre que g o f est W-proche de l'inclusion
de R(f,e) dans X.

Nous dirons qu’un couple ordonné (i, V) de recouvrements ouverts d'un
espace X a la propriété £ si U est plus fin que V et si, pour tout espace Z,
deux fonctions continues U-proches de Z dans X sont toujours V-homotopes.
Il est connu que si V est un recouvrement ouvert d’un rétracte absolu de
voisinage X, il existe un recouvrement ouvert U de X tel que (U, V) ait la
propriété & ([3, théoreme IV.1.1]). Notons le fait élémentaire suivant :

(A)  Soit (U,V) un couple de recouvrements ouverts de X ayant la pro-
priété €. Si f,g: Z — X sont des fonctions continues U-proches et
A, B des fermés disjoints de Z, alors il existe une fonction continue
h : Z — X qui est V-proche de f et g et telle que h|A = f|A et
h|B = g|B.

En effet, il existe alors une V-homotopie H : Z x I — X entre f et g.
Soit o : Z — I une fonction continue telle que a(A) = {0} et o(B) = {1}.
Alors la fonction h : Z — X définie par h(x) = H(x,a(x)) a les propriétés
souhaitées.

Démonstration du théoreme. Y est le quotient de la somme topologique
X1 I X_; obtenu en identifiant fi(z) & f_1(z) pour tout z € Xy. L’hy-
pothese S(f1) NS(f-1) = () permet une description treés simple des classes
d’équivalence non dégénérées de cette relation d’équivalence. Soit x € Xj.
Si x n’appartient pas a S(f1) U S(f_1), alors {f1(z), f-1(x)} est une classe
d’équivalence. Si z € S(f1), alors f_1|f7  (fi(x)) est injective et {fi(z)} U
Foa(f7H(f1(2))) est une classe d’équivalence. Siz € S(f_1), alors {f_1(x)}U
fi(f1(f-1(x))) est une classe d’équivalence. Comme g1 et g_; sont les
restrictions a X; et X_; de la projection naturelle de X; IT X 1 sur Y, il
résulte de cette description que

(1) 91(S(g1)) Ng-1(S(g-1)) = 0.
Pour ¢ = +1, nous posons Y; = g¢;(X;), de sorte que Y = Y UY_4. Si
go=q1f1 =9-1f-1: Xo — Y, alors Yy = go(Xo) = Y1NY_;. La description
précédente de la relation d’équivalence définissant Y montre que si y € Yy
est tel que gy ! (y) contienne plus d’un point, il y a exactement uni € {—1,1}
tel que f;|go ' (y) soit injective, et qu’alors f;(go ' (v)) = g; *(y). En outre, la
restriction de g; & g; I(Yi \ Yp) est injective, donc la fonction g; L.y, \Yy —
X, est bien définie et continue.

Soit D(f-1, f1) le double cylindre des applications f_; et f1 ; c’est le quo-
tient de la somme topologique X _1 IT X x [—1,1]II X; obtenu en identifiant
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(x,—1) a f_1(x) et (z,1) & fi(z) pour tout z € Xy. Nous notons p la pro-
jection de X_1 IT X x [—1,1] 11 X5 sur D(f_1, f1), identifions naturellement
Xo a p(Xo x {0}) et X; & p(X;) pour i = £1. Nous posons [z,t] = p(z,t)
pour (z,t) € Xo x [—-1,1]. Posons Dy = p(Xo x |—1,1[) et D; = Dy U X;
pour ¢ = £1. Pour ¢ = 41, il y a une rétraction naturelle r; de D; sur X; qui
envoie [z, t] sur f;(x) pour [z,t] € Dy ; posons r¢([x,t]) = x pour [z,t] € Dy.
Nous aurons besoin du fait suivant :
(B) Pouri=0,—1,1, sile couple (G,G’) de recouvrements ouverts de X;
a la propriété &, alors le couple (r; *(G),r; *(G")) de recouvrements
ouverts de D; a la propriété £.

En effet, soient hi, hy deux applications continues 7, 1(G)-proches d’un
espace Z dans D;. Pour j = 1,2, les fonctions h; et r; o h; sont homotopes
par une homotopie H; : Z x I — D, telle que r; o H;(-,t) = r; o h; pour
tout t. Les fonctions r; o hy et r; o ho sont G-proches, donc G’-homotopes
par une homotopie H : Z x I — X,;. Juxtaposant les homotopies Hy, H et
Hy(+,1 — t), nous obtenons une r; *(G’)-homotopie entre h; et hs.

Puisque Xy, X7, X_1 sont des rétractes absolus de voisinage, le théo-
reme d’adjonction de Borsuk—Whitehead entraine que D(f_1, f1) en est un
aussi. Définissons une application continue ¢ de D(f_1, f1) sur Y en posant
o(x) = gi(z)sixz € X, 1 = £1, et ([z,t]) = go(x) pour (z,t) € Xgx[—1,1].
Comme I’a remarqué Dranishnikov [2], la condition S(f1) N S(f-1) = 0
garantit que ¢ est cellulaire. D’apres le lemme 1, il nous suffit donc de
prouver que ¢ est une injection homotopique fine.

Soit U un recouvrement ouvert de Y. Prenons un recouvrement 4’ de Y
tel que St(U’) soit plus fin que U. Nous allons construire des fonctions con-
tinues x : Y — D(f-1, f1) et ¢ : D(f-1, f1) — D(f-1, f1) telles que x o
soit ™1 (U’)-homotope & 1) et que v soit o~ (U’)-homotope & id. Alors y o
sera U-homotope a id, ce qui prouvera que ¢ est une injection homotopique
fine. La construction de ces fonctions nécéssite quelques préliminaires.

Pour i = £1, prenons des recouvrements ouverts G}, ..., G¢ de X; véri-
fiant

(2)  St(G}) est plus fin que g;l(u’),A ‘
(3)  pour 1 <j <5, le couple (St(gg“),gg) a la propriété £.
Prenons des recouvrements ouverts Wy, Ws de X vérifiant
(4) e couple (StOW1), f; H(G) A £71(G 1)) a la propriété &£,
(5) le couple (St(Ws2), W;) a la propriété €.
Le lemme 2 nous permet de trouver un € > 0, un voisinage ouvert V' de
Q(go,€) dans Y et une fonction continue £ : V- — X telle que £o(g|R(go,€))

soit Wh-proche de l'inclusion de R(go,¢) dans Xo. Pour y € VNYy et x €
gal (y), il y a un élément de W contenant x et &(y), donc g; ' (y) est contenu
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dans St(&(y), Wa). D’apres (4) et (5), St(W2) est plus fin que f; *(G%), donc
il y a un élément G,(y) de G¥ qui contient f;(£(y)) et fi(go *(v) = g; *(v).
Nous pouvons trouver un voisinage ouvert V, de y contenu dans V et tel
que f; 0 &(V, NY;)Ug; ' (V,) C Gi(y) pour i = £1. Quitte & remplacer V'
par | J{V, | y € VN Yy}, nous pouvons donc supposer que

(6) pouri=+letyecY;NV, ilyaun élément de G¢ contenant f;o&(y)
et g; ' ().

Si y appartient & Yy \ V, alors diam gy ' (y) > ¢, et il y a exactement un
i € {—1,1} tel que fi|g61(y) soit injective, donc que g{l(y) = fi(ggl(y))
contienne plus d’'un point. Posons F; = {y € Y5\ V | diam g; *(y) > 0} ; alors
F; C Q(g—;)- Les ensembles Fy, F_; sont disjoints, vérifient F{UF_; = Y \V}
et, si B; = g; '(F;), alors E; C Q(f;). En outre, Fy et F_; sont fermés
dans Y. En effet, soit par exemple {y,} une suite de points de F} conver-
geant vers un point y; alors g, 1(yn) contient des points x,, z!, tels que
d(xy,x)) > € et, quitte & passer a une sous-suite, nous pouvons supposer
que {x,} et {z!} convergent vers des points z, 2’ de g; *(y) tels que d(z, z")
> e. Pour tout n, f_1(z,) = f-1(z),), d’ou aussi f_1(x) = f_1(2'). Par
conséquent, f,1|gal(y) n’est pas injective, donc f,l(gal(y)) est réduit & un
point ; alors fi|gy ' (y) est injective, et y appartient & F}.

Puisque E; est contenu dans Q(f;), il existe un voisinage ouvert P; de F;
dans X; et une fonction continue 7; : P; — X telle que n;(x) = f; '(x)
pour x € F;. Nous supposons P; assez petit pour que la condition suivante
soit vérifiée :

(7)  fiom; est Go-proche de idp,.

Puisque F; est contenu dans Q(g—;), il existe un voisinage ouvert U; de F;
dans Y et une fonction continue m; : U; — X_; telle que m;(y) = g:il(y)

pour y € F;. Pour y € gy ' (F;), nous avons m;(g0(y)) = 9-; (90(y)) = f-i(y),
donc, quitte a restreindre U;, nous pouvons supposer que

(8) mo (go|gal(U,;)) est G* .-proche de f_i|gal(Ui).

Pour i = +1, nous avons ¢~ *(F;) = p(gy ' (F;) x [~1,1]). Nous pouvons
trouver un voisinage ouvert O; de o~ !(F;) dans D(f_1, f1) et une fonction
continue ¥; : O; — X_; telle que ¥;(z) = z pour z € O; N X_; et ¥;([x,t]) =
f—i(z) pour [z,t] € ¢ 1(F;) (cette condition a un sens quand ¢ = i car
E; C Q(fi)). Quitte a diminuer O;, nous pouvons supposer qu’il existe une
homotopie ©; : O; x I — D(f_1, f1) telle que ©;(z,0) = z, O;(z,1) = 9;(2),
Oi(z,s) = zsiz € O;NX_; et O;([z,t],s) = [z,(1 — )t — is] si [z,t] €
0 1(F;). Pour z € ¢ 1(F;), nous avons p(0;(z,5)) = p(z) pour tout s,
donc, quitte a diminuer O;, nous pouvons supposer que

(9) O, est une 1 (U’)-homotopie.
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Posons D = p(Xo x [-1/2,1/2]), D", = p(Xo x [-1,—-1/2]) U X_4
et DI = p(Xo x [1/2,1]) U X;1. Si 2 € o 1(F;) et s € I sont tels que
Oi(z,s) € D}, alors z € D; et r;(O;(z,s)) = ri(z). Quitte & diminuer O;,
nous pouvons supposer que la condition suivante est vérifée :

(10)  ©; (D)) C D; et r;0(0;|6;1(D})) est Gi-proche de r;|©; *(D}).

Comme ¢~ 1(U;) est un voisinage de ¢ ~!(F;), nous pouvons supposer
que O; est contenu dedans. Pour z = [z,t] € ¢ 1(F;) et s € I tels que
Oi(z,s) € D', nous avons r_;(O;(z,s)) = f-i(x) = mi(p(z)). Quitte a
diminuer O;, nous pouvons donc supposer que
(11) siz € O; et s € I sont tels que O;(z,s) € D’

de G*, contenant r_;(0;(z, s)) et mi(p(2)).

Si z = [x,i] € E; = ¢ 1 (F;) N X, et s € I sont tels que O;(z,s) € D},
alors 79(0;(z, s)) = x = n;(z). Quitte a diminuer O;, nous pouvons supposer
que

alors il y a un élément

(12) size O;NX; et s el sont tels que O;(z,s) € Dy, alors il existe un
élément de W; contenant n;(z) et 79(Oi(z, s)).

Enfin, nous pouvons aussi supposer que

(13)  pour z € O; N L(YoNV) et s €l tels que O;(z, s
un élément de Wy contenant £(p(2)) et 79(0;(z, ).

Pour voir cela, choisissons, pour chaque TE€g, (FZ) = f1

. (E;), un élément
W, de W, contenant x. Puisque £ (fi(2)) = x, il y a un voisinage ouvert
J. de fi(z) dans X; tel que f; '(J,) C W,. Soient y € ¢~ (F;) et s € I
tels que O;(y,s) € Dy ; alors y € D, U Dj et, si y = [x,t], nous avons
ri(y) = ri(@i(y, 5)) = filw), donc {y}U(O({y} x )N Dj) < r; (). Nous
pouvons donc choisir O; de facon que si z € O; et s’il existe s € [ tel que
Oi(z,s) € D}, alors z € D; et il existe = € f; '(F;) tel que {2} U (6;({2} x
I)n D)) c r7'(J,). La condition (13) est alors vérifiée. En effet, soient
z =[x, t'] € Oi Ne L(YoNnV) et s el tels que O;(z,s) = [2”,t"] € D). 11
existe z € f; ! ( ;) tel que {z,0;(z,5)} C r;'(J,); cette inclusion entraine
{a', 2"} C f;71(J,) C W,. Nous avons ¢(2) = go('), donc il existe W’ € Wy
contenant {z’,&(go(x"))}; alors W, UW’, qui contient {z”,&(go(x’))}, est
contenu dans un élément W de W, et ry ' (W) contient ©;(z, s) et &((2)),
d’out (13).

Nous pouvons maintenant commencer la construction des fonctions y et
1) et des homotopies, qui se fera en plusieurs étapes.

) € Dy, il existe

PREMIERE ETAPE : construction, pour i = 41, d’un voisinage B; de
Yo \ F_; dans Y; et d’'une fonction continue pu; : B; \ F; — Xj.

Puisque l'ouvert P; contient F; = g, 1(E-), il y a un voisinage ouvert A;
de F; dans Y; tel que g; '(4;) C P
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AFFIRMATION 1. Il existe un voisinage V' de Yy \ (F1 U F_1) dans Y
contenu dans V' et, pouri = £1, un voisinage A}, de F; dansY; contenu dans

A; tels que E|(V! N AN)\ Yy et giog; (V! N AL\ Yy soient St(Ws)-proches.

Prewve. Pour y € Fy et x € g; 1(y), prenons W, (xz) € W, contenant
£ 1 (z) = n;(z). Nl existe un voisinage Z,(z) de x dans X, contenu dans P; et
tel que W, (z) contienne n;(Z,(z))U f; ' (Z,(x)). Soit A, un voisinage ouvert
de y dans Y; contenu dans A; et tel que g; '(A,) € U{Z,(z) | z € g; ' (v)},
et soit AZT = U{4, | y € F;}. Puisque F; N F_; = (), nous pouvons, quitte
a diminuer les A,, supposer que AI N AT_1 = (). Soit A} un voisinage ouvert
de F; dans Y; tel que Xg - AI.

Pour y € AZT N Yy, choisissons un z(y) € F; tel que y € A, (). Alors T}, =
U{Z.)(2) | 2 € g; "(2(y)) et Z,(x) Ng; ' (y) # 0} est un voisinage de
g; *(y) dans X;. Comme St(£(y), Wa) contient g, *(y), nous pouvons trouver
un voisinage V;, de y dans Y contenu dans V' N AZ tel que &(V,) Ugy (V) C
St(&(y), Wa) et que gi_l(Vy NY;) C Ty; nous pouvons aussi supposer que

V,N A" =0.Soit V; = {V, |y € AT nY;}; alors V! = (V\ (AJUA ) U
V1 U V_; est un voisinage de Yy \ (F} U F_1) contenu dans V.

Soit y € (V/'NAL)\Yy. Par construction, V;N A", = ), donc y appartient
a V;NAL 1l existe yo € A;r NYy tel que y € V,, ; alors St(£(yo), W2) contient
£(y) et gyt (yo). Soit z = 2(yo). Puisque g; *(Vy, N A;) C Ty, il existe
x € g7 (z) et @' € g; *(yo) tels que Z,(x) contienne g; '(y) et x’; alors
W.(z) contient n;(Z,(2))U f; (Z.(x)) D {ni(g; "(y)} U f; ' (z'). Comme z’
appartient & g, (yo), nous avons § £ f;1(z') (97 (v0)) = g " (30),
donc W, (x) N St({(yo), Wa) # 0. Alors W, (x) U St(&(yo), W2) est contenu
dans un élément de St(Ws) et contient 1; 0 g; ' (y) et £(y), d’ott I'affirmation.

L’ensemble B; = A, U (V' NY;) est un voisinage de F; U(V NYy) dans Yj.
Les ensembles (V' \ A)) U (V NYp) et AL\ V' sont fermés dans B; \ F; et
disjoints ; soient NV;, N/ des voisinages fermés disjoints de ces ensembles dans
B; \ F;. L’affirmation 1, (5) et (A) nous permettent de trouver une fonction
continue p; : (V' N AL\ Yo — Xo qui est Wi-proche des restrictions de
£ et demog; ! etestégaled & sur Ny N (V' NA)\Yyetanog ' sur
N/ N (V'NnA})\ Yo; cette fonction se prolonge continuement a B; \ F; en
posant y;(x) = &(x) siz € (V' \ AU (V' NYy) et pi(z) = niog; ' (x) si
rxeA\V,.

DEUXIEME ETAPE : construction d’une fonction continue ¢ : Y\ (Fy U
Fo1) = D(f-1, f2).

AFFIRMATION 2. Les fonctions u;|B;\Yy et g; | B;\Yy sont r; ' (St(GS))-
proches.
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Preuve. Soit y € B;\Yo. Si pi(y) = mi0g; *(y), il résulte de (7) que u;(y)
et g; *(y) sont contenus dans un élément de r; *(G%). Si p;(y) # niog; *(y),
alors y appartient a V' et, puisque r;| Xy = f;, (6) entraine Iexistence d’un
lément G de r; *(GS) contenant &(y) et g; ' (y); si pi(y) # £(y), il y a un
élément de W, contenant £(y) et u;(y), donc, d’apres (4), un élément G5 de
7 1(G9) contenant ces deux points ; alors £(y) € G1 NGy, donc G1 UGy, qui
contient 11;(y) et g; ' (y), est contenu dans un élément de r; *(St(GY)).

Les ensembles Yy \ F_; et Y; \ (B; U F_;) sont fermés et disjoints dans
Y;\ F_; ; soient M;, M/ des voisinages fermés disjoints de ces ensembles dans
Y; \ F_;. L’affirmation 2, (3), (B) et (A) nous permettent de trouver une
fonction continue (; : B; \ Yo — D; qui est r;l(gf)—proche de p;|Bi \ Yy et
de g; '|B; \ Yy et est égale a p; sur M; N (B;\Yy) et & g; ' sur M/ N (B;\ Yp).
Nous prolongeons continuement cette fonction a Y; \ (Fi U F_1) en posant
Gi(y) = miy) siy € V!NYo = Yo\ (F1UF_1) et Ci(y) = g; "(y) siy € Y;\ Bi.

Siy € Yo\ (Fi UF_1), nous avons (i(y) = pi(y) = &{(y) = p-1(y) =
(—1(y), donc nous pouvons définir ¢ : Y \ (Fy U F_1) — D(f_1, f1) par
G\ (R UFy) = G

TROISIEME ETAPE : fin de la construction de .

AFFIRMATION 3. Il existe un voisinage ouvert U/ C U; de F; dansY tel
que U/NY; C MyN A, et que m;|U/\ F; soit r—} (St(G>,))-proche de ¢|U!\ F;.

Preuve. Puisque 7;|F; = g~}|F;, nous pouvons trouver un voisinage
Ui§ de F; contenu dans U; et tel que m;|Q(g—;) N Uf soit G5 ,-proche de
g~ HQ(g_i) N Uf; comme C|Ui§ \Y; = C_i|Ui§ \'Y; est 7~} (G>,)-proche de
g:i1|Ui§ \ Y;, les fonctions 7ri|Ui§ \Y; et C\U; \'Y; sont alors r_ (St(G®,))-
proches. Puisque M; N A} est un voisinage de F; dans Y;, nous pouvons aussi
supposer que Uz-§ nNY; Cc M;N AL

Pour z € F;, fixons G, € G®, contenant ;(z). Nous avons 7;(g; ' (2)) =
f7 97 (=) = [2H(9Z1(2) = fZ}(mi(2)) € fZ}(G=), donc nous pouvons
trouver un voisinage U, de z contenu dans Ui§ et tel que m;(U,) C G, et
i (U)) U f (g 1 (U2)) € F2HG2) Cril(Ga).

Soit y € U,N(Y;\F;). Siy € Yo, alors ((y) = £(y) ; prenant = € g, ' (y) =
£ g7 (y)), il y a un élément de Wy contenant z et £(y), donc, d’apres (5),
(4) et (3), un élément G, de G, tel que r~; (G,) contienne z et £(y). Alors

1 —1

x € T:il(Gy) ﬂr:l(GZ), donc G,NG, # D et T:l(G’y UG,) est contenu dans

un élément de r~{ (St(G%,)) et contient 7;(y) et ((y). Si y € Y; \ Yy, alors,
puisque U, NY; C Ui§ NY; C M; N A}, nous avons ((y) = (i(y) = ui(y) et
ou bien w;(y) = n:(y) o g; *(y), ou bien il y a un élément de W, contenant
1i(y) et m; o g (y); dapres (4) et (3), il y a donc un G, € G®, tel que
r~1(G,) contienne u;(y) et n; o g; ' (y). Alors n; 0 g7 H(y) € r— G, NG.),

(2
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donc r~} (G, UG,) est contenu dans un élément de r~;(G°,) et contient

mi(y) et ¢(y).
Il résulte de ce qui précede que U/ = |J{U., | z € F;} vérifie les conditions
de Daffirmation.

Nous supposerons aussi les U/ assez petits pour que Uy N U, = (.
Puisque O; est un voisinage de ¢~ !(F;), nous pouvons trouver des voisinages
ouverts U}, U? et U} de F; dans Y vérifiant U_Z1 c UZ, U—f c U3, U_f‘ C U/ et
gpfl(U_f) C O;. L’affirmation 3, (3), (B) et (A) nous permettent de trouver
une fonction continue y; : U/\F; — D_; qui est 7~} (G*,)-proche de m;|U/\ F;
et de C|U!\ F; et telle que x;|UL\ Fy = mi|UL\ F et x|U\ U2 = ¢|U!/\ U2.
Nous pouvons maintenant définir la fonction x : Y — D(f_1, f1) par

mi(y) siye U}, i= =1,
X(W) =19 xi(y) siyeUZ\U} i==+1,
Cy) siyeY\(UFUUZ).
QUATRIEME ETAPE : construction de 2. o
Soit a; : D(f-1, f1) — I une fonction continue égale & un sur ¢~ (U?)

et & zéro sur D(f_1,f1) \ ¢~ 1(U?). Comme U] N U’ ; = (), nous pouvons
définir ¢ : D(f_1, f1) — D(f-1, f1) par

W(z) = Oi(z,ai(z)) size gp_l(U_?)’ i =41,
s o g g (UPUUR,),

L’identité et 1) sont homotopes par ’homotopie

W(Z S) . Qi(Z,sai(z)) sizé€e ‘Pfl(U_i?’), i =41,
e so g e UFUTR).

Il résulte de (9) que ¥ est une ¢~ *(U’)-homotopie.

DERNIERE ETAPE : construction d’une ¢~ 1(U’)-homotopie entre x o ¢
et 1.
Pour i = 0,41, soit L; = ¢~ 1(D}).
AFFIRMATION 4. (i) Lo C (xop) (Do) et)|Lo est ry * (St(W1))-proche
de X © @’LO
(ii) Pouri = =1, L; C (x o)~ (D;) et ¢|L; est r; *(St(G}))-proche de
X o p|L;.
Preuve. Puisque D} N D’ | =, les cinq cas suivants exhaustent toutes
les possibilités. L
(a) ¢(2) € iNU?Z, i = +1. Alors 9(z) = 9,(z), donc z € L_; \ L. La
construction de la fonction x garantit 'existence d’un élément GG; de G* ; tel
que r~}(Gy) contienne x(¢(2)) et m;(p(2)). D’apres (11), il y a un élément
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G de G*, contenant ¥;(2) et m;(p(z )) Alors G1NGy # 0, donc r~} (G1UGy)
est contenu dans un élément de 7~} (St(G%,)) et contient ¢(z) et x o ¢(2).

(b) 2 = [2,1] € p(Xo x [~1,1]) et p(2) & U} U U3, Alors (2) =
et x(p(2)) = C(p(2)) = &(v(z)) = £(go(2)). 11 existe W € Wy contenant
{z,&(g0(x))}. Si z € Ly, alors rol(W) contient {z,£(¢(z))}. Si z € L,
i = 41, il existe, d’apres (4) et (5), un élément G de G contenant f;(W);
alors r; 1(G) contient {z,&(p(2))}.

(c) 2 = [z,t] et p(z) € U\ U?, i = £1. Alors ¥(z) = 0;(z,q;(2)) et
X(p(2)) = C(p(2)) = &(p(2)). Si(z) € Dy, il résulte de (13) qu'il existe un
élément de 7, ' (W) contenant 9(z) et x(¢(2)).

Siz € D}, il résulte de (10) qu'il existe G; € G tel que r; ' (G) contienne
z et (z). Il existe W € Wy contenant x et £(go(x)) = &(p(2)) et, d’apres (5),
(4) et (3), il existe G5 € G contenant f;(W). Alors f;(x) = r;(2) € G1 NGy,
donc r; 1 (G1UG5), qui contient ¢(2) et £(¢(2)) = x(¢(2)), est contenu dans
un élément de r; ' (St(G1)).

Si z e D', il ya, dapres (11), un élément G; de G*, contenant
r_i(¢(2)) et mi(p(z)). Puisque U? C U/, 'affirmation 3 et (3) entrainent
existence d’un élément Go de G%, contenant 7;(¢(2)) et r—;(¢(p(2)). Alors
r~1(G1 UGS>) est contenu dans un élément de r~} (St(G*,)) et contient t(z)
et x((2)) = ¢(p(2)).

(d) p(2) € i\ (YoUU?). Alors z € X; et ¥(2) = 2 (méme si ¢(z) €
Y; NU3,, car dans ce cas ©_;(z,s) = z pour tout s), donc z € L; \ Lg. Si

z € Ulz, alors x(¢(2)) = m_i(p(2)) et, d’apres (11), il y a un élément de G

contenant 7m_;(p(z)) et r;(9_;(2)) = ri(z) = z.

—17

Si z ¢ Ul,, ou bien x(¢(2)) = ((¢(z)), ou bien il y a un élément de

“1(G2) contenant x(¢(2)) = y_i(9(2)) et C(9(=)) = Gilgi(2)). Par con-
struction de ¢;, ou bien ¢;(g:(2)) = g; *(g:(2)) = 2, ou bien il y a un élément
de r;1(G?) contenant z = g; *(g:(2)) et ¢;(gi(2)). Dans tous les cas, ¥(z) = 2
et x(p(2)) sont contenus dans un élément de 7; (St(G#)).

(e) ¥(z) € (Y1 \ Yo) N (U2 \ U?). Alors z appartient a X;, 1(z) =
Oi(z, ai(2)) et x(p(2)) = ((p(2)) = Gi(gi(2)) = pi(gi(2)) (puisque gi(z) €
Uulny; Cc M;). Comme U/ NY; C M; N A}, la construction de p; garantit
I'existence d’un élément W, de W, contenant p;(g;(2)) et n; 0 g; *(g:(2)) =
1i(2).

Si Y(z) € Dy, (12) entraine l'existence d’un élément W de W, con-
tenant 7;(z) et ro(v(2)). Alors 75 (W, U W) est contenu dans un élément
de ry 1 (St(W1)) et contient () et x(p(2)).

Si ¥(z) € D!, il existe, d’apres (10), un élément Gy de G} contenant
ri(1(2)) et ri(z) = 2. D’apres (7) et (3), il existe Go € G} contenant z et
filni(z)). D’apres (4) et (3), fi(W,) = r;(W,) est contenu dans un élément
Gy de G. Alors r; ' (St(G2,G})) contient ¥(2) et ¥(p(2)).
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Si ¥(2) € D", il existe, d’apres (11), un élément G; de G, contenant
r_i(¥(2)) et mi(e(z)) = mi(gi(2)). D’apres Daffirmation 3 et (3), il existe
Go € G*, contenant m;(g;(2)) et ((gi(2)) = x(p(2)). Alors r~; (St(G2,G*,))
contient 1 (z) et x o ¢(2).

L’affirmation 4(i) entraine I'existence d’un voisinage fermé Eg de Ly tel
que Xogo(Lo) C Dy, w(Lo) C Dy et que XOSO’LO et w\Lg sment o H(St(Wy))-
proches. D’apres (4) et (B), il y a donc une ry '(f7H(G$) A f71(G8)))-
homotopie =y : Lo x I — Dy telle que Zy(z,0) = y o ¢(z) et So(z,1)
= ¢(2).

Pour i = £1, Paffirmation 4(ii), (3) et

(B) nous fournissent une r; *(G
homotopie =; L x I — D; telle que =;(z,
(G

)-
0) = xop(z) et Zi(z,1) = (2).
Go

G3
7
) z
)-homotopie, et comme Z(z, 0)
(L

Puisque f;org = T’Z’DO, Zp est une r; —1
= Zi(z, 0) pour z € LoﬂLl, les fonctions Zp| OﬂLi) x I et Ei|(foﬂLi) x I
sont ;1 (St(G3))-proches. D’apres (3) et (B), il existe une homotopie AY :
(LoNL;) x I x I — D; telle que A%(z,s,0) = Zg(z,5), A(z,5,1) = Zi(z, )
et que AY({(z,s)} x I) soit contenu dans un element de r; 1(912) pour tout
(z,5) € (Lo N L;) x 1.

Soit K; = (LoNLs) x (({0,1} x I)U(I x {0,1})). Définissons une fonction
Al K; — D; par

Al(z,0,u) = xop(z), Alz,s,0)=EZ(z,s),
A;(Za 1au) = ¢(Z)a A;(Z, S, 1) = Ei(Z,S).

Pour j = 0,1, nous avons Al(z,s,j) = AY(2,s,j) et, comme x o p(2) =
A%(2,0,0) et ¥(z) = AY(2,1,1), les points A'(z,j,u) et AY(z,j,u) sont
contenus dans un méme élément de r; ' (G?). Les fonctions A} et A?|K; sont
donc r; '(G?)-proches; d’apres (3) et (B), il existe une r; ' (G})-homotopie
20 K; x I — D; telle que 2/(z,s,u,0) = A%z, s,u) et 2/(z2,s,u,1) =
Al(z,s,u). Le théoreme d’extension des homotopies de Borsuk permet de
prolonger {2/ en une homotopie 2; : (EO NL;)xIxIxI— D, telle que
2:(z,8,u,0) = A%z, s,u) et que 2;({(z,s,u)} x I) soit contenu dans un
élément de r; *(G}) pour (z,s,u) € (fo NL;) x I x I. Posons Al(z,s,u) =
_Q,;(Z, S, U, 1)

Pour ¢ = +1, prenons une fonction continue 3; : D(f_1, f1) — I nulle sur
Ly et égale & un sur L; \ Int L. Définissons @ : D(f_1,f1)xI— D(f-1, f1)
par

[1]

0(2,5) si z € Lo,
i(2,9) siz€ L; \ Int Lo, i = +1,
Al(z,s,B;(2)) size Lon L i==+l.

[1]

D(z,s) =
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Cette définition a un sens. En effet, si z € L; N Ly, alors F;(z) = 0 et
Al(z,5,0i(2)) = $i(2,5,0,1) = 2i(2,5,0,1) = A(z,5,0) = Zo(z,s) et si
z € LoN L; \ Int Lo, alors Bi(z) = 1 et ANz, 8,8:i(2)) = 2i(2,8,1,1) =
Al(z,8,1) = Zj(z, s).

Nous avons @(z,0) = x o p(2) et ¢(z,1) = 1(z). Cela est clair si z € Ly
ousi z € L; \ Int Ly. Dans le troisitme cas, &(z,0) = Al(2,0,6i(2)) =
2;(2,0,8i(2),1) = A;»(Z,O,ﬂi(z)) = xop(z) et P(z,1) = Azl(za 1, Bi(2) =

Reste & vérifier que &({z} x I) est contenu dans un élément de o~ (U’).
D’apres le choix de =y et =, cela est évident si z € Ly ousi z € L; \ Int EO.
Soit z € LN L;. 11 existe un élément G de G2 tel que Zo({z} x I) C r; H(@).
Pour tout s € I, il existe G € G? tel que AY({(2,8)}xI) C r;*(Gy); comme
AY(z,5,0) = Zo(z,s), nous avons donc AY({z} x I x I) C r; ' (St(G,G?)),
et il y a un élément G de G! contenant A?({z} x I x I). Pour tout s,
il existe G1 € G! contenant AY(z,s, 3;(z)) et Al(z,s,Bi(2)). Par suite,
d({z} x I) = A}({z} x I x {Bi(2)}) est contenu dans r; '(St(G',G})),
qui, d’apres (2), est contenu dans un élément de r; '(g; *(U’)); comme
©|D; = g; or;, ({2} x I) est bien contenu dans un élément de = 1(U").
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