
Table des matières

1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Abstract

First we prove some new integral inequalities to obtain a precise estimate on behavior at infin-
ity of a positive and not necessarily decreasing functon. This extends in many directions and
improves in certain cases some integral inequalities due to A. Haraux, V. Komornik, P. Mar-
tinez, M. Eller et al. and F. Alabau-Boussouira concerning decreasing functions. Then we give
applications to (internal or boundary, linear or nonlinear) stabilization of certain nondissipa-
tive distributed systems, which improve and generalize many stabilization results known in the
dissipative case.

The variety of systems considered proves that the method developed in this paper is direct
and very flexible; it can be applied to various nondissipative problems and it allows one to obtain
general estimates (exponential, polynomial, logarithmic or other) of stability.

The main results of this paper constituted the first part of my HDR thesis presented in
2006 at Paul Verlaine – Metz University, some of them had been announced without proof in
C. R. Acad. Sci. Paris and under less restrictive conditions in SIAM J. Control Optim., and are
investigated in this paper in more detail.
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1. Introduction

1.1. Inégalités intégrales. Les résultats de nombreux auteurs concernant l’estimation

de décroissance de l’énergie de certains problèmes dissipatifs sont basés sur le lemme

suivant, dû à A. Haraux [49, 50], V. Komornik [59, 63] et P. Martinez [77] :

Lemme 1.1. Soient E : R+ → R+ une fonction continue décroissante et φ : R+ → R+

une fonction strictement croissante de classe C1 telle que

φ(0) = 0 et lim
t→+∞

φ(t) = +∞. (1.1)

Supposons qu’il existe r ≥ 0 et d > 0 tels que∫ +∞

s

φ′(t)Er+1(t) dt ≤ 1

d
Er(0)E(s), ∀s ≥ 0. (1.2)

Alors E vérifie les estimations de décroissance suivantes :

E(t) ≤ E(0)e1−dφ(t) si r = 0, (1.3)

E(t) ≤ E(0)

(
1 + r

1 + rdφ(t)

)1/r

si r > 0. (1.4)

Ce lemme a été démontré et utilisé par A. Haraux [49] dans le cas r = 0 et φ(t) = t sur

R+ pour l’étude de la stabilisation de certains problèmes linéaires dissipatifs. A. Haraux

[50] a démontré aussi le Lemme 1.1 dans le cas particulier r = 1/2 et φ(t) = t sur R+,

et V. Komornik [59, 63] l’a généralisé au cas r > 0 et φ(t) = t sur R+ pour étudier la

stabilisation des problèmes dissipatifs non nécessairement linéaires. V. Komornik [59] a

démontré aussi l’optimalité de (1.3) et (1.4) dans ce cas-là.

Quand φ(t) = t sur R+, la fonction E est forcément intégrable sur R+ et converge vers

zéro au moins polynômialement. En utilisant un changement de variables, P. Martinez

[77] a démontré (1.3) et (1.4) au cas général, ce qui lui a permis de considérer des fonctions

décroissantes qui convergent vers zéro plus lentement que t 7→ 1
(t+1)p pour tout p > 0

(comme, par exemple, E(t) = 1
ln(t+2) ).

En combinant la méthode des multiplicateurs et les techniques d’analyse micro-locale

développées par C. Bardos et al. [10], I. Lasiecka et D. Tataru [71] et I. Lasiecka et

R. Triggiani [72] ont traité le cas de l’équation des ondes dissipative (avec des condi-

tions de Dirichlet ou de Neumann sur le bord) sous des hypothèses géométriques plus

générales avec un feedback non linéaire sans hypothèse de croissance à l’origine. Le taux

de décroissance obtenu pour l’énergie dépend de celui d’une équation différentielle ; plus

[5]



6 A. Guesmia

précisément, ils ont déduit l’estimation

E(t) ≤ h
(
t

t0
− 1

)
, ∀t ≥ t0, (1.5)

où t0 > 0 et h est la solution de l’équation différentielle

h′(t) + q(h(t)) = 0, ∀t ≥ 0, et h(0) = E(0), (1.6)

et q est une fonction qui fait intervenir implicitement la nonlinéarité du feedback en

montrant que E vérifie

(Id− q)−1
(
E((m+ 1)t0)

)
≤ E(mt0), ∀m ∈ N.

Dans l’objectif de trouver une formule générale qui permet d’obtenir un taux de

décroissance de l’énergie de certains systèmes hyperboliques dissipatifs en fonction du

comportement au voisinage de zéro du terme de dissipation (ce qui permet d’unifier

tous les cas, et notamment ceux pour lesquels le feedback crôıt polynomialement et ceux

pour lesquels il s’écrase exponentiellement en zéro lorsque t tend vers l’infini), M. Eller

et al. [29] et F. Alabau-Boussouira [3] ont considéré le cas d’une fonction décroissante

E : R+ → R+ vérifiant ∫ +∞

s

ϕ(E(t)) dt ≤ 1

d
E(s), ∀s ≥ 0, (1.7)

où d est un réel strictement positif et ϕ : R+ → R+ est une fonction convexe et strictement

croissante vérifiant ϕ(0) = 0, et ils ont montré les résultats suivants :

Lemme 1.2 (M. Eller et al. [29]). Soit E : R+ → R+ une fonction continue décroissante

vérifiant (1.7). Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ ϕ−1

(
ψ−1(c0t)

c1t

)
, ∀t ≥ t0, (1.8)

où ψ : R+∗ → R est définie par

ψ(s) =

∫ 1

s

1

ϕ(t)
dt, ∀s > 0. (1.9)

Lemme 1.3 (F. Alabau-Boussouira [3]). Soit E : R+ → R+ une fonction continue

décroissante vérifiant (1.7) avec

ϕ(t) = tF−1(t), ∀t ≥ 0, (1.10)

et F : R+ → [0, b[ est une fonction strictement croissante vérifiant, pour un réel b > E(0),

F (0) = 0 et lim
t→∞

F (t) = b.

Alors il existe trois réels strictement positifs t0, c0 et c1 tels que

E(t) ≤ F
(

1

ψ−1(c0t)

)
, ∀t ≥ t0, (1.11)

où ψ : [c0t0,+∞[→ R est définie par

ψ(s) = s+

∫ c1

F (1/s)

1

ϕ(t)
dt, ∀s ≥ c0t0. (1.12)
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Dans le cas polynomial ou exponentiel (ϕ(s) = q(s) = sr+1 et r ≥ 0 dans (1.6)–(1.7)

et φ(s) = s dans (1.2)), les estimations (1.5), (1.8) et (1.11) cöıncident avec (1.3) et

(1.4). L’estimation de F. Alabau-Boussouira [3] ne s’applique pas dans le cas exponentiel

(ϕ(s) = s dans (1.7)) mais elle est en général plus fine que celle de M. Eller et al. [29]

et améliore, dans certains cas, celle de I. Lasiecka et D. Tataru [71]. L’estimation de

F. Alabau-Boussouira [3] conduit, pour certains feedbacks frontières très particuliers, à

des taux optimaux de stabilité pour l’équation des ondes en dimension 1.

La décroissance de E joue un rôle crucial dans la démonstration de (1.3), (1.4), (1.5),

(1.8) et (1.11). Or dans l’étude de la stabilisation des divers systèmes distribués, on tombe

sur une fonction positive non nécessairement décroissante ; l’obtention d’une estimation

de stabilisation dans une telle situation est l’objectif principal de ce papier.

Afin de surmonter le problème de non dissipativité, on considère le cas général{∫ +∞
s

ϕ(E(t)) dt ≤ a(s)E(s), ∀s ≥ 0,

E′(t) ≤ λ(t)E(t), ∀t ≥ 0,
(1.13)

où a : R+ → R+∗ et λ : R+ → R+ sont deux fonctions continues et ϕ : R+ → R+

est une fonction convexe strictement croissante vérifiant ϕ(0) = 0, et on montre une

estimation précise sur E de type (1.5) où h est une fonction définie explicitement en

fonction de ϕ, de a et de λ. Ceci unifie, améliore dans certains cas et généralise dans

plusieurs directions tous les cas considérés auparavant dans la littérature.

1.2. Stabilisation de l’équation des ondes. En appliquant les résultats obtenus dans

le paragraphe 2, on démontre dans le paragraphe 3 des estimations (exponentielles et

polynômiales) de stabilisation de certains systèmes distribués non dissipatifs. On com-

mence par considérer l’équation des ondes avec un terme perturbant d’ordre 1 soumises

à un feedback interne
u′′ −∆u+ h(∇u) + f(u) + g(u′) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(P1)

ou frontière 
u′′ −∆u+ h(∇u) + f(u) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ0 × R+,

∂νu+ g(u′) = 0 sur Γ1 × R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(P1′)

où Ω est un ouvert borné assez régulier de Rn (où n ∈ N∗ dans toute la suite) de frontière

Γ = Γ0∪Γ1, {Γ0, Γ1} est la partition usuelle de Γ, f, g ∈ C1(R;R) et h ∈ C1(Rn;R) sont

trois fonctions vérifiant certaines hypothèses (voir le paragraphe 3.2).

Dans tous les systèmes considérés dans ce papier, · désigne le produit scalaire dans Rn;
′ désigne la dérivée par rapport à t; ν désigne le vecteur normal unitaire extérieur à Ω;

∂y désigne la dérivée par rapport à y; ∆ et ∇ représentent respectivement le laplacien et

le gradient par rapport à la variable de l’espace ; | · | désigne la norme euclidienne dans

R et Rn; et ‖ · ‖∞ désigne la norme de la convergence uniforme sur Ω, R et Rn.
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Quand h ≡ 0, la bibliographie des travaux traitant ce problème est très vaste. On peut

citer entre autres les travaux de M. Nakao [85]–[88], S. Kawashima et al. [55], M. Nakao

et K. Ono [89], S. Nicaise [90], A. Haraux et E. Zuazua [52], P. Pucci et J. Serrin [92],

E. Zuazua [105]–[108], V. Komornik [57]–[60].

Dans [88], M. Nakao a considéré le système suivant :
u′′ −∆u+ ρ(u′) + f(u) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(1.14)

où ρ(v) = |v|βv, β > −1, f(u) = bu|u|α, α, b > 0 et Ω est un domaine borné de Rn de

frontière Γ assez régulière. L’auteur de [88] a montré que (1.14) admet une solution faible

globale unique si (n− 2)α ≤ 2, ainsi qu’une solution forte globale unique si (n− 2)α > 2,

n = 1 ou n = 2. Le problème de stabilisation a été aussi traité. Dans les deux cas,

M. Nakao a montré que l’énergie de la solution décrôıt polynômialement si β > 0, et

exponentiellement si β = 0. Ces résultats améliorent des résultats antérieurs obtenus par

le même auteur dans [86] où le problème est étudié dans un cadre abstrait et des résultats

de stabilité sont obtenus uniquement dans le cas (n− 2)α ≤ 2. Plus tard, dans un travail

conjoint avec K. Ono [89], ces résultats ont été généralisés au problème de Cauchy pour

l’équation

u′′ −∆u+ λ2(x)u+ ρ(u′) + f(u) = 0 sur Rn × R+,

où ρ(u′) se comporte comme |u′|βu′ au voisinage de zéro et l’infini, et f(u) se comporte

comme −bu|u|α. Dans ce cas-là, les auteurs imposent des conditions de petitesse sur la

norme dans H1(Ω)× L2(Ω) des données initiales avec un support compact.

P. Pucci et J. Serrin [92] ont traité le problème de stabilisation du système suivant :
u′′ −∆u+Q(x, t, u, u′) + f(x, u) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(1.15)

et ont montré que l’énergie de la solution est une fonction de Lyapunov. Bien qu’ils

n’aient pas obtenu des estimations de stabilisation, ils ont montré qu’en général l’énergie

converge vers zéro à l’infini. Dans le cas spécial de (1.15) où

Q(x, t, u, u′) = a(t)tαu′ et f(x, u) = V (x)u,

les auteurs de [92] ont démontré que le comportement de l’énergie à l’infini dépend cru-

cialement du paramètre α. Si |α| ≤ 1, (1.15) est asymptotiquement stable. D’autre part, si

α < −1 ou α > 1, il existe des solutions qui ne convergent pas vers zéro ou qui convergent

vers une fonction non nulle φ(x) quand t converge vers l’infini.

S. Messaoudi [79] a traité un système basé sur l’équation

u′′ −∆u+ a(1 + |u′|m−2)u′ + bu|u|p−2 = 0 sur Ω× R+,

où a, b > 0, m ≥ 2, p > 2 avec des conditions aux limites sur le bord, et a montré la

stabilité exponentielle. La démonstration de ces résultats est basée sur la méthode des

multiplicateurs et sur une approche que j’ai utilisée dans [36] et [37].
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Concernant le cas d’un feedback frontière, le problème (P1′) avec h ≡ 0 a suscité

un grand intérêt ces vingt dernières années. De nombreux travaux à ce sujet existent

dans la littérature et un progrès important a été réalisé dans ce domaine. Des techniques

nouvelles ont été développées qui ont permis de stabiliser des systèmes d’évolution à

partir du bord ou de les contrôler de l’état initiale à l’état finale (contrôlabilité). Il

existe dans la littérature une longue liste de références traitant de la stabilisation avec

un feedback linéaire sur le bord. On peut citer, comme exemples, les travaux suivants :

J. E. Lagnese [67], D. L. Russell [96], R. Triggiani [102] et Y. You [103]. Dans le cas

où le feedback frontière est non linéaire, on peut citer les travaux de E. Zuazua [105],

I. Lasiecka et D. Tataru [71], V. Komornik [59] et moi-même dans [32] et [37], parmi

beaucoup d’autres. Dans tous ces travaux, l’objectif principal était d’obtenir les mêmes

résultats de stabilité quand le système est soumis à une condition au bord de la forme

∂νu+ a(x)u+ b(x)g(u′) = 0 sur Γ1 × R+,

où Γ1 est une partie du bord Γ de Ω vérifiant certaines conditions géométri- ques, a, b

et g sont des fonctions données. En revanche, aucun contrôle n’est appliqué sur l’autre

partie, i.e.

u = 0 sur (Γ \ Γ1)× R+.

En utilisant un principe général de Russell [96], S. Nicaise [90] a montré, dans un

cadre général, que la dissipation et la stabilité exponentielle par un feedback linéaire

impliquent des estimations de stabilité (similaires à celles obtenues par M. Martinez [77])

par un feedback non linéaire, ce qui établit un lien direct entre les deux cas.

En revanche, quand h 6≡ 0, très peu de travaux existent dans la littérature. À ma

connaissance, les résultats les plus généraux et les plus récents dans cette direction ont

été obtenus par M. M. Cavalcanti et al. [20]. Dans ce papier, les auteurs ont montré

l’existence et la régularité des solutions d’une large classe d’équations hyperboliques basée

sur l’équation

K(x, t)u′′ −∆u+ F (x, t, u, u′,∇u) = f(x) sur Ω× R+

avec des conditions au bord et des données initiales comme dans (P1′) où K, F et f sont

des fonctions données satisfaisant certaines hypothèses.

De plus, pour obtenir la stabilisation exponentielle des solutions en utilisant des mul-

tiplicateurs et des inégalités intégrales classiques, M. M. Cavalcanti et al. [20] ont imposé

des hypothèses supplémentaires sur F . Ces hypothèses impliquent, en particulier, que

F est globalement lipschitzienne par rapport à sa dernière variable où la constante de

Lipschitz est une fonction en t convergeant exponentiellement vers zéro à l’infini. Cette

forte hypothèse n’est pas satisfaite si, par exemple, la fonction F ne dépend pas de t,

comme dans le cas des systèmes (P1) et (P1′).

Notons que, à cause du terme h(∇u), les systèmes (P1) et (P1′) ne sont pas dissipatifs

puisque nous n’avons aucune information sur l’influence de l’intégrale
∫

Ω
h(∇u)u′ dx sur

la norme

‖(u, u′)‖2H1
0 (Ω)×L2(Ω) =

∫
Ω

(|u′(x, t)|2 + |∇u(x, t)|2) dx,

ni sur le signe de sa dérivée ; autrement dit, l’énergie E (définie dans le paragraphe 3)
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n’est pas nécessairement décroissante. La décroissance de l’énergie joue un rôle crucial

dans l’étude de la stabilité asymptotique de la solution, comme cela a été le cas, en

particulier, dans les travaux cités ci-dessus.

On introduit une énergie équivalente dans le but d’absorber la partie linéaire de h;

cette énergie équivalente est décroissante si h est linéaire. En utilisant des multiplicateurs

appropriés et le Lemme 2.7 (voir paragraphe 2), on démontre alors des estimations ex-

ponentielles et polynômiales de stabilité. Dans le cas où h est non linéaire, on démontre

la stabilité exponentielle sous une hypothèse de petitesse sur la partie non linéaire de h.

La clef principale de la démonstration est l’utilisation des résultats obtenus dans le para-

graphe 2, en particulier le Lemme 2.7.

1.3. Applications. Dans [34] et [41], j’ai considéré le système de Petrovsky suivant :
u′′ + ∆2u+ q(x)u+ g(u′) = 0 sur Ω× R+,

u = ∂νu = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(1.16)

où Ω est un domaine borné de Rn de frontière Γ assez régulière. Pour une fonction g

continue, croissante, vérifiant g(0) = 0, et une fonction q : Ω→ R+ bornée, j’ai démontré

des résultats d’existence globale et de régularité. J’ai obtenu aussi, sous des hypothèses

convenables d’accroissement sur g, des estimations de stabilité. Plus précisément, j’ai

démontré que l’énergie de toute solution faible décrôıt exponentiellement (resp. polynô-

mialement) vers zéro à l’infini si g est entre deux droites passant par l’origine (resp. si

g a une croissance polynômiale au voisinage de zéro et de l’infini). J’ai démontré des

résultats semblables dans [37] pour le système (1.16) couplé avec une équation des ondes

semi-linéaire.

Des résultats similaires ont été obtenus par de nombreux auteurs dans le cas semi-

linéaire ou avec des conditions sur le bord différentes de celles de (1.16). On peut citer

les travaux de V. Komornik [59, 62] et V. Komornik et S. Kouémou-Patcheu [64].

Dans [33], j’ai considéré le problème de stabilisation du système d’élasticité suivant :
u′′i − σij,j + gi(u

′
i) = 0 sur Ω× R+,

ui = 0 sur Γ× R+,

ui(x, 0) = u0
i (x) et u′i(x, 0) = u1

i (x) sur Ω,

i = 1, . . . , n,

(1.17)

où l’inconnue u=(u1, . . . , un) : Ω→ Rn. Ici, σij,j =
∑n
j=1 ∂σij/∂xj , σij =

∑n
k,l=1 aijklεkl,

εij = 1
2 (ui,j + uj,i), ui,j = ∂ui/∂xj , uj,i = ∂uj/∂xi et aijkl ∈ W 1,∞(Ω). J’ai démontré

quelques estimations de stabilité qui dépendent principalement de la croissance de gi
à l’origine et à l’infini. Dans [40], j’ai généralisé ces résultats au cas des dissipations

localement distribuées où le damping est effectif uniquement sur un voisinage d’une partie

bien choisie du bord.

J’ai considéré dans [31] et [42] (voir aussi [41]) le problème de contrôlabilité exacte

et de stabilisation frontière des systèmes d’élasticité et de l’équation des ondes avec

des coefficients variables dépendant de l’espace et du temps respectivement. Dans [36],

j’ai généralisé les résultats de stabilisation que j’avais obtenus auparavant au cas d’un
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feedback non linéaire. Les résultats dans [31] et [36] améliorent et généralisent dans

plusieurs directions ceux obtenus par F. Alabau-Boussouira et V. Komornik [6] dans le

cas où les fonctions gi sont linéaires et aijkl = const.

J’ai obtenu dans [38] des résultats de stabilité exponentielle d’une classe d’équations

des ondes soumises à une condition aux limites de type mémoire.

Dans tous les travaux cités ci-dessus, la dissipation du système considéré (i.e. l’énergie

est décroissante) joue un rôle crucial dans la démonstration des différentes estimations

de stabilité.

La méthode introduite et développée dans les paragraphes 2 et 3 est directe et très

flexible ; elle peut être appliquée à des problèmes non dissipatifs variés (élasticité, thermo-

élasticité, systèmes couplés, coefficients variables, . . . ), soumis à un feedback interne ou

frontière, dans le but de généraliser et d’améliorer des estimations différentes de stabilité

(connues dans le cas dissipatif).

Afin d’illustrer ça, on donne dans le paragraphe 4 quelques applications à la stabi-

lisation de certains systèmes non dissipatifs : équation générale des ondes, système de

Petrovsky, système général d’élasticité, coefficients variables, systèmes couplés.

2. Nouvelles inégalités intégrales

On montre dans ce paragraphe des inégalités intégrales nouvelles permettant d’obtenir

une estimation sur le comportement à l’infini d’une fonction positive non nécessairement

décroissante. Ces nouvelles inégalités intégrales améliorent dans certains cas et généra-

lisent dans plusieurs directions celles citées dans le paragraphe 1.

2.1. Convergence exponentielle ou polynômiale. Avant d’énoncer le premier résul-

tat principal de ce paragraphe, on introduit une fonction h : R+ → R+ dont l’intérêt est

d’obtenir de meilleures estimations de stabilité en minimisant, par rapport à h(t), les

termes à droite de (2.14) et (2.15) ci-après.

Soient r un réel positif, α un réel strictement positif, ω : R+ → R+∗ et λ : R+ → R+

deux fonctions continues. On note λ̃(t) =
∫ t

0
λ(τ) dτ et on trouve que∫ +∞

0

e(r+1)λ̃(t) dt = +∞. (2.1)

Pour tout s ∈ R+ fixé, on définit la fonction Is : R+ → R par

Is(t) = (ω(s))r+1

∫ t

s

e(r+1)λ̃(τ) dτ − e(r+1)λ̃(s)

(
(αω(0))r + r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)
.

On a Is ∈ C1(R+), I ′s(t) = (ω(s))r+1e(r+1)λ̃(t) > 0,

Is(0) = (ω(s))r+1

∫ 0

s

e(r+1)λ̃(τ) dτ − e(r+1)λ̃(s)

(
(αω(0))r + r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)
< 0

et, d’après (2.1), limt→+∞ Is(t) = +∞. Donc Is admet une seule racine dans R+∗ notée

g(s), d’où on définit g : R+ → R+∗ par

Is(g(s)) = 0, ∀s ≥ 0. (2.2)
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D’une part, comme ω est continue, il en est de même pour la fonction g. D’autre part,

Is(s) = −e(r+1)λ̃(s)

(
(αω(0))r + r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)
< 0,

d’où g(s) > s, et par conséquent lims→+∞ g(s) = +∞. Donc g est surjective de R+ sur

[g(0),+∞[.

Soit maintenant t ∈ ]g(0),∞[ fixé. On définit la fonction Jt : [0, t]→ R+ par

Jt(s) =


(∫ t

s

eλ̃(τ) dτ

)
e
∫ s
0
ω(τ) dτ si r = 0,(∫ t

s

e(r+1)λ̃(τ) dτ

)(
(αω(0))r + r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)1/r

si r > 0.

La fonction Jt est positive et dérivable sur [0, t], et

J ′t(s) =


Is(t)e

∫ s
0
ω(τ) dτ si r = 0,

Is(t)

(
(αω(0))r + r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)1/r−1

si r > 0.

Comme J ′t(s) est de même signe que Is(t), alors J ′t > 0 à droite de 0 (car t > g(0)) et

J ′t < 0 à gauche de t (car g(s) > s). Donc Jt atteint son maximum sur [0, t] au moins en

un point s0 ∈ ]0, t[ vérifiant Is0(t) = 0, d’où s0 ∈ g−1({t}).
On définit maintenant la fonction h : R+ → R+ par

h(t) =

{
0 si t ∈ [0, g(0)],

max g−1({t}) si t ∈ ]g(0),+∞[.
(2.3)

On a, pour tout t > g(0), h(t) ∈ g−1({t}) et Ih(t)(t) = 0. Pour minimiser les termes

à droite de (2.14) et (2.15) ci-après par rapport à h(t), il suffit de maximiser Jt (avec

α = 1/E(0)). Donc les termes à droite de (2.14) et (2.15) atteignent leur minimum en

h(t) pour tout t > g(0).

Si ω est une constante, alors g est strictement croissante (il suffit de dériver l’égalité

(2.2)), et dans ce cas-là,

h(t) =

{
0 si t ∈ [0, D−1(αr/ω)],

g−1(t) = K−1(D(t)) si t ∈ ]D−1(αr/ω),∞[,

où K et D sont les deux fonctions définies sur R+ par

K(t) = D(t) + e(r+1)λ̃(t)

(
rt+

αr

ω

)
, D(t) =

∫ t

0

e(r+1)λ̃(τ) dτ.

On généralise maintenant le Lemme 1.1 dans plusieurs directions en montrant le

premier lemme principal suivant :

Lemme 2.1. Soient E : R+ → R+ une fonction dérivable, a : R+ → R+∗ et λ : R+ → R+

deux fonctions continues. Supposons qu’il existe r ≥ 0 tel que{∫ +∞
s

Er+1(t) dt ≤ a(s)E(s), ∀s ≥ 0,

E′(t) ≤ λ(t)E(t), ∀t ≥ 0.
(2.4)
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Alors, pour tout t ≥ 0,

E(t) ≤ E(0)

ω(0)
ω(h(t))eλ̃(t)−λ̃(h(t))e−

∫ h(t)
0 ω(τ) dτ si r = 0, (2.5)

E(t) ≤ ω(h(t))eλ̃(t)−λ̃(h(t))

((
ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ h(t)

0

(ω(τ))r+1 dτ

)−1/r

si r > 0, (2.6)

où λ̃(t) =
∫ t

0
λ(τ) dτ , h est définie par (2.3) avec α = 1/E(0) et ω = 1/a.

Remarques. 1. En utilisant un changement de variables, les estimations (2.5) et (2.6)

peuvent être généralisées au cas suivant :{∫ +∞
s

φ′(t)Er+1(t) dt ≤ a1(s)E(s), ∀s ≥ 0,

E′(t) ≤ λ1(t)E(t), ∀t ≥ 0,
(2.7)

où a1 : R+ → R+∗ et λ1 : R+ → R+ sont deux fonctions continues et φ vérifie les mêmes

hypothèses que dans le Lemme 1.1. En effet, on pose E1 = E ◦ φ−1, a = a1 ◦ φ−1 et

λ = λ1◦φ−1

φ′◦φ−1 . D’après (2.7), on a{∫ +∞
s

Er+1
1 (t) dt ≤ a(s)E1(s), ∀s ≥ 0,

E′1(t) ≤ λ(t)E1(t), ∀t ≥ 0.

Donc E1 vérifie (2.5) et (2.6), et par conséquent, E vérifie (2.5) et (2.6) avec t remplacé

par φ(t).

Si, dans (2.7), λ1 = 0 et a1 = 1
dE

r(0) avec d une constante strictement positive

(comme dans (1.2)), alors E vérifie (2.5) et (2.6) avec

h(t) =

{
0 si t ∈ [0, 1/d],

1
r+1 (t− 1/d) si t ∈ ]1/d,∞[,

et t remplacé par φ(t). Et donc (2.5) et (2.6) avec t remplacé par φ(t) cöıncident avec

(1.3) et (1.4) respectivement.

2. Si, dans (2.4), λ = 0 et a est une constante, alors (2.5) et (2.6) sont optimales (voir

V. Komornik [59]).

Preuve du Lemme 2.1. Si E(s) = 0 ou si a(s) = 0 pour un s ≥ 0, la première inégalité de

(2.4) implique que E(t) = 0 pour tout t ≥ s, et dans ce cas-là, il n’y a rien à démontrer.

Donc, on peut supposer que E(t) > 0 et a(t) > 0 pour tout t ≥ 0 sans perte de généralité.

On pose ω = 1/a et ψ(s) =
∫ +∞
s

Er+1(t) dt. On a

ψ(s) ≤ 1

ω(s)
E(s), ∀s ≥ 0. (2.8)

La fonction ψ est positive décroissante de classe C1 sur R+, vérifiant, d’après (2.8),

ψ′(s) = −Er+1(s) ≤ −(ω(s)ψ(s))r+1, ∀s ≥ 0;
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alors, par intégration,

ψ(s) ≤ ψ(0)e−
∫ s
0
ω(τ) dτ ≤ E(0)

ω(0)
e−

∫ s
0
ω(τ) dτ si r = 0, (2.9)

ψ(s) ≤
((

ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ s

0

(ω(τ))r+1 dτ

)−1/r

si r > 0. (2.10)

Maintenant, pour tout s ≥ 0, on pose

fs(t) = e−(r+1)λ̃(t)

∫ t

s

e(r+1)λ̃(τ) dτ, ∀t ≥ s. (2.11)

La fonction fs est de classe C1 sur [s,+∞[ et strictement positive sur ]s,+∞[, vérifiant

fs(s) = 0 et f ′s(t) + (r + 1)λ(t)fs(t) = 1, ∀t ≥ s ≥ 0.

Donc, d’après la deuxième inégalité de (2.4),

Er+1(t) ≥ ∂t(fs(t)Er+1(t)), ∀t ≥ s ≥ 0. (2.12)

Par suite, d’après (2.12),

ψ(s) ≥
∫ g(s)

s

Er+1(t) dt ≥ fs(g(s))Er+1(g(s)), ∀s ≥ 0, (2.13)

où g est définie par (2.2) avec α = 1/E(0).

Soient maintenant t > g(0) et s = h(t) où h est définie par (2.3) avec α = 1/E(0).

On a donc g(s) = t et on déduit alors de (2.13) que, pour tout t > g(0),

ψ(h(t)) ≥ fh(t)(t)E
r+1(t) =

(
e−(r+1)λ̃(t)

∫ t

h(t)

e(r+1)λ̃(τ) dτ

)
Er+1(t).

On conclut de (2.9) et (2.10) que, pour tout t > g(0),

E(t) ≤ E(0)

ω(0)
eλ̃(t)

(∫ t

h(t)

eλ̃(τ) dτ

)−1

e−
∫ h(t)
0 ω(τ) dτ si r = 0, (2.14)

E(t) ≤ eλ̃(t)

(∫ t

h(t)

e(r+1)λ̃(τ) dτ

) −1
r+1

×
((

ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ h(t)

0

(ω(τ))r+1 dτ

) −1
r(r+1)

si r > 0. (2.15)

En utilisant le fait que Ih(t)(t) = Is(g(s)) = 0, c’est-à-dire∫ t

h(t)

e(r+1)λ̃(τ) dτ = (ω(h(t)))−(r+1)e(r+1)λ̃(h(t))

((
ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ h(t)

0

(ω(τ))r+1 dτ

)
,

on conclut (2.5) et (2.6) pour t > g(0).

Si t ∈ [0, g(0)], la deuxième inégalité de (2.4) implique que

E(t) ≤ E(0)eλ̃(t),

et comme h(t) = 0 sur [0, g(0)], E(0)eλ̃(t) cöıncide avec les termes à droite de (2.5) et de

(2.6). Ceci achève la preuve du Lemme 2.1.
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Commentaire. Le Lemme 2.1 donne des estimations précises ((2.5) et (2.6)) sur le

comportement de E; ces estimations sont définies à partir d’une fonction g qui est la

solution d’une équation intégrale (Is(g(s)) = 0) qui n’est pas toujours facile à résoudre.

Mais les estimations (2.14) et (2.15) restent vraies pour toute fonction h positive vérifiant,

pour un certain T0 > 0,

h(t) < t sur ]T0,+∞[.

Donc pour des choix simples de h, on obtient des estimations moins fortes que (2.5) et

(2.6) mais qui sont aisément calculables, d’où les résultats suivants :

Lemme 2.2. Sous les hypothèses du Lemme 2.1, pour tout t > 1,

E(t) ≤ E(0)

ω(0)
eλ̃(t)

(∫ t

t−1

eλ̃(τ) dτ

)−1

e−
∫ t−1
0

ω(τ) dτ si r = 0, (2.16)

E(t) ≤ eλ̃(t)

(∫ t

t−1

e(r+1)λ̃(τ) dτ

) −1
r+1

×
((

ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ t−1

0

(ω(τ))r+1 dτ

) −1
r(r+1)

si r > 0. (2.17)

Preuve. Dans (2.13) on choisit

g(s) = s+ 1, ∀s ∈ R+,

au lieu de la racine de Is. On obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) = t− 1 pour t > 1, d’où

(2.16) et (2.17).

Remarque. Comme λ̃ est croissante, alors∫ t

t−1

e(r+1)λ̃(τ) dτ ≥ e(r+1)λ̃(t−1).

Donc, on déduit de (2.16) et (2.17) qu’il existe c > 0 tel que, pour tout t > 1,

E(t) ≤ ceλ̃(t)−λ̃(t−1)e−
∫ t−1
0

ω(τ) dτ si r = 0, (2.18)

E(t) ≤ ceλ̃(t)−λ̃(t−1)

(
1 +

∫ t−1

0

(ω(τ))r+1 dτ

)−1/r(r+1)

si r > 0. (2.19)

Lemme 2.3. Sous les hypothèses du Lemme 2.1, pour tous ε ∈ ]0, 1[ et t > 0,

E(t) ≤ E(0)

ω(0)
eλ̃(t)

(∫ t

εt

eλ̃(τ) dτ

)−1

e−
∫ εt
0
ω(τ) dτ si r = 0, (2.20)

E(t) ≤ eλ̃(t)

(∫ t

εt

e(r+1)λ̃(τ) dτ

) −1
r+1

×
((

ω(0)

E(0)

)r
+ r

∫ εt

0

(ω(τ))r+1 dτ

) −1
r(r+1)

si r > 0. (2.21)

Preuve. Dans (2.13) on choisit

g(s) =
1

ε
s, ∀s ∈ R+,
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au lieu de la racine de Is. On obtient (2.14) et (2.15) avec h(t) = εt pour t > 0, d’où

(2.20) et (2.21).

Remarque. Comme λ̃ est croissante, alors∫ t

εt

e(r+1)λ̃(τ) dτ ≥ (1− ε)te(r+1)λ̃(εt).

Donc, on déduit de (2.20) et (2.21) qu’il existe c > 0 tel que, pour tous ε ∈ ]0, 1[ et t > 0,

E(t) ≤ c

(1− ε)t
eλ̃(t)−λ̃(εt)e−

∫ εt
0
ω(τ) dτ si r = 0, (2.22)

E(t) ≤ c

((1− ε)t)r+1
eλ̃(t)−λ̃(εt)

(
1 +

∫ εt

0

(ω(τ))r+1 dτ

) −1
r(r+1)

si r > 0. (2.23)

Comme des cas particuliers, on déduit du Lemme 2.2 les estimations suivantes :

Lemme 2.4. Sous les hypothèses du Lemme 2.1 et si λ ∈ R+ et

a(s) = c1e
−c2s avec c1 > 0 et c2 ∈ R,

il existe une constante c > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t) ≤ ce−
1
c1
t si r = c2 = 0,

E(t) ≤ ce−
e−c2
c1c2

ec2t si r = 0 et c2 6= 0,

E(t) ≤ ct
−1

r(r+1) si r > 0 et c2 = 0,

E(t) ≤ c
(
e(r+1)c2(t−1) − 1

c2

) −1
r(r+1)

si r > 0 et c2 6= 0.

Preuve. Il suffit de remarquer que λ̃(t) = λt et ω(s) = 1
c1
ec2s, et d’appliquer (2.18) et

(2.19).

Remarque. Quand c2 < 0, les estimations du Lemme 2.4 n’impliquent pas que E con-

verge vers zéro.

Lemme 2.5. Sous les hypothèses du Lemme 2.1 et si λ ∈ R+ et

a(s) = c1(s+ 1)−c2 avec c1 > 0 et c2 ∈ R,

il existe une constante c > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t) ≤ ct
−1
c1 si r = 0 et c2 = −1,

E(t) ≤ ce
−1

c1(c2+1)
tc2+1

si r = 0 et c2 6= −1,

E(t) ≤ c(ln(t))
−1

r(r+1) si r > 0 et c2 =
−1

r + 1
,

E(t) ≤ c
(
tc2(r+1)+1 − 1

c2(r + 1) + 1

) −1
r(r+1)

si r > 0 et c2 6=
−1

r + 1
.

Preuve. Il suffit de remarquer que λ̃(t) = λt et ω(s) = 1
c1

(s+ 1)c2 , et d’appliquer (2.18)

et (2.19).

Remarque. Quand c2 < −1
r+1 , les estimations du Lemme 2.5 n’impliquent pas que E

converge vers zéro. D’autre part, quand −1
r+1 ≤ c2 < 0, les Lemmes 1.1–1.3 ne s’appliquent
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pas car a n’est pas borné, alors que le Lemme 2.5 montre que E converge vers zéro et

donne une estimation précise sur sa convergence.

Lemme 2.6. Sous les hypothèses du Lemme 2.1 et si λ ∈ R+ et

a(s) = c1(ln(s+ 2))−c2 avec c1 > 0 et c2 ∈ R,

il existe une constante c > 0 telle que, pour tout t > 1,

E(t) ≤ c(ln(t+ 1))
−2
c1 si r = 0 et c2 = −1,

E(t) ≤ ce
−2

c1(c2+1)
(ln(t+1))c2+1

si r = 0 et c2 6= −1,

E(t) ≤ c(ln(ln(t+ 1)))
−1

r(r+1) si r > 0 et c2 =
−1

r + 1
,

E(t) ≤ c
(

(ln(t+ 1))c2(r+1)+1 − 1

c2(r + 1) + 1

) −1
r(r+1)

si r > 0 et c2 6=
−1

r + 1
.

Preuve. Il suffit de remarquer que λ̃(t) = λt et∫ t−1

0

ωr+1(τ) dτ ≥ 2c
−(r+1)
1

∫ t−1

0

1

τ + 2
(ln(τ + 2))(r+1)c2 dτ,

et d’appliquer (2.18) et (2.19).

Remarque. Quand c2 < −1
r+1 , les estimations du Lemme 2.6 n’impliquent pas que E

converge vers zéro. D’autre part, quand −1
r+1 ≤ c2 < 0, les Lemmes 1.1–1.3 ne s’appliquent

pas car a n’est pas borné, alors que le Lemme 2.6 montre que E converge vers zéro et

donne une estimation précise sur sa convergence.

Dans le lemme suivant, on considère des hypothèses plus générales que (2.4) en inclu-

ant le cas d’une perturbation du second membre.

Lemme 2.7. Soient E : R+ → R+ une fonction dérivable, a3 ∈ R+, a1, a2 : R+ → R+∗

et λ : R+ → R+ trois fonctions continues. Supposons qu’il existe r, p ≥ 0 tels que

a3(r + 1) sup
t≥0
{λ(t)} < 1

et, pour tout 0 ≤ s ≤ T < +∞,{∫ T
s
Er+1(t) dt ≤ a1(s)E(s) + a2(s)Ep+1(s) + a3E

r+1(T ),

E′(t) ≤ λ(t)E(t), ∀t ≥ 0.
(2.24)

Alors E vérifie (2.5) et (2.6) où λ̃(t) =
∫ t

0
λ(τ) dτ , ω = 1/a et a est défini par (2.26)

ci-dessous.

Remarques. 1. Comme dans les Lemmes 2.2 et 2.3, on peut montrer que, sous les

hypothèses du Lemme 2.7, E vérifie (2.16)–(2.19) et (2.20)–(2.23) où ω = 1/a et a est

défini par (2.26).

2. Si r = 0, λ est une constante et λa3 ≥ 1, alors E(t) = eλt satisfait (2.24). Ceci

implique qu’une fonction vérifiant (2.24) ne converge pas forcément vers zéro.
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Preuve du Lemme 2.7. Il suffit de montrer que E vérifie la première inégalité de (2.4)

pour appliquer le Lemme 2.1. On a

a3E
r+1(T ) = a3

∫ T

s

(Er+1)′(t) dt+ a3E
r+1(s)

≤ a3(r + 1)

∫ T

s

λ(t)Er+1(t) dt+ a3E
r+1(s)

≤ a3(r + 1) sup
t≥0
{λ(t)}

∫ T

s

Er+1(t) dt+ a3E
r+1(s).

Donc, d’après la première inégalité de (2.24), on obtient∫ +∞

s

Er+1(t) dt ≤ b(s)E(s), ∀s ≥ 0, (2.25)

où

b(s) =
a1(s) + a2(s)Ep(s) + a3E

r(s)

1− a3(r + 1) supt≥0{λ(t)}
, ∀s ≥ 0.

On considère la fonction f0 (définie par (2.11) pour s = 0) et on intègre sur [0, s] l’inégalité

Er+1(t) ≥ ∂t(f0(t)Er+1(t)), ∀t ≥ 0 ;

on obtient, d’après (2.25)

b(0)E(0) ≥
∫ s

0

Er+1(t) dt ≥ f0(s)Er+1(s), ∀s ≥ 0,

d’où (on exclut s = 0 car f0(0) = 0)

E(s) ≤
(
b(0)E(0)

f0(s)

) 1
r+1

, ∀s > 0.

D’autre part, la deuxième inégalité de (2.24) implique que

E(s) ≤ E(0)eλ̃(s), ∀s ≥ 0.

Donc

E(s) ≤ min

{
E(0)eλ̃(s),

(
b(0)E(0)

f0(s)

) 1
r+1
}

= d(s), ∀s ≥ 0.

La fonction d est continue et strictement positive, et on a

b(s) ≤ a1(s) + a2(s)(d(s))p + a3(d(s))r

1− a3(r + 1) supt≥0{λ(t)}
, ∀s ≥ 0.

D’où, on conclut de (2.25) la première inégalité de (2.4) avec

a(s) =
a1(s) + a2(s)(d(s))p + a3(d(s))r

1− a3(r + 1) supt≥0{λ(t)}
. (2.26)

Ceci achève la preuve du Lemme 2.7.

Dans le cas particulier où λ et ai sont des constantes, le Lemme 2.7 généralise et

améliore une version que j’ai démontrée (sous des hypothèses plus fortes) et utilisée dans

mes deux articles [43] et [44].
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Lemme 2.8. Soient E : R+ → R+ une fonction dérivable, a1, a2 ∈ R+∗ et a3, r, p, λ ∈ R+.

Supposons que{∫ T
s
Er+1(t) dt ≤ a1E(s) + a2E

p+1(s) + a3E
r+1(T ), ∀0 ≤ s ≤ T,

E′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.
(2.27)

Si a3λ(r + 1) < 1, alors il existe deux constantes strictement positives ω et c telles que,

pour tout t ≥ 0,

E(t) ≤ ce−ωt si r = 0, (2.28)

E(t) ≤ c(1 + t)
−1
r si r > 0 et λ = 0, (2.29)

E(t) ≤ c(1 + t)
−1

r(r+1) si r > 0 et λ > 0. (2.30)

Preuve. Si λ = 0, (2.27) implique (1.2). Donc, d’après le Lemme 1.1, (1.3) et (1.4)

impliquent (2.28) et (2.29) respectivement.

Supposons que λ > 0. D’après la preuve du Lemme 2.7, E vérifie la première inégalité

de (2.4) où a est défini par (2.26). Donc, on déduit (2.16) et (2.17) avec ω(s) = 1/a(s). Or,

sous les hypothèses du Lemme 2.8, la fonction a est bornée. Donc ω(s) ≥ 1/supt≥0{a(t)}
(si supt≥0{a(t)} = 0, alors a1 = a2 = a3 = 0, et par conséquent E = 0), d’où (2.16) et

(2.17) impliquent, pour tout t > 1, (2.28) et (2.30) respectivement.

Pour t ∈ [0, 1], on a

E(t) ≤ E(0)eλt ≤ E(0)eλ.

Donc E vérifie (2.28)–(2.30) aussi pour t ∈ [0, 1].

2.2. Convergence générale. On généralise maintenant les Lemmes 1.2 et 1.3 au cas

non dissipatif en montrant le deuxième lemme principal de ce paragraphe. Ceci unifie,

améliore dans certains cas et généralise au cas non dissipatif tous les cas cités dans le

paragraphe 1.

Lemme 2.9. Soient E : R+ → R+ une fonction dérivable, λ ∈ R+ et ϕ : R+ → R+ une

fonction convexe et strictement croissante vérifiant

ϕ(0) = 0. (2.31)

Supposons que {∫ +∞
s

ϕ(E(t)) dt ≤ E(s), ∀s ≥ 0,

E′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0.
(2.32)

Alors

E(t) ≤ eλτ0g−1
(
eλ(t−h(t))ϕ

(
ψ−1(h(t) + ψ(E(0)))

))
, ∀t ≥ 0, (2.33)

où

ψ(t) =

∫ 1

t

1

ϕ(s)
ds, ∀t > 0, (2.34)

g(t) =


ϕ(t) si λ = 0,∫ t

0

ϕ(s)

s
ds si λ > 0,

∀t ≥ 0, (2.35)
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h(t) =

{
K−1(D(t)) si t ∈ ]T0,+∞[,

0 si t ∈ [0, T0],
(2.36)

avec 
K(t) = D(t) +

ψ−1
(
t+ ψ(E(0))

)
ϕ
(
ψ−1

(
t+ ψ(E(0))

))eλt, ∀t ≥ 0,

D(t) =

∫ t

0

eλs ds, ∀t ≥ 0,

(2.37)

et

T0 = D−1

(
E(0)

ϕ(E(0))

)
et τ0 =

{
0 si t ∈ ]T0,+∞[,

T0 si t ∈ [0, T0].
(2.38)

Remarques. 1. Si λ = 0 et ϕ(t) = dtr+1 pour d > 0 et r ≥ 0, alors l’estimation (2.33)

cöıncide avec (1.5), (1.8) et (1.11), et elle cöıncide avec (1.3) et (1.4) si de plus φ(s) = s.

2. Si λ = 0, alors l’estimation (2.33) est plus forte que (1.8) en général grâce à notre

fonction h définie par (2.36) qui minimise (2.47) ci-après.

3. Notons que, comme 1/ϕ est décroissante,

ψ−1(t)

ϕ(ψ−1(t))
≤ t, ∀t ≥ ψ(1/2).

Par conséquent, h(t) ≥ 1
2 t+ ψ(E(0)) pour t assez grand. Donc on déduit de (2.33) qu’il

existe C > 0 tel que

E(t) ≤ Cg−1
(
e
λ
2 tϕ
(
ψ−1

(
1
2 t
)))

, ∀t ≥ 0.

Dans le cas particulier λ = 0 (E est décroissante), cette inégalité implique que

E(t) ≤ Cψ−1
(

1
2 t
)
, ∀t ≥ 0.

Preuve du Lemme 2.9. Si E(s) = 0 pour un s ≥ 0, la première inégalité de (2.32) implique

que E(t) = 0 pour tout t ≥ s, et dans ce cas-là, il n’y a rien à démontrer. Donc, on peut

supposer que E(t) > 0 pour tout t ≥ 0 sans perte de généralité.

On pose

L(s) =

∫ +∞

s

ϕ(E(t)) dt, ∀s ≥ 0. (2.39)

D’après (2.32), on a

L(s) ≤ E(s), ∀s ≥ 0. (2.40)

La fonction L est strictement positive décroissante de classe C1 sur R+, vérifiant, d’après

(2.39) et (2.40),

−L′(s) = ϕ(E(s)) ≥ ϕ(L(s)), ∀s ≥ 0.

La fonction ψ définie par (2.34) est strictement décroissante, donc

(ψ(L(s)))′ =
−L′(s)
ϕ(L(s))

≥ 1, ∀s ≥ 0.

Alors, par intégration sur [0, t] et en utilisant (2.40) pour s = 0,

ψ(L(t)) ≥ t+ ψ(E(0)), ∀t ≥ 0. (2.41)

Comme ϕ est convexe et ϕ(0) = 0, on a

ϕ(s) ≤ ϕ(1)s, ∀s ∈ [0, 1], et ϕ(s) ≥ ϕ(1)s, ∀s ≥ 1, (2.42)
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et par conséquent limt→0 ψ(t) = +∞ et [ψ(E(0)),+∞[ ⊂ Image(ψ). On déduit donc de

(2.41) que

L(t) ≤ ψ−1
(
t+ ψ(E(0))

)
, ∀t ≥ 0. (2.43)

Maintenant, pour tout s ≥ 0, on pose

fs(t) = e−λt
∫ t

s

eλτ dτ, ∀t ≥ s. (2.44)

La fonction fs est strictement croissante sur [s,+∞[ et strictement positive sur ]s,+∞[,

vérifiant

fs(s) = 0 et f ′s(t) + λfs(t) = 1, ∀t ≥ s ≥ 0. (2.45)

D’après (2.42), la fonction g définie par (2.35) est bien définie, positive et strictement

croissante, vérifiant

g(t) ≤ ϕ(t) et λtg′(t) = λϕ(t), ∀t ≥ 0,

donc, d’après (2.45) et la deuxième inégalité de (2.32),

∂τ
(
fs(τ)g(E(τ))

)
= f ′s(τ)g(E(τ)) + fs(τ)E′(τ)g′(E(τ))

≤ (1− λfs(τ))ϕ(E(τ)) + λfs(τ)ϕ(E(τ)) = ϕ(E(τ)), ∀τ ≥ s ≥ 0.

En intégrant cette inégalité sur [s, t], on obtient

L(s) ≥
∫ t

s

ϕ(E(τ)) dτ ≥ fs(t)g(E(t)), ∀t ≥ s ≥ 0. (2.46)

D’après (2.42), limt→+∞ g(s) = +∞. Comme g(0) = 0 et g est strictement croissante, on

déduit de (2.43) et (2.46) que

E(t) ≤ g−1

(
inf

s∈[0,t[

ψ−1
(
s+ ψ(E(0))

)
fs(t)

)
, ∀t > 0. (2.47)

On fixe maintenant t > T0, où T0 est défini par (2.38), et on pose

J(s) =
ψ−1

(
s+ ψ(E(0))

)
fs(t)

, ∀s ∈ [0, t[. (2.48)

La fonction J est dérivable et on a, pour tout s ∈ [0, t[,

J ′(s) = f−2
s (t)

[
e−λ(t−s)ψ−1

(
s+ ψ(E(0))

)
− fs(t)ϕ

(
ψ−1

(
s+ ψ(E(0))

))]
.

On vérifie facilement, d’après (2.44), que

J ′(s) = 0 ⇔ K(s) = D(t) et J ′(s) < 0 ⇔ K(s) < D(t)

où K et D sont définies par (2.37). On a K(0) = E(0)/ϕ(E(0)) et D(0) = 0. De plus,

comme ψ−1 est strictement décroissante et d(s) = s/ϕ(s), s > 0, est décroissante (puisque

ϕ est convexe), alors K et D sont strictement croissantes. Donc, si t > T0,

inf
s∈[0,t[

J(s) = J
(
K−1(D(t))

)
= J(h(t)).

Comme h vérifie J ′(h(t)) = 0, on conclut de (2.47) l’estimation (2.33) pour t > T0.

Si t ∈ [0, T0], alors il suffit de noter que E′(t) ≤ λE(t) et g ≤ ϕ impliquent que

E(t) ≤ eλtE(0) ≤ eλT0E(0) ≤ eλT0ϕ−1
(
eλtϕ(E(0))

)
≤ eλT0g−1

(
eλtϕ(E(0))

)
.
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Remarque. Sous les hypothèses du Lemme 2.9, on a toujours

lim
t→+∞

E(t) = 0. (2.49)

En effet, il suffit de choisir s = 1
2 t dans (2.48) et noter que g(0) = 0, limt→0 ψ(t) = +∞

et limt→+∞ f 1
2 t

(t) > 0 d’où, d’après (2.47), le résultat (2.49).

On termine ce paragraphe par le lemme suivant qui montre que la fonction E est nulle

à partir de certain t0 si E vérifie (2.32) avec ϕ non convexe.

Lemme 2.10. Soient E : R+ → R+ une fonction dérivable, λ ∈ R+ et ϕ : R+ → R+ une

fonction continue croissante vérifiant∫ E(0)

0

1

ϕ(s)
ds < +∞, ϕ(0) = 0 et ϕ(t) > 0, ∀t > 0. (2.50)

Supposons que E vérifie (2.32). Alors

E(t) = 0, ∀t ≥
∫ E(0)

0

1

ϕ(s)
ds. (2.51)

Remarque. Le Lemme 2.10 donne une généralisation du [63, Theorem 3(e)] correspon-

dant au cas particulier λ = 0 (E est décroissante) et ϕ(s) = 1
T s

p, où T > 0 et p ∈ ]0, 1[.

Preuve du Lemme 2.10. Supposons par contradiction que E(t) > 0 pour tout t ≥ 0. On

considère la fonction L définie par (2.39) et on pose ϕ̃(t) =
∫ E(0)

t
1

ϕ(s) ds. D’après (2.40),

on a (
ϕ̃(L(s))

)′
=
−L′(s)
ϕ(L(s))

=
ϕ(E(s))

ϕ(L(s))
≥ 1, ∀s ≥ 0.

Donc, par intégration sur [0, t],

ϕ̃(L(t)) ≥ t+ ϕ̃(L(0)), ∀t ≥ 0. (2.52)

D’après (2.50), ϕ̃(L(t)) ≤ ϕ̃(0) =
∫ E(0)

0
1

ϕ(s) ds < +∞ pour tout t ≥ 0, alors que

lim
t→+∞

(
t+ ϕ̃(L(0))

)
= +∞.

Ceci contredit (2.52). Donc on déduit qu’il existe t0 ≥ 0 tel que E(t0) = 0. La première

inégalité de (2.32) pour s = t0 et (2.50) impliquent que

E(t) = 0, ∀t ≥ t0. (2.53)

On choisit t0 = min{t ≥ 0 : E(t) = 0}. On a alors E(t) > 0 pour tout t ∈ [0, t0[ et

L(s) =
∫ t0
s
ϕ(E(t)) dt. Par conséquent, (2.52) est vérifié, par continuité en t0, pour tout

t ∈ [0, t0]. Donc

t0 ≤ t0 + ϕ̃(L(0)) ≤ ϕ̃(L(t0)) ≤ ϕ̃(0) =

∫ E(0)

0

1

ϕ(s)
ds,

d’où, d’après (2.53), le résultat (2.51).
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3. Équation des ondes

3.1. Introduction. On considère dans ce paragraphe le problème de la stabilisation

(interne et frontière) de l’équation des ondes semi-linéaire avec un terme perturbant

d’ordre 1 : 
u′′ −∆u+ h(∇u) + f(u) + g(u′) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω

(P3)

dans le cas d’un feedback interne, et
u′′ −∆u+ h(∇u) + f(u) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ0 × R+,

∂νu+ g(u′) = 0 sur Γ1 × R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω

(P3′)

dans le cas d’un feedback frontière, où Ω ⊂ Rn est un domaine ouvert borné de frontière

Γ assez régulière, et f, g : R → R et h : Rn → R sont des fonctions continues vérifiant

certaines hypothèses (voir paragraphe 3.2). Dans (P3′), Γ = Γ0 ∪ Γ1 où Γ0 et Γ1 sont

deux parties fermées et disjointes.

L’objectif principal de ce paragraphe est de montrer que toute solution de (P3) et (P3′)

converge vers zéro quand t converge vers l’infini et de donner des estimations précises de

stabilité en utilisant, en particulier, les résultats du paragraphe 2.

3.2. Notations et résultats principaux. On commence ce paragraphe par considérer

des hypothèses générales.

(H.1) Hypothèses sur f. f : R→ R est une fonction de classe C1 telle que f(0) = 0,

|f(s1)− f(s2)| ≤ α(1 + |s1|q + |s2|q)|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ R,
F (s) ≥ −as2, ∀s ∈ R,

(3.2.1)

avec α, q ≥ 0, (n− 2)q ≤ n et a < 1/2c0, où F est le potentiel défini par

F (s) =

∫ s

0

f(σ) dσ, ∀s ∈ R,

et c0 est la plus petite constante positive (qui ne dépend que de Ω et de ζ̂ où ζ̂ est défini

dans l’hypothèse (H.3)) vérifiant (inégalité de Poincaré)∫
Ω

eζ̂·x|v|2 dx ≤ c0
∫

Ω

eζ̂·x|∇v|2 dx, ∀v ∈ H1
Γ0

(Ω), (3.2.2)

où H1
Γ0

(Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ0}. Dans le cas de (P3) (Γ0 = Γ), on utilise la

notation classique H1
0 (Ω).

On suppose aussi qu’il existe un réel b > 0 tel que

2bF (s) ≤ sf(s), ∀s ∈ R. (3.2.3)

(H.2) Hypothèses sur g. g : R→ R est une fonction de classe C1, croissante, g(0) = 0, et

telle que

g(s)s > 0, ∀s ∈ R∗. (3.2.4)
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On suppose aussi qu’il existe trois constantes r ≥ 1 et c1, c2 > 0 telles que

c1 min{|s|, |s|r} ≤ |g(s)| ≤ c2 max{|s|1/r, |s|}, ∀s ∈ R. (3.2.5)

(H.3) Hypothèses sur h. h : Rn → R est une fonction de classe C1 telle que

∇h est borné, (3.2.6)

et il existe ζ̂ ∈ Rn et β ≥ 0 tels que

|h(ζ) + ζ̂ · ζ| ≤ β|ζ|, ∀ζ ∈ Rn. (3.2.7)

On pose maintenant φ(x) = ζ̂ · x et on définit l’énergie équivalente de la solution de

(P3) et de (P3′) par la formule

E(t) =

∫
Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + |∇u|2 + 2F (u)

)
dx, ∀t ∈ R+. (3.2.8)

Remarques. 1. Si la fonction f est croissante vérifiant f(0) = 0, alors les conditions

(3.2.1) et (3.2.3) sont satisfaites avec a = 0 et b = 1/2.

2. La condition (3.2.1) assure l’inégalité∫
Ω

eφ(x)(|u′|2 + |∇u|2) dx ≤ kE(t), ∀t ∈ R+, (3.2.9)

où k = 1
1−2ac0

. En effet, (3.2.1) et (3.2.2) impliquent que

E(t) ≥
∫

Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + |∇u|2 − 2a|u|2

)
dx

≥
∫

Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + (1− 2ac0)|∇u|2

)
dx

≥ (1− 2ac0)

∫
Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + |∇u|2

)
dx,

d’où (3.2.9). Comme φ est bornée, l’inégalité (3.2.9) montre que l’énergie équivalente E

définit une norme pour le couple (u, u′) sur H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Existence et régularité de solutions. En utilisant la méthode de Galerkin (voir

M. M. Cavalcanti et al. [20]) – on omet ici les détails – on peut montrer, sous les hypothèses

(H.1)–(H.3), que le problème (P3) admet, pour toute donnée initiale

(u0, u1) ∈ (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω),

une solution unique (forte) u : ]0,+∞[→ R, vérifiant

u ∈ L∞(]0,+∞[;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), u′ ∈ L∞(]0,+∞[;H1

0 (Ω)),

u′′ ∈ L∞(]0,+∞[;L2(Ω)).
(3.2.10)

En revanche, si (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), alors, en utilisant des arguments classiques

de densité, on montre que (P3) admet une solution unique (faible) u : Ω× ]0,+∞[→ R
dans l’espace

C(]0,+∞];H1
0 (Ω)) ∩ C1(]0,+∞[;L2(Ω)). (3.2.11)
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On présente maintenant les résultats de stabilité concernant (P3).

Théorème 3.2.1. Supposons satisfaites les hypothèses (H.1)–(H.3) avec b < 1. Alors

l’énergie équivalente E définie par (3.2.8) vérifie, pour toute solution faible de (P3), les

estimations suivantes :

Cas 1 : h est linéaire (β = 0). Il existe deux constantes positives c et ω telles que

E(t) ≤ cE(0)e−ωt, ∀t ∈ R+ si r = 1, (3.2.12)

E(t) ≤ c(1 + t)
−2
r−1 , ∀t ∈ R+ si r > 1. (3.2.13)

Cas 2 : h est non linéaire (β > 0). Supposons que r = 1 et β est assez petit. Alors E

vérifie (3.2.12).

Remarques. 1. Dans la démonstration du Théorème 3.2.1, on précise la condition de

petitesse supposée sur β dans le cas où h est non linéaire.

2. Si r = 1, on obtient la stabilité exponentielle (3.2.12) que h soit linéaire ou non.

Dans tous les cas, grâce à l’introduction de l’énergie équivalente, aucune condition de

petitesse n’est imposée sur |ζ̂| (qui représente la partie linéaire de h).

3. Dans le cas particulier où g est linéaire (g(s) = αs pour tout s ∈ R avec α > 0;

donc r = 1 dans (3.2.5)), on retrouve les résultats obtenus par S. Messaoudi [78].

4. Dans le cas où β = 0 (h est linéaire), il est possible d’affaiblir les conditions (3.2.5)

(voir A. Guesmia [35, 36] pour le système d’élasticité et A. Guesmia [34] pour le système

de Petrovsky). Comme notre objectif principal est de traiter le terme perturbant h(∇u),

on ne considère dans ce paragraphe que les conditions (3.2.5).

On s’intéresse maintenant à la stabilisation de (P3′). Pour obtenir les estimations de

stabilité (3.2.12) et (3.2.13) dans le cas d’un feedback frontière, on a besoin d’imposer

quelques hypothèses géométriques sur Γ. Soit x0 un point fixe dans Rn. On pose

m = m(x) = x− x0, R = max
x∈Ω̄
|m(x)| = ‖m‖∞ (3.2.14)

et on suppose que les deux parties non vides Γ0 et Γ1 de Γ vérifient, pour un réel δ > 0,

Γ0 = {x ∈ Γ : m · ν ≤ 0}, Γ1 = {x ∈ Γ : m · ν ≥ δ}. (3.2.15)

Exemples. Concernant l’existence d’une telle partition de Γ, on peut prendre Ω comme

suit :

1. Si n = 1, alors Ω est un intervalle ouvert borné: Ω = ]x1, x2[ ⊂ R. Les hypothèses

géométriques (3.2.15) sont satisfaites dans les cas suivants :

(i) Γ0 = {x1}, Γ1 = {x2} et x0 ≤ x1,

(ii) Γ0 = {x2}, Γ1 = {x1} et x0 ≥ x2.

2. Si n ≥ 2 et Ω = Ω1 \ Ω̄0 où Ω1 et Ω0 sont deux domaines ouverts de frontières Γ1

et Γ0 respectivement, Ω̄0 ⊂ Ω1 et Ω1 et Ω0 sont étoilés par rapport à un point x0 ∈ Ω0

(un domaine Ω est dit étoilé par rapport à x0 si m · ν > 0 sur ∂Ω), alors les hypothèses

géométriques (3.2.15) sont satisfaites.

3. Si n ≥ 2 et Ω n’est pas de la forme mentionnée dans l’exemple précédent, alors

l’existence d’un point x0 vérifiant les hypothèses géométriques (3.2.15) n’est pas valable en
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général. En appliquant une méthode d’approximation, on peut affaiblir considérablement

ces hypothèses géométriques, au moins en dimension n = 2, 3, en adaptant des arguments

donnés par V. Komornik et E. Zuazua [66] pour l’équation des ondes (voir aussi les

références mentionnées dans [66]). D’autre part, il est possible d’affaiblir les hypothèses

(3.2.15) en considérant le cas des domaines presque étoilés (une notion introduite et

appliquée par P. Martinez [76]).

(H.4) Hypothèse sur f. f : R→ R est une fonction de classe C1 vérifiant (3.2.3), et

|f(s1)− f(s2)| ≤ α(1 + |s1|q + |s2|q)|s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ R,
F (s) ≥ 0, ∀s ∈ R,

(3.2.16)

avec α, q ≥ 0 et (n− 2)q ≤ n.

L’existence et la régularité des solutions de (P3′) peuvent être démontrées par la

méthode de Galerkin (voir M. M. Cavalcanti et al. [20] et S. Messaoudi [78]) ; mais ce

point ne sera pas discuté ici. Avec les notations

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur Γ0} = H1
Γ0

(Ω) et W = H2(Ω) ∩ V,

on obtient :

1. Pour tout (u0, u1) ∈ W × V tel que ∂νu0 + g(u1) = 0 sur Γ1, le problème (P3′)

admet une solution forte unique u : ]0,+∞[→ R telle que

u ∈ L∞(]0,+∞[;W ), u′ ∈ L∞(]0,+∞[;V ) et u′′ ∈ L∞(]0,+∞[;L2(Ω)).

2. Si (u0, u1) ∈ V × L2(Ω), alors (en utilisant des arguments standard de densité) le

problème (P3′) admet une solution faible unique u : Ω× ]0,+∞[→ R dans l’espace

C(]0,+∞];V ) ∩ C1(]0,+∞[;L2(Ω)). (3.2.17)

Voici maintenant les résultats de stabilité de (P3′) :

Théorème 3.2.2. Soit u une solution de (P3′) dans la classe (3.2.17). Supposons satis-

faites les hypothèses (H.2)–(H.4) avec |ζ̂| assez petit, et b assez grand ou bien f linéaire.

Alors l’énergie équivalente E de u, définie par (3.2.8), satisfait les estimations du Théo-

rème 3.2.1 ; autrement dit, E satisfait (3.2.12) si β est assez petit (ou nul) et r = 1, et E

satisfait (3.2.13) si β = 0 et r > 1.

Remarques. 1. Comme exemple de fonction f satisfaisant (H.4), on peut prendre f(s) =

αs|s|q avec α, q ≥ 0 et (n − 2)q ≤ n. Les conditions (3.2.3) et (3.2.16) sont satisfaites

pour tout b ≤ 1 + q/2.

2. L’exemple le plus simple d’une fonction g vérifiant (3.2.4) et (3.2.5) est le suivant :

g(s) = γ|s|r−1s si |s| ≤ 1, et g(s) = γs si |s| ≥ 1, où γ > 0.

3. Grâce à (3.2.16), l’énergie équivalente (3.2.8) satisfait l’inégalité∫
Ω

(|u′|2 + |∇u|2) dx ≤ e‖φ‖∞E(t). (3.2.18)
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La quantité (
∫

Ω
|∇u|2 dx)1/2 définit une norme sur V équivalente à la norme usuelle de

H1(Ω); par conséquent, V × L2(Ω) muni de E est un espace de Hilbert.

4. Dans la démonstration du Théorème 3.2.2, on précise la condition imposée sur |ζ̂|
ainsi que celle imposée sur b dans le cas où f est non linéaire.

5. Comme (P3) et (P3′) sont dissipatifs (au sens de l’énergie équivalente) si h est

linéaire, alors on peut considérer des conditions sur le comportement de g au voisinage

de zéro plus faibles que (3.2.5) et montrer des estimations générales de stabilité (comme,

par exemple, celles démontrées par F. Alabau-Bousouira [3] et M. Eller et al. [29]).

3.3. Feedback interne. Afin de justifier tous les calculs qui vont suivre, on montre tout

d’abord les estimations (3.2.12) et (3.2.13) pour les solutions fortes ; et par l’utilisation

d’arguments standard de densité, on déduit ces mêmes estimations pour toute solution

faible. Soient donc

(u0, u1) ∈ (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)

et u la solution de (P3) correspondante (vérifiant (3.2.10)).

On va montrer que l’énergie équivalente (3.2.8) vérifie les hypothèses du Lemme 2.8

pour obtenir les estimations cherchées.

Dans toute la suite de ce paragraphe, c désigne une constante positive générique qui

peut changer d’une ligne à l’autre et qui ne dépend pas de β.

On commence ce paragraphe par donner une formule explicite de la dérivée de E. En

dérivant E, on obtient (noter que φ(x) = ζ̂ · x)

E′(t) = 2

∫
Ω

eφ(x)
(
u′(u′′ + f(u)) +∇u · ∇u′

)
dx.

En utilisant (P3) pour remplacer le terme u′′+f(u), et en appliquant la formule de Green,

on déduit

E′(t) = −2

∫
Ω

eφ(x)u′g(u′) dx− 2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx. (3.3.1)

En utilisant maintenant (3.2.4), (3.2.7), (3.2.9) et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on

trouve

E′(t) ≤ 2

∫
Ω

eφ(x)|u′| |h(∇u) + ζ̂ · ∇u| dx

≤
∫

Ω

eφ(x)

(
β|u′|2 +

1

β
|h(∇u) + ζ̂ · ∇u|2

)
dx,

et par conséquent (avec k défini par (3.2.9))

E′(t) ≤ βkE(t), ∀t ∈ R+, (3.3.2)

d’où la deuxième inégalité de (2.27) avec λ = βk.

On montre ensuite que E vérifie la première inégalité de (2.27). Soient 0 ≤ S ≤
T <∞. Multiplions la première équation de (P3) par E

r−1
2 (t)eφ(x)u et intégrons la formule

obtenue sur Ω× [S, T ] ; on obtient
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0 =

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u
(
u′′ −∆u+ h(∇u) + f(u) + g(u′)

)
dx dt

=

[
E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)uu′ dx

]T
S

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(−|u′|2 + |∇u|2 + uf(u)) dx dt

− r − 1

2

∫ T

S

E
r−3
2 (t)E′(t)

∫
Ω

eφ(x)uu′ dx dt

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)ug(u′) dx dt

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx dt. (3.3.3)

Or, d’après (3.2.2), (3.2.3), (3.2.7), (3.2.9), (3.3.1) et l’inégalité de Cauchy–Schwarz,∣∣∣∣∫
Ω

eφ(x)u(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

∣∣∣∣
≤ β

2

∫
Ω

eφ(x)|u|2 dx+
1

2β

∫
Ω

eφ(x)|h(∇u) + ζ̂ · ∇u|2 dx ≤ βc
∫

Ω

eφ(x)|∇u|2 dx,

∣∣∣∣E r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)uu′ dx

∣∣∣∣ ≤ 1

2
E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(|u′|2 + |u|2) dx ≤ cE
r+1
2 (t),

∣∣∣∣r − 1

2
E
r−3
2 (t)E′(t)

∫
Ω

eφ(x)uu′ dx

∣∣∣∣
≤ cE

r−1
2 (t)|E′(t)| ≤ cE

r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(2u′g(u′) + 2|u′| |h(∇u) + ζ̂ · ∇u|) dx

≤ cE
r−1
2 (t)(−E′(t) + βcE(t)),

et uf(u) ≥ 2bF (u), donc on déduit de (3.3.3) que∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + (1− βc)|∇u|2 + 2bF (u)

)
dx dt

≤ βc
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(2|u′|2 − ug(u′)) dx dt

+c(E
r+1
2 (S) + E

r+1
2 (T ))− c

∫ T

S

E
r−1
2 (t)E′(t) dt. (3.3.4)

En intégrant le dernier terme de (3.3.4) on obtient∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + (1− βc)|∇u|2 + 2bF (u)

)
dx dt

≤ βc
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ c(E

r+1
2 (S) + E

r+1
2 (T ))

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(2|u′|2 − ug(u′)) dx dt. (3.3.5)
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Comme b < 1, on suppose que β est assez petit tel que 1 − βc ≥ b, et on tire de (3.3.5)

que

(b− βc)
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt ≤ c(E

r+1
2 (S) + E

r+1
2 (T ))

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(2|u′|2 − ug(u′)) dx dt. (3.3.6)

On majore maintenant la dernière intégrale de (3.3.6). On note

Ω+ = {x ∈ Ω : |u′| > 1} et Ω− = Ω \ Ω+.

On applique les inégalités de Cauchy–Schwarz et de Hölder, et on utilise (3.2.2), (3.2.4),

(3.2.5), (3.2.9) et (3.3.1). On trouve, pour tout ε > 0 :

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω+

eφ(x)ug(u′) dx dt

≤ c
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(∫
Ω+

eφ(x)|u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω+

eφ(x)|g(u′)|2 dx
) 1

2

dt

≤ c
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(
ε

∫
Ω+

eφ(x)|u|2 dx+
c

ε

∫
Ω+

eφ(x)u′g(u′) dx

)
dt

≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

c

ε

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u′g(u′) dx dt

≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

c

ε

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(
−E′(t)− 2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

)
dt.

Or, d’après (3.2.7) et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on a

|u′| |h(∇u) + ζ̂ · ∇u| ≤ β

2
(|u′|2 + |∇u|2),

donc

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω+

eφ(x)ug(u′) dx dt ≤ c
(
ε+

β

ε

)∫ T

S

E
r+1
2 (t) +

c

ε
E
r+1
2 (S). (3.3.7)

De même,

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

eφ(x)ug(u′) dx dt

≤
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(
ε

∫
Ω−

eφ(x)|u|2 dx+
c

ε

∫
Ω−

eφ(x)g2(u′) dx

)
dt

≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

c

ε

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

(eφ(x)u′g(u′))
2
r+1 dx dt

≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

c

ε

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(
−E′(t)− 2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

) 2
r+1

dt.

On distingue maintenant deux cas.
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Si h(∇u) = −ζ̂ · ∇u (β = 0), alors, d’après (3.3.1) et l’inégalité de Young,

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

eφ(x)ug(u′) dx dt

≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+

c

ε

(
ε2
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ ε1−rE(S)

)
≤ cε

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε−rE(S).

Si β > 0 (dans ce cas-là, on a supposé que r = 1), alors, d’après (3.3.1) et (3.2.7),

−
∫ T

S

∫
Ω−

eφ(x)ug(u′) dx dt

≤ cε
∫ T

S

E(t) dt+
c

ε

∫ T

S

(
−E′(t)− 2

∫
Ω−

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

)
dt

≤ cε
∫ T

S

E(t) dt+
c

ε
E(S) +

cβ

ε

∫ T

S

E(t) dt.

Donc, dans les deux cas, on obtient

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

eφ(x)ug(u′) dx dt ≤ c(ε+ β/ε)

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε−rE(S). (3.3.8)

Les deux inégalités (3.3.7) et (3.3.8) impliquent que

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)ug(u′) dx dt

≤ c(ε+ β/ε)

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ c

(
ε−rE(S) +

1

ε
E
r+1
2 (S)

)
. (3.3.9)

De la même manière, on majore le terme
∫ T
S
E
r−1
2 (t)

∫
Ω
eφ(x)|u′|2 dx dt. On a, d’après

(3.2.5), (3.2.7) et (3.3.1),∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω+

eφ(x)
∣∣u′∣∣2 dx dt ≤ c∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω+

eφ(x)u′g(u′) dx dt

≤ cβ
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cE

r+1
2 (S). (3.3.10)

D’autre part, d’après (3.2.5) et (3.3.1),∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

eφ(x)|u′|2 dx dt ≤ c
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

(eφ(x)u′g(u′))
2
r+1 dx dt

≤ c
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

(∫
Ω−

eφ(x)u′g(u′) dx

) 2
r+1

dt

≤ c
∫ T

S

E
r−1
2 (t)(−E′(t) + cβE(t))

2
r+1 dt.

En distinguant les deux cas β = 0 et β > 0 et en utilisant l’inégalité de Young, on trouve :

si β = 0,
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S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω−

eφ(x)|u′|2 dx dt ≤ cε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε

1−r
2 E(S),

et si β > 0 (dans ce cas-là, on a supposé que r = 1),∫ T

S

∫
Ω−

eφ(x)|u′|2 dx dt ≤ cβ
∫ T

S

E(t) dt+ cE(S).

Donc, on déduit que∫ T

S

∫
Ω−

eφ(x)|u′|2 dx dt ≤ c(ε+ β)

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε

1−r
2 E(S). (3.3.11)

Les deux inégalités (3.3.10) et (3.3.11) impliquent que∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|u′|2 dx dt ≤ c(ε+ β)

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ c(ε

1−r
2 E(S) + E

r+1
2 (S)). (3.3.12)

On substitue les deux inégalités (3.3.9) et (3.3.12) dans (3.3.6), et on trouve

(b− c(β + β/ε+ ε))

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt

≤ c(1 + 1/ε)E
r+1
2 (S) + c(ε

1−r
2 + ε−r)E(S) + cE

r+1
2 (T ). (3.3.13)

Finalement, si β = 0 (donc E est décroissante), on choisit ε < b/c ; alors (3.3.13) donne∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt ≤ c(E(S) + E

r+1
2 (S) + E

r+1
2 (T )) ≤ c(E(S) + E

r+1
2 (S)),

d’où, d’après le Lemme 2.8, on déduit les inégalités (3.2.12) et (3.2.13).

Si β > 0 (donc, par hypothèse, r = 1), on prend ε =
√
β et on obtient

(b− c(β +
√
β))

∫ T

S

E(t) dt ≤ cβE(S) + cE(S),

où cβ est une constante dépendant de β. On suppose que β est assez petit pour que

β +
√
β < b/c et ckβ

b−c(β+
√
β)
< 1 (la constante k est définie par (3.2.9)), et on obtient∫ T

S

E(t) dt ≤ cE(S) + cE(T ),

d’où l’inégalité (3.2.12), d’après le Lemme 2.8.

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.2.1.

3.4. Feedback frontière : h est non linéaire. Dans ce paragraphe, on montre l’estima-

tion (3.2.12) (stabilité exponentielle de (P3′)). La démonstration est très similaire à celle

donnée dans le paragraphe 3.3.

En utilisant la première équation de (P3′) et les conditions au bord, on montre facile-

ment que (noter que φ(x) = ζ̂ · x)

E′(t) = −2

∫
Γ1

eφ(x)u′g(u′) dx− 2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx. (3.4.1)

En utilisant (H.2)–(H.4), on déduit de (3.4.1) que

E′(t) ≤ −2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx ≤ β
∫

Ω

eφ(x)
(
|u′|2 + |∇u|2

)
dx ≤ βE(t),
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donc E satisfait la deuxième inégalité de (2.27) (avec λ = β). On montre maintenant

que, pour deux constantes ā et â,∫ T

S

E(t) dt ≤ āE(S) + âE(T ). (3.4.2)

Soit 0 < ε0 ≤ 1 (ε0 sera fixé ultérieurement). On multiplie la première équation de (P3′)

par

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)

où m est défini par (3.2.14) et (3.2.15), et on utilise les conditions au bord. On note

I1 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)u′′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt,

I2 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(−∆u− ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt,

I3 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(h(∇u) + ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt,

I4 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)f(u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt.

On commence par majorer les intégrales Ii (qui vérifient I1 + I2 + I3 + I4 = 0). On a

I1 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)u′′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

=

[∫
Ω

eφ(x)u′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx

]T
S

−
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(m · ∇(u′)2 + (n− ε0)|u′|2) dx dt

=

∫ T

S

∫
Ω

(ε0 + ζ̂ ·m)eφ(x)|u′|2 dx dt−
∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)(m · ν)|u′|2 dΓ dt

+

[∫
Ω

eφ(x)u′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx

]T
S

.

On majore le dernier terme de cette inégalité :∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)2 dx−
∫

Ω

eφ(x)(2m · ∇u)2 dx

=

∫
Ω

eφ(x)
(
(n− ε0)2|u|2 + 2(n− ε0)m · ∇(u)2

)
dx

=

∫
Ω

eφ(x)
(
(n− ε0)2|u|2 − 2(n− ε0)n|u|2

)
dx+ 2(n− ε0)

∫
Γ1

eφ(x)(m · ν)|u|2 dΓ

= (ε0 + n)(ε0 − n)

∫
Ω

eφ(x)|u|2 dx+ 2(n− ε0)

∫
Γ1

eφ(x)(m · ν)|u|2 dΓ

≤ 2(n− ε0)R

∫
Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ
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(noter que ε0 − n ≤ 1− n ≤ 0), alors∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)2 dx

≤
∫

Ω

eφ(x)(2m · ∇u)2 dx+ 2(n− ε0)R

∫
Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ. (3.4.3)

Par conséquent, pour tout ε > 0,∣∣∣∣∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)u′ dx

∣∣∣∣
≤ ε

2

∫
Ω

eφ(x)|u′|2dx+
1

2ε

(∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u)2 dx+ 2(n− ε0)R

∫
Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ

)
≤
∫

Ω

eφ(x)

(
ε

2
|u′|2 +

2R2

ε
|∇u|2 dx

)
+
R

ε
(n− ε0)c̄

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx

où c̄ est la plus petite constante positive vérifiant (inégalité de Poincaré)∫
Γ1

eφ(x)|v|2 dΓ ≤ c̄
∫

Ω

eφ(x)|∇v|2 dx, ∀v ∈ V = H1
Γ0

(Ω). (3.4.4)

Choisissons ε = 2
√
R(R+ c̄

2 (n− ε0)) et posons a1 =
√
R(R+ c̄

2 (n− ε0)) ; on obtient∣∣∣∣∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)u′ dx

∣∣∣∣ ≤ a1E(t).

Donc,

I1 ≥ −a1(E(S) + E(T ))−R
∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)|u′|2 dΓ dt

+ (ε0 −R‖∇φ‖∞)

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|u′|2 dx dt. (3.4.5)

D’autre part, en utilisant la formule générale de Green et l’identité

2∇u · ∇(m · ∇u) = 2|∇u|2 +m · ∇(|∇u|2)

(noter aussi que sur Γ0 on a ∇u = ∂νuν), on trouve

I2 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(−∆u− ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

=

∫ T

S

∫
Ω

(2 + ζ̂ ·m− ε0)eφ(x)|∇u|2 dx dt−
∫ T

S

∫
Γ0

eφ(x)(m · ν)|∇u|2 dΓ dt

+

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)
(
(m · ν)|∇u|2 − (n− ε0)u∂νu− 2(m · ∇u)∂νu

)
dΓ dt.

En utilisant la définition (3.2.15) de Γ0 et Γ1, on conclut que

I2 ≥ (2− ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

+

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
δ|∇u|2 − (n− ε0)u∂νu− δ|∇u|2 −

R2

δ
(∂νu)2

)
dΓ dt,
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d’où

I2 ≥ (2− ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

−
∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
(n− ε0)u∂νu+

R2

δ
(∂νu)2

)
dΓ dt. (3.4.6)

De même, en utilisant (3.2.7), (3.4.3) et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on trouve

I3 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(h(∇u) + ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

≥ −R
β

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(h(∇u) + ζ̂ · ∇u)2 dx dt

− β

4R

∫ T

S

(
4R2

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx+ 2(n− ε0)R

∫
Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ

)
dt,

et par conséquent

I3 ≥ −2βR

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt− β

2
(n− ε0)

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ dt. (3.4.7)

En utilisant (3.2.3) et le fait que F (0) = 0 et F soit positive, on obtient

I4 =

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)f(u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

≥ (n− ε0)b

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt+

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2m · ∇(F (u)) dx dt

≥
∫ T

S

∫
Ω

((n− ε0)b− n− ζ̂ ·m)eφ(x)2F (u) dx dt+

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)2(m · ν)F (u) dΓ dt.

On en déduit alors que

I4 ≥ ((n− ε0)b− n−R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt. (3.4.8)

On distingue maintenant deux cas (qui correspondent aux hypothèses du Théorème 3.2.2 :

f est linéaire ou b est assez grand).

Cas 1 : f est non linéaire. On suppose que

Rβ < 1, R|ζ̂| < min{1−Rβ, n}, b >
n+R|ζ̂|
n−R|ζ̂|

.

On choisit alors

ε0 ∈
]
R|ζ̂|,min

{
2(1−Rβ)−R|ζ̂|, n− n+R|ζ̂|

b

}[
,

ce qui implique que ε1 > 0 où

ε1 = min{ε0 −R|ζ̂|, 2− ε0 − 2Rβ −R|ζ̂|, (n− ε0)b− n−R|ζ̂|}.
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Combinons (3.4.5)–(3.4.8) et rappelons que I1 + I2 + I3 + I4 = 0. On obtient

ε1

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(|u′|2 + |∇u|2 + 2F (u)) dx dt

≤ a1(E(S) + E(T )) +

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
R|u′|2 +

β

2
(n− ε0)|u|2

+ (n− ε0)u∂νu+
R2

δ
(∂νu)2

)
dΓ dt. (3.4.9)

Cas 2 : f est linéaire. Si f(s) = αs pour une constante α > 0 (donc b = 1 dans (3.2.3)),

on déduit de (3.4.8) que

I4 ≥ −(ε0 +R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt

= (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt− 2ε0

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt

= (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt− 2ε0α

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|u|2 dx dt

≥ (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)2F (u) dx dt− 2ε0αc0

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

où c0 est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-là que

Rβ < 1 et R|ζ̂| < 1−Rβ
1 + αc0

.

On choisit alors ε0 ∈
]
R|ζ̂|, 2(1−Rβ)−R|ζ̂|

1+2αc0

[
, ce qui implique que ε1 > 0 où

ε1 = min{ε0 −R|ζ̂|, 2− ε0 − 2Rβ −R|ζ̂| − 2ε0αc0}. (3.4.10)

On obtient donc la même inégalité (3.4.9).

En utilisant maintenant la condition au bord sur Γ1, on obtient dans les deux cas

précédents

ε1

∫ T

S

E(t) dt ≤ a1(E(S) + E(T )) +

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
R|u′|2 +

R2

δ
g2(u′)

+
β

2
(n− ε0)|u|2 − (n− ε0)ug(u′)

)
dΓ dt. (3.4.11)

En utilisant (3.4.1) et l’inégalité de Cauchy–Schwarz, et en prenant en considération les

hypothèses (3.2.4), (3.2.5) (avec r = 1) et (3.2.7), on trouve que∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
R|u′|2 +

R2

δ
g2(u′)

)
dx dt ≤

(
R

c1
+
R2

δ
c2

)∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)u′g(u′) dx dt

=
1

2

(
R

c1
+
R2

δ
c2

)∫ T

S

(
−E′(t)− 2

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

)
dt

≤ 1

2

(
R

c1
+
R2

δ
c2

)
(E(S)− E(T )) +

1

2

(
R

c1
+
R2

δ
c2

)
β

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)(|u′|2 + |∇u|2) dx dt.
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On note a2 = 1
2

(
R
c1

+ R2

δ c2
)
. On déduit que∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
R|u′|2 +

R2

δ
g2(u′)

)
dx dt ≤ a2(E(S)− E(T )) + βa2

∫ T

S

E(t) dt. (3.4.12)

De même, pour tout ε > 0 et ε′ > 0 (où c̄ est défini par (3.4.4)) on a

(n− ε0)

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
β

2
|u|2 − ug(u′)

)
dx dt

≤ 1

2
(n− ε0)

∫ T

S

∫
Γ1

(
1

ε
g2(u′) + (β + ε)|u|2

)
dx dt

≤ 1

2
(n− ε0)

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
c2
ε
u′g(u′) + (β + ε)|u|2

)
dx dt

≤ c2
2ε

(n− ε0)

∫ T

S

(
−1

2
E′(t)−

∫
Ω

eφ(x)u′(h(∇u) + ζ̂ · ∇u) dx

)
dt

+
1

2
(β + ε)(n− ε0)c̄

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

≤ c2
4ε

(n− ε0)(E(S)− E(T )) +
1

2
(β + ε)(n− ε0)c̄

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

+
c2
2ε

(n− ε0)

∫ T

S

∫
Ω

eφ(x)

(
ε′β2

2
|∇u|2 +

1

2ε′
|u′|2

)
dx dt.

On choisit ε = β
√

c2ε′

2c̄ , ε′ = 1
β
√

2
et on note

a3 =
1

2
(n− ε0)

√
c̄c2√
2β
, a4 = (n− ε0)

(
βc̄

2
+

√
c̄c2β

2
√

2

)
.

On trouve

(n− ε0)

∫ T

S

∫
Γ1

eφ(x)

(
β

2
|u′|2 − ug(u′)

)
dx dt

≤ a4

∫ T

S

E(t) dt+ a3(E(S)− E(T )). (3.4.13)

En combinant (3.4.11)–(3.4.13) on obtient

(ε1 − βa2 − a4)

∫ T

S

E(t) dt ≤ (a1 + a2 + a3)E(S) + (a1 − a2 − a3)E(T ). (3.4.14)

On suppose β assez petit de sorte que

max{βa2 + a4, β(a1 − a3) + a4} < ε1

(noter que, quand β converge vers zéro, βa2 + a4 et β(a1− a3) + a4 convergent vers zéro,

et ε1 reste strictement positif). On note

ā =
a1 + a2 + a3

ε1 − βa2 − a4
, â =

a1 − a2 − a3

ε1 − βa2 − a4

et on obtient (3.4.2) avec βâ < 1, d’où on déduit, d’après le Lemme 2.8, l’estimation

(3.2.12).
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Ceci achève la démonstration du Théorème 3.2.2 dans le cas non dissipatif (β > 0

dans (3.2.7)).

3.5. Feedback frontière : h est linéaire. Dans ce paragraphe, on montre les estima-

tions (3.2.12) et (3.2.13) du Théorème 3.2.2 dans le cas où h(∇u) = −ζ̂ · ∇u avec ζ̂ ∈ Rn
(donc β = 0 dans (3.2.7)).

Dans ce paragraphe, on note par c une constante positive générique, par ε une con-

stante positive générique assez petite et cε une constante positive générique dépendant

de ε (et qui peuvent changer d’une ligne à l’autre).

Comme h(∇u) = −ζ̂ · ∇u et g est croissante, (3.4.1) implique que

E′(t) = −2

∫
Γ1

eφ(x)u′g(u′) dx ≤ 0, ∀t ∈ R+, (3.5.1)

où φ(x) = ζ̂ · x. Ainsi, (P3′) est dissipatif.

On fixe ε0 > 0, on multiplie la première équation de (P3′) par

E
r−1
2 (t)eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u)

et on intègre la formule obtenue sur Ω× [S, T ]. On obtient I1 + I2 + I3 = 0 où

I1 =

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u′′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt,

I2 =

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(−∆u− ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt,

I3 =

∫ T

S

∫
Ω

E
r−1
2 (t)eφ(x)f(u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt.

On estime maintenant les intégrales Ii. D’abord,

I1 =

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u′′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

=

[
E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx

]T
S

− r − 1

2

∫ T

S

E
r−1
2 (t)E′(t)

∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)

∫
Ω

(m · ∇(u′)2 + (n− ε0)|u′|2) dx dt

=

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(ε0 + ζ̂ ·m)|u′|2 dx dt

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)(m · ν)|u′|2 dΓ dt

+

[
E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)u′(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx

]T
S

− r − 1

2

∫ T

S

E
r−1
2 (t)E′(t)

∫
Ω

eφ(x)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt.
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Les deux derniers termes de cette égalité peuvent être majorés par cE
r+1
2 (S), on déduit

donc (d’après (3.2.14))

I1 ≥ −cE
r+1
2 (S)−R

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)|u′|2 dΓ dt

+ (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)|u′|2 dx dt. (3.5.2)

D’autre part, en utilisant la formule de Green (voir le paragraphe 3.4), on trouve

I2 =

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)(−∆u− ζ̂ · ∇u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

=

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

(2 + ζ̂ ·m− ε0)eφ(x)|∇u|2 dx dt

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ0

eφ(x)(m · ν)|∇u|2 dΓ dt

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)
(
(m · ν)|∇u|2 − (n− ε0)u∂νu− 2(m · ∇u)∂νu

)
dΓ dt.

D’après la définition (3.2.15) de Γ0 et Γ1, on conclut que

I2 ≥ (2− ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

−
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)

(
(n− ε0)u∂νu+

R2

δ
(∂νu)2

)
dΓ dt. (3.5.3)

En utilisant maintenant (3.2.3) et le fait que F soit positive, on obtient

I3 =

∫ T

S

∫
Ω

E
r−1
2 (t)eφ(x)f(u)(2m · ∇u+ (n− ε0)u) dx dt

≥ (n− ε0)b

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)F (u) dx dt

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)m · ∇(F (u)) dx dt

≥
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

((n− ε0)b− n− ζ̂ ·m)2eφ(x)F (u) dx dt

+

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

2eφ(x)(m · ν)F (u) dΓ dt ;

on déduit donc, d’après (3.2.15),

I3 ≥ ((n− ε0)b− n−R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt. (3.5.4)

On distingue maintenant deux cas correspondant à la linéarité de f .

Cas 1 : f est non linéaire. On suppose que R|ζ̂| < 1 et b > n+R|ζ̂|
n−R|ζ̂|

et on choisit

R|ζ̂| < ε0 < min

{
2−R|ζ̂|, n− n+R|ζ̂|

b

}
,
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ce qui implique que

min{ε0 −R|ζ̂|, 2− ε0 −R|ζ̂|, (n− ε0)b− n−R|ζ̂|} > 0.

Cas 2 : f est linéaire. Si f(s) = αs pour une constante positive α (donc b = 1 dans

(3.2.3)), on trouve, d’après (3.5.4),

I3 ≥ (−ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt

= (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt− 2ε0

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt

= (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt− 2ε0α

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)|u|2 dx dt

≥ (ε0 −R|ζ̂|)
∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

2eφ(x)F (u) dx dt− 2ε0αc0

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Ω

eφ(x)|∇u|2 dx dt

où c0 est la constante définie par (3.2.2). On suppose dans ce cas-là que R|ζ̂| < 1
1+αc0

et

on prend ε0 ∈
]
R|ζ̂|, 2−R|ζ̂|

1+2αc0

[
. Ceci implique que

min{ε0 −R|ζ̂|, 2−R|ζ̂| − (1 + 2αc0)ε0} > 0.

En combinant (3.5.2)–(3.5.4) et en prenant en considération la condition au bord

sur Γ1, on déduit de l’égalité I1 + I2 + I3 = 0 que∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt

≤ cE
r+1
2 (S) + c

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)(|u′|2 + g2(u′) + |ug(u′)|) dΓ dt. (3.5.5)

On majore maintenant le dernier terme de (3.5.5). On utilise l’inégalité de Cauchy–

Schwarz et l’inégalité (3.4.4) et on trouve∫
Γ1

eφ(x)|ug(u′)| dΓ ≤ ε
∫

Γ1

eφ(x)|u|2 dΓ + cε

∫
Γ1

eφ(x)g2(u′) dΓ

≤ εE(t) + cε

∫
Γ1

eφ(x)g2(u′) dΓ.

En substituant cette inégalité dans (3.5.5) et en choisissant ε > 0 assez petit, on obtient∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt ≤ cE

r+1
2 (S) + c

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ1

eφ(x)(|u′|2 + g2(u′)) dΓ dt. (3.5.6)

On suit maintenant la méthode utilisée dans le paragraphe 3.4. On note

Γ+ = {x ∈ Γ1 : |u′| > 1} et Γ− = Γ1 \ Γ+.

D’après (3.2.5) et (3.5.1), on a∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ+

eφ(x)(|u′|2 + g2(u′)) dx dt ≤ cE
r−1
2 (S)

∫ T

S

E
r−1
2 (t)

∫
Γ+

eφ(x)u′g(u′) dx dt

≤ c(E
r+1
2 (S)− E

r+1
2 (T )) ≤ cE

r+1
2 (S).
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De la même manière (en utilisant l’inégalité de Young), on trouve∫ T

S

∫
Γ−

E
r−1
2 (t)eφ(x)(|u′|2 + g2(u′)) dx dt

≤ c
∫ T

S

∫
Γ−
E
r−1
2 (t)(eφ(x)u′g(u′))

2
r+1 dx dt

≤ ε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε

∫ T

S

∫
Γ−

eφ(x)u′g(u′) dx dt

≤ ε
∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cε(E(S)− E(T )) ≤ ε

∫ T

S

E
r+1
2 (t) dt+ cεE(S).

En substituant la somme de ces deux dernières inégalités dans (3.5.6) et en choisissant ε

assez petit, on déduit que, pour tout 0 ≤ S ≤ T <∞,∫ T

S

E
r+1
2 (t) ≤ c(E(S) + E

r+1
2 (S)).

On en déduit, grâce à (3.5.1) et au Lemme 2.8, la stabilité exponentielle et la stabilité

polynômiale de (P3′) (estimations (3.2.12) et (3.2.13)). Ceci achève la démonstration du

Théorème 3.2.2.

4. Applications

4.1. Introduction. La méthode introduite et développée dans les paragraphes 2 et 3

est directe et très flexible ; elle peut être appliquée à des problèmes non dissipatifs variés

(élasticité, thermo-élasticité, systèmes couplés, coefficients variables, . . . ), soumis à un

feedback interne ou frontière, dans le but de généraliser et d’améliorer des estimations

différentes de stabilité (connues dans le cas dissipatif).

On donne ici quelques applications.

4.2. Équation générale des ondes. On considère dans ce paragraphe l’équation des

ondes semi-linéaire avec des coefficients variables (dépendant de l’espace) soumises à un

feedback interne
u′′ +Au+ q1(x)h(Du) + q2(x)f(u) + q3(x)g(u′) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(4.2.1)

où Au = −
∑n
i,j=1 ∂xi(aij(x)∂xju), avec aij ∈W 1,∞(Ω) vérifiant, pour a0 > 0,

aij(x) = aji(x),

n∑
i,j=1

aij(x)ζiζj ≥ a0|ζ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn, (4.2.2)

qi ∈ L∞(Ω) vérifiant, pour ε0 > 0,

q2(x) ≥ 0, q3(x) ≥ ε0, ∀x ∈ Ω, (4.2.3)
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et g et f vérifiant respectivement les hypothèses (H.2) et (H.4) du paragraphe 3. La

fonction h ∈ C1(Rn,R) vérifie, pour β ≥ 0 et φ ∈W 1,∞(Ω),

‖∇h‖∞ < +∞, |q1(x)h(ζ) +∇φ(x) · ζ| ≤ β|ζ|, ∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn. (4.2.4)

On utilise ici la notation

Du =
( n∑
j=1

a1j(x)∂xju, . . . ,

n∑
j=1

anj(x)∂xju
)
.

On définit l’énergie équivalente par

E(t) =

∫
Ω

eφ(x)
(
|u′|2 +

n∑
i,j=1

aij(x)∂xiu∂xju+ 2q2(x)F (u)
)
dx (4.2.5)

et on trouve

E′(t) = −2

∫
Ω

eφ(x)u′
(
q3(x)g(u′) + q1(x)h(Du) +∇φ(x) ·Du

)
dx.

En utilisant (4.2.4) et (4.2.5), on obtient

E(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0, (4.2.6)

où λ = cβ et c > 0 ne dépend pas de β.

On obtient alors les résultats suivants :

• Si β = 0, E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).

• Si r = 1 et β est assez petit, E vérifie (3.2.12).

La démonstration est identique à celle du Théorème 3.2.1.

Remarque. Des résultats similaires à ceux du Théorème 3.2.2 peuvent être aussi dé-

montrés dans le cas d’un feedback frontière
u′′ +Au+ q1(x)h(Du) + q2(x)f(u) = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ0 × R+,

∂νu+ q4(x)u+ q3(x)g(u′) = 0 sur Γ1 × R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(4.2.7)

où q4 ∈ L∞(Ω;R+) vérifie, pour ε1 > 0,

q4(x) ≥ ε1, ∀x ∈ Ω, ou Γ0 6= ∅. (4.2.8)

4.3. Équation des ondes avec un coefficient variable. Un autre exemple intéres-

sant des systèmes distribués non dissipatifs est l’équation des ondes avec des coefficients

variables (dépendant du temps). On considère ici l’exemple le plus simple suivant :
u′′ −A(t)u+ bu′ = 0 sur Ω× R+,

u = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(4.3.1)

où b > 0, A(t) = a(t)∆ et a ∈ C2(R+) ∩W 1,∞(R+) vérifie, pour a0 > 0 et λ ≥ 0,

a(t) ≥ a0, ∀t ≥ 0, (4.3.2)

a′(t) ≤ λa(t), ∀t ≥ 0. (4.3.3)
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Dans un cadre plus général (A(t)u =
∑n
i,j=1 ∂xi(ai,j(x, t)∂xju)), j’ai démontré dans

[42], sous certaines hypothèses de régularité et de petitesse sur les coefficients ai,j , que

le système (4.3.1) avec b = 0 est bien posé au sens des semi-groupes linéaires et qu’il est

exactement contrôlable.

En appliquant les résultats du paragraphe 2, on montre dans ce paragraphe que le

feedback bu′ stabilise exponentiellement le système (4.3.1).

On définit l’énergie de (4.3.1) par

E(t) =

∫
Ω

(|u′|2 + a(t)|∇u|2) dx.

Grâce à (4.3.2) et (4.3.3), E vérifie

E(t) ≥ min{a0, 1}
∫

Ω

(|u′|2 + |∇u|2) dx, (4.3.4)

E′(t) =

∫
Ω

(a′(t)|∇u|2 − 2b|u′|2) dx ≤ λE(t). (4.3.5)

Alors on a le résultat de stabilité exponentielle suivant. Soit c0 la plus petite constante

vérifiant ∫
Ω

|v|2 dx ≤ c0
∫

Ω

|∇v|2 dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (4.3.6)

Si

λ < min

{
b,

2 min{a0, 1}√
c0

}
, (4.3.7)

le système (4.3.1) est exponentiellement stable, c’est-à-dire il existe c, ω > 0 tels que

E(t) ≤ ce−ωt, ∀t ≥ 0. (4.3.8)

En effet, pour 0 ≤ S ≤ T <∞,

0 =

∫ T

S

∫
Ω

u(u′′ − a(t)∆u+ bu′) dx dt

=

[∫
Ω

(
uu′ +

b

2
|u|2
)
dx

]T
S

+

∫ T

S

∫
Ω

(−|u′|2 + a(t)|∇u|2) dx dt

=

[∫
Ω

(
uu′ +

b

2
|u|2
)
dx

]T
S

+

∫ T

S

E(t) dt− 2

∫ T

S

∫
Ω

|u′|2 dx dt.

En utilisant l’égalité de (4.3.5), on trouve∫ T

S

E(t) dt = −
[∫

Ω

(
uu′ +

b

2
|u|2
)
dx

]T
S

+
1

b

∫ T

S

(
−E′(t) +

∫
Ω

a′(t)|∇u|2 dx
)
dt.

En utilisant (4.3.3), on trouve(
1− λ

b

)∫ T

S

E(t) dt ≤ 1

b
(E(S)− E(T ))−

[∫
Ω

(
uu′ +

b

2
|u|2
)
dx

]T
S

.

En utilisant maintenant (4.3.4) et (4.3.6), on obtient

−
[∫

Ω

(
uu′ +

b

2
|u|2
)
dx

]T
S

≤
√
c0

2 min{a0, 1}
(E(S) + E(T )) +

bc0
2 min{a0, 1}

E(S).
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En combinant ces deux inégalités et en utilisant (4.3.7), on trouve∫ T

S

E(t) dt ≤ c1E(S) + c2E(T )

où c1 > 0 et c2 = b
b−λ
( √

c0
2 min{a0,1}−

1
b

)
. D’après (4.3.7), on a λc2 < 1. Donc, en appliquant

le Lemme 2.8 (pour r = 0), on déduit (4.3.8).

Remarque. L’estimation (4.3.8) peut être démontrée d’une façon tout à fait analogue si

on rajoute à la première équation de (4.3.1) un potentiel (variable) d(t)u où la fonction d

vérifie certaines hypothèses de régularité et de petitesse, mais sans être forcément positive.

L’estimation (4.3.8) reste aussi valable si on considère un feedback non linéaire g(u′) où

g est une fonction donnée vérifiant l’hypothèse (H.2) avec r = 1 (paragraphe 3). Dans les

deux cas, la condition de petitesse à imposer sur λ dépendra de d et de g.

4.4. Système de Petrovsky. On considère ici le problème de stabilisation interne du

système de Petrovsky semi-linéaire suivant :
u′′ + ∆2u+ q1(x)h(∆u) + q2(x)f(u) + q3(x)g(u′) = 0 sur Ω× R+,

u = ∂νu = 0 sur Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) sur Ω,

(4.4.1)

où g et f sont des fonctions données vérifiant respectivement (H.2) et (H.4) (paragraphe 3)

et qi sont des fonctions bornées vérifiant (4.2.3). On suppose ici que h ∈ C1(R;R) vérifie,

pour un réel β ≥ 0,

‖h′‖∞ < +∞, |h(ζ)| ≤ β|ζ|, ∀ζ ∈ R. (4.4.2)

On définit l’énergie classique E par

E(t) =

∫
Ω

(|u′|2 + |∆u|2 + 2q2(x)F (u)) dx (4.4.3)

et on trouve

E′(t) = −2

∫
Ω

q3(x)u′g(u′) dx− 2

∫
Ω

q1(x)u′h(∆u) dx. (4.4.4)

D’après (4.2.3), (4.4.2) et (4.4.3), on a

E′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0, (4.4.5)

où λ = β‖q1‖∞.

Alors on obtient :

• Si β = 0 (donc h = 0), E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).

• Si r = 1 et β‖q1‖∞ est assez petit, E vérifie (3.2.12).

La démonstration est tout à fait analogue à celle du Théorème 3.2.1 en utilisant le mul-

tiplicateur E
r−1
2 u (ici φ = 0).

Remarque. Il semble que l’introduction d’une énergie équivalente n’est pas possible

dans le cas de (4.4.1). Pour cette raison, on a considéré l’énergie classique et imposé

la condition de petitesse sur tout h (dans le cas des équations d’ordre 2 par rapport
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à l’espace considérées dans ce paragraphe et grâce à l’énergie équivalente, cette condition

de petitesse n’est imposée que sur la partie non linéaire de h).

4.5. Système de deux équations couplées. On considère ici le système couplé de

l’équation des ondes et le système de Petrovsky suivant :

u′′1 + ∆2u1 + l1(x)h1(∆u1) + l2(x)f1(u1)

+ l3(x)g1(u′1) + a2(x)u2 = 0 sur Ω× R+,

u′′2 −∆u2 + q1(x)h2(∇u2) + q2(x)f2(u2)

+ q3(x)g2(u′2) + a1(x)u1 = 0 sur Ω× R+,

u2 = u1 = ∂νu1 = 0 sur Γ× R+,

ui(x, 0) = u0
i (x) et u′i(x, 0) = u1

i (x) sur Ω,

(4.5.1)

où fi, gi et li sont définies respectivement comme f , g et qi dans le paragraphe 4.2,

h1 ∈ C1(R;R) et h2 ∈ C1(Rn;R) vérifiant, pour β1, β2 ≥ 0 et φ2 ∈W 1,∞(Ω),

‖h′1‖∞ < +∞, |h1(ζ)| ≤ β1|ζ|, ∀ζ ∈ R,
‖∇h2‖∞ < +∞, |q1(x)h2(ζ) +∇φ2(x) · ζ| ≤ β2|ζ|, ∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn,

et a1 et a2 sont deux fonctions bornées telles que
√
c0c1 e

2‖φ2‖∞‖a1‖∞ < 1 (4.5.2)

où c0 est défini par (4.3.6) et c1 est la plus petite constante vérifiant∫
Ω

|v|2 dx ≤ c1
∫

Ω

|∆v|2 dx, ∀v ∈ H2
0 (Ω).

On définit maintenant l’énergie équivalente de (4.5.1) par

E(t) =

∫
Ω

(|u′1|2 + |∆u1|2 + 2l2(x)F1(u1)) dx

+

∫
Ω

eφ2(x)(|u′2|2 + |∇u2|2 + 2q2(x)F2(u2)) dx+ 2

∫
Ω

eφ2(x)a1(x)u1u2 dx. (4.5.3)

L’hypothèse (4.5.2) garantit le fait que E soit une norme pour (u1, u2, u
′
1, u
′
2) équivalente

à la norme usuelle de

H2
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω).

D’autre part, l’énergie E vérifie

E′(t) = −2

∫
Ω

(l3(x)u′1g1(u′1) + eφ2(x)q3(x)u′2g2(u′2)) dx

−2

∫
Ω

(
l1(x)u′1h1(∆u1) + eφ2(x)u′2(q1(x)h2(∇u2) +∇φ2(x) · ∇u2)

)
dx

+2

∫
Ω

(eφ2(x)a1(x)− a2(x))u′1u2 dx, (4.5.4)

d’où, grâce aux hypothèses imposées sur les différentes fonctions,

E′(t) ≤ λE(t), ∀t ≥ 0, (4.5.5)
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avec λ = cmax{β2, β1‖l1‖∞, ‖eφ2(x)a1(x) − a2(x)‖∞} et c > 0 ne dépendant pas de

max{β2, β1‖l1‖∞, ‖eφ2(x)a1(x)− a2(x)‖∞}.
On obtient alors les résultats de stabilité suivants :

• Si β1 = β2 = 0 et a2 = a1e
φ2 , E satisfait (3.2.12) et (3.2.13).

• Si r = 1 et max{β2, β1‖l1‖∞, ‖eφ2(x)a1(x) − a2(x)‖∞} est assez petit, E satisfait

(3.2.12).

En effet, il suffit de multiplier la première et la deuxième équation de (4.5.1) par E
r−1
2 u1

et E
r−1
2 eφ2u2 respectivement, d’intégrer la somme sur [S, T ]× Ω et d’utiliser les mêmes

arguments que dans le paragraphe 3.3.

Remarque. Sous des hypothèses supplémentaires similaires à celles du Théorème 3.2.2,

on peut généraliser ces résultats au cas d’un feedback frontière pour l’équation des ondes,

i.e. {
u2 = 0 sur Γ0 × R+,

∂νu2 + q4(x)u2 + q3(x)g2(u′2) sur Γ1 × R+,

où q4 est une fonction positive et bornée vérifiant (4.2.8).

On peut aussi considérer un système couplé de deux équations des ondes ou de deux

équations de Petrovsky (avec même un couplage d’ordre ≤ 1 pour les ondes, et d’ordre ≤ 2

pour Petrovsky ou un couplage non linéaire comme par exemple celui que j’ai considéré

dans [48]).

4.6. Système général d’élasticité. On considère l’exemple du système d’élasticité

avec des coefficients aijkl(x) (dépendant uniquement de l’espace) suivant :

u′′i − σij,j + q1,i(x)hi(Dui)

+ q2,i(x)fi(ui) + q3,i(x)gi(u
′
i) = 0 sur Ω× R+,

ui = 0 sur Γ× R+,

ui(x, 0) = u0
i (x) et u′i(x, 0) = u1

i (x) sur Ω,

i = 1, . . . , n,

(4.6.1)

où on utilise les mêmes notations qu’auparavant (paragraphe 4.1) avec

Dui = (σi1, . . . , σin). (4.6.2)

Ici, pour i = 1, . . . , n, fi, gi, q1,i, q2,i et q3,i vérifient respectivement les mêmes hypothèses

que f , g, q1, q2 et q3 dans le paragraphe 4.2. On suppose que hi ∈ C1(Rn,R) vérifient,

pour βi ≥ 0 et φi ∈W 1,∞(Ω), i = 1, . . . , n,

‖∇hi‖∞ < +∞, |q1,i(x)hi(ζ) +∇φi(x) · ζ| ≤ βi|ζ|, ∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn.

L’énergie équivalente définie par

E(t) =

∫
Ω

n∑
i=1

eφi(x)
(
|u′i|2 +

n∑
j=1

σijεij + 2q2,i(x)Fi(ui)
)
dx (4.6.3)
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vérifie, d’après (4.6.1) et (4.6.2),

E′(t) = −2

∫
Ω

n∑
i=1

eφi(x)u′i(q3,i(x)gi(u
′
i) + q1,i(x)hi(Dui) +∇φi(x) ·Dui) dx

≤ cmax{βi}E(t)

où c > 0 ne dépendant pas de max{βi}.
On trouve les résultats de stabilité suivants :

• Si βi = 0 pour tout i = 1, . . . , n, E vérifie (3.2.12) et (3.2.13).

• Si r = 1 et max{βi} est assez petit, E vérifie (3.2.12).

La démonstration est analogue à celle du Théorème 3.2.1 (paragraphe 3) en multipliant

la première équation de (4.6.1) par E
r−1
2 eφiui et en intégrant la somme sur [S, T ]× Ω.

Remarque. Sous certaines hypothèses géométriques sur le domaine Ω (voir [36] et ses

références), ces résultats peuvent être généralisés au cas d’un feedback défini sur une

partie du bord, i.e.{
ui = 0 sur Γ0 × R+,∑n
j=1 σijνj + q4,i(x)ui + q3,i(x)gi(u

′
i) = 0 sur Γ1 × R+,

(4.6.4)

où q4,i sont des fonctions positives et bornées vérifiant (4.2.8).

5. Commentaires et questions ouvertes

La méthode présentée dans ce papier est directe et très souple ; elle peut être appliquée

à différents systèmes non dissipatifs et permet d’obtenir des estimations (exponentielle

et polynômiale par exemple) de stabilité à condition que les termes perturbants soient

d’ordres inférieurs de sorte que la deuxième inégalité de (1.13) soit satisfaite.

Les questions ouvertes générées par les résultats de ce papier sont nombreuses et

diverses. Les plus importantes sont, de notre point de vue, celles qui concernent des

systèmes beaucoup plus généraux et l’optimalité de nos estimations de stabilité. On

précise ici quelques-unes de ces questions.

L’hypothèse la plus restrictive sous laquelle nos applications sont valables est la con-

dition de petitesse supposée sur certains paramètres (dans l’objectif d’absorber certains

termes d’ordres inférieurs génants) ainsi que la croissance linéaire (r = 1) imposée sur

le feedback dans le cas où l’énergie équivalente n’est pas décroissante. D’où la question

ouverte : jusqu’au où peut-on affaiblir ces hypothèses et quel type d’estimations peut-on

obtenir dans ce cas-là? D’autre part, nos estimations de stabilité sont, dans certains cas

très particuliers, optimales. La question reste posée dans le cas général.

Il est intéressant (en particulier du point de vue des applications) de traiter un système

hyperbolique plus général basé sur l’équation

K(x, t)u′′ +A(t)u+ F (x, t, u, u′, A1/2(t)u) = 0 sur Ω× R+

où K et F sont des fonctions données et A(t) est un opérateur linéaire, coercif et auto-

adjoint.
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D’autre part, dans le second membre de la première inégalité de (2.24) on exclut la

présence du terme Eq+1(T ) avec q 6= r ; l’obtention d’une estimation de type (3.2.12)

et (3.2.13) dans une telle situation reste posée. Pour cela, il est utile de déterminer le

comportement à l’infini d’une fonction positive E vérifiant, pour trois fonctions données

λ : R+ → R+ et ψ,ϕ : R+ ×R+ → R+, les inégalités suivantes (plus générales que celles

de (2.24)) : {∫ T
s
ϕ(t, E(t)) dt ≤ ψ(E(s), E(T )), ∀0 ≤ s ≤ T < +∞,

E′(t) ≤ λ(t)E(t), ∀t ≥ 0.

Un tel résultat permettra d’affaiblir considérablement les hypothèses imposées sur le

feedback.

Dans le cas dissipatif, S. Nicaise [90] a démontré, dans un cadre général, un lien direct

entre la stabilité exponentielle par un feedback linéaire et la stabilité non exponentielle

par un feedback non linéaire. Un tel lien reste à démontrer dans le cas non dissipatif.
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ticité, Portugal. Math. 55 (1998), 333–347.

[34] A. Guesmia, Existence globale et stabilisation interne non linéaire d’un système de Petro-
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Paris, 1978.

[50] A. Haraux, Oscillations forcées pour certains systèmes dissipatifs non linéaires, Prépubli-
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[100] L. R. Tcheugoué Tébou, Sur la stabilisation de l’équation des ondes en dimension 2,

C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 319 (1994), 585–588.
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