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Sur le caractere gaussien de la
convergence presque partout

par

Michel Weber (Strasbourg)

Abstract. We establish functional type inequalities linking the regularity properties
of sequences of operators S = (Sy) acting on L?-spaces with those of the canonical
Gaussian process on the associated subsets of L? defined by (Sn(f)), f € L?. These
inequalities allow us to easily deduce as corollaries Bourgain’s famous entropy criteria in
the theory of almost everywhere convergence. They also provide a better understanding
of the role of the Gaussian processes in the study of almost everywhere convergence. A
partial converse path to Bourgain’s entropy criteria is also proposed.

1. Introduction, résultats. Soit (X,.A, ;) un espace probabilisé, et
considérons une suite S d’opérateurs continus S, : L?(u) — L?(u), n =
1,2,... L’étude des propriétés de convergence presque partout de la suite
(Snf)n>1, pour tout f € LP(u), o2 < p < 0o, est un des themes fondamen-
taux de la théorie ergodique. Ces propriétés font naturellement intervenir
les opérateurs de maximum associés a la suite S :

VI C N, Sz(g)Zsur;ISn(g)l, S*(g)ZSglt;ISn(g)L
ne n=

D’apres les principes généraux de la théorie ergodique que sont le principe
de Banach et le principe de continuité ([K], théoremes 7.2, p. 64 et 7.8,
p. 68), 'ensemble des éléments f € L?(u) pour lesquels la suite (S, (f))n>1
converge u-presque partout est fermé dans L2 (1) si, et seulement si, il existe
une fonction C': Rt — RT décroissante telle que lim, .o, C(a) = 0 et pour
laquelle p{S*(f) > al|fll2} < C(a) (a > 0, f € L?(u)). Lorsqu’en outre,
la suite S commute avec une famille £ de transformations mesurables de X
préservant i, et mélangeante au sens suivant :
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() VA BeA Va>1,3ITeé: uwANT'B) < au(A)u(B),

alors en vertu du second principe C(a) = O(a~2). C’est en particulier vrai
si S commute avec un endomorphisme ergodique de (X, A4, ). De sorte que
I’étude de la convergence presque partout de la suite S pour tout f € L?
se ramene, modulo des hypotheéses de commutation adéquates, a établir
I'existence d'une inégalité maximale u{S*(f) > a|/f|l2} < Ca™2, ainsi que
celle d'une classe dense dans L?(u) pour laquelle il y a convergence presque
partout.

Dans ce qui suit, on notera Z = {Z), : h € H} le processus gaussien
canonique sur L?(y), c’est-a-dire, le processus gaussien Z = {Z;, : h € H}
ayant pour fonction de covariance I'(h,h’) = (h,h'), h,h' € H. Dans [Bol]
(voir aussi [W2]), Bourgain a établi un lien remarquable entre les propriétés
de convergence presque partout de la famille S = (.S,,),, sur 'espace LP(u)
(2 < p < 00) et la régularité de Z sur les ensembles C, = (S, (g)) C L?(u).
Ce lien se traduit par le fait que ces ensembles sont des G B-ensembles, i.e.
Esup,,~1 |Z(Sn(f))| < oo, et fournit donc, via la minoration de Sudakov
(inégalité (2.7)), des conditions nécessaires sur 'entropie métrique des en-
sembles C; pour que les propriétés de convergence presque partout de S
(relativement & LP(u), 2 < p < oo, voir corollaires 1.2 et 1.7) aient lieu.
Ces conditions, signifiant que ces ensembles sont tous pas trop épais, se
sont révélées étre un outil remarquablement efficace et fondamental pour
établir des résultats de type négatif dans ’étude de problemes classiques de
convergence presque partout ([Bol]).

Dans cet article, nous proposons tout d’abord de développer cette ap-
proche en montrant que les criteres d’entropie de Bourgain se déduisent sim-
plement d’inégalités fonctionnelles liant la famille S et le processus gaussien
canonique Z. Introduisons & cet effet les fonctionnelles maximales suivantes
de la suite S sur I :

(LD (S, 1) = sup [[Sr(g)lli  Q2(5S, 1) = sup [|S1(9)ll2,u-
llgll2,. <1 llgll2,, <1

De méme, on note 27(S) = €Q;(S,N), i = 1,2. Lorsque la suite S est une

suite d’opérateurs L?(j1)-L° (1) continus, il sera utile de considérer aussi les

fonctionnelles suivantes introduites par Bourgain dans [Bol] et Bellow—Jones
dans [BJ] :

Qo 2(5,1,¢) = sup SSI(g) du,

lglloe w <1, lgll2, <
(1.2)

5oa(S,e) = sup {5*(9) du.
Hglloo”uglv ||g||2,u§5
Lorsque de plus les opérateurs S, sont continus sur LP(u), pour un réel
p € [2,00], nous posons pour tout ensemble fini I d’entiers, et g € LP(u),
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S(I,p):s1§1>||5nup, 1Snllp = sup_[[Sn(g)llp,p-

g |p7u_
Posons aussi
(I)(Svl) = sup ]EsupZ(Sn(f)),

fll2,u<t  me€l

®,(5,I) = sup Esup|Z(Sn(f))l.
Ifll2u<1  nel

(1.3)

Nous établissons des inégalités de liaison directe entre les fonctionnelles
Qoo 2(5,1,¢), Q2(S, 1) et (5, I). Le théoreme ci-dessous illustre bien notre
propos. Soit S une suite de L?(u) contractions telle que

¢ = inf ||S,|| > 0.
n>1

Supposons

(H1) il existe une suite {T; : j > 1} d’isométries positives de L?(u),
préservant 1, commutant avec la suite {S,, : n > 1} et vérifiant sur
L% (1) le théoréme ergodique dans Lt (u) :

Vfer®(u), lim HJ S1f - fdp”

I<J

Supposons aussi que S vérifie une inégalité maximale sur L?(u) :

(HM) Vie L2 (), 18" (Nlzu < Clfllop
Alors
THEOREME 1.1. Pour toute partie I de N,
@, (5. 1) (S,1)
< <
C19,(5,1) < Q(S, 1) < Cy S(1.2) = Co P

avec C; =1/2, Cy = \/m/2C.

REMARQUE. e L’inégalité de gauche est vraie sans ’hypothese (HM).
Les constantes ¢, C' sont calculables dans de nombreux exemples classiques :
moyennes ergodiques associées aux rotations du tore, sommes de Riemann,
sommes partielles trigonométriques etc.

e Pour ©4(S, ), on dispose d’un encadrement semblable :

(1.4) C1®(S, 1) < (S, 1) < C2®,(S, 1),

avec C; =1, Cy = /7/2C.

Convenons de noter pour tout b € L' (i), u(h) = (h, 1). Dans le corollaire
qui suit, nous remplacerons I’hypothese (H1) par une hypothese légeérement
plus fine :
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(H2) il existe une famille £ = {7} : j > 1} de transformations ponctuelles
de X, préservant p, commutant avec les S, (S,T;(f) = T;5,.(f)) et
ergodique :

%) Vhgelw), lim =3 (Tt g) = u(fu(g).

n—oo N
k=1

Sous cette hypothese, la propriété (£) est vérifiée. La suite S vérifie par
conséquent les conditions d’application du principe de continuité.

COROLLAIRE 1.2 (Critere d’entropie métrique dans LP(u), [Bol], Propo-
sition 1). Soit S une suite d’opérateurs continus S, : L?(u) — L?(u), n =
1,2,..., vérifiant Uhypothése (H2), et tels que pour un réel p € [2,00), la
condition suivante soit réalisée :

(Bp) Ve LP(u), sup|Sn(f)] <oo, p-presque partout.
n>1

Alors, pour tout f € LP(u), les ensembles Cy sont des GB-ensembles de
L*(p).

En particulier, il existe une constante numérique Cy et une constante
Cy dépendant de la suite S telles que pour tout f € LP(u),

(1.5) Cysup{ey/log Ny(e),e > 0} <E Sup Z(Sn(f)) < Col|fll2;

ot pour tout € > 0, nous notons par N¢(e) le cardinal minimal d’un re-
couvrement de Cy par des L*(u)-boules ouvertes, de rayon € et centrées
dans Cy.

La premiere inégalité en (1.5) fournit une estimation entropique opti-
male lorsque la suite S, est une suite de produits de convolutions (cf. [W4],
remarque 4.1.4); la seconde inégalité indique que les ensembles C'y sont
uniformément GB.

Démonstration. Comme 'hypothese (H2) implique (H1), en vertu du
principe de continuité, on sait que

sup sup t2pu{S*(f) > t|| fll3,.} < oc.
£z, <1 £20

Donc, 25(5) < oo, d’ou ®(5,N) < c0. =

Le théoréme 1.1 permet aussi de quantifier €21 (S, I), Q2(S, I), ce qui n’est
pas possible a 'aide du critére d’entropie précédent. Voici une application
a I’étude des sommes de Riemann. Définissons pour tout entier n =1,2,...
Popérateur somme de Riemann d’ordre n de f comme suit :

vz e Il =R/Z, Rn(f)(x):% 3 f<x+%>.

0<j<n
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Notons m la mesure de Lebesgue sur I1. Considérons maintenant la suite
Py, P, ... des nombres premiers, et posons aussi

Veell Vs> 1 A(N)@) =1 Y Re(f)@)

PROPOSITION 1.3. [l existe une constante absolue c telle que

Vr > 1, sup Ssﬁp |Rp,(f)|dm > cy/logr,
lfllzm<1"i=1

Vs > 1, sup Ssﬁp |Asi (f)|dm > cy/log s.

1fll2,m<1i=1
Démonstration. Considérons ’ensemble d’entiers

E={P™...P% :a; €{0,1}}

T

2—7“/2 Z e2imne

nekr

et la fonction

Alors
RPS (f)(l‘) _ 277’/2 Z eZiﬂ'nw7

nEENP,Z
et pour 1 <sz#t<r,

IRp,(f) = Re, ()2 = 1/V2.

11 résulte donc du théoreme 1.1 et de la minoration de Sudakov (inégalité
(2.7)) que

r B
sup Ssup|Rpi(f)]dm2—\/logr,
112, m <1 =1 V2

oul B est une constante numérique, d’ou le résultat.

Montrons a présent l'inégalité relative aux moyennes des sommes de
Riemann. Soit u fixé et 2 < s < t < u + 1, et introduisons les éléments
suivants :

E=E,={N{"...N&:«a; €10, 1}} Nj = Pyiyq...Pys1 pour j > 1,

_ 2z7rnz
f(:l:)_fu( ‘E ‘1/2 ngE:

Il résulte de la démonstration du théoreme 1.3 de [RW] que

. A S
2§sgt1£u+1 [ A2 f — Az f||2 = 2/3

Le théoreme 1.1 et la minoration de Sudakov permettent de conclure. m
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Définissons & présent pour toute fonction f : II — R les opérateurs
suivants :

1
Vn > = — iT).
nzl Suf(e) =3 fi)
Jj<n
ProPOSITION 1.4. Pour tout entier M > 26,
B
sup | sup |y fldy = < v/log(M/26),
lfll2<171<i<M

ot la constante B est celle de l'inégalité (2.7).

Démonstration. Soit s € N fixé. Soit P, Ps,... la suite des nombres
premiers ; on pose, pour tout 7' > 0,

Ap={n=P" .. P 2T <n<2™1 o;>0 i=1,...,s}
Choisissons d tel que 2¢ < P, puis T = [[d/2]/13]. Posons
1 2imnx
s(r) = —— e .
f( ) ﬁ(AT)l/z ng‘;T

La démonstration de Bourgain dans [Bol| (voir aussi [W4], Chapitre V, par.
5.1.2 pour des calculs détaillés) montre que

N((Sx(fs),i < [d/2]),1/4) = [[d/2]/13].
11 résulte donc du théoreme 1.1 et de I'inégalité (2.7) que pour tout M > 26,
B
sup S sup |Syif|dp > —+/log(M/26). =
[ fll2<1°1<i<M 8

Nous établirons aussi le résultat suivant relatif & la fonctionnelle maxi-
male de Bellow—Jones.

THEOREME 1.5. Supposons que pour tout n > 1, S, soit L?(u)-L°°(u)
continu, et qu’en outre U’hypothése (H1) soit satisfaite. Alors, pour toute
partie finie I de N, tout A > 0 et tout R > 0,

(S, 1) < /28(1) S(I,2)e /8 4 V2AS(I, 00)e B/4 + AQ 5(S, I, R/ A).
Ce théoreme a pour conséquence

PROPOSITION 1.6. Soit {S, : n > 1} une suite de L?(u)-L>(u) con-
tractions vérifiant Uhypothése (H1). Posons pour tout entier K > 0,

(1.6) ®*(S,K) = sup  Esup Z(S,(f)).
fll2,n<1 €l
ICN, §(I)=K

Alors, pour tout réel p > 0, il existe un réel 0 < C, < oo tel que pour tout
entier K > 3 et tout R > 0,

USK) (ke e T + QL5 R/ Vg B).

(1.7) =%
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En particulier,

@ (8,K)
1.8 1 _—
(18) MDA e R

Démonstration. Le théoreme 1.5 implique
(S, 1) < /28(1) e /8 + V2 Ae B/ 4 AQ . 5(S, I, R/A).

Soit ¢ > 0 fixé; choisissons C' = 8p + 4. Soit K > 3. Posons A = /C'log K.
Alors, pour toute partie I de N telle que (/) = K,

®(5,1) V2 o _R2/4 . R
Viog K = \/logKK +V2Ce ERLEE (S’ \/logK)’
puisque \/592072(5, R/\Clog K) < QF 5(S, R/vlog K) (I'inégalité in-
verse est aussi vraie pour C' > 1). D’olt (1.7) avec C, = v/2C, en prenant le

maximum sur toutes les parties I de N telles que (/) = K.

On obtient sans peine I'inégalité (1.8) a partir de (1.7) en laissant R
décrire une suite croissante d’entiers (R ) telle que limg .o Rx = oo et
limg . Ri/v/10g K = 0, puis en faisant tendre g vers zéro. m

< lim Q7 ,(S,¢).
e—0 ’

Nous en déduisons par exemple comme corollaire

COROLLAIRE 1.7 (Critere d’entropie dans L, [Bol], Proposition 2).
Soit {S, : n > 1} une suite de L*(u)-L>°(u) contractions vérifiant I’hypo-
thése (H1). Supposons aussi que

Cx) VL&),  u{{Salf):n > 1} converge} = 1.
Alors,
(1.9) V6>0, C(0)= sup N (6) < o0.

feL> (), [Ifllz2=1

Démonstration. Supposons qu’il existe un réel § > 0 tel que C(§) = oo.
Alors, pour tout entier K > 3, il existe f € L>(u) telle que || f|[2,, =1 et I
avec f(I) = K tels que

inf |[Sp(f) = Sm(f)ll2u = 6.

n,mel
n#m

Il en résulte, en vertu de I'inégalité (2.7) d’une part, et de la proposition 1.6
(avec p =1 et C' = C,) d’autre part, que
B < C(K~' +e B/ 4+ Q% (S, R/ log K),

ou B est une constante numérique. En choisissant alors R tel que C’e‘Rz/ 4 <
%Bd , puis en faisant tendre K vers I'infini, on en déduit

1
535 < limsup Q7 5(S,¢€).

e—0
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Ceci apporte une contradiction, puisqu’en vertu de la proposition 2.8, on sait
que l'opérateur maximal §2%_ 5(5,¢) est continu en 0. D’ou le corollaire. m

Les criteres d’entropie de Bourgain ont montré que les propriétés de bor-
nitude presque sure, ou de convergence presque sure de la suite S, étaient
“controlées” par celles du processus gaussien canonique Z sur des ensem-
bles intrinsequement liés a S. Les théoremes 1.1 et 1.5 fournissent quant
a eux des quantifications gaussiennes des opérateurs maximaux liés a .5,
desquelles découlent ces criteres. Il est donc tentant et naturel a la fois de
chercher & comprendre jusqu’'ou peut s’exercer ce phénomeme de “couplage
de régularité”. Ceci est d’autant plus naturel que dans bien des situations
les ensembles Cy = {S,(f) : n > 1} ont une structure gaussienne tres
simple (ce sont souvent des G B-ensembles). Le cas des sommes partielles
d’une série trigonométrique est a cet égard treés symptomatique, puisque les
ensembles C; sont de la forme {ay : |k| < n}, avec a = (ap)r € L2, ce
qui en fait trivialement des GB-ensembles. Dans cette optique, la question
suivante est naturelle :

QUESTION. Soit f € L?(u) telle que Esup,>; |Z(Sn(f))| < oo. Que
peut-on en inférer sur la régularité de la suite (S, (f))n?

Cette question a été étudiée dans des travaux antérieurs [W1]-[W3] a
I’aide des propriétés de compacité relative des lois des éléments de Stein
(Fj.¢), définis en (2.8) et naturellement associés a tout f € L2 Cet outil
est particulierement bien adapté (mais aussi quasi-exclusivement) au cas
des rotations (i.e. la suite d’isométries (T;) est la suite des puissances de
I'opérateur unitaire associé a une rotation irrationnelle du tore II. Dans
ce cas, quel que soit f € L2*(II), la suite des lois de (Fjf), est relative-
ment compacte dans L?(IT). On peut alors avantageusement remplacer la
suite (Fy f)s par une de ses limites en loi, aisément calculable a partir du
développement en série de Fourier de f. Si donc Esup,,~; |Z(S.(f))| < oo,
et si en outre les coefficients de Fourier de f sont tous non nuls, on en
déduit 'existence d’inégalités maximales sur I’espace de Hilbert autorepro-
duisant associé ([W3], Théoreme 4.4, p. 596) et aussi le fait que ’ensemble
G ={ge L?>): u{S*(g) < oo} = 1} est partout dense dans L?(IT). Un
résultat analogue a lieu pour la convergence presque stre.

Evidemment la question-clé se trouve concentrée dans ’existence ou non
d’une inégalité maximale lorsque Esup,,~; |Z(S,(f))| < oo pour tout f €
L?(u). Nous n’avons pas de réponse définitive & apporter & ce probleme. Par
contre, nous démontrerons le résultat partiel ci-dessous, significatif & cause
de la quantité (A4, f) qui y figure.

THEOREME 1.8. Soit S une suite d’opérateurs continus Sy, : L?(u) —
L?(n), n=1,2,..., vérifiant ’hypothése suivante :
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(H2") il existe une famille € = {T} : j > 1} de transformations ponctuelles
de X, préservant p, commutant avec les Syp (SpTj(f) = T;50(f))
et faiblement mélangeante :

() Vo€ L), lm - (Tife) — p(ulg) = 0.
k=1

Soit f € L?(u). Soit A une partie finie de N. Notons
(4, f)=E sup 1Z(Sn(f))]-
ne

Alors il existe une constante absolue K et un nombre fini t(A, f) tels que
Ve > 1A, f), p{Sa(f) >t} < K((A, f)* /8

On vérifie facilement a I’aide de I'inégalité de Jensen que

(A, f) < Vlogt(4) sup [1Sn ()2,

Ceci montre finesse de la majoration précédente pour ¢ grand.

2. Lemmes préliminaires

2.1. Commencons par un premier lemme utile, que nous démontrons en
détail, pour la commodité du lecteur.

LEMME 2.1. Soit T une isométrie positive de L*(u) telle que T1 = 1.
(a) Alors pour tout f € L*>(u),

IT oo < flloc et pn{(TF)? =Tf*}=1.
(b) Si en outre, T est un opérateur continu sur L'(u), alors pour tout

feL?(p),
W{(Tf)? =Tf"} =1,
et T est une isométrie positive de LY (u1).
(c) Réciproquement, si T est une isométrie positive de L (p) telle que
pour tout f € L?(u), p{(Tf)> = Tf?} = 1, alors T1 = 1 et T est une
isométrie positive de L?(j).

Démonstration. La premiere assertion est immédiate puisque Tf <T'1-
| flloo,s = | flloo,u- Soit A € F, 0 < pu(A) < 1. Nous utiliserons la propriété
suivante : deux éléments f,g € L?(u) avec f > 0, g > 0 sont & supports
disjoints si et seulement si

(2.1) 1f + 913, = 1115, + llgll3,-

Cette propriété reste vraie ([K], p. 186) dans LP(u) avec 1 < p < oo. Puisque
T est une isométrie positive, de T'1 = 1 on déduit que T'1 4 et T'1 4o sont donc
a supports disjoints, et 0 < T14,T14c < 1.S0it E={0<T1s <1} ={0<
T1sc < 1}. Comme E C supp(T'14) Nsupp(T'14c), on conclut que T'1 4 et
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T1 4. sont des indicatrices. Par suite, toute fonction simple est transformée
par T en une fonction simple. Pour ces fonctions on a (T'f)? = Tf2. Soit
f € L>®(u), f>0. Posons pour tout entier n > || f|lco,u,

n2" q
fo=2_ galia-v/2<f<a/2y

=1
(22) o

n2 q— 1
9n = Z 9 L{(q—1)/2n<i<q/any-

qg=1
Alors f < f, < f+1/2" et g, < f < gn + 1/2" en tout point. D’une part,
par positivité de T, et puisque T1 =1,

2
(Tf?<(Tfp)?=Tf: < T(f + 2%) =Tf2 42 "Hpf 42720,

Par suite, (T'f)% < Tf?.
D’autre part,
1\2
Tf? < T<gn + 27) =Tg +2 " Tg, +272"
< (Tf)* +27"HTf 4272
Dot aussi, Tf? < (Tf)?; et donc Tf? = (Tf)?. Soit maintenant f €
L(n), f = f* = f~. Comme
17" =T 13, = ITFI3, = 115, = 115, + 17715,
=T, + 1T 3,5
il en ressort que T fT et T f~ sont & supports disjoints. Ceci implique alors
(2.3) (T = (TP +(Tf )2 =T +T(f)? =Tf

On a donc établi 'assertion (a) du lemme.

Montrons (b). Soit f € L?(pu); il existe une suite (f,) C L>=(u) telle que
IIf — full2 — 0 quand n — oo. En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on a aussi || f2 — 2|1 — 0 quand n — oo. Alors

(T =Tf 0 < T = (Tha)? Il + (T fa)* = TRl + 1T = )]
<NT(fa = Hllz- I1T(fa + Hllz + 177 = £ — 0

quand n — oo puisque T est continu sur L'(p) et L?(u). D’ott (b).
Enfin (c) est immédiate. m

2.2. Rappelons a présent 1’outil fondamental de la théorie des processus
gaussiens que constitue le lemme de comparaison de Slépian.
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LEMME 2.2 ([LT], théoreéme 3.15, p. 78). Soit T un ensemble fini; soient
X={X;:teT} etY ={Y;:t €T} deux processus gaussiens. Supposons
que

(2.4) Vs, t €T xT, || Xs—X¢|l2 <||Ys— Yo
Alors, pour toute fonction convexe positive croissante f sur RT,

(2.5) Ef[;gr%(Xs - X)) < Ef[;lxlr%(Ys - 1))

En particulier,

(2.6) Esup X; < EsupY;.
teT teT
Une des conséquences importantes de ce lemme est la minoration sui-
vante de Sudakov : il existe une constante universelle B telle que pour tout
processus gaussien X = {X; : t € T} d’espace d’épreuve ({2, B,P),

(2.7) Esup Xy > B inf || X — X¢|2,pv/log Card(T).
teT s, teT
s#t
Soit a présent g1, g2, . . . une suite isonormale définie sur un espace d’ép-

reuves différent de (X, A, 11), que nous noterons (2, B,P). A tout f € L?(u),
on associe la suite gaussienne suivante :

(2.8) VreX,VweQ, VECN, §(F) < oo,
1
Fpflw,z) = ﬁ Z 9;(W)T;(f)(z).
1B =,
Lorsque E = {1,2,...,J} on notera Fg y = Fj ¢, par abus d’écriture. Le
lemme de comparaison qui suit sera crucial pour établir les théoréemes 1.1
et 1.5.

LEMME 2.3. Soient S,, : L?>(u) — L*(p), n = 1,2,..., des opérateurs
continus vérifiant (H1). Soit f € L>°(u). Soit I une partie finie de N telle
que

vn,mel,  m#n & |[Su(f) = Sm(fllzu # 0.

Alors, pour tout 0 < e < 1, de tout index partiel Jy, on peut extraire un
index partiel J tel que si

A(l) = {VJEJ, VYn,mel, m #n, 150 (Frs) = Si(Fup)ll2p > 1—6},

”Sn(f) - S?ﬂ(f)”l,u

alors
(2.9) p{AI)} = V1 —e¢,

et pour toute fonction convewe positive croissante G sur RT,
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(2.10a) VJeJ, V1—-eEGW1—¢e sup (Z(S.(f))—Z(Sn(f))))

n,mel

< ESG( sup (Sn(Fyf) = Sm(Fuy))) dp,

n,mel

ou les éléments Fj 5 sont définis en (2.8), et ot Z est le processus gaussien
canonique sur L?(u). En particulier,

(2.10b) VIeJd, (1-e)EsupZ(Sa(f)) <E\supS,(Fis)du.
nel nel

Démonstration. Nous la produisons pour Jy = {1,2,...} seulement, le
cas d’'un index Jy arbitraire ne présentant aucune difficulté supplémen-
taire. Soit 0 < & < 1 fixé. Supposons I’hypothese (H1) vérifiée, et soit
f € L>®(u). Par hypothese, les S,, commutent avec les T} ; donc S,,(Fy ¢) =
Fj s, (5)- Par conséquent,

I1S0(Fs) = S(Fa e = 5 ST (50() ~ S £

isJ

Le lemme 2.1 et ’hypothese (H1) nous permettent d’écrire

150 (Frf) = Sm(Frp)llap = = ZT Sm(f))?
]<J

218, (f) = Sm( D2,

quand J tend vers l'infini. Fixons n,m € I, n # m. On peut donc déterminer
un index partiel J, = {J : k > 1}, tel que pour tout k > 1,

\ N Sl = 15u() = Sm(PIE]| <272
ki<, Lu
Donc, pour tout k£ > 1,
{'— S (F) = Sn()? = 15 (F) = Sm(F)Z] = 2—k} <2k,
J<Jk

Soit L > 1 un entier tel que 27~ < ¢S, (f) — S (f)ll3,,.- Alors, pour tout
k> L,

150 () = Sm (N, =275 = (1 = )8 (f) = Sm(HI3 -

Et par suite,
p{Vk > L, Sn(Fuy.p) = Sm(Frgp)llzp = V1= € [1S0(f) = Sm(F)ll2}
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< 2’“}

> oL |5 SIS0 = S0P = 180(0) - Sul)1E

J<Jk

21—22—k:1—2—L.
k>L

Notons J(m,n) = {Ji : k > L}. On a donc montré

150 (Fyp) = Sm(Frp)ll2p
”Sn(f) - Sm(f)||2,,u

Soit (m/,n’), m’ # n’, un autre couple d’éléments de I. Soit aussi L’ un
entier positif suffisamment grand. Puisque

,u{VJE](m,n), > 1—5}21—2L.

1
Hm ‘3 D TS (f) = S (1) = 180 () = Smr (D3, =0,
JETtmm) 17 j<u Ly

le raisonnement tenu précédemment permet d’extraire de J(m,n) un autre
index partiel J(m/,n’) tel que

S (Fyp) — S (F L
,u{VJEj(m,n), ” ||é ,”E’}g_s /Ef5]|7|];)||27pzm}21_2 L
n m S

Procédant alors par extractions successives, on peut déterminer, pour un
. . , . .

choix convenable des entiers L, L', ..., un index partiel 7 = J(I,¢) tel que

si

_ I5uP) = Sl =)
A ={weg, mmer, mxn, B orgglbe > =)

alors
p{A()} = V1-e.

Le long de cet index, on aura donc, en vertu du lemme 2.2,

(1—2)Esup Z(Su(f) < V1—e | EsupZ(Su(f))du
nel A(D) nel
< | EsupS.(Fry)dp
A(D nel
<E | supS.(Fyy)dp,
X nel
car p{Esup,,c; Sn(Fjs) > 0} = 1. Ceci établit (2.10b).

Quant & (2.10a), I'inégalité (2.5) du lemme 2.2 et le fait que p{A(I)} >
v/1 — ¢ montrent de méme
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V1—-eEG(V1 —¢ sup (Z(Su(f)) = Z(Sm(f))))

n,mel
< S EG(V1 —¢ SUPI(Z(Sn(f)) = Z(Sm(f)))) dp
A(D) n.me

< | EG(sup Su(Fys) = Sm(Fuyp))dp

A(D) n,mel
< \EG( sup Sn(Fss) = Sm(Fup)) dp.
X n,mel
Ceci acheve donc la démonstration du lemme 2.3. =

Enoncons a présent un résultat technique sur les variables aléatoires
gaussiennes di & Komatu—Pollak [P] :

LEMME 2.4. Le reste de Mills R(x) = =" /2 §> e~V /2 dt vérifie

2 2 us
— < R(x) < < .
Ve +44+2x (@) < 2 +8/m+x V2
En outre, pour toute variable aléatoire g £ N(0,1), et tout T > 0,
(2.12) Eg®1 sy < 2¢7 /4.

Démonstration. Nous renvoyons a [P] pour la preuve de (2.11). Quant a
(2.12), il suffit d’observer que

(2.11)  Vz >0,

[ee]

Eg*1{ 51y = 2/ S 22e /2 dy = \/2/7T(T€7T2/2 + S e /2 dl‘)
T T
<(WV2/aT+1)e T2 < (T+1)eT/2<2e T/ u
2.3. Les lemmes qui suivent sont relatifs a la démonstration du théoreme
1.8. Commencons par établir quelques propriétés utiles d’orthogonalité faible
pour des familles d’éléments de L?(p). Soit {7} : j > 1} une suite d’isomét-
ries positives, préservant 1 (T;1 = 1 pour tout j) et faiblement mélangeante :

(213)  Vige (), lm S |(Tifg) — u(f)nle) =0
k=1

Etablissons tout d’abord un lemme utile :

LEMME 2.5. Soient I et J deux entiers positifs. Soient F = {f1,..., fr}
et G = {g1,...,97} deux sous-ensembles de L?(u) N li. Alors, pour tout
e > 0, on peut trouver un entier k = k(e) > 1 tel que

(2.14) sup  [(Tkfi,g5)| <e.
1<i<T,1<5<

De plus, k() — oo quand € — 0.



Le caractére gaussien de la convergence presque partout 37

Démonstration. On peut démontrer ce lemme en invoquant le lemme
de Koopmann [K], mais ce n’est pas nécessaire. En effet : reformulons tout
d’abord la propriété (2.14) comme suit :

(2.15) Ve >0, Im. < 00, Vn > me, In <k < 2n,

sup  [(Twfirg;)| <e.
1<i<T, 1<)

Supposons que cette propriété ne soit pas vraie. Alors, il existe un réel €9 > 0
et une suite croissante d’entiers positifs (n,),>1 tels que

(2.16) Vp > 1, Yk =mny, ..., 2n,, sup (T fis95)| > €o.
1<i<I,1<5<T

Soit n,, fixé ; introduisons les ensembles I7 (n,,) = {n, < k < 2n, : [(Tx fi, g;)|
> e}, 1 <i<1I,1<j<J. Leur réunion recouvre {n,,n, +1,...,2n,}.
Par conséquent, il existe une paire d’indices (i, j,) telle que ﬁ(IZJ; (np)) >
ny/(I-J). ‘

Parmi la famille de suites (I](n,))p>1, 1 <7< J, 1 <j < J, il en existe
donc au moins une telle que l'inégalité (I (n,)) > n,/(I - J) ait lieu pour
une infinité d’indices p. Pour ce choix d’indices (i, j), on a donc

2n,
€
—ka|kazvg] = ﬁ(lf( ))2212

pour une infinité d’indices p. Ceci produit une contradiction avec ’hypothese
de mélange faible, puisque ’on sait que

1
lim — Y " |(Thfi, g;)| = 0.
k=1

n—oo N,
D’ou le lemme. =
Nous allons en déduire la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6. Soit {T; : j > 1} une suite d’isométries positives,
préservant 1 et vérifiant la propriété (2.13). Soit F = {f; : | > 1} un
sous-ensemble de L?(u) N 1j. On suppose que les f; # 0 sont deux & deux
distincts. Soit ¢ = {e, : p > 1} une suite décroissante de réels positifs.
Alors, on peut trouver une suite d’entiers N' = {n, : p > 1} telle que pour
tout p, la propriété (R,) ci-dessous soit réalisée :

(RP) sup |<Tnp+1fk7Tnjfi>| < €p
1<k<p,1<i<j<p

Démonstration. On établit celle-ci par induction en itérant l'argu-
ment produit dans le lemme précédent.
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ETAPE 1 (I =1,n7 = 1) : Appliquons le lemme 2.5 au systeme F = {f1 },
G =A{T,, f1}, e = 1. Il existe donc un entier k = ny > 0 tel que

’<Tn2fl7Tn1fl>‘ S £1-
ETAPE 2 (Induction) : Soit p > 1 fixé. Supposons que la propriété

(Rp) soit vraie. Soit n1,...,np41 la suite obtenue. Montrons (Rp1). Appli-
quons alors le lemme 2.5 aux systemes F = {f1,..., fp41}, G = {Th, f1,- -
np+1f17Tn2f27 s np+1f27 s 7Tnkfk7 v 7Tnp+1fk7 s 7Tnp+1fp}7 £ =

€p+1 Il existe donc un entler positif & = npo tel que

sup ’<Tnp+2f7 g)’ < Ep+1;
feF,geg
c’est-a-dire

sup ‘(Tnp+2fi7g>‘ < Ep+1,
1<i<p+1,9€G

ce qui est (Rp41). D’ott la proposition 2.6. m
2.4. Etablissons a présent une inégalité-clé pour la démonstration du

théoreme 1.8. Soient A une partie finie de N, et E une partie finie de £ =
(Tj);. Fixons x € X et posons

R = R(z) = sup sup |T'S, f(z)].
TeEncA

Supposons R > 0. Il existe donc m € A et U € E tels que |US,, f(z)]
= R. Soit ({2, B,P) un autre espace probabilisé, sur lequel on considére une
suite isonormale g = {gr : T € £}. Soit aussi \g > 0 tel que P{|gy| > Ao} >
3/4. Si TSmf(:U) = 0 pour tout T # U, alors pour tout w € {|gu| > Mo},

lgu )| - [USn ()] AoR

T TSm = .
w B oy TS |- Vi) ViE)
Sinon, posons

o = {o s sene s 3 r@ITSf(e)) = sienelon (U f(0) )

TEE
TAU

Par symétrie et indépendance des lois des gr, P(E,) = 1/2. Alors si F, =
E, N {lgu| > Ao}, on a P(F,) > 1/4, et sur Fy,

S gr(@)TSmf(@)] > L USI@)] R

NP> EC R

Cette inégalité est trivialement vraie si R = 0. En utilisant la propriété
de commutation de S, avec les T}, on obtient par conséquent : pour tout
x € X, il existe un ensemble F,, € o(gr,T € E) tel que P(F,) > 1/4 et pour
tout w € Fy,
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(o)

TGE

Ao
sup sup |T'S,, f(x)]) < su
\/E(TE% neg | @) neg

Tirons-en deux conséquences. D’une part, en intégrant par rapport a u X P:
pour tout M > 0,

p{sup sup [T'S, f(x)| > M}
TeEncA

<4 x IP’{ sup
neA

(7w S o) V)
gr
) 7ex 2
Soit d’autre part B € A; en intégrant par rapport a P sur F,, puis par
rapport a p sur B, et en utilisant le théoréme de Fubini, il vient

[ sup s <¢—Zg T )

B nMEA
> 20 ((] sup sup T, f]dn).
4\/H(E) \ 3 TeEneA

dP dy

Par conséquent, on a

LEMME 2.7. Pour tous sous-ensembles finis A C N et E C (1), et tout
reX,

]P’{ sup
neA
En outre,

(a) pour tout M > 0,
p{sup sup |T'S, f| > M}
TeEnceA

(a0 | = ptamnn o0} 2 3

<4y x IP’{ sup
neA

Mo
(\h%” N> 7
(b) pour tout B € A,

Ao
——— \ sup sup |T'S, f|du < sup
1(F) ]iTeEneA’ | S S

( V) TZEgTTf> 'den

2.5. Rappelons ici l’extension par Bellow—Jones du principe de Banach
dans L*>°(u). Notons

Y=A{fel>:[flle <1}
On munit Y de la distance d associée a la convergence en mesure. Observons
que les distances d et || - ||,, 1 < p < oo, sont équivalentes sur ). Soit
S : Y — L°%p) non nécessairement lindaire. On dit que S est continu en 0
si S est d-continu en 0 sur ).
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PRrROPOSITION 2.8 ([BJ], Théoreme 2). Soit {S,, : n > 1} une suite d’opé-
rateurs linéaires de L™ () dans L°(u). Supposons que les conditions sui-
vantes sotent réalisées :

(a) la suite {S,, : n > 1} est équicontinue en mesure :
Vo >0, In=n(d) >0Vf,ge L>®(n),
d(f,9) <n = Yn =1, d(Su(f),Sn(g)) <.
(b) Vf e L>®(n), p{{Sn(f):n > 1} converge} = 1.
Alors S* 1 Y — L%(u) est continu en 0.

3. Démonstration du théoreme 1.1. Il suffit d’établir le résultat
pour les parties finies de N. Soit I une partie finie de N. Montrons 'inégalité
de droite. Observons tout d’abord que

(HM) = Q(S,1) < y(S,1) < C.

Mais
ESL;PI) 1Z(Sn(f))] = SléI;E’Z(Sn(f)” = \/2/??Sléli;IE(IZ(Sn(f))|2)1/2
= \/2/m sup |5 (f)ll2,-
nel
Donc

®,(S,1) > /2/7 sup||Sn|,
nel

Q,(S,1) < \Ec%.

L’inégalité de gauche résulte de la proposition suivante :

ce qui établit

PROPOSITION 3.1. Soient S,, : L*(n) — L*(p), n =1,2,..., des opéra-
teurs continus vérifiant I’hypothése (H1). Soit I une partie finie de N; alors

&(S, 1) < (S, I).

Démonstration. Soit f € L*>(u) telle que [|f|]2,, = 1. En vertu du
Lemme 2.3, pour tout 0 < ¢ < 1 il existe un index partiel J tel que

(3.1) VJeJ, (1—¢)EsupZ(S.(f)) < EXsup Sn(Frf)du,
nel nel

ou les éléments Fj y sont définis en (2.8), et ot Z est le processus gaussien
canonique sur L2(u). Soit 0 < € < 1 et posons ug = 0, u, = (1 +¢)" 1,
n=1,2... Ecrivons que
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ESsuII)]Sn(FJJ)\d,u,
ne

E(l{uk_lsnm||2,H<uk} ' SSléI; |Sn(Fr.z)l du)

NERINgE

IN

Pluk—1 < |Fysll2p < unt sup \sup S, (g)| dps
uk—1<Igll2,p<ur ~ n€l

B
Il
—

[ee]

< (S, I) upP{ug—1 < |[Fyyllop < ur}
=1

< (S, I)(Ulp{HFJme <ur}+ (L+)E[Fyfll2p - Lus<Fy flla.,)
< QS 1) (e + (1 + El|Fglla,) < u(S.D)(1+2),
cette derniere inégalité provenant de I’estimation ci-dessous :

1 2 1/2 1 , 1/2
EllFssll2p < [}S{E’ﬁ D 6Ty du} < [S jZ(ij) du] <1.

i<J x "<y

Finalement, en recollant ces estimations et en faisant tendre ¢ vers 0+, il
vient

(3.2) Esup Z(Sn(f)) < Qu(S,1).

nel

Soit & présent f € L?(u) telle que || f|l2,, = 1, et soit (fi), une suite
d’6léments de L°°(p) approchant f dans L?(p). Comme

lim Esup Z(S,(fx)) = Esup Z(S.(f)),
k—oo  ner nel
on en déduit (3.2) dans ce cas aussi. =

Montrons maintenant comment achever la démonstration du théoreme
1.1. Soit f € L*(p) telle que || f]|2,, = 1. Observons que pour tout m € I,

Esup 1Z(Sn ()] < E[Z(Sm ()] + Esup 1Z(Sn(f)) = Z(Sm(f))]

= /2/7 |1 Z(Sm HQ+ET§;(Z(S n(f)) = Z(Sm(£)))
= 2/7 |1 Z(Sm ()2 +Ei1érI>Z(S n(f))
< V2 T Z(Sm(f))ll2 + (S, D).

Et puisque 1+ /2/m <9/5 < 2,
E sup 1Z(Sn ()] < Q1(S, 1) + 2/ [|Sl| < 2822(5, 1),
ne
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car 21(S,1) < Qa(S,I) et ||Sp, || < Q2(S,I). On a donc Esup,,c; [Z(Sn(f))]
< 2Q4(S,I). D’ou @,(S,1) <2Q5(S,1). m

4. Démonstration du théoréme 1.5. Soit f € L>(u) telle que || f||2
= 1. Soit g1, g2, ... une suite isonormale réalisée sur un espace d’épreuves
différent, noté (£2,8,P). Soit I un ensemble fini d’entiers fixé. Associons
a f la suite d’éléments de Stein définie en (2.8). Puisque les T} sont des
isométries de L2(u),

(4.1) & 17l dp =5 S0P dn =1

J<J
En outre, on a aussi
2 2
E SSléII)\Sn(FJ,f)\ dp < B> VISn(Fup)? dp
n nel
< H(D)S(IL,2)? B{|Fy | dp = 4(1)S(1,2)%.

Soit 0 < v < 1 fixé. En vertu du lemme 2.3, il existe un index partiel J tel
que

(4.2) VI eJ, AEsupZ(Sa(f)) <E\supS,(Fsy)du,

nel nel

ol Z est le processus gaussien canonique sur L?(u). Afin d’alléger ’écriture,
nous allons noter dans ce qui suit F;; = F); y. Posons aussi pour tout A > 0,

Eps={(w,2) € 2x X :|Fj(w,x)| <A}, Ea,={re€X:(w,zx)e€ Es},
et pour tout (w,z) € 2 x X,

Fau(x) = Fagu(z) = Fi(w,z) 1p, (2),

FA’J(a:) = FA’J’“(Q:) =Fj(w,z)- 1g (z).

Il existe donc un index partiel J tel que pour tout .J e J,

(44) 1Esup Z(Su(f)) < ESitg Sn(Fyf) dp

(4.3)

< E{sup S, (F*)| dp + E{sup S, (Fa.s)| dp.
nel nel

Par définition Fa s, () (resp. F47¢) est A-mesurable. Comme f € L>(u),
on a
P{w: Fa j.(z) (resp. F*7) € L®(u)} = 1.

Par ailleurs, pour presque tout w,

(5 Jsup|Su(E) du < [ 30§18 (FA7) P dp)
nel nel

< VB S 2)[|FA7 2,

/2



Le caractére gaussien de la convergence presque partout 43

Il nous faut donc estimer ||F47||y,. A 'aide du théoreme de Fubini,
remarquons tout d’abord que

B |[F4N5, =BV IFp* 1ge, pmay de = VEIFy g > 15, 1> 4y dps.

Appliquons alors le lemme 2.4 & g = Fy¢/||Fy¢llop et T = A/||Fysll2p-
Nous obtenons

A2
(4.6) E|Fs 12 14, 541 < 2| Fs 43 exp(—7>,
A AN

p-presque partout. En intégrant cette derniere estimation relativement a p,
nous arrivons a

AQ
@n  E PSR, <2 1Fy exp<—7>du-
§( T 4[[Fs 135

Mais le fait que f € L>(u), || fll2,. = 1 et le lemme 2.1, ainsi que ’hypothese
(H1), impliquent

L(u)
HFJfHﬂD—JZT — 1

1<J

quand J tend vers l'infini. Quitte a extraire de J un autre index partiel,
que nous notons encore 7, nous pouvons écrire

{hm —ZT _1}:1.

JeJg J<J

Puisque [|F ¢35 p < max; |T5(f?)lloo < [[f?|loc < 00, le théoréme de conver-
gence dominée montre donc que l'intégrale du membre a droite de 'estima-
tion (4.7) converge vers 2e~A%/ 4. quand J tend vers I'infini suivant 7. Soit

a > 1 fixé. Quitte a extraire encore, nous avons donc obtenu
(4.9) vieJ, E[FY3, < (1+a)e

Intégrant alors l'inégalité (4.5) par rapport a P, nous déduisons de (4.4) et
(4.9) que pour tout J € J,

(4.10) ~vEsup Z(S < V(14 a)f(I)S(1,2)e —A%/8
nel

+ ]ESsupI) 1Sy (Fa,z)| dp.
ne

L’estimation de la quantité E {sup,,c; |Sn(Fa,s)| dp va résulter d’une évalua-
tion fine de Eexp(al|Fa,s||3,,), ot a = 1/(4c). Tout d’abord,

Eexp(allFasl3,) = Eexp (a | F3, dp)
X
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et, a 'aide de I'inégalité de Jensen,

<E S exp(aF3 ;) du <E S exp(aF3 ;) dp+ e“AQ]P’(Bg),
X B(l

ol 'ensemble B, sera déterminé plus loin. Or (1/J) >, ., T} f? converge

dans L'(u) vers § f2du = 1 quand J tend vers linfini. Soit §; = §27F,
E>1,0u0 < d < inf(aw — 1,1) sera déterminé plus tard. On peut donc
extraire de l'index J une suite (J;) telle que

1
u{‘J—k Z ijQ—l‘ >5k} < 6.

J<Jk
< 6k}

ZTf2<a}

J<Jk

Posons

= {sz 1,

ZTfQ—l

]<J

Onapu(Bs)>1->7" g =1-0,et

Bcha::{Vkm

Nous avons donc u(Bg) > 0. Et sur B,,

1-—
1 1
1—2a J_; >>1—2aa=§,

pour tout £ > 1. Donc,

| il < V2.
5 \/1 —2a(1/Jx) X< 5, Ti f2

Comme Eexp b(N(0,1)?) = 1/4/1 — 2b pour tout 0 < b < 1/2, nous avons

l’estimation suivante :

dp aA?( pe
Eexp(a|Fal3,) < § =+ VP(BY).
Ba \/1 —2a(1/Jy) ngjk T;f

Donc
2
Eexp(al|Fa,z, H%u) < V24 et e,

La suite extraite (Jj) dépend de §. Nous allons choisir < (o — l)e*Az/(‘“").

Notons encore par J la suite (Ji). Alors J dépend de A et de «; et pour
tout J élément de cet index, nous avons obtenu l'estimation suivante :

(4.11) Eexp(aHFA,JHg’H) <V2+4a-1.
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Evaluons & présent la quantité E {sup,,c; [Sn(Fa,/)| dp & partir des deux
intégrales

E | sup|Sn(Fas)ldu et E | sup|S,(Fas)ldp.
B, nel Be nel

Le premier terme se majore pour tout R > 0 par

S E(Slg; |STL(FA,J)’ 1{||FA,J||2,;/,>R}) dﬂ

Ba

+ | Bsup |Sn(Fa,1)| L7 sl < ry) db-
B, "

Le second terme se majore comme suit, a 1’aide de I'inégalité de Cauchy—
Schwarz :

E | sup|S(Fa )l du < p(BS)"E| sup [S(Fai)|l2,
Be nel nel

< (a=1)2e= 400 (T) S(1,2)E| Fa, 2.
< (o — 1)2e A7/ G [H(T) S(1,2).

Revenons & la majoration du premier terme. Observons que
150 (Fa,7)lloe < S(I,00)[[Fasllec < S5(I,00)A.
L’estimation (4.11) et le fait que les S,, soient continus sur L>°(x) permettent

alors de majorer

S E(sup ’Sn(FA,J)’ 1{||FA,J||2,;L>R}) dp
B, nel

par (v2+a—1)AS(I, oo)e*aRz. Occupons-nous de la seconde intégrale. Ici,
c’est beaucoup plus facile, car on a la majoration directe

S E(SUI; |STL(FA,J)| 1{||FA,JH2,#§R}) d/.}, < AQOO,Q(Sa Ia R/A)
B., ne

En recollant toutes ces estimations, et en revenant sur l'inégalité de
départ, nous voyons que nous sommes arrivés a

(4.12) nysuII) Z(Sa(£)) < S(I,2)v/(1 + a)f(T) e A°/8
+ S(I,2)(a — 1)1/2e=4%/ ) [5(T)

+ (V2 +a—1)AS(I,00)e
+ AQ2(S, 1, R/A),

écriture dans laquelle J a miraculeusement disparu. Nous étions libres de
choisir o > 1, mais aussi proche de 1 que I'on veut ; ce que nous faisons donc
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a présent. En faisant tendre aussi v vers 1, nous avons ainsi obtenu
(4.13) Esup Z(S.(f)) < V/28(1) S(I,2)e 4 /8 + V2 AS(I, 00)e B/
nel
+ AQ 2(S, I, R/A).

Cette derniere inégalité étant vérifiée pour tout f € L>(u) telle que || f||2,.
= 1, on en déduit sans peine le résultat annoncé par continuité en moyenne
quadratique de Z. =

REMARQUE. Le fait que les S,, soient continus sur L°°(u) n’est intervenu
que dans le controle de la quantité

\ E(sup |Sn(Fa)| 1q5a sl > 1Y) dit-
B, nel

En P’absence de cette hypothese, on peut malgré tout la majorer a l'aide
du théoreme de Fubini, puis des inégalités de Holder et Jensen, et enfin de
(4.11) comme suit :

\ Elsup [Su(Fa ) 1gpa o>y di

B., nel
= EK | Sup\Sn(FA,J)!du) LA 120> RY
B, nel
< E[| Sup |Sn(Fa, |2, - L Fa ylla,. >R}
< SU)WVED EFaull2. - 1Fa slla,>R)-
Mais
EllFasll2p - 101 Fa sz >R
= RP{||Fa sll2p > R} + § P{||Fasll2,u > u} du.
R
Alors, d’une part a l'aide du lemme 2.4,
oo o0
S P{l|Fallon > u}du= S P{explal| Fa, sll3,] > explau’]} du
R R
o 2
<(V24+a-1) S e " du
R

< (V24 a—1)/rae B/4e),

et d’autre part, en invoquant ’estimation (4.11),

RP{||Fa |2, > R} < (V24 a— 1)Re~R?/(40)
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et donc
El|lFa sl Liirasls,sry < (V24 a—1)(R+ ra)e B/,
D’ou

| E(sup |Sn (Fa )| 1pa > Ry) dit
B, nel

< (V24 a— 1) (R+ Vra)S(I,2)\/4(I) e B /¢e),
et finalement
(4.12) E sup Z(Sn(f))
< S(1,2)\/(T+ a)i(I) e A/8
+ S(I,2)Va — Le 4"/ (1)
+ (V24 a — 1)(R+ Vra)S(I,2)\/4(I) e B/ ()
+ AQo 2(S, I, R/A).
L’inégalité (4.13) devient alors
(418)  Esup Z(Su(f)) < V2A(T) SU,2) e

+V2 (VT + R)SI,2)\/i(I) e /4
+ AQ (S, 1, R/A).

5. Démonstration du théoréme 1.8. Notons Sy = 0. Soit A une
partie finie non vide de N. Soient f € L?(u) et E C £ de cardinal ¢ > 1.
D’apres le lemme 2.7, on a

tA
W50, u{sup TSa() > 0} < 4 x B Sa(Fig) > D2,
TeE \/a

Soit t > 0 tel que u{Sa(f) >t} > 0. Sans restreindre la généralité, on peut
supposer ||Su(f) — Su(f)|l2 # 0 pour tout u # v, u,v € A. Posons alors

(S-S
D‘{||Su<f>—sv<f>u%,ﬂ' o, GAU{O}}’

1
B={VzeD, - Tz<45.
{wep. I <4}

Soit ¢ = [Qt?] + 1, ou Q ne dépend que de A et f, et sera déterminé en fin
de démonstration. Posons aussi pour tout z € D,

— q_ R
zg=21<qy, 2V=2—2  Zg=24— (2, 1).

Soit 0 < h < 1. Munis de ces données, considérons 1’ensemble
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1
F={Z,:2€ D}U{{}, ou 5:%_1.

Soit aussi

0 < & < min(1, min{||z,|?/q : z € D}).

Nous appliquons tout d’abord la proposition 2.6 a ’ensemble F en choisis-
sant comme suite (g,), la suite constante égale a €. Il en résulte que I'on peut
déterminer un (une infinité en fait) ensemble E séparant les éléments de F.
Plus exactement, les fonctions z, 07T, z € D, T € FE, sont e-orthogonales ;
entre autre,
VzeD, TZUe E, T#U, |[(ZgoT,zZg0oU)|<e,
et
VILUe E, T#U, |((oT,{0U)|<e.

Nous allons dans un premier temps évaluer la quantité

u{% ZTZ>4} (z € D).

TeE

Tout d’abord, puisque pour tout z € D, [(z4,1)] < [[z4]1 < ||z]1 = 1, il
s’ensuit que

,u{éZTZ>4}SM{§ZTZq>4—h}+M{%ZTZq>h}

TeFE TeE TeFE
1 1
gu{— ZTzq>3—h}+u{— D T2 >h}
TeE q TeFE
= (I) + (II).

Examinons (II) : soit x € X tel que
1 1
— Z T2 = - Z Z(Tx)l{z(Tz)>q} > h.
1 7¢er 9 1¢er

Alors, il existe T € E tel que z(Tx)1{.(r2)>q} > h; et donc z(Tx) > q.
Autrement dit, 2 € Upep T~ '{z > ¢}. Dol

(II) < qu{z > q}.

Examinons (I) : comme on a choisi E de sorte que les fonctions Tz, T € E,
z € D, soient e-orthogonales, on a

1 2
;>

<
Puisque € < ||z4]|?/g, il en résulte par une application directe de 'inégalité
de Tchebycheff que

IZ41* A&

+e< +e.

q q
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A AR Y
I < .
“—<3—h>2< . )2y

En combinant les deux estimations précédentes, on obtient donc

{ ZTZ>4} | qH + quiz > q}.

Introduisons la fonctionnelle suivante de z :

§ 221 <y dp
b2
Alors D(z,-) est une fonction décroissante, et comme z est intégrable,

limp_. bD(z,b) = 0. Posons aussi

D(b) = sup D(z,b).
zeD

Vb >0, D(z0b):= + p{z > b}.

Comme A est fini, D(+) possede les mémes propriétés que D(z,-). On a donc

établi que
1
u{— Z Tz > 4} < qD(z,q).
q TekE

Notons que cette derniere inégalité est vérifiée pour tout z € D. D’ou
u(B) < £(4)%*¢D(a),

puisque §(D) = (MAQ)H). Ceci montre donc que u(B€) tend vers 0 quand ¢
tend vers l'infini. Par ailleurs, compte tenu du choix de F, les indicatrices

L{sa()or>t}

T s sy L TER

sont e-orthogonales. Il en résulte que
n({Sa(f) e T >ty N{Sa(f) oV >1})
< (L+e)u{Salf) > t}* < 2u{Sa(f) > t}*.
A Tlaide de I'inégalité de Paley—Zygmund : pour tout g € L?(u) telle que
pu{g > 0} =1 et tout réel X € [0, 1],
> (§gdu)?

u{g > Aﬂgdu} > (1-)) ToZdy
on en déduit donc
EX Vrsan>n)® o ap{Sa(f) >t}
EQC Lirsan>ey)? — L+2qu{Sa(f) >t}

> %min(l,q,u{SA(f) > t}).

Nous allons majorer la quantité uxP{SA(Fg r) > tAo/\/q} en procédant
comme suit :

p{sup TSA(f) >t}
TeFE

v
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x { Sa(Fip) > %} < (5% + § P 5a(Fp) > %}du-
B

Compte tenu de la propriété de commutation, SA(Fg, ;) =sup,ca |FEg,s, ()|
Nous sommes donc ramenés a ’évaluation d’'un maximum de processus
gaussien presque surement borné, dont la fonction de covariance est com-
parable a celle du processus gaussien canonique Z, par construction méme
de B. L’inégalité de Tchebycheff, ainsi que les propriétés de comparaison des
moments des semi-normes gaussiennes (voir par exemple [LT], Corollaire 3.2,
p. 59) montrent que
SA(F ol o 4 g |F E sup | F
{ Al Ef)>7} < )\th TSLUP’ ES,L(f)| )\2 2( Sup| ES,L(f)’)

avec C1 = m/2. Mais, compte tenu cette fois des propriétés de symétrie des
lois gaussiennes, pour tout mg € A4,

E sup |Fe.s.nl <E sup \FE.5.(5) — FE.80m, ()] + ElFE,5,., ]
ne

<E suwp [Fgs,(5)— Frs.pl+V2/7lFes,, 5)lap

n,meA

=2 SugFE,Sn(f) =+ \/ 2/7T HFE,SmO(f)HQ,P'
ne

L’intégration de cette quantité portant sur B, nous savons que pour tous
n,m e A,

1

IFe,s.5) = Fo.snplde == D (Su(foT) = Sm(foT))?
q TeE
< 4||Sn(f) - Sm(f)”%,;“
1
1Fe.s,pll3e == > (Su(foT))* <4Su(f)I3,-
q TeEE

Par conséquent, en vertu du lemme de Slepian,

Esup Fgg, 5) < 2Esup Z(Sn(f)) < 2((A4, f).
neA neA

Et, en outre |[[Fgs,,(fllzp < 2[[Sn(f)ll2.n < V21 (A4, f). Ces différentes

estimations montrent donc que sur B,

E sup Fr.s, () < C(A, £)4+ vV2ry/2/m) < 8C(A, f).

Ainsi donc,

t)\O QC(Aaf)Q qC(Avf)Z

B
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D’ou

% min(1, gu{Sa(f) > t}) < 44(A)%¢D(q) + 404%25)2-

On suppose t? > Q1. Comme g = [Qt?] + 1, on a donc Qt? < ¢q < 2Qt%. 1l
en résulte que

min(1, Q*u{Sa(f) > t}) < min(1, qu{Sa(f) > t})

< 24 A)?QIPD(Q) + 2i§4Q<<A, 12

Choisissons Q = A\3/(4848((4, f)?), puis ¢ suffisamment grand pour que
244(A)?Q*D(Q1?) < 1/2.

Alors min(1, Qt?u{SA(f) > t}) < 1. Donc

14848 (A f)

Q2 A2 2

La constante K de I’énoncé est donc égale & 4848/A%. D’olt le théoréme

18. =

p{Sa(f) >t} <

6. Appendice. Soit £ = {T} : j > 1} une famille de transformations
mesurables de X, préservant u, et faiblement mélangeante :

Vig€ L), lm 3 (Tifg) — (o)l = 0.
k=1

La partie de la démonstration du théoreme 1.8 concernant 1’évaluation de
I'ensemble B utilise le fait que si z € L?(u) N 1&, et N > 1 est un entier
arbitraire, alors on peut trouver des entiers uq,...,uy tels que si S(z) =

zoTy, +...+z01Ty,,'on ait
vzeA, (1S3, < 2N|2]3,-

Il est naturel de chercher a savoir si cette propriété s’étend a tout espace
LP(u), 2 < p < oo. La proposition ci-dessous montre que tel est le cas,
et donne 'existence d'un analogue des inégalités de H. P. Rosenthal ([LT],
inégalité 10.6, p. 285) dans le cadre du mélange faible.

PROPOSITION 6.1. Soient un entier p > 2 et un réel ¢ > 0. Soient
A C LP(u) un ensemble fini, ainsi qu’un entier N > 1. On peut trouver des

entiers uy,...,un tels que si S(z) =zo0Ty, + ...+ z0Ty,, lon ait
Vze A, | S()Pdu<(1+e)P(2pN)P/? | 2 dp.
X X

La démonstration va résulter de la proposition ci-dessous :
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PROPOSITION 6.2. Soient f,g € L>(u). Soient X et Y deuz variables
aléatoires indépendantes, telles que X ~ f et Y ~ g. Soit aussi F : R? — R
continue. Alors pour tout € > 0, on peut choisir une suite S d’entiers positifs
de densité 1, telle que pour tout u € S,

‘ | F(f.Tug)du — EF(X,Y)| <&
X

Montrons comment en déduire la proposition 6.1. Soient z € L (u) et
a > 0. Posons Z = {(1 + |z|)? du. Soient X1, Xo, ... une suite de variables
aléatoires indépendantes, de méme loi que z. Soit aussi F(x,y) = (z + y)’,
[ < p. En appliquant p fois la proposition précédente avec les choix f = g
= 2z, on établit I'existence d’une suite d’entiers S; de densité 1, telle que
pour tout u € Sy,

VI <p, H(z + Tu2)t dp — B(X, +X2)l( <a.

Au cran suivant, on applique la proposition 6.2 avec les choix f = z 4+ T}z,
g = z et X,Y indépendantes avec X ~ f et Y ~ g. Pour tous u € Sy et v
appartenant a une suite Sy (dépendant de u) de densité 1, on a

VI < p, H(Z—i—TUZ—i—Tvz)ldu—E(X—i—Y)l‘ < a.

Mais
l
E(X +Y) ch EXFRY!F Zq V(2 + Tuz)kdp 2= dp.

Donc
IE(X +Y) —E(X; + Xa + X3)!|

’ (X +Y) zljc X1+X2)k5zl’kdu‘
k=0
_ ‘ zl: c{f(g (2 + Tuz)*dp — B(X: + Xg)k) [ du‘
< El:Cf‘S(z—i—Tuz)k dp — E(X, +X2)k’ . Hzl*k d,u,’

!
< aZC’lkS |zl_k|du:ag(1+ |z dp < aZ.

On en déduit donc pour tous u € S;, v € So et [ < p,
‘ V(2 4+ Tuz + Tp2) dp — B(Xy + Xa + Xg,)" <a(l+2).
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Il suffit alors d’itérer I'argument précédent. Pour tout entier N > 1, on
montre ainsi qu’il existe N suites Sq,...,Sy de densité 1 telles que pour
tous u; € S;,i=1,...,Netl <p,

N . N . (N-2)*t
() - e(Ex)| <a] 3 2]
i=1 i=1 =
Notons que pour tout ¢ = 1,2,..., la suite S; dépend de uq,...,u;_1. En

choisissant convenablement « en fonction de €, N, z et p, on aura donc entre

autres N N
P P
S(;T“Z> d,uSIE(iz;Xi) +e.

On en déduit par approximation le méme résultat pour z € LP(u), puis pour
toute partie finie A de LP(u). La proposition 6.1 découle alors de ce résultat
et de l'estimation par H. P. Rosenthal de E(Y~ , X;)?. Nous renvoyons pour
ce dernier point a [LT], inégalité 10.6, p. 285. Il nous reste donc a établir la
proposition 6.2.

Démonstration de la proposition 6.2. Il suffit de 1’établir pour F(x,y) =
Zé\/[l:l ak,lazkyl. On en déduira alors le cas général a ’aide du théoreme

de Stone-Weierstrass. Soient ¢ > 0 et f,g € L°(u). Nous avons donc a
considérer ’expression suivante :

M

SF(fa Tug) dp = Z ak,lekTugl dp.

k=1

Or & est faiblement mélangeante. En vertu du théoreme de Koopmann, il
existe une suite S de densité 1 telle que

lim | f*Tug' du =\ frdp-\g' dp.

S>u—oo

On en déduit par induction, pour tout &’ > 0, I'existence d’une suite S de
densité 1 telle que

Yu€esS, Vk,l=1,...,M, kaTugld,u—kad,u-Sgld,u‘ <.

.. M . . ;s .
Choisissons €' = €/(> 4 ;4 |ak,|). Alors, I'estimation précédente fournit

M

(f, Tug) dp — Z ak,lekd,u-Sgldu‘

k=1

VP Tug)d IEFXY‘ |

JF(
M
Z|akl|‘ fk Twg du kad,u gdu‘<5,
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Le cas général s’ensuit immédiatement. En effet, en vertu du théoreme de
Stone—Weierstrass, on peut trouver un polynéome P(x,y) tel que |F — P||o
< e. A Taide de l'inégalité du triangle, et en appliquant I’étape précédente
a P, on en déduit 'existence d’une suite S de densité 1 telle que pour tout
u €S,

( | F(f.Tug) du — EF(X, Y)‘ <2+ ‘ [ P(f.Tug) du—EP(X,Y)| < 3c. m
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