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Généralisation d’un théoréme de Haagerup
par

FErRDAOUS KELLIL (Monastir) et GUy ROUSSEAU (Nancy)

Abstract. Let G be a group of automorphisms of a tree X (with set of vertices S)
and H a kernel on S X S invariant under the action of G. We want to give an estimate of
the ["-operator norm (1 < r < 2) of the operator associated to H in terms of a norm for H.
This was obtained by U. Haagerup when G is the free group acting simply transitively on
a homogeneous tree.

Our result is valid when X is a locally finite tree and one of the orbits of G is the set
of vertices at even distance from a given vertex; a technical hypothesis, always true when
G is discrete, is also assumed.

As an application we prove the invertibility of an ["-operator on S.

Introduction. Dans un arbre la valence v(s) d’un sommet est le nom-
bre de ses voisins; on suppose ici toujours v(s) > 1 pour tout s et presque
toujours v(s) finie (arbre localement fini). Si d(—, —) désigne la distance
sur l'ensemble S des sommets, la relation “d(s,t) paire” sur S x S est
d’équivalence et partage S en deux classes S’ et S”. L’arbre est dit homogeéne
(respectivement semi-homogéne) si v est constant sur S (respectivement con-
stant sur S" et S”); si v vaut ¢ + 1 (respectivement ¢ + 1 et [ + 1) 'arbre
est bien déterminé et noté X, (respectivement X, ;). On peut transformer
un arbre homogene d’ensemble de sommets S’ en un arbre semi-homogene
en rajoutant 'ensemble S” des milieux des arétes (donc I = 1).

On considerera un groupe G d’automorphismes de 'arbre. Ce groupe
est dit transitif (respectivement presque transitif) sur S ou S’ si S ou S’
est contenu dans une orbite (respectivement la réunion d’un nombre fini
d’orbites) de G.

Dans beaucoup de travaux d’analyse harmonique sur les arbres, on sup-
pose existence de G simplement transitif sur S (ou S’) [B-P], [C]. Alors
les fonctions sur I’arbre peuvent étre considérées comme des fonctions sur G
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et elles operent sur ’espace des fonctions par convolution. Ici les opérateurs
sont d'une autre nature.

Un noyau compleze sur 'arbre (ou sur S’) est une application H de S xS
(ou S" x S’) dans C. Il est dit probabiliste si H(s,t) > 0 pour tous s,t et
> < H(s,t) =1 pour tout t; il correspond alors & une marche aléatoire sur
S [Ft-S]. La formule H * f(s) = > ,.q H(s,t)f(t) permet de faire opérer
(par convolution) ce noyau sur certaines classes de fonctions sur S (ou S’).
Notons que tout opérateur linéaire borné £ sur ["(S) (ou I"(S’)) doit étre
de cette forme : les fonctions d;, pour ¢ € S (ou S’), définies par d;(s) = 1
sit = s et §;(s) = 0 sinon, forment une “base” de I" et il suffit de prendre
H(s,t) = L(d¢)(s).

Le noyau H est dit a sauts de longueurs dans L C Nsi H(s,t) = 0 quand
s et t sont a distance non dans L. Nous supposerons toujours 'opérateur H
invariant par un groupe G d’automorphismes de ’arbre :

H(g(s),g(t)) = H(s,t), Vs,teSetVged.

On donne dans cet article une estimation de la norme [" de I'opérateur
associé a H en fonction d’une norme pour H. Pour cela on considere un
arbre localement fini avec un groupe d’invariance G transitif sur S’ plus
une hypothese technique toujours vérifiée si G est discret. Ce résultat a été
obtenu par U. Haagerup [H] (dans le cas du groupe libre G agissant simple-
ment transitivement sur un arbre homogene) sous la forme d’une inégalité
pour la norme [? du produit de convolution de certaines fonctions sur G.
Sous cette forme ce résultat a été déja généralisé, sous le nom d’inégalité
de Haagerup ou propriété (RD) pour le groupe G (voir [dIH; §5], [Jo]); en
particulier dans [Ft-S; §2], [F] et [V] ce genre d’inégalité est étudié pour des
groupes de Coxeter ou des groupes agissant sur des arbres ou des immeubles.
Par contre le cas présent d’un noyau sur un espace non homogene sous GG
semble inexploré.

L’inégalité de Haagerup que nous généralisons ici est tres liée a la notion
de propriété (d’approximation) de Haagerup (Gromov’s a-T-menability, in-
troduite aussi par Haagerup dans [H]) et a celle de moyennabilité faible,
toutes deux détaillées dans [C2J2V]. Pour des groupes de Coxeter ou des
produits libres on peut en particulier lire [B-S], [B-J-S], [Ja] et [M].

Comme application, on introduit au §3 un cas particulier de noyau (a
sauts de longueur 1, asymétrique et tres anisotrope) et on montre qu’il est
inversible comme opérateur [”.

1. Groupe opérant sur un arbre

1.1. On considére un arbre localement fini X, et la décomposition de
son ensemble S de sommets en deux parties S’ et S selon la parité de la
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distance. On note A ’ensemble des arétes de X et X(s,n) la sphere de centre
s € S et de rayon n formée des sommets a distance n de s.

On rappelle que le groupe Aut(X) des automorphismes de X est un
groupe localement compact tel que les sous-groupes fixateurs de sommets
soient des sous-groupes compacts et ouverts [Tr].

On considére un sous-groupe G de Aut(X) qui stabilise S" et S” (on
peut s’y ramener en passant & un sous-groupe d’indice 2 de G) et qui est
transitif sur S’. Alors tout sommet de S’ a un nombre fixe ¢ + 1 de voisins.
On choisit un sommet sg dans S’ et on note G son fixateur dans G.

Toute orbite de G rencontre ’ensemble Y(sg,1) des (¢ + 1) voisins de
S0 ; le nombre d’orbites de G dans S” est k < ¢+ 1. On choisit dans X'(sg, 1)
des représentants si, ..., s de chacune de ces orbites. On a alors

S/IGSO, S//:Gslﬂ---HGsk.
On note I; + 1 = v(s;), | = max(ly,...,l;) et G; le fixateur dans G de s;.

1.2. Les conditions (x) et (U). Dans [B.K; §1.3] on a montré qu'un
groupe G d’automorphismes de 'arbre X (stabilisant S”) est transitif sur S’
si et seulement si il existe une partie G de G qui vérifie, relativement a un
sommet sg de S/, la condition :

(x) Dlapplication Gy — S, g — g¢sg, est une bijection de G2 sur X(sg, 2).

Sous cette condition on montre que tout sommet s de S’ a distance 2n de sg
s’écrit d’une seule maniere sous la forme s = g1 - - - g, Sp avec g1, . .., gn € Ga.
Si le groupe G est fermé dans Aut(X), donc localement compact (et
transitif sur S’), on montre [B.K; §3.1] que le groupe G est unimodulaire si
et seulement si il vérifie la condition suivante (pour un sommet sg € S’) :

(U) Il existe une partie Go de G telle que Go et G5! vérifient (x).

Sis € X(s0,2) et sig € G est tel que s = gsp, alors s = g~ 1sg € X(s0,2)
et il est facile de voir que 'orbite Ggs’ ne dépend que de l'orbite Gys; on la
note (Gos)~!. La démonstration de [B.K, §3.1] prouve que, méme si G n’est
pas fermé, la condition (U) est équivalente a

(u’) Vs € Y(s0,2) les orbites Gos et (Gos) ™! ont méme cardinal.

En fait pour un groupe G transitif sur S’, les conditions (U) et (U’)
équivalent a I'unimodularité de ’adhérence de G, comme on peut aussi le
deduire de [Tr] ou de [Sc; lemma 1]. En tout cas un groupe discret agissant
transitivement sur S’ vérifie automatiquement U et (U’).

2. Généralisation d’un théoréme de Haagerup. On considere un
groupe G d’automorphismes de I'arbre, transitif sur S’ et vérifiant la condi-
tion (U). Tous les noyaux sont supposés invariants par G.
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On définit la norme droite de classe 7, | H||4r, du noyau H par

k
1H G =D > [Hus)l", =1

=0 ues
Ainsion a ) o |H(u,s)|” < ||H|j, pour tout s € S.

LEMME 2.1. Soient n, m, p trois entiers. On suppose que H est a sup-
port dans {(s,t) € S x S | d(s,t) = n}, c’est-a-dire que H est a sauts de
longueur n.

(i) La norme ||H||},. est finie.

(ii) Soit g une fonction dans 1" (S) a support dans la sphére X(so,p); on
note (H % g)Xso,m = (H * g)Xm la restriction de H x g a X(sg,m).
On a alors

[(H ) xml < g+ 1) sup(L,1 = DlgllFIH G, i1 <r <2,

De plus (H % g)Xm n'est pas nul si et seulement si n+p—m est pair
et |n —p| <m <n-+p.

REMARQUE. 1) Si les sommets de S” sont de valence 1 et si H est &
support dans S’ x S’ alors n,p et m doivent étre pairs et n + p — m doit
étre multiple de 4.

2) Pour r > 2 la démonstration ci-dessous ne donne pas un résultat
intéressant a cause d’une constante qui intervient lors de la majoration.

Démonstration. La premiére assertion est claire. Pour s € X(sg,m), on a
(H * g)xm(s) = Hxg(s) = Y _ H(s,u)g(u),

ou la somme est étendue aux u € S tels que d(s,u) = n et d(u, sg) = p.
Les géodésiques [so, s], [so, u] et [u, s] de arbre ont un unique sommet ¢
en commun. Si on note j = d(u,t),ona j<n,j<pem=mn+p-—2j,
d’ou la derniere assertion.
Il reste & majorer la norme

I gl = > |> H(swgw)

d(sp,s)=m u

T

)

ou la derniere somme porte sur les u a distance n de s et p de sg.

1¢" cas : j = %(n +p—m) =0. Alors u = t est bien déterminé par s,
donc

I g)xnli = 3 Hswllg@l = 3 ) (X 1HE,w)l);

d(s,s0)=m d(so,u)=p
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la derniére somme porte sur les s tels que d(sp,s) = m et u appartient au
segment [sp, s], en particulier cette somme est majorée par | H||};,. et donc

[(H * g)xmlly < (| HIlg- gl
2¢m¢ cqs: j > 0. Alors

@eaatis ¥ (Sioor ) (Sur),

d(s,s0)=m

Comme 1 <r <2,ona

(S 1H )Y < 3 | H s )l
et donc

1@ ghenlly < 30 (Gl ) (X lat)l").

d(s,s0)=m

(o1 les sommes portent sur les u,u” & distance n de s et p de sg)

< > Y (X Hew)( X lew)r)

d(507t):p_j d(57t):n_j d(tvu):j d(t7u/):j
< > Y (Y Y Hsw);
d(s[)vt):p*j d(tﬂu/):j d(s7t):n7j d(tﬂu):J

les sommets s, u, v’ intervenant dans les sommes des deux lignes précédentes
sont supposés tels que les segments [t, so|, [t, s] et [¢,u] (resp. et [¢,u']) sont
deux a deux d’intersection réduite a {t}.

On note B(t,n,j) = {(s,u) € S x S | d(s,t) =n —j, d(u,t) = j, d(u,s)
=n}. On va montrer que

> [H(s,w)|” < sup(l,l— 1) (g + V)| H||j,-
(s,u)€B(t,n,5)
On en déduit aussitot I'inégalité de 1’énoncé.
Pour montrer cette inégalité portant sur B(t,n,j), on consideére quatre
cas selon la parité de j et p.

1¢" cas : j et p pairs. Alors t € S’ et il existe gy € G tel que go(t) =
so. L’application (s,u) — (go(s),g0(u)) est une bijection de B(t,n,j) sur
B(sp,n,j) qui laisse invariante H; on peut donc supposer que t = $q,
c’est-a-dire p = j. Par 'hypothese (U) sur G il existe d01,...,d;/2 € G2
uniques tels que u = 01 ---d;/250 [B.K; prop. 1.7]. C’est-a-dire so = gu(u),
ou g, = 6;/12 ---071. On définit alors une application de B(sg,n,7) dans
la spheére X(sg,n) par (s,u) — gyu(s). Cette application est injective : en
effet, si gu(s) = gu’(sl)7 comine gu(u) = Gw (u,) on a aussi gu(SO) = gu’(SO) )
I’hypothese faite sur Ggl prouve alors que g, = gy, donc u = u’ et s = 5.
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D’autre part, par invariance de H sous G, on a H(s,u) = H(gu(s), so)-
Donc

Yo Hswlr < Y HE sl < H] G

(s,u)eB(t,n,j) s":d(s’,s0)=n

2¢me cqs : § pair et p impair. Alors t € S” et [ > 1. Grace & G on peut
supposer que t est I'un des voisins de sg, i.e. p = j + 1. On note v 'unique
voisin de u dans [sg,u]; on a v € S’. Il existe alors d1,...,0,/2 € G2 uniques
tels que v = d1 - -+ §;/250, c'est-a-dire sg = g,(v) avec g, = 5J/12 .07t On
définit ainsi une application @; ,, ; de B(t,n, j) dans B(sp,n, 1) par (s,u) —
(gv(8), gv(u)). Le sommet g,(so) est 'un des voisins du sommet g,(t) qui
est 'unique sommet de [g,(s), g»(u)] & distance j de g,(u). De plus g, (s0) ¢
[gv(8), gv(w)], il y a donc, g,(s) et g,(u) étant fixés, au plus [ — 1 possibilités
pour g,(so) et donc pour g,,s et u; autrement dit, les fibres de @, ,, ; ont
au maximum [ — 1 éléments. Ainsi

S Hswr <01 Y HE W)

(s,u)€B(t,n.5) (s";u")€B(s0,n,1)
<i-ny Y HEr
wid(soyu')=1 s':d(s' u')=n
<(¢+ 1)U —-1)[HIgG-
3™ cas : j impair et p pair. Alors ¢t € S” et on se raméne comme au

2°me cas & t voisin de sg, i.e. p = j + 1, puis, par une application dont les
fibres ont au plus [ — 1 éléments & u = sg. On obtient

Yo H (sl < (- DIIH]G,

(s,u)EB(t,n,j)

4°™¢ cqs : j et p impairs. Alors ¢t € S et on se rameéne comme au 1°
cas a t = sg, i.e. p = j, puis par une application injective a u voisin de sg.
Finalement, par le méme raisonnement qu’a la fin du 2°™° cas on obtient

> [H(s,w)l" < (g+ DIHI,
(s,u)EB(t,n,j)

LEMME 2.2. On reprend les mémes hypothéses sur H qu’au lemme 2.1.
Sigel™(S) (1<r<2),alors Hxgel"(S) et
[1H * gl[ < (n+1)"(q¢+ 1) sup(L, 1 = 1)||gl[ | HI[G-

Démonstration. Notons g, = gx, la restriction de g & X(so,p). On a

alors g = Z;:E gp et Hxg = ;;XS H % g, (sommes localement finies). Donc
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T

+oo +oo  +o0o
V5 glls = > 10+ g)xmllz = 3 | D20 = gp)xon|
m=0 m=0 p=0

-y | S gp)xim
m=0 p

ou la derniére somme porte sur les p tels que [n—m| < p < n+met n+p—m
est pair. Par Holder on a encore

r
)
r

400 n+m
1H % glly <> (1)1 > (H *gp)xmlly

m=0 p=|n—m|
+oo

<D D A+ )THIH * gp)xmll
p=0 m
+oo

<D e+ 1) Mg+ Dsup(L, 1= D H| 5 gpll7,
p=0 m

ou les deux derniéres sommes portent sur les m avec [n—p| <m <n-+pet
n + p —m pair. Ainsi

[H gl < (n+1)"(q+ 1) sup(1, 1 — D)|[HI|g[|lgl/7-

N.B. : Si les sommets de S” sont de valence 1, si H est & support dans
S’ x S’ on peut remplacer n 4+ 1 par n/2 + 1 dans 'inégalité du lemme.

THEOREME 2.3. Soit H un noyau sur un arbre localement fini X ; on
suppose H invariant par un groupe G transitif sur S’ et vérifiant la condi-
tion (U). On note H,, la restriction de H a {(s,t) € S x S |d(s,t) =n}. Si

(A1) || Hylar < 400 alors H est un convoluteur de 1"(S) dans 1"(S)

(1 <r <2), denorme || H|[cor < [(g+1) sup(l,l—l)]l/r :ioo(n'i'l)HHanr-

REMARQUES. 1) Pour r = 1, le résultat n’est pas optimal : on montre
facilement que ||H||co1 < 3252 | Honlas-

2) Le résultat de U. Haagerup concerne le cas d'un arbre homogene
et un noyau invariant par un groupe libre simplement transitif sur 5. La
majoration de la norme de convoluteur est alors plus précise.

Démonstration. Pour m > 0, soit H™ = Z?:o H,. On a alors, pour
fel(9),
m+p
I(H™ = H™ ) fll. < > (n+1)[(g+ 1) sup(1,1 = ]| Hyllar || £ -

n=m+1

La convergence de la série 3% (n41)|| H,,|| 4» montre que la suite (H™x f),,
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est de Cauchy dans ["(S) et converge vers H * f. Par passage a la limite on
obtient la majoration de la norme de convoluteur.

REMARQUE 2.4. Dans le cas o H' est un noyau défini sur S’ x S/, on
peut le prolonger par 0 sur S x S'; 'invariance sous G de H' est équivalente
a celle de son prolongé. La norme droite de H' est alors

IHl5, = > [H(s,50)|",  so fixé dans .
ses’
Les raisonnements faits ci-dessus se simplifient, il n’y a que deux cas a
considérer dans le lemme 2.1 et la conclusion est

|(H * ) xom 2 < sup(L,1 = D H[3, gl (1< r<2),

Ainsi dans le théoreme 2.3 on a alors H, = 0 pour n impair et, si la série

20 (2n + 1)||Hap | ar est convergente, on a
“+oo

[H [lewr < [sup(1,1 = 1)]Y" > " (20 + 1) Hanl|ar-
n=0

Si de plus [ = 1, on peut d’apres le N.B. précédent et le théoreme 2.3
remplacer ci-dessus 2n+1 par n+1, et on retrouve le résultat de U. Haagerup
pour les arbres homogenes.

3. Exemple d’application

3.1. On se place dans la situation d'un arbre homogene X, avec un
groupe G transitif sur S’ et S”, vérifiant la condition (U); on suppose
Pexistence d’un ensemble (stable sous G) d’arétes dites “spéciales” telles
que tout sommet soit contenu dans une unique aréte spéciale.

On choisit une aréte spéciale {s’, s”} avec s’ dans S’ et on note G’ (resp.
G") le fixateur de s’ (resp. s”) dans G.

3.2. Il est facile de construire un couple (G, X)) satisfaisant a ces condi-
tions avec la notion de graphe de groupes de [S] :

On se donne deux groupes G, G’ et p groupes G1, ..., G, munis d’injec-
tions o; : G; — G’ et 3; : G; — G”. Le groupe G est alors engendré par les
groupes G’, G” et des éléments t; (1 < i < p) soumis aux relations t; = 1 et,
pour tout i, pour tout g dans Gy, a;(g) = t:;Bi(g)t; *. On pose S’ = G/G’,
S" = G/G", et on note s’ (resp. s”) le sommet correspondant a la classe
triviale de G/G’ (resp. G/G"). L’ensemble des arétes (non orientées) est
A =[], ,G/ai(G;); l'aréte associde a g- a;(G;) a pour extrémités gs’ dans
S’ et gs; dans S”, ou s; = (t;)s”, 1 <i < p. Les arétes a; = {5, s;} forment
un systeme de représentants des classes de conjugaison sous G d’arétes. On
a X(s',1) = G" - {s1,...,8p}, plus précisément ¢ + 1 = card(X(s',1)) =
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P (G : a;(G;)). La condition de 3.1 sur les arétes spéciales se traduit
par G' = a1(G1) et G" = B1(G1).

On peut montrer que la condition (U) équivaut a (G’ : o, (G;))/(G" :
Bi(G;)) indépendant de i, 1 < i < p; en tout cas les deux sont vérifiés si
G’ et G” sont finis. Compte tenu de la condition sur G, on doit donc avoir
(G'": a;(G;)) = (G" : ;(G;)) pour tout i. En particulier on a bien

P P
card(X(s",1)) = > (G": Bi(Gy)) = D (G : i(Gy)) = g + 1.
i=1 i=1

3.3. Sous les conditions de 3.1 on note X(s’,1) = {s] = s",... 57,1} et
X(s",1) ={s1 =5,...,5,41}- Un noyau G-invariant K a sauts de longueur
1 est déterminé par des nombres complexes pi,...,py 1 et pY,...,pgyq au
moyen des formules

0 sid(s,t)#1,
K(s,t) =< p, sitelS’ seS" et {st} G-conjuguée a {s/,s'},
pil siteS” se S et {s,t} G-conjuguée a {s;,s"}.
Bien entendu, il faut supposer p; = p} (resp. p/ = p’) si les arétes {s},s'}
" / !/ 1 / 1 3 4 : 3 I 11
et {s7,s'} (resp. {si,s"} et {s},s"}) sont G-conjugudes, i.e. si G's] = G's
(resp. G"'s; = G"s).
Il est clair que K définit un opérateur linéaire borné sur {"(S). On va
définir son inverse en supposant pj et p{ non nuls (en fait grands).

3.4. On définit le noyau H sur S x S en posant d’abord H(s,t) = 0 si
d(s,t) est paire.

Sid(s,t) =2n+ 1, on note [t,s] = (so = s, ..., Sont1 = t) la géodésique
de s at et on pose H(s,t) = 0 si au moins une des arétes {sa, Sox+1} n'est
pas spéciale pour 0 < k < n.

Si toutes ces arétes {sar, Sak+1} sont spéciales, alors aucune des arétes
{S2k+1, S2k+2} n’est spéciale pour 0 < k <n — 1. Il y a alors deux cas :

e Site S alors sokio € S et on note ig, 2 < i < g+ 1, le nombre tel
que {sar+1,52k+2} Soit G-conjuguée a {s”, s} } et on pose
1
(=1)" 7T Pie

H(s,t) =
P P

e Site S”, alors sopio € S” et on note ix, 2 < ip < ¢+ 1, le nombre tel
que {s2x+1,S2k+2} Soit G-conjuguée a {s’, s’ } et on pose

ST

H(s,t) =
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LEMME 3.4. H est un inverse formel de K, i.e. Hx K et K *x H sont
égaux au noyau tdentité.

Démonstration. Laissée au lecteur.

LEMME 3.5. Pour 1 <r <2 et n un entier positif, on a

, A:E,
2 eI =1 |T<Z

se€X(s’,2n+1) =2

/!
4

’I’)TL
/

Y

1

Le résultat analogue en échangeant les ' et les” est également vrai.

Démonstration. Un s € X(s',2n + 1) tel que H(s,s") # 0 est déterminé
par la géodésique (sp = ¢,..., Son+1 = S) et nécessairement s; est le voisin
spécial s” de s'; de méme quand sg est déterminé, sor11 est son voisin
spécial. Par contre, pour sory1 déterminé, sopyo est I'un quelconque de ses
q voisins non spéciaux. Ainsi

/!

p 1 q+1 » N N

! :

>l S = (2 lm] )
s€X(s’,2n+1) P i=2 1

ol la seconde somme porte sur les (il, . ,in) €{2,...,q+1}"

D’ou le lemme par des calculs faciles ou analogues.

PROPOSITION 3.6. Supposons 1 <r < 2. Alors H est un opérateur I" si
et seulement si
q+1 q+1

/! /! / /
py|" > Z lpi|" et [py[" > Z Pl
i=2 i=2
En particulier sous ces conditions K est un opérateur I” inversible.

Démonstration. D’apres 3.4 la derniere assertion résulte de la premiere.
Si H est un opérateur [" alors H * 0 et H * §5» sont dans ["(S) et d’apres
le lemme 3.5 les inégalités ci-dessus sont vérifiées. La réciproque résulte du
lemme 3.5 et du théoreme 2.3.

REMARQUE 3.7. On généralise ainsi un résultat de [Ft-S; §2], qui sup-
pose entre autres K symétrique. On trouvera aussi dans cette référence
lorigine de la définition de H.
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