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Division dans ’anneau des séries formelles
a croissance controlée. Applications

par

AucusTIN Mouzg (Lille)

Abstract. We consider subrings A of the ring of formal power series. They are defined
by growth conditions on coefficients such as, for instance, Gevrey conditions. We prove a
Weierstrass—Hironaka division theorem for such subrings. Moreover, given an ideal Z of A
and a series f in A we prove the existence in A of a unique remainder » modulo Z. As a
consequence, we get a new proof of the noetherianity of A.

Introduction. Dans toute la suite, M = {M,, } ,en désigne une suite de
réels positifs qui vérifie les propriétés

(Hy) My =1 et {M,},en est logarithmiquement convexe,
(Hs) 3C > 0 tel que My,4q < C" 1 M,,.

La condition (H;) équivaut a la croissance de la suite { M, 1+1/Mp}nen
et entraine l'inégalité M; M < M; ;. pour tous j, k entiers.

On note aussi, dans la suite, pour tout entier fixé k, My; la suite
{Mp 1k }nen, M_j la suite {M,,_i }nen, n>k €t M®) la suite {Mpp }nen.

Soit K = R ou C. On désigne alors par K[[X]] 'anneau des séries
formelles en s variables a coefficients dans le corps K. Pour tout multi-indice
J de N* onnote X7 = X{' ... XJs et |J| = j1+...+Js. Soit r = (r1,...,7s)
un poly-rayon de R%*. On note

kxonn = {rerix)sf= ¥ nxt ¥ 5 Mo <o

JENs® 7=0 JeN?®
[J|=3

et

K[[X])(M) = [ JKIX]N (M, 7).

On dit que anneau K[[X]](M) est un anneau de séries formelles a croissance
controlée. C’est une limite inductive d’espaces de Banach. Si M = 1, c’est-
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a~dire si M,, = 1 pour tout entier n, alors K[[X]](1) n’est autre que K{X},
I’anneau des séries convergentes.

Afin d’étudier les propriétés de K[[X]](M ), on se propose d’établir, dans
cet anneau, un théoreme de division du type Weierstrass par plusieurs séries.
Une version du théoreme de préparation de Weierstrass et de division par
une seule série a déja été donnée par J. Chaumat et A.-M. Chollet [3]. On
retrouve leur résultat ici. Il s’agit des théoremes 3.1 et 3.2. Dans le méme
article, les auteurs montrent que, sous I'hypothese (Hy), la condition (Hs)
est nécessaire et suffisante pour que ’anneau K[[X]](M) soit noethérien. On
notera que les énoncés font appel a une notion de p-régularité plus restrictive
que la notion de régularité d’ordre p classique dans K[[X]] et K{X}. On sait
[3], en effet, que la division dans K[[X]](M) par une série réguliere d’ordre
p met, en général, en évidence une perte de régularité sur la croissance
des coefficients du quotient et du reste dans cette division. Ce phénomene
a été noté également par M. A. Zurro [8] dans le cadre de la division par
plusieurs séries formelles, au sens d’Hironaka [1]; en effet, dans [8], on trouve
des énoncés avec “perte de régularité” concernant les anneaux a croissance
Gevrey (M, = n!*, a € R).

0. Présentation des principaux résultats. Dans ce papier, on établit
tout d’abord un théoreme de division au sens d’Hironaka dans K[[X]](M).

0.1. NOTATIONS. Dans toute la suite, pour tout f € K[[X]], on note f;
I’élément de K défini par la formule f(X) = > . f7X 7. On définit alors
I’ensemble d’exposants

Expy (f) ={J € N°: f; # 0}.
Soient p multi-indices de N°, Ey, ..., E,. On note

(0.1.1) A=

-

(Bi +N%).

=1

On choisit alors une partition A = A; U... U A, de A telle que, pour
tout ¢ = 1,...,p, 4; C E; + N° Par exemple, on pose A; = E; + N*,
AQ = (E2 —|—Ns) — Al, ey Az = (Ez + NS) — (Al U...u Ai—l)- Dans toute
la suite, on dira que N* = A; U...UA, U (N® — A) est la partition de N°
associée auxr E;, i =1,...,p.

Avec ces notations, on a le résultat suivant, prouvé en 2.4.

0.2. THEOREME (de L-division). Soient fi,...,f, dans K[[X]](M).
Soient L une forme linéaire sur R® a coefficients strictement positifs et
E., ..., E, des multi-indices de N*® tels que, si on note f; = ZjeNS(fi)JXJ,
on ait
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(i) (fi); =0 pour tout J € N°, |J| < |E;],

(i) (fi)p, # O,
(iii) (fi); =0 pour tout J € N°, J # E; et L(J) < L(E;).

Alors, pour tout élément g de K[[X]](M), il existe des uniques séries g1, . ..
.y 9p, h de K[[X]](M) telles que l'on ait

p
9= figi+h,
i=1
Expy(g:;(X)XEYc A, i=1,...,p,

o
h:Z Z hgXB  avec hg =0 pour B € A,
b=0 BeN®
|B]=b
ou N* = Ay U...UA, U (N —A) est la partition de N° associée auz
E;, 1 <i < p. De plus, (g1,-..,9p;h) est donné par un opérateur linéaire
contini.

Les conditions (i)—(iii) généralisent la notion de p-régularité de [3]. Elles
ne sont pas restrictives. On pourra s’en convaincre a la lecture du para-
graphe 2.

Pour établir ce théoreme, on adapte une preuve, donnée par J. Briancon,
d’un théoreme de division dans K{ X}, par perturbation d’un épimorphisme
[2].

On applique ensuite ce théoreme au probleme de division par un idéal.
On considére un idéal de K[[X]](M). Peut-on associer, a toute série de
K[[X]](M), un reste unique, dans K[[X]](M), modulo cet idéal? On ap-
porte une réponse affirmative a ce probleme. Pour cela, on construit une
famille génératrice de I'idéal en s’inspirant des bases de Groebner d’un idéal
polynémial [4]. On a alors ’énoncé suivant qui sera précisé et prouvé dans
le paragraphe 4.

0.3. THEOREME. Soient fi,..., f, des éléments de K[[X]](M). On note
Iy lidéal engendré par ces éléments sur K[[X]](M). Il existe alors une

famille géneratrice G = (g1, ..., gx) pour Zys telle que, pour touti =1,...,k,
gi appartienne a K[[X]](M), et telle que, pour tout g dans K[[X]](M), on
puisse écrire g = Zle hig;i + hg avec, pour tout ¢ = 0,...,k, h; dans

K[[X]](M). En outre, g appartient a Z si et seulement si hg = 0.

On en déduit alors une nouvelle preuve de la noethérianité de K[[X]](M).
C’est le corollaire 4.9. On obtient également, comme conséquence, le théo-
reme 0.4 suivant, que I'on retrouve en 4.11.
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0.4. THEOREME. Soient fi,..., f, des éléments de K[[X]](M). On note
T lidéal engendré par ces éléments sur K[[X]] et Iy l'idéal engendré par
ces €léments sur K[[X]](M). Alors Iy = Z NK[[X]]|(M).

On notera que ce résultat a déja été obtenu par ’auteur comme corollaire
du théoreme d’approximation d’Artin dans K[[X]](M) (cf. [6]).
On trouvera dans le paragraphe 4 des exemples illustrant ces théorémes.

1. Une méthode de division. Ce paragraphe est constitué de lemmes
techniques qui développent une méthode de division inspirée de [2]. Dans
un premier temps, le lecteur pourra se contenter de la proposition 1.6 pour
aborder les preuves des principaux résultats développées dans les sections
suivantes.

Dans la suite, A, munie de la norme || - ||, désignera une algebre de
Banach commutative unitaire. On a, en particulier, pour a et b dans A,
[ladl| < [l [b]].

On considere alors A[[X]], 'ensemble des séries formelles, d’indéter-
minées X = (Xi,...,Xs), & coefficients dans A. Soit ¢ = (01,...,0s) €
(R%)® un poly-rayon. On pose

j=0 JeNs, |J|=5 = 7

On note alors
A[X]I(M, 0) = {f € A[X]] : | £ < oo}

On vérifie aisément que || - HE,M) est une norme sur A[[X]](M, o) et que
lespace A[[X]](M, o) muni de cette norme est une algebre de Banach. On

pose
= JAIX]I(M, )

1.1. NoTATIONS. On note aussi
(1.11)  (A[IX))(M, )"
= {f € A[IX]) s Bxpy (F(X)XP) € Ay et £y < oo,
(1.1.2)  Ra(M,p0) ={f € A[[X]](M,p) : fg =0 pour tout B € A}.
On considere alors I'espace produit
Ha(M, o) =  (A[IX]|(M, 0))" x Ra(M. o)
muni de la norme

(My5,))
(g1, » g3 )15 = ZQ lle 5 IIRIEH).




Division dans ’anneau des séries formelles 67

- . , . A(M)

On vérifie facilement que 'espace Ha (M, p) muni de la norme || - [|o est
un espace de Banach.

1.2. LEMME. Etant donnés p multi-indices E;, 1 < i < p, on leur associe
Papplication ¢1 définie par

d)l : HA(M7 Q) - A[[XH(M7 Q)v

(1.2.1) P 5
(gl)' agpah) = ¢1(gl7' . agp,h) = Zng ‘ +h’
i=1
Pour tout multi-rayon o, ¢1 est alors une application linéaire bijective de
HA(M, o) sur A[[X]](M, o) telle que

161(g1, - gps NG = (g1, g3 ).

Preuve. Les vérifications sont faciles, compte tenu du choix des
normes. m

1.3. Définitions et remarques. Soit L une forme linéaire sur R® a coef-
ficients strictement positifs.

(1.3.1) Tout d’abord, on remarque que, pour tout B € N* il existe
un nombre réel positif g tel que A € N* et L(A) — L(B) > 0 implique
L(A)— L(B) > dp.

(1.3.2) On applique alors cette remarque aux multi-indices E;. Il existe
donc, pour tout i = 1,...,p, des réels strictement positifs §; tels que L(A) —
L(E;) > 0 implique L(A) — L(E;) > ¢;.

(1.3.3) Ensuite, soit 7 > 0 un réel. On notera 7 le poly-rayon (7,...,T)
associé¢ de R%*. Soient E;, ¢ = 1,...,p, des multi-indices de N®. Dans la

suite, on note u; et v; des séries arbitraires de A[[X]](M, CFil7), ot C est
la constante de (Hs), de la forme

o o
Z Z B Z Z B
U; = Uz'BX y v; = viBX .
b=|E;|  BeEN® b=|E;| BEN®
| B|=b | B]=b
L(B)>L(E;)
On remarque alors que, pour tout ¢ = 1,...,p, u; et v; sont telles que, pour

tout A de Expx (u;), ou pour tout A de Expx (v;), |A| > | Eil.

On construit maintenant, a l'aide de séries u; et v;, i = 1,.. ., p, vérifiant
Iécriture (1.3.3), une application linéaire ¢o qui sera une perturbation de
¢1 en ce sens que ¢ + ¢o sera encore une application linéaire bijective de
HA(Ma Q) sur A[[X]](Ma Q)

1.4. LEMME. Soit 0 <1 < 1; on note r = (tnh, ..., mn'). Soient E;, u;
et v;, pour i =1,...,p, comme dans (1.3.3). L’application linéaire ¢o,
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G2 Ha(M,7) — A[[X]](M,7),
(1.4.1) P

(915, gpi ) = d2(g1, -, gpih) = Z(Uz + i) gi,
est bien définie et vérifie, pour tout réel n, 0 <n < 1,

9=l < sup {r= il
=1,..., P

M_ g.
§; u1||(~ \El\)

7

+n

Preuve.

1.4.1. Premiére étape. Pour vérifier que Y % (u; + v;)g; appartient

bien & A[[X]](M,r), il suffit donc de s’assurer que || >7_; (u; + vz)ng(M)
< oo. 11 suffit d’abord de le vérifier pour un terme du type u;g;. On a, par
définition,

>0 I ksr—p tixgil
(1.4.1.1) hugill?0 =3 > == 1"
b=0 BeN?® b
b=|5]

On obtient alors, en utilisant, d’une part, le fait qu’on travaille dans des
algebres de Banach, et, d’autre part, la convexité logarithmique de la suite

{Mn}nEN7

S lwill  lgicll  rir
(1.4.1.2) uigil M) < . r
bz:% B%%s K-}-ZL:B Mg, My,
b=|B]

Le membre de droite de I'inégalité (1.4.1.2) est bien défini puisque, d’apres
(1.3.3), ujx = 0 pour |K| = k < |E;|. De plus, par hypothese (g1,...,9p; h)

appartient & Ha(M,r); cela implique que, pour tout ¢ =1,...,p, on a
M,y g,

(1.4.1.3) 1gs 15 < oo,

En outre, par hypothese, pour tout i =1,...,p, on a

u; € A[[X]) (M, C'ElF),

ce qui signifie, pour tout i =1,...,p,
(1.4.1.4) Z 3 ”“ZKH OIERE _ o
k=0 KeN°®
|K =k

Or, en utilisant | E;| fois 'hypothese (Hsz), on obtient, pour tout i = 1,...,p,

(1.4.1.5) M, < C*My_ < CkC*IM;,_5 < ...
< Oi(lEi‘71)|Ei|/20‘Ei‘kMkf|Ei|-
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Ainsi, en utilisant & nouveau (1.3.3), et en minorant C'Fil* /My par
CUBI=DIEA/2 /N g, dans Iinégalité (1.4.1.4), on obtient

(1.4.1.6) CUE:|=D)|Ei| /2 Z Z ikl x _ .
k= \E\KGNS My, \E\
|K|=k
ce qui donne exactement, en remarquant que r < 7,

(M_ )
(1.4.1.7) g |12

Dans (1.4.1.2) on reconnait un produit de séries; on a alors

(14.1.8) [Jusgs| M) < (Z > Auipll ><Z y lgigll >

b—0 BeN® M5, b—0 BeN® My
*IB\ |B|=b
< a1 gy D

De 1a, en utilisant (1.4.1.3) et (1.4.1.7), on conclut que, pour tout i =
1,...,p,ona

(1.4.1.9) l|uigi || < oo,
et, de la méme maniere, en utilisant a nouveau (1.3.3),

(1.4.1.10) o |10 < oo,

M_ g, My g,
(141.11) losgll 0 < froall™ == gall ™5 < oc.
Ceci nous donne bien ||Zf:1(ui + Ui)gng’M) < 0.

1.4.2. Seconde étape. On estime la norme de ¢5. On a, par définition,

(M)

p
(1.42.1) 1620915+ g I = || D
=1

Ainsi, en appliquant I'inégalité triangulaire et le fait qu’on se trouve dans
des algebres de Banach, on obtient, d’aprés (1.4.1.8) et (1.4.1.11),

(1.4.22) | é2(g1,---,gp, b))

(M5 (gge,) (M5 (gge,)
< luille 5 llgalle = ol 5 galle )

Oy ) 1 1 (Mogm) - (Mo,
gillw 5 (e ille T,

Tl
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Or, on a, d’apres (1.3.2) et la définition de r,

(M_i,) _p, lwisll - |p: _E
(14.23) gl =B =" NS S B bl Bl LB
b=0  BeN® My,
L(B)>L(E;)
|B|=b
ST—|E¢|775¢ uiH(;M_‘EH).

De méme, on a, puisque 0 < n < 1,

(Laza) olfmE < 30 S el sl

b—0 Ben® 0~ IEi]
|B]=b

< 7By~ L(B) (;Mfwﬂ)_

vil
On obtient alors le résultat escompté en remarquant

p
(1.4.2.5) > ok
=1

(My5,)
gile " < Wgrs g WIPED. m

1.5. LEMME DE PERTURBATION. S7 on a

(1.5.1) néiHuiH;M*IEH) < T‘Ei‘/27
et
(M_g,)) . .

alors Uapplication ¢1 + @2 est un isomorphisme entre les deux espaces de

Banach Ha(M,r) et A[[X]|(M,r).

Preuve. Pour tout o € R** on a donc trouvé, d’apres le lemme 1.2,
une isométrie bijective ¢; entre les deux espaces de Banach Ha(M, o) et
A[[X]](M, ). On peut donc écrire

(1.5.3) $1 + ¢2 = ¢1(Id + ¢; ' ¢a).

Ainsi, si ||¢2|| < 1, 'application ¢1 + ¢2 sera inversible. Pour tout n, 0 <
n < 1,onnote r = (tn't,...,7n!). Sion a (1.5.1) et (1.5.2), alors, d’apres
la proposition 1.4, on conclut [|¢2]] < 1. m

On obtient alors, comme conséquence des lemmes 1.2, 1.4 et 1.5, un
théoréme de division dans les séries formelles & coefficients dans des algebres
de Banach commutatives et unitaires.

1.6. PROPOSITION (de L-division dans A[[X]](M)). Soient A une algébre
de Banach commutative unitaire et 7y > 0. Soient f1,..., f, des éléments
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de A[[X]](M,T1) et soient E, ..., E, des multi-indices de N* tels que, pour
touti=1,...,p, on ait

(i) (fi)g = 0 pour tout B € N*, |B| < |E;,

(i) (fi) g, = 1+ ai,
avec 1 ’élément unité de lalgébre A et a; un élément de A. Soit L une

forme linéaire a coefficients strictement positifs de R*. Alors on écrit, pour
toutt=1,...,p,

filX) = X7 4 ui(X) 4 vi(X)
avec

ui(X) = Z Z (fi)s X7,

J=lBl 1=

L(J)>L(E;)

J=|E;] |J|=3
L(J)<L(E;)

J#E;

On a les conclusions suivantes.

(1) 1l existe T, 0 < 7o < 74, tel que, pour tout 0 < 7 < 7o, il existe n(T),
0 < n(r) <1, tel que, pour tout i =1,...,p, on a

n(r)® fully " < 1B 2.

(2) Si, de plus, on a

(M_|g,)) . .
ol 15 < Al EE,

vilr
alors, il existe un poly-rayon p de R%° strictement inférieur a T, tel que,
pour tout élément g de A[[X]|(M,T), il existe des séries gi,...,gp,h de
A[[X]](M, ) telles que l'on ait

p
(1.6.1) 9= figi+h
i=1

avec
(1.6.2) Expy(g:(X)XP)c Ay, i=1,....p,
(1.6.3) h = Z Z hgX®  avec hg =0 pour B € A,

b=0 BEN®

|B]=b

ou N* = Ay U...UA, U (N —A) est la partition de N° associée auz
E;, 1 <i < p. De plus, (g1,-..,9p;h) est donné par un opérateur linéaire
contini.
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Preuve. Par hypothese, pour tout ¢« = 1,...,p, f; appartient a
A[[X]](M,71), et donc en utilisant alors I’hypothese (Hsz) sur la suite
{M, }nen, et en procédant comme dans (1.4.1.5), on obtient, pour tout
1=1,...,p,

(1.6.4) il el < oo,

On note e = min;—; p(l/C"Ei|). En posant alors 7, = e7q, on obtient, pour

tout ¢t =1,...,p,

-----

(M_ ) (M_ )
(1.6.5) g |12 et fuyf) 1
Ainsi, pour tout 7 < 79, on a

M_ M_

(1.6.6) e T
Pour tout 7 < 75, on peut choisir n(7) < 1, assez petit, pour que l'on ait
(1.6.7) n(r)% H~ -12d) o plBil o,
Cela donne, en utilisant (1.6.6),
(1.6.8) ()34 g | < 1B g,

On obtient donc le (1) de la proposition.
De plus, pour avoir le (2) de la proposition, il suffit de remarquer d’abord
que (1.6.8) est exactement la condition (1.5.1). Si on a, dans le méme temps,

(M_\g;) ) ,
(1.6.9) v | 1B <%T\Ez\n(T)L(E1)?

la condition (1.5.2) est réalisée. On se trouve alors sous les hypotheses du
lemme 1.5 et 'application

¢1+ @2 HA(Mar) - A[[X]](M7T)7

p p
(91,2 gpih) = (D1 + d2) (91, - -, gpi h) = Zgz‘YEi +h+ Z(Uz + vi)gi,

i=1 i=1
avec 7 = (tn'*,..., "), est une application linéaire bijective. Alors, pour
tout élément g de A[[X]](M,T), il existe un unique p + 1-uplet

(g15---,9p;h) € HA(M, 1)
tel que

hpXB avec hg =0 pour B € A.

=0 BEN®
|Bl=b

P
g= Z(XEI +u; +v3)g; + b,
i=1
h=2,
b=0
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En remarquant que, pour tout ¢ = 1,...,p, X% + u; +v; = f;, on ob-
tient exactement g = Y7 | fig; + h. On a alors, pour tout i = 1,...,p,
Mg, :
||gl||£ HED oo et ||h||£M) < co. En utilisant ’estimation de (1.4.1.5), on
peut affirmer que, pour tout i =1,...,p,
M
lgell e, < oo,

ce qui donne le résultat avec u =re. m

REMARQUE. Si pour tout i = 1,...,p, v; est identiquement nul, la condi-
tion (1.5.2) disparait. La condition (1.5.1) est toujours réalisable. La division
a lieu.

2. Division dans I’anneau des séries formelles a croissance con-
trolée. On peut maintenant appliquer la proposition 1.6 pour obtenir des
théoremes de division avec estimations dans 'anneau des séries formelles &
croissance controlée.

2.1. D¢éfinitions et notations. Soient fi,...,f, des éléments de
K[[Y]][[X]]- Soient L une forme linéaire & coefficients strictement positifs
de R® et Ey,...,E, des multi-indices de N°. On dira que la famille f;,
1 <i < p,est (Eq,...,Ep; L)-réguliére dans K[[Y]][[X]] si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) (fi)g(Y) =0 pour tout B € N°, |B| < |E;],

(i) (fi) g, (0) # 0,
(iii) (fi)5(0) = 0 pour tout B € N*, B # E; et L(B) < L(E;).

Il est facile de vérifier que, si on se donne des séries formelles f;, 1 < i < p,
de g+ s variables, on peut toujours trouver une partition X, Y sur ’ensemble
des variables, des multi-indices F1, ..., E, et une forme linéaire L tels que la
famille (f1,..., fp) soit (E1,..., Ep; L)-réguliere dans K[[Y]][[X]]. On donne
un exemple. On considere f1(X1, X2, X3) = X2 X7+ X1 X3+ X3P X0 X3+ XT
et fg(Xl,Xg,Xg) = X12X2 + X%Xg + X12X22 + Xf On pose E1 = (2,2) et
Ey = (2,1). Soit L la forme linéaire de R? telle que L(iy,iz) = i1 + 2is.
On vérifie facilement que la famille (fi, f2) est (E, Eq; L)-réguliere dans
K[[X3s]][[X1,X2]]. En revanche, elle ne sera jamais réguliere dans
K[[X2, Xs]J[[X1]]-

Soit { Ny, }nen une suite de réels positifs vérifiant les conditions (Hy) et
(Hz). Soit K = R ou C. Dans la suite, on prendra pour A I’algebre de Banach

des séries formelles K[[Y]](N, «), avec Y = (Y7,...,Y,), munie de la norme
Il - H,(IN), sia = (a1,...,qq) est un poly-rayon de R}?. On a donc, en suivant

les notations du paragraphe 1.1, pour tout f € A[[X]],
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Hf”(M) _i Z HfJHf(lN) J
(Na)(o) — M, ¢

j=0 JeNs, |J|=j

et
(KIYIN, a))[XTI(M, o) = {f € KIYIN, a)[[X]]: | Fll{x my o < 20}

L’espace (K[[Y]](N,a))[[X]](M, o) muni de la norme || - HEAN@a)(Q) est une
algebre de Banach.

2.2. THEOREME (de L-division). Soient fi,...,f, des éléments de
(K[[Y]](N,v)[[X]](M,T1). Soient L wune forme linéaire a coefficients
strictement positifs de R® et Ey,...,E, des multi-indices de N° tels que

la famille (f1,..., fp) soit (Eq,..., Ep; L)-réguliére dans K[[Y]][[X]]. Alors
il existe 7o, 0 < T < T, tel que, pour tout 0 < 7 < 7o et pour tout
v < vy, il existe un poly-rayon p de R%*, p < 7, tel que, pour tout élément
g de (K[[Y]|(N,v)[[X]](M,T), il existe des uniques séries gi,...,gp, h de
(K[[YT)N, D)[X]](M, ) telles que l'on ait

P
(2.2.1) 9= Zfigi + h,
i=1

(2.2.2) Expx(g:(V, X)XF)cC Ay, i=1,...,p,
(2.2.3) h = Z Z hgXB  avec hg =0 pour B € A,

b=0 BEN®

|B]=b

ou N* = Ay U...UA, U (N —A) est la partition de N° associée auz
E;, 1 <i < p. De plus, (g1,-..,9p;h) est donné par un opérateur linéaire
contini.

Preuve. On reprend la démarche de la preuve de la proposition 1.6. On
peut évidemment supposer (f;) (0) = 1. On a alors (f;)p (Y) =1+ a;(Y)
avec a;(0) = 0. On écrit donc, d’apres les conditions (i)—(iii),

[V, X) = XP = (Y, X) + v (Y, X)

avec
w(V,X)= > Y (f)s(Y)X",
b=|E;| BEN®
L(B)>L(E;)
|B|=b
(2.2.4) -
vV, X)= 3 > (f)s(MXP +a; (V)X 0;(0,X) =0.
b=|E;| BeN®
B#E;
L(B)<L(E;)

| Bl=b
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D’autre part, f; appartient a (K[[Y]](N,71))[[X]](M,71) pour tout i =
1,...,p. En utilisant alors ’hypothese (Hy) sur la suite {M,},en, et en
procédant comme dans (1.4.1.5), on obtient, pour tout i = 1,...,p,

(M5,

En notant toujours e = min;—; p(l/C"Ei‘), on pose 75 = e7y. On a donc,

pour tout e =1,...,p,

.....

(M_\g,;)) (M_\Eg,;))
(2.2.6) Huz||(N V'j(‘m) < oo et HU,;H(N V'j(‘m) < 0.

Et donc, pour tout v < vy et pour tout 7 < 75, on a

Mo _ IGDEIE" oy s,
227 Julinayd = 3 > ST < il n 7,y(7)-

b=|E;| BeN?® — B
L(B)>L(E;)
|B|=b

On a aussi, pour tout coefficient (f;)p tel que (f;)p(0) =0,

(2.2.8) ||(fi)sllM) = Z Z I(f)a,Bll szBH Z Z szBH

a=1 AeN? a=1 AeN?
|Al=a |Al=a
o0
|(f)asl o N
<vd Y AT < sl
a=1 AeN? a
|Al=a

Et donc, pour tout v < 11 et pour tout 7 < 75, on a

e20) Wiy =y Y Wl
HHNP)(T) My 5,

bzlEl‘ BeN?
L(B)<L(E:)
| Bl=b

N
D I
T (g
—|E| g My g,

L(B)<L(E )

|B|=
Vo (Moysy)

< o lillin ) i)

Pour tout 7 < 79, on choisit () < 1, assez petit pour que 'on ait

(2.2.10) n(7)%

(M_\g,|) E;
(v oy < T2

Cela donne, en utilisant (2.2.7),

(2.2.11) n(T)% < %TlE‘|(||ul||EA]\/,I;‘)?;')))_1 pour tout v < v.
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On choisit ensuite v = v(7,7(7)) inférieur a v, assez petit pour que l'on ait

Yoo Mo ) 1B, \L(E;)
(2.2.12) o il oy < 27 (T
Cela donne, en utilisant (2.2.9),
(M_5,)) | .
(2213) Hvz‘|(N717‘)?7~—‘) < %T‘El‘fr]<7-)L(Ez).

Les conditions (1) et (2) de la proposition générale de L-division 1.6 sont
données respectivement par (2.2.11) et (2.2.13). Il existe donc un poly-rayon
1 < T tel que les conclusions de cette proposition soient vérifiées. De plus,
si (g1,---,9p;h) et (g1,...,9p;h') sont deux p + l-uplets vérifiant (2.2.1)-
(2.2.3), alors on a, pour tout i = 1,...,p, g; = ¢g; et b’ = h. Il suffit de se
référer a la version correspondante du théoreme de division formelle dans
(1]. m

2.3. REMARQUES. (a) Dans le cas ou M,, = 1, pour tout n € N,
I'hypothése (i) du théoréme 2.2 est superflue. Le lecteur s’en convaincra
en reprennant la démonstration de la proposition 1.4 et du théoreme 2.2.
On notera 'analogie avec la preuve du théoréme de Briangon [2].

(b) On déduit aisément du théoreme 2.2 un théoreme de division dans
(K[[Y]](N))[[X]](M). Dans la suite, si ¢ = 0, c’est-a-dire si les séries for-
melles sont a coefficients dans K, on dira du théoreme 2.2 qu’il est sans
parametres. On a alors ’énoncé suivant, annoncé en 0.2.

2.4. THEOREME. Soient f1,..., f, dans K[[X]](M). Soient L sur R® une
forme linéaire a coefficients strictement positifs et Ei,...,E, des multi-
indices de N° tels que la famille (f1,..., fp) soit (En,...,Ey; L)-réguliére
dans K[[X]]. Alors, pour tout élément g de K[[X]](M), il existe des uniques
Séries gi, ..., gp, h de K[[X]](M) telles que 'on ait

p
9=>_figit+h,
=1
Expy(g:(X)X") Cc A, i=1,...,p,

h:Z Z heXP  avec hg =0 pour B € A,

b=0 BEN®

|B|=b
ou N* = Ay U...UA, U (N —A) est la partition de N° associée auz
E;, 1 <i < p. De plus, (g1,.-.,9p;h) est donné par un opérateur linéaire

continu.

De plus, cette division est toujours possible. Il est facile de vérifier qu’il
existe toujours une forme linéaire L et des multi-indices Fy, ..., E, tels que
(fi,..., fp) soit (Ey,..., E,; L)-réguliere.
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APPLICATIONS

3. La préparation et la division de Weierstrass. On retrouve,
comme conséquence du théoreme 2.4, une version des théoremes de divi-
sion et de préparation de Weierstrass dans K[[X]|(M) (cf. [3]). Pour cela,
on rappelle une notion de p-régularité introduite par J. Chaumat et A.-M.
Chollet [3].

Soit f un élément de K[[X]],

o

FX)=>" > f2x7,

Jj=0 JeN®
[J]=3

et p un entier. On dira que f est p-réguliere par rapport a la variable X si
fr =0 pour tout muti-indice J tel que [J| <p et f, 0 7#0.

Ainsi, pour tout élément f de K[[X]] non identiquement nul, il existe p tel
que, apres un éventuel changement de variable linéaire, f soit p-réguliére
par rapport a la variable X;. On note

ord(f) =min(j : f; #0).

3.1. THEOREME (Division de Weierstrass [3]). Soit f € K[[X]](M) une
série formelle, p-réguliére par rapport & la variable X. Alors, pour tout
g € K[[X]](M), on peut écrire

p—1
g(X1,.. . X)) =q(X1,. . X)f(Xy, . XD+ ) m(Xy, ., X)) XE
k=0

avec q € K[[X]|(M), r, € K[[X]](M), k=0,...,p— 1, uniques.

Cette proposition n’est autre que le théoreme 2.4 (voir remarque 2.3(b)).
En effet, on considere une forme linéaire L & coefficients strictement positifs
et indépendants sur Z telle que L(0,...,0,p) < L(J) pour tout multi-indice
J, J # (0,...,0,p), tel que f; # 0. La série f est alors ((0,...,0,p); L)-
réguliere dans K[[X]].

3.2. THEOREME (Préparation de Weierstrass [3]). Soit f € K[[X]](M)
une série formelle, p-réguliére par rapport a la variable Xs. Il existe alors

des uniques séries formelles U € K[[X]|(M) inversible et ro,...,rp—1 €
K[[X1, ..., Xs—1]](M) telles que

p—1
F(X1, .. X)) =U(Xy, ... ,Xs)<X§ =S m(Xa ,Xs,l)Xf).
k=0

En outre, on a, pour tout k =0,...,p—1, ord(rg(X1,..., Xs—1)) > p—k.
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3.3. PROPOSITION. Soit f € K[[X1,...,Xs_1]](M)[X,] une série for-
melle polynéomiale et réquliere d’ordre p en X,. Alors, pour tout g €
K[[X1,..., Xs_1]](M)[Xs], on peut écrire

p—1
9(X1, . X)) =q(X1,. ., X)f(Xn, o X+ ) re(Xa, ., X)) XE
k=0

avec q € K[[X]|(M), r € K[[X]](M), k=0,...,p— 1, uniques.

Prewve. D’apreés la remarque 2.3(a), si la série f(X) appartient a
K[[X1,..., Xs—1]](M)[X;], Panneau des polynomes en X a coefficients dans
K[[X1,...,Xs-1]](M), 'hypotheése de p-régularité dans les théoremes 3.1 et
3.2 est superflue. Il suffit d’avoir la régularité d’ordre p de f, c’est-a-dire
f(0,...,0,X,) = XPc(Xs), avec ¢(0) #0. m

3.4. COROLLAIRE. L’anneau K[[X]](M) est un anneau hensélien.

Preuve. C’est une application directe de la proposition 3.3, en suivant
une démonstration classique [5]. m

3.5. Un exemple. Pour illustrer le théoreme 2.4 et plus particulierement
I'importance du choix de la variable par rapport a laquelle on va effectuer
la division, on donne un exemple.

Soit M,, = n!. Considérons la série formelle g(X,Y) = > 00/ Mo, X"Y™,
que nous allons diviser par f(X,Y) = X + Y 2. Si on effectue cette division
par rapport & X, les hypotheses du théoreme 2.4 sont vérifiées, A = (1,0) +
N2 et on obtient

g(Xa Y) = f(va)ql(Xv Y) +T1(Xa Y)
avec
¢ (X, Y) _ Z Z(_l)kflMQ(nJrk)XnynJ%ka

k=1n=0
o0

r(X,Y) = (-1)"My, V",
n=0
Il est aisé de vérifier que g, g1 et 1 appartiennent a K[[X, Y]](M).

En revanche, si on effectue cette division par rapport & Y2, on a A =
(0,2) + N? et on obtient

g(X,Y) = f(X,Y)(X,Y) +r(X,Y)

q2(X, Y) —_ Z Z(_l)k_1M2n+4k:Xn+3k_1Yn7
k=1n=0



Division dans ’anneau des séries formelles 79

o
ro(X,Y) = (=1)"(Mun X*" + My 12 X*" 1Y),
n=0
Il est aisé de vérifier que ¢o et ry appartiennent & K[[X,Y]](M?)) mais

n’appartiennent pas a K[[X, Y]](M). Le choix de la variable, par rapport a
laquelle on effectue la division, est donc fondamental.

4. Division par un idéal. Dans toute la suite, on se place dans I’anneau
des séries formelles a coefficients dans K et on suppose que

(%) L est une forme linéaire dont les coefficients sont strictement positifs
et indépendants sur Z.

4.1. NOTATIONS. Soient A et B deux multi-indices de N*. On dira que A
est L-inférieur a B, et on notera A <, B, si et seulement si L(A) < L(B).
Il est intéressant de remarquer que la condition (x*) sur la forme linéaire L
donne alors un ordre total sur N*.

Pour tout élément f de K[[X]], on définit aussi '’exposant privilégié de
f pour la direction L, ou L-ordre de f, le multi-indice E = ord(f) tel que

fe#0 et fa=0 pourtout A€ N*avec L(A) < L(E).
On a donc aussi

ordy(f) = mLin(J e N°:J e Expx(f))-

4.1.1. THEOREME (de L-division formelle [1]). Soient fi,...,f, des
éléments de K[[X]]. Pour touti =1,...,p on note E; l’exposant privilégié

dans la direction L de f;. Alors, pour tout g € K[[X]], il existe des séries
G1s---,9p, h de K[[X]] telles que

(1) g = Z?:l figi + ha
(iii) h = > p 2 BeNs, |B|=b hpX?® avec hg =0 pour B € A,

ou N* = Ay U...UA, U (N — A) est la partition de N° associée auz
E;, 1 < i < p. De plus, (g1,-..,9p;h) est donné par un opérateur linéaire
continu. En outre, si (gy,...,9,;h') est un p + 1-uplet satisfaisant (i)-(iii),
alors on a, pour touti=1,...,p, g; = g; et h="h'.

Preuve. La démonstration de ce théoreme peut étre lue dans [1]. On
peut, comme pour la proposition 1.6, en donner une preuve par perturbation
d’un épimorphisme. On reprend les notations du paragraphe 1.1. On note
alors

(KIX™ = {f € K[[X]] : Expx (F(X)X ™) C A},
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R = {fEK[[X]] : f(X):i Z X% avec fz=0 pour tout BGA}.

b=0 BeN?®
|B|=b

On considere alors I'espace produit

Ha = x (K[X])™ x Ra
que 'on munit de la valeur absolue | - |4 définie par
|(g1,...,gp,h)|A = sup (e*L(Ei)*L(OYdL(gi))’e*L(OrdL(h)))‘
On conclut alors comme dans [7]. L’unicité annoncée est élémentaire compte
tenu des conditions (ii) et (iii). m

On a facilement le résultat suivant.

4.1.2. LEMME. Soient f et g deuz séries formelles non nulles. Alors,
on a

(i) ordr(fg) = ordr(f) + ordr(g) et
(ii) ordr(f 4+ ¢) >r ming (ords(f),ordr(g)) si f+g # 0,

avec égalité dans (ii) si ordp (f) # ordr(g).

4.2. Notion de base standard. Etant donné un idéal Z de K[[X]], on note
E1(Z) 'ensemble des exposants privilégiés pour la direction L des éléments
de Z. On vérifie facilement que A € Er(Z) implique A+ N* C Er (7).

On a aussi les résultats suivants.

4.2.1. LEMME. Si h = ZENS’ JEEL(T) hy X7 appartient a T, alors h est
identiquement nul.

On appelle base standard de T dans la direction L une famille (g1, ..., gx)
de 7 telle que E(Z) = Ule(Ei + N*), ot on note E; = ordz(g;) pour tout
i=1,.... k.

On appelle frontiere distinguée de E1,(Z) la plus petite partie F,(Z) telle
que Er(Z) = Ugep, (z)(E +N?). De maniére évidente, F(Z) est une partie
finie.

4.2.2. LEMME. Soit (g1,...,9x) une base standard de T dans la direc-
tion L. Si on note, pour tout i = 1,...,k, E; Uexposant privilégié de g; dans
la direction L, alors T est engendré par l’ensemble des (gj)EjeFL (1)

On appelle alors ’ensemble (g;) E;eF(7) base standard minimale de T
dans la direction L.

Preuve. Soit g une série formelle appartenant a 'idéal Z. On effectue,
d’apres le théoreme 4.1.1, la L-division formelle de g par ’ensemble des
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(95) B, eF, (7). On obtient I'existence de séries formelles h; et r telles que
Expy(hj(X)X5) C 4, Expy(r(X))cN —A
et

g=>_, gihj+r
j:E;€FL(T)

Par hypothese, on a donc r = g — Zj:EjeFL(I) gih; € I, et le lemme 4.2.1
nous assure donc que r = 0. Ceci acheve la preuve du lemme. =

Etant donné un idéal Z de K[[X]] engendré par p éléments (f1,..., 1)
de K[[X]](M), on se propose de construire une base standard minimale
(g1,---,9k) de Z dans la direction L telle que, pour tout i = 1,...,k,
g; appartienne a K[[X]](M). On s’inspire de la construction des bases de
Groebner pour les idéaux de polynémes donnée dans [4].

4.3. Définitions et notations. Soient f et g deux séries formelles non
identiquement nulles. On note

Jordr(r) = FC(f)  (le premier coefficient de f),

Xorde() — FM(f)  (le premier monéme de f),
FC(f)-FM(f) =FT(f) (le premier terme de f).

Si ord(f) = a et ordr(g9) = B, on pose ¥ = (71,...,7s) avec y; =
max (o, §;) pour tout i = 1,...,s. On appelle alors X7 le plus petit commun
multiple de FM(f) et FM(g) et on note X7 = PPCM(FM(f),FM(g)). On

appelle S-série de f et g la combinaison

X X
S(f.9) = f- g-

WEFI T EI)

Cette combinaison est celle qui fait disparaitre FT(f) et FT(g). Dans
I’autre sens, on va voir dans le lemme suivant que, si on a une combinaison
de séries dont les premiers termes s’annulent entre eux, celle-ci peut s’écrire
comme combinaison de S-séries.

4.4. LEMME. Soient g1, ..., gs, t séries formelles. On note a(1),. .., a(t)
t multi-indices tels que a(i) + ordp(g;) = u € N*. Soient c1,...,c; des con-
stantes telles que, si on pose [ = 22:1 ci X g, ordy (f) est L-strictement
supérieur a p. Il existe alors des constantes cj . telles que l'on ait

f = ch,k'X#_’Yj'kS(gj7gk')7
3.k
ou X"k = PPCM(FM(g;),FM(gx)). En outre, pour tout couple d’indices
(4, k), la série X*~7+8(g;,gx) a un L-ordre L-strictement supérieur a p.
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Preuve. On pose d; = FC(g;). Pour tout i = 1,...,¢, ordy (¢; X g;)
= et ordL(E;l ;i X0 g) >p p. Cela implique alors

t
(4.4.1) > ed; =0.
=1

On pose p; = X*@Wg,/d;. On remarque que I'on a FC(p;) = 1 et aussi
t t

(44.2) f= ZciXa(i)gi = Zcidipi

i=1 i=1

= c1di(p1 — p2) + (c1dy + cod2)(p2 — p3) + - ..

+ (c1dh + ...+ cim1di—1)(pi—1 — pe) + (crdy + ... 4 cdy)py.
On pose FT(g;) = d; XP®. Alors, par hypotheése, pour tout i = 1.t
on a a(i) + B(i) = p. Ainsi, pour tout i = 1,...,t, FM(g;) = X?® divise
X*#. Par construction, on peut affirmer que, pour tout j,k avec j # k,
X"k = PPCM(FM(g;), FM(gy)) divise X#. Ainsi, X#~7%* est un monome
et on a

(4.4.3) Xﬂ—’yg',ks(gj’gk) — XYk < X5k X Vik )

FT(g)" "~ FT(g)"
XH X
- djxﬁ(j)gj P CORA
xa@) xak)
g T,
En utilisant (4.4.1) et (4.4.2), f peut étre mise sous la forme

9k = Dj — Pk-

t
(444)  f=) X0y,
=1

= c1di X" 725(g1, g2) + (e1dy + cado) XH7235(g, 93) + - - -
+(crdy + .o+ erade 1) XHT NS (g1, 9¢)-
En outre, par hypothese pour tout ¢ = 1,...,¢, le L-ordre de p; est exacte-
ment égal & 41 et le premier coefficient vaut 1; ainsi, on a ordr, (p; —pr) >1 -
L’égalité (4.4.3) nous permet alors d’affirmer que ord (X*~7*S(g;, gx))
> u. m
Le critere suivant, analogue a celui de détermination des bases de Groeb-

ner pour des idéaux de polyndmes [4], va permettre de vérifier si une famille
de 7 est une base standard.

4.5. LEMME. Soit Z un idéal de K[[X]]. Soit L une forme linéaire véri-
fiant (xx). Une famille G = (g1,...,9:) est une base standard pour I dans
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la direction L si et seulement si, pour tout couple d’indices (i,7) avec i # j,
le reste de la L-division formelle de S(gi,g;) par G est nul.

Preuve. Le sens direct est élémentaire. En effet, S(g;, g;), pour tout cou-
ple d’indices (i,7), appartient & Z. Puisque G = (g1,...,9:) est une base
standard pour Z dans la direction L, le lemme 4.2.1 permet alors d’affirmer
que le reste de la L-division formelle de S(gi, g;) par G est nul. Pour établir
la réciproque, considérons une série formelle f € Z non nulle. Il existe donc
des séries (hq,...,h:) € K[[X]] telles que 'on ait

t
(4.5.1) £=3 higi.
=1

Soit mp (i) = ordg(hig;). On définit pj, = ming (mp(1),...,mp(t)). On a
clairement

(452) OI“dL(f) zL Kh -

On considere I'ensemble des écritures possibles de f sous la forme (4.5.1).
Comme l'ordre considéré est total, on choisit une expression de la forme
(4.5.1),

t
f=>_Hyg,
i=1

telle que ppr soit maximale, c’est-a-dire pp >p pp pour tout ensemble h =
(h1,...,ht) tel que f s’écrive sous la forme (4.5.1). Pour alléger les notations,
on pose = pigy. Nous allons montrer que ordy (f) = .

On suppose

(453) OI‘dL(f) >r .
On isole dans 'expression (4.5.1) choisie pour f les termes d’ordre p. On
peut donc écrire, en notant p = miny, (m(1),...,m(t)),
(454) f= > Hygi+ > Hg
m(i)=p m(i)>Lp
= Y FT(H)gi+ »_ (H—FT(H))gi+ Y 6 Hig.
m(i)=p m(i)=p m(i)>Lp

Les monémes qui apparaissent dans la seconde et la troisieme somme ont
tous un L-ordre L-strictement supérieur & p. L’hypothese ordy, (f) >, p nous
assure que la premiere somme a aussi un L-ordre L-strictement supérieur a
. On pose FT(H;) = ¢; X*®. On a donc

Z FT(HZ)QZ: Z CiXa(i)gi.

m(i)=p m(i)=p
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Les hypotheses du lemme 4.4 sont vérifiées ; cela implique donc 'existence
de constantes c; ;. telles que I'on ait

(4.5.5) > FT(Hi)gi =Y c;n X" +S(g;, gx)
m(i)=p j.k

et

(4.5.6) ordr, (X*7%S(g;,9%)) >1 14

ou X7+ = PPCM(FM(g;), FM(gx)). Puisque, par hypothese, le reste de la
L-division formelle de S(g;, gr) par G est nul, on peut écrire

(457) g]7gk' Zaljk’g“

ou a;jr € K[[X]] et ordr(aijrgi) >1 ordL(S(gj,gk)) pour tout i,7j,k. En
effet, pour tout ¢ = 1,...,p, ord(a;kg:;) C A; avec A; N A; = ) pour tout
[ # 1.

Ainsi, I’égalité (4.5.7) donne

(4.5.8) ordr, (S(g;,9x)) = miin(ordL(aijkgi))
et
(459) XH5, kS g],gk szjkgw

ol bijr = a;jE X"+, De plus, (4.5.8) et (4.5.6) impliquent
(4.5.10) ordy (bijrgi) 2 ordp (X*77%S(g;, gr)) >1 p.
En outre, en utilisant (4.5.5) et (4.5.9), on obtient

(45.11) Y FT(Hi)gi =Y c;x X" 7+5(g5, i)

m(i)=p
= Z Cik ( Z bijkgi) = Z ( Z Cj,kbijk>gi

On pose z%k ¢ kbijr = H;. L'inégalité (4.5.10) implique alors, pour tout 4,
(4.5.12) ordy (Higi) >1 p-
On remplace dans (4.5.3) > FT(H;)g; par Zl H;g; pour obtenir

m(i)=p
m(i)=p m(i)>rp

On a donc trouvé une expression de f du type (4.5.1) ou tous les ter-
mes ont un L-ordre L-strictement supérieur a u. Ceci est impossible par
maximalité de p. L’hypothese ordy (f) >1 p est donc absurde. On conclut
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aisément avec (4.5.2) que ordr(f) = p. On a donc bien FM(f) = X* avec
p = ming (m(1),...,m(t)). Ainsi p appartient a Er(Z) et G est une base
standard de Z pour la direction L. m

On considere 'ordre naturel défini, pour I =(iy,...,is) et J=(j1,...,Js),
par
I <,at J équivaut a
I=J,oull] <|J|, ou

|I| = |J| et 3k tel que 4y = jy pour I =1,...,k— 1, et ix > jg.

Soient I, J des multi-indices de N*. Si I <,,¢ J et I #J, on écrira I <y, J.
On peut considérer pour cet ordre I'exposant privilégié d’un élément f de
K[[X]]. De plus, on montre aisément que, étant donné un entier k, il existe
une forme linéaire L vérifiant (xx) qui préserve I’ordre naturel jusqu’a I'entier
k, c’est-a-dire telle que, pour tous multi-indices I, J € N* satisfaisant |I| < k
et |J| <k, on ait

I <pat J = L(I) < L(J).

4.6. PROPOSITION. Soient f1,...,f, des éléments de K[[X]](M). On
note I l'idéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Il existe alors une forme

linéaire L vérifiant (xx) et une base standard minimale G = (g1,...,9k)
pour I dans la direction L telle que, pour tout i = 1,...,k, g; appartient a
KX (M).

Preuve. La preuve de cette proposition donne en plus une construction
explicite de cette base standard.

On pose Gy = (f1,..., fp). Soit alors, pour tout ¢ = 1,...,p, Ei(o)
I’exposant privilégié, pour 'ordre naturel, associé a f;. Soit ky un entier
tel que ko > max;—1,.., \EZ(O)]. Soit Lo une forme linéaire vérifiant (xx) qui
préserve I'ordre naturel jusqu’a U'entier k. Les multi-indices EZ.(O) sont aussi
les exposants privilégiés dans la direction Lg des séries f;. On peut s’assurer
que Gy est (Efo), e E;(,O);Lg)—réguliére dans K[[X]]. On se trouve dans les
conditions du théoréeme 2.4. Pour chaque couple d’indices (7, j) avec i # j, on
ajoute alors a G ’ensemble des restes non nuls de la Lg-division des séries
S(fi, f;) par Go. On appelle G; I'ensemble ainsi construit. Si G1 = Gy,
d’apres le lemme 4.5, Gy est une base standard de Z dans la direction Ly.
Sinon, on note rg’lj) le reste de la Ly-division de S(fi, f;) par Go et El(lj)
1) 1)

I'exposant privilégié de r; ; pour I'ordre naturel. Clairement r; j
a l'idéal 7.

Si max; ; \Ef j)| < ko, ces multi-indices sont aussi les exposants privi-

appartient

s ez . . . . 1

légiés dans la direction Ly. Sinon, soit k; > max; ; \EZ( j)|; alors on peut
2 )

trouver L; une forme linéaire qui préserve 'ordre naturel usuel jusqu’a
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Ientier ki. Alors, L; est un “raffinement” de Ly en ce sens que les restes
issus de la Li-division des S-séries de G coincident avec les restes issus de
la Ly-division des S-séries de Gy, puisque les exposants privilégiés dans la
direction L; de G sont les mémes que ceux dans la direction L.

On réitere alors le processus; c’est-a-dire, pour chaque couple d’indices
(i,7), avec i # j, on ajoute a G; I’ensemble des restes non nuls de la division
des séries S(fi, f;) par G1. On appelle G2 I'ensemble ainsi construit. Si G =
G, d’apres le lemme 4.5, G1 est une base standard de Z dans la direction
L;. Sinon, on recommence. L’algorithme s’arréte lorsque 1'on trouve i € N
tel que G;11 = G;; alors, GG; est une base standard pour Z dans la direction
L;. En outre, toutes les séries qui composent les ensembles G sont issus de
restes de la L;-division d’une série de K[[X]](M) par des séries de K[[X]](M),
ce sont donc aussi, d’apres le théoreme 2.4, des séries qui appartiennent a
K[[X]](M).

Pour achever la preuve, il reste a montrer que 1’algorithme comporte
un nombre fini d’itérations, c’est-a-dire qu’il existe bien un entier ¢ tel que
pour tout entier £ > i, Gj, = G;. Pour cela, on considere I'idéal (FT(Gy,)) en-
gendré dans K[X|] par ’ensemble des FT(h) pour tout h € Gy. Si Giy1 # G,
on peut affirmer que (FT(G;)) est strictement plus petit que (FT(G;4+1)). En
effet, par hypothese, au moins un reste non nul r a été ajouté a G;. Comme
r est un reste de division par l'idéal engendré par G;, FT(r) n’est divi-
sible par aucun des FT(h), h € G;. On a donc une suite croissante d’idéaux
monomiaux dans I’anneau des polynomes K[X] qui est noethérien; elle est
donc stationnaire a partir d’'un certain rang. Ceci achéve la démonstration.

On a donc obtenu une base standard de Z dans la direction de la forme
linéaire L = L;. Pour avoir une base standard minimale, il suffit d’appliquer
le lemme 4.2.2, c’est-a-dire de ne garder que les éléments de G; dont les
exposants privilégiés dans la direction L; appartiennent & la frontiere dis-
tinguée de Z dans la direction L;. =

4.7. Etude d’un exemple. On considére lidéal Z sur K[[X, Y]] engendré
par

o0
AXY)=X2+Y3 4 ) M,Y" et fo(X,Y) =X 4.
n=4
On a donc clairement f; € K[[X,Y]](M) pour i = 1,2. Nous allons construire

une base standard minimale de 7 suivant un ordre proche de ’ordre naturel.
Pour cela, on applique I’algorithme donné dans la proposition 4.6.

On a Gy = (f1, f2), E§O) = (2,0), Eéo) = (1,0). En choisissant alors
Lo(i1,i2) = i1 + V214, Lo vérifie bien (%) et les exposants privilégiés de
f1 et fo dans la direction de Lg sont respectivement E%O) et Eéo). En outre,
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on a

(4.7.1) S(fi, f2)(X,Y) =Y - XY + > M, Y™
n=4
On effectue alors la Lo-division de S(f1, f2) par Go. On obtient

(4.7.2) S(f1, 2)(X,Y) = —(X + Y)Y + (Y2 +Y3 4 i MnY")

= -YAXY)+Y?+Y3+ > M, Y™

n=4
Ainsi, en posant f3(X,Y)=Y?4+Y3+> > M,Y" ona
(473) Glz(fl(va)vfQ(X’Y))f3(X7Y))a

et, suivant 'ordre naturel, les exposants privilégiés de fi, fo et f3 sont
respectivement E;l) = (2,0), Eél) = (1,0), Eél) = (0,2). Ils coincident
bien avec les exposants privilégiés dans la direction de Ly. Ainsi, on pose
Ly = Lg. En outre, on a

(474)  S(f, )(X,Y)=Y? = XY + Y M, Y™,
n=4

(4.7.5)  S(f1, f2)(X,Y)=Y" - X?V?

+ i M, Y"+? — X2y3 — i M, XY™,

n=4

(4.7.6)  S(fo, f3)(X,Y) =Y? - XV* - " M, XY™
n=4

On effectue alors la Li-division des S-séries S(f;, f;), pour i,j = 1,2,3,
i # j, par G1. On obtient

47.7)  S(f1, f2)(X,Y) = — YF(X,Y) + [5(X,Y).
(4.7.8)  S(fi. f5)(X,Y) = — (Y3 + ZMHY”) FX,Y)
+ <Y3+ZM Y”>f3
(4.7.9)  S(fa, f5)(X,Y) = — <Y3 + ZMHY") (X, Y) +Y f3(X,Y).

L’ensemble des restes de ces divisions sont nuls, ainsi, d’apres la preuve de
la proposition 4.6, G1 = (f1, f2, f3) est une base standard de Z suivant la
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direction L;. On remarque alors que, pour ¢ = 1,2,3, f; appartient bien
a K[[X,Y]](M). Enfin, & partir de G1, on a facilement une base standard
minimale de Z, en remarquant que

(4.7.10) (B +N*)) U (Ey + N*) U (B3 + N?) = (Ey + N?) U (B3 + N?),

Ainsi, (fo(X,Y), f3(X,Y)) = (X+Y,Y2+Y3+ 3> , M,Y") est une base
standard minimale de Z suivant la direction L;. On vérifie d’ailleurs que

(4711) X24Y3 43 MY" = <Y2+Y3+Z MnY") X —Y)(X+Y).
n=4 n=4

On a alors le théoreme, annoncé en 0.3, de division par un idéal pour des
séries appartenant a des classes de séries formelles a croissance controlée et
son corollaire 4.9.

4.8. THEOREME. Soient fi,..., f, des éléments de K[[X]](M). On note
T lidéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Il existe alors une forme
linéaire L vérifiant (xx) et une base standard G = (g1,...,gx) pour Z dans
la direction L telle que, pour touti =1,...,k, g; appartienne K[[X]|(M), et
telle que, pour tout g dans K[[X]|(M), on puisse écrire g = Zle higi + ho
avec h; dans K[[X]](M) pour tout i = 0,...,k. En outre, g appartient ¢ T
si et seulement si hg = 0.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 2.4 et de la proposition 4.6.
On note que, d’apres la définition de la base standard et l'allure du reste
apres division (voir (1.4.1)), si g appartient a Z, nécessairement on a hg = 0.
Ceci n’est pas toujours vérifié si G n’est pas une base standard pour Z dans
la direction L (voir (4.10.4)). m

4.9. COROLLAIRE. Soit Z un idéal de K[[X]](M). Il existe alors une
forme linéaire L vérifiant (xx) et une base standard minimale (9¥)per, (1)
de I, telles que l’on ait
(4.9.1) T est engendré par (%) per, (1),
(4.9.2)  tout élément g € K[[X]](M) est équivalent modulo T a un unique

élément h de K[[X]|(M) de la forme h =3} o5, 1) hyX"7.

L’anneau K[[X]](M) est donc noethérien.

Preuve. Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 4.8
et du lemme 4.2.2. En utilisant le fait que la frontiere distinguée F(Z)
de l'ensemble Ep(Z) des exposants privilégiés de Z dans la direction L
est une partie finie de N®, on retrouve alors la noethérianité de ’anneau
K[[X)(M). »

On donne dans la suite un exemple de I'importance du choix de la famille
génératrice de I'idéal lors de la division par cet idéal.
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4.10. Etude d’un exemple. On considere I'idéal Z sur K[[X, Y]] engendré
par
AXY)=X2+Y? et fo(X,Y) = X"

Soit M,, = n!. Soit (uy,)nen une suite de réels tels que
up =0, wup,=0 pour tout entier p# 0 [6] et ug, = Mep.

On pose g(X,Y)=>""", u2, X"Y". On a donc clairement g €K[[ X, Y]](M).
En outre, on vérifie que ’on a

(410.0)  g(X,V) = (X2 + V(3 D (- 1) Lo X2y )
k=1n=0

s ( Z(_l)kqukX&kfl)).

k=1
On a donc écrit g sous la forme

ainsi g € Z. Mais, ¢1(X,Y") s’écrit
(4.10.3) (X, V) =) (—1)F yg, XOF2
k=1
DI DEIE IS
k=1n=1

— ¢ "X, V) + ¢ (X, Y).

Il est clair que la série qgl)(X, Y) n’appartient pas a K[[X,Y]](M). Par
conséquent, puisque les séries qgl)(X ,Y) et qu) (X,Y) ont un support dis-
joint, on déduit de (4.10.3) que la série ¢;(X,Y) n’appartient pas a
K[[X, Y]](M). On vérifie de méme que la série g2(X, Y) n’appartient pas, non
plus, a K[[X, Y]](M). Ainsi, pour i =1, 2, ¢; n’appartient pas a K[[X, Y]](M).

Cependant, si on applique directement le théoreme 2.4, avec une forme
linéaire L qui associe aux séries f1(X,Y) et fo(X,Y) les mémes exposants
privilégiés que ceux donnés par l'ordre naturel (on peut prendre L(iy, i) =
i1 +1/21is), on trouve

(1104 g(Y) = (X V) (32 DD Mz XY )
k=1n=0

) (DM (uanY ™ 4 gy XY,
k=0

Ainsi, on vérifie, en utilisant ’hypothese (Hg) sur la suite { M, },en, que le
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quotient et le reste appartiennent bien & K[[X, Y]](M). Cependant, bien que
g appartienne a Z, le reste de cette division n’est pas nul.

Le probleme se pose donc de construire un systeme fini de générateurs
(gi) de I'idéal Z appartenant a K[[X,Y]](M) tel que I'on puisse écrire, pour
tout v € Z,

(4.10.5) u(X,Y) = Zhﬁ»“)gi,

()

avec h,(;u) € K[[X, Y]](M) pour tout i.
Selon le schéma, de la preuve de la proposition 4.6, on construit alors une
base standard minimale de Z dans la direction L. On obtient

(4.10.6) (91(X,Y), 92(X,Y),93(X,Y)) = (X2 4+ Y3 XY5 V7).

Et par rapport a cette nouvelle base, on applique le théoreme 2.4 pour
obtenir

(4.10.7) g(X,Y) = (X?+Y?) ( i i(_l)k—1u2n+4anYn+5k—3)

B
Il
A
S
Il
o

Cette fois, on a bien écrit g sous la forme (4.10.5) avec hgg) e K[[X,Y]|(M).

4.11. Relations de division. Soient f1, ..., f, des éléments de K[[X]](M).
On note 7 l'idéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Le théoreme 4.8
assure qu’il existe gi,..., gk, dans K[[X]](M), des générateurs de Z tels
que, pour toute série g de K[[X]](M) appartenant & Z, la division de g par

G = (91,-..,9%) donne
k

9=">_higi
=1

avec h; € K[[X]](M) pour tout ¢ = 1,...,k. Il est alors naturel de se poser
la question suivante : peut-on écrire g sous la forme g = > 7 | EZ fi avec El €
K[[X]](M) pour tout i = 1,...,p? La division 2.4 appliquée directement a
g ne donne pas forcément un reste nul (voir 4.10). En fait, en utilisant a
nouveau la construction de la proposition 4.6, on a une réponse affirmative
a la question.

THEOREME (Relations dans K[[X]](M)). Soient f1,..., f, des éléments
de K[[X]](M). On note T lidéal engendré par ces éléments sur K[[X]].
Alors, pour toute série g de K[[X]](M) appartenant a I, on peut écrire
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g=>"_qfi avec q; dans K[[X]](M) pour touti=1,...,p. Si on note Iy
lidéal engendré par fi,..., f, sur K[[X]](M), on a donc

Iy =INK[[X](M).

Preuve. C’est une conséquence directe de la construction opérée dans la
preuve de la proposition 4.6. En effet, le théoreme 4.8 assure qu’il existe une

direction L et une base standard g1, ..., gr de Z dans cette direction telles
que
k
(4.11.1) 9= _higi
i=1

avec h; € K[[X]](M) pour tout i = 1, ..., k. On regarde alors comment cette
base standard est construite. A la premiere étape, on ajoute, pour une forme
linéaire L bien choisie, les restes r; ; non nuls de la L-division des S-séries

S(fiafj)) pour Zv] = 17"'7p>i7éj7 par (fla"'afp)' On a donc

(4.11.2) S(fi, f7) Zq(”)fk‘f‘h]

k=1

avec, pour tout 4,5 = 1,...,p, i # j, et pour tout k =1,...,p, q,g”) et 7;

des séries de K[[X]](M). Or, par construction, on a

X'Yi J X’Yi,j
(4.11.3 firf » f
: SUeIi) = prgy 1 gy 7
On peut donc écrire, pour tout 4,5 =1,...,p, i # 7,
p
(4.11.4) rij = Z E]é;z’j)f/’e
k=1

avec, pour tout 4,5 = 1,...,p, ¢ # j, et pour tout k = 1,...,p, Elﬁj) des

séries de K[[X]](M). On réitere ce processus a chaque étape de construction

de la base standard pour conclure que, pour tout ¢ = 1, ..., k, on peut écrire
P
(4.11.5) 9i = Z hifi
=1

avec h; dans K[[X]](M) pour tout i = 1,..., p. On utilise alors (4.11.1) pour
obtenir le résultat escompté. m

4.12. Retour a l’exemple précédent. On considere I'idéal Z sur K[[X, Y]]
engendré par

AXY)=X24+Y? et foX,Y) = X5

On reprend la série g(X,Y). On sait qu’elle appartient a 'idéal Z. On veut
donc écrire g(X,Y) = hi (X, Y) f1(X,Y) + hao(X,Y) f2(X,Y) avec hy(X,Y)
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et ho(X,Y) des séries de K[[X,Y]](M). La base standard minimale de 7
construite dans (4.10.6) est (X2 +Y?3, XY YY), En effet, la premiere étape
de la construction donne

(4.12.1) S(f1, f2) = X3Y? = X3(X? +Y?3) — X5,
La division de S(f1, f2) par (f1, f2) donne
(4.12.2) X3(X24+Y3) - X5 = XY3(X?2+Y3) - XY6.

On ajoute alors a (f1(X,Y), f2(X,Y)) le reste non nul de cette division,
c’est-a-dire XY On obtient I’ensemble

(4.12.3) B = (X2 4 Y% X5, XY9)
avec

De méme, & F; on ajoute les restes non nuls de la division des S-séries de
FE4 par Fq. On obtient simplement

(4.12.5) S(X?+V3 XY%) =Y(X?4+7V3) - X(XY9) =Y".
Ainsi, on a, en regroupant (4.12.4) et (4.12.5),
(4.12.6) V9= (Yo 4+ X* - X2y (X2+7V3) — (X)X°.

Finalement, en remplacant dans (4.10.8) XY % par son expression issue de
(4.12.4) et Y par son expression issue de (4.12.6), on obtient

(4.12.7)  ¢(X,Y)

o0 oo
X2 i Y3 (Z Z u2n+4anyn+5k 3)
k=1 n=0

X2+ XYH(X24+Y3) + XP) Fgpro Y21
+
k:l

F (04 X - XYH(X 4+ Y - (0)X7) i(—1)ku4ky5k9).
k=2

On voit que 'on peut écrire g(X,Y) = (X2 + Y3)h (X,Y) + X°ho(X,Y)
avec h1(X,Y) et ho(X,Y") des séries de K[[X, Y]](M).
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