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Division dans l’anneau des séries formelles
à croissance contrôlée. Applications

par

Augustin Mouze (Lille)

Abstract. We consider subrings A of the ring of formal power series. They are defined
by growth conditions on coefficients such as, for instance, Gevrey conditions. We prove a
Weierstrass–Hironaka division theorem for such subrings. Moreover, given an ideal I of A
and a series f in A we prove the existence in A of a unique remainder r modulo I. As a
consequence, we get a new proof of the noetherianity of A.

Introduction. Dans toute la suite, M = {Mn}n∈N désigne une suite de
réels positifs qui vérifie les propriétés

M0 = 1 et {Mn}n∈N est logarithmiquement convexe,(H1)

∃C > 0 tel que Mn+1 ≤ Cn+1Mn.(H2)

La condition (H1) équivaut à la croissance de la suite {Mn+1/Mn}n∈N
et entrâıne l’inégalité MjMk ≤Mj+k pour tous j, k entiers.

On note aussi, dans la suite, pour tout entier fixé k, M+k la suite
{Mn+k}n∈N, M−k la suite {Mn−k}n∈N, n≥k et M (k) la suite {Mkn}n∈N.

Soit K = R ou C. On désigne alors par K[[X]] l’anneau des séries
formelles en s variables à coefficients dans le corps K. Pour tout multi-indice
J de Ns, on note XJ = Xj1

1 . . .Xjs
s et |J | = j1 + . . .+js. Soit r = (r1, . . . , rs)

un poly-rayon de R∗s+ . On note

K[[X]](M, r) =
{
f ∈ K[[X]] : f =

∑

J∈Ns
fJX

J ,
∞∑

j=0

∑

J∈Ns
|J|=j

|fJ |
Mj

rJ <∞
}

et
K[[X]](M) =

⋃

r

K[[X]](M, r).

On dit que l’anneauK[[X]](M) est un anneau de séries formelles à croissance
contrôlée. C’est une limite inductive d’espaces de Banach. Si M = 1, c’est-
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à-dire si Mn = 1 pour tout entier n, alors K[[X]](1) n’est autre que K{X},
l’anneau des séries convergentes.

Afin d’étudier les propriétés de K[[X]](M), on se propose d’établir, dans
cet anneau, un théorème de division du type Weierstrass par plusieurs séries.
Une version du théorème de préparation de Weierstrass et de division par
une seule série a déjà été donnée par J. Chaumat et A.-M. Chollet [3]. On
retrouve leur résultat ici. Il s’agit des théorèmes 3.1 et 3.2. Dans le même
article, les auteurs montrent que, sous l’hypothèse (H1), la condition (H2)
est nécessaire et suffisante pour que l’anneau K[[X]](M) soit noethérien. On
notera que les énoncés font appel à une notion de p-régularité plus restrictive
que la notion de régularité d’ordre p classique dans K[[X]] et K{X}. On sait
[3], en effet, que la division dans K[[X]](M) par une série régulière d’ordre
p met, en général, en évidence une perte de régularité sur la croissance
des coefficients du quotient et du reste dans cette division. Ce phénomène
a été noté également par M. A. Zurro [8] dans le cadre de la division par
plusieurs séries formelles, au sens d’Hironaka [1] ; en effet, dans [8], on trouve
des énoncés avec “perte de régularité” concernant les anneaux à croissance
Gevrey (Mn = n!α, α ∈ R).

0. Présentation des principaux résultats. Dans ce papier, on établit
tout d’abord un théorème de division au sens d’Hironaka dans K[[X]](M).

0.1. Notations. Dans toute la suite, pour tout f ∈ K[[X]], on note fJ
l’élément de K défini par la formule f(X) =

∑
J∈Ns fJX

J . On définit alors
l’ensemble d’exposants

ExpX(f) = {J ∈ Ns : fJ 6= 0}.
Soient p multi-indices de Ns, E1, . . . , Ep. On note

(0.1.1) ∆ =
p⋃

i=1

(Ei + Ns).

On choisit alors une partition ∆ = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p de ∆ telle que, pour
tout i = 1, . . . , p, ∆i ⊂ Ei + Ns. Par exemple, on pose ∆1 = E1 + Ns,
∆2 = (E2 +Ns)−∆1, . . . , ∆i = (Ei +Ns)− (∆1 ∪ . . . ∪∆i−1). Dans toute
la suite, on dira que Ns = ∆1 ∪ . . . ∪∆p ∪ (Ns −∆) est la partition de Ns
associée aux Ei, i = 1, . . . , p.

Avec ces notations, on a le résultat suivant, prouvé en 2.4.

0.2. Théorème (de L-division). Soient f1, . . . , fp dans K[[X]](M).
Soient L une forme linéaire sur Rs à coefficients strictement positifs et
E1, . . . , Ep des multi-indices de Ns tels que, si on note fi =

∑
J∈Ns(fi)JX

J ,
on ait
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(i) (fi)J = 0 pour tout J ∈ Ns, |J | < |Ei|,
(ii) (fi)Ei 6= 0,
(iii) (fi)J = 0 pour tout J ∈ Ns, J 6= Ei et L(J) ≤ L(Ei).

Alors, pour tout élément g de K[[X]](M), il existe des uniques séries g1, . . .
. . . , gp, h de K[[X]](M) telles que l’on ait

g =
p∑

i=1

figi + h,

ExpX(gi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,

h =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

hBX
B avec hB = 0 pour B ∈ ∆,

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux
Ei, 1 ≤ i ≤ p. De plus, (g1, . . . , gp;h) est donné par un opérateur linéaire
continu.

Les conditions (i)–(iii) généralisent la notion de p-régularité de [3]. Elles
ne sont pas restrictives. On pourra s’en convaincre à la lecture du para-
graphe 2.

Pour établir ce théorème, on adapte une preuve, donnée par J. Briançon,
d’un théorème de division dans K{X}, par perturbation d’un épimorphisme
[2].

On applique ensuite ce théorème au problème de division par un idéal.
On considère un idéal de K[[X]](M). Peut-on associer, à toute série de
K[[X]](M), un reste unique, dans K[[X]](M), modulo cet idéal ? On ap-
porte une réponse affirmative à ce problème. Pour cela, on construit une
famille génératrice de l’idéal en s’inspirant des bases de Groebner d’un idéal
polynômial [4]. On a alors l’énoncé suivant qui sera précisé et prouvé dans
le paragraphe 4.

0.3. Théorème. Soient f1, . . . , fp des éléments de K[[X]](M). On note
IM l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]](M). Il existe alors une
famille géneratrice G = (g1, . . . , gk) pour IM telle que, pour tout i = 1, . . . , k,
gi appartienne à K[[X]](M), et telle que, pour tout g dans K[[X]](M), on
puisse écrire g =

∑k
i=1 higi + h0 avec, pour tout i = 0, . . . , k, hi dans

K[[X]](M). En outre, g appartient à I si et seulement si h0 = 0.

On en déduit alors une nouvelle preuve de la noethérianité de K[[X]](M).
C’est le corollaire 4.9. On obtient également, comme conséquence, le théo-
rème 0.4 suivant, que l’on retrouve en 4.11.
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0.4. Théorème. Soient f1, . . . , fp des éléments de K[[X]](M). On note
I l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]] et IM l’idéal engendré par
ces éléments sur K[[X]](M). Alors IM = I ∩K[[X]](M).

On notera que ce résultat a déjà été obtenu par l’auteur comme corollaire
du théorème d’approximation d’Artin dans K[[X]](M) (cf. [6]).

On trouvera dans le paragraphe 4 des exemples illustrant ces théorèmes.

1. Une méthode de division. Ce paragraphe est constitué de lemmes
techniques qui développent une méthode de division inspirée de [2]. Dans
un premier temps, le lecteur pourra se contenter de la proposition 1.6 pour
aborder les preuves des principaux résultats développées dans les sections
suivantes.

Dans la suite, A, munie de la norme ‖ · ‖, désignera une algèbre de
Banach commutative unitaire. On a, en particulier, pour a et b dans A,
‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖.

On considère alors A[[X]], l’ensemble des séries formelles, d’indéter-
minées X = (X1, . . . ,Xs), à coefficients dans A. Soit % = (%1, . . . , %s) ∈
(R∗+)s un poly-rayon. On pose

‖f‖(M)
% =

∞∑

j=0

∑

J∈Ns, |J|=j

‖fJ‖
Mj

%J .

On note alors

A[[X]](M,%) = {f ∈ A[[X]] : ‖f‖(M)
% <∞}.

On vérifie aisément que ‖ · ‖(M)
% est une norme sur A[[X]](M,%) et que

l’espace A[[X]](M,%) muni de cette norme est une algèbre de Banach. On
pose

A[[X]](M) =
⋃

%

A[[X]](M,%).

1.1. Notations. On note aussi

(1.1.1) (A[[X]](M,%))Ei

= {f ∈ A[[X]] : ExpX(f(X)XEi) ⊂ ∆i et ‖f‖(M+|Ei|)
% <∞},

(1.1.2) R∆(M,%) = {f ∈ A[[X]](M,%) : fB = 0 pour tout B ∈ ∆}.
On considère alors l’espace produit

H∆(M,%) =
p
×
i=1

(A[[X]](M,%))Ei ×R∆(M,%)

muni de la norme

‖(g1, . . . , gp;h)‖∆(M)
% =

p∑

i=1

%Ei‖gi‖
(M+|Ei|)
% + ‖h‖(M)

% .
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On vérifie facilement que l’espace H∆(M,%) muni de la norme ‖ · ‖∆(M)
% est

un espace de Banach.

1.2. Lemme. Étant donnés p multi-indices Ei, 1 ≤ i ≤ p, on leur associe
l’application φ1 définie par

(1.2.1)

φ1 : H∆(M,%)→ A[[X]](M,%),

(g1, . . . , gp;h) 7→ φ1(g1, . . . , gp;h) =
p∑

i=1

giX
Ei + h.

Pour tout multi-rayon %, φ1 est alors une application linéaire bijective de
H∆(M,%) sur A[[X]](M,%) telle que

‖φ1(g1, . . . , gp;h)‖(M)
% = ‖(g1, . . . , gp;h)‖∆(M)

% .

Preuve. Les vérifications sont faciles, compte tenu du choix des
normes.

1.3. Définitions et remarques. Soit L une forme linéaire sur Rs à coef-
ficients strictement positifs.

(1.3.1) Tout d’abord, on remarque que, pour tout B ∈ Ns, il existe
un nombre réel positif δB tel que A ∈ Ns et L(A) − L(B) > 0 implique
L(A)− L(B) ≥ δB.

(1.3.2) On applique alors cette remarque aux multi-indices Ei. Il existe
donc, pour tout i = 1, . . . , p, des réels strictement positifs δi tels que L(A)−
L(Ei) > 0 implique L(A)− L(Ei) ≥ δi.

(1.3.3) Ensuite, soit τ > 0 un réel. On notera τ̃ le poly-rayon (τ, . . . , τ)
associé de R∗s+ . Soient Ei, i = 1, . . . , p, des multi-indices de Ns. Dans la
suite, on note ui et vi des séries arbitraires de A[[X]](M,C |Ei|τ̃), où C est
la constante de (H2), de la forme

ui =
∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
|B|=b

L(B)>L(Ei)

uiBX
B, vi =

∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
|B|=b

viBX
B.

On remarque alors que, pour tout i = 1, . . . , p, ui et vi sont telles que, pour
tout A de ExpX(ui), ou pour tout A de ExpX(vi), |A| ≥ |Ei|.

On construit maintenant, à l’aide de séries ui et vi, i = 1, . . . , p, vérifiant
l’écriture (1.3.3), une application linéaire φ2 qui sera une perturbation de
φ1 en ce sens que φ1 + φ2 sera encore une application linéaire bijective de
H∆(M,%) sur A[[X]](M,%).

1.4. Lemme. Soit 0 < η < 1 ; on note r = (τηl1 , . . . , τηls). Soient Ei, ui
et vi, pour i = 1, . . . , p, comme dans (1.3.3). L’application linéaire φ2,
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(1.4.1)

φ2 : H∆(M, r)→ A[[X]](M, r),

(g1, . . . , gp;h) 7→ φ2(g1, . . . , gp;h) =
p∑

i=1

(ui + vi)gi,

est bien définie et vérifie, pour tout réel η, 0 < η < 1,

‖φ2‖ ≤ sup
i=1,...,p

{τ−|Ei|(ηδi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ + η−L(Ei)‖vi‖

(M−|Ei|)
τ̃ )}.

Preuve.

1.4.1. Première étape. Pour vérifier que
∑p
i=1(ui + vi)gi appartient

bien à A[[X]](M, r), il suffit donc de s’assurer que ‖∑p
i=1(ui + vi)gi‖(M)

r

< ∞. Il suffit d’abord de le vérifier pour un terme du type uigi. On a, par
définition,

(1.4.1.1) ‖uigi‖(M)
r =

∞∑

b=0

∑

B∈Ns
b=|B|

‖∑K+L=B uiKgiL‖
Mb

rB.

On obtient alors, en utilisant, d’une part, le fait qu’on travaille dans des
algèbres de Banach, et, d’autre part, la convexité logarithmique de la suite
{Mn}n∈N,

(1.4.1.2) ‖uigi‖(M)
r ≤

∞∑

b=0

∑

B∈Ns
b=|B|

∑

K+L=B

‖uiK‖
Mk−|Ei|

· ‖giL‖
Ml+|Ei|

rK+L.

Le membre de droite de l’inégalité (1.4.1.2) est bien défini puisque, d’après
(1.3.3), uiK = 0 pour |K| = k < |Ei|. De plus, par hypothèse (g1, . . . , gp;h)
appartient à H∆(M, r) ; cela implique que, pour tout i = 1, . . . , p, on a

(1.4.1.3) ‖gi‖
(M+|Ei|)
r <∞.

En outre, par hypothèse, pour tout i = 1, . . . , p, on a

ui ∈ A[[X]](M,C |Ei|τ̃),

ce qui signifie, pour tout i = 1, . . . , p,

(1.4.1.4)
∞∑

k=0

∑

K∈Ns
|K|=k

‖uiK‖
Mk

C |Ei|k τ̃K <∞.

Or, en utilisant |Ei| fois l’hypothèse (H2), on obtient, pour tout i = 1, . . . , p,

Mk ≤ CkMk−1 ≤ CkCk−1Mk−2 ≤ . . .(1.4.1.5)

≤ C−(|Ei|−1)|Ei|/2C |Ei|kMk−|Ei|.
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Ainsi, en utilisant à nouveau (1.3.3), et en minorant C |Ei|k/Mk par
C(|Ei|−1)|Ei|/2/Mk−|Ei| dans l’inégalité (1.4.1.4), on obtient

(1.4.1.6) C(|Ei|−1)|Ei|/2
∞∑

k=|Ei|

∑

K∈Ns
|K|=k

‖uiK‖
Mk−|Ei|

τ̃K <∞,

ce qui donne exactement, en remarquant que r ≤ τ̃ ,

(1.4.1.7) ‖ui‖
(M−|Ei|)
r <∞.

Dans (1.4.1.2) on reconnâıt un produit de séries ; on a alors

‖uigi‖(M)
r ≤

( ∞∑

b=0

∑

B∈Ns
b=|B|

‖uiB‖
Mb−|Ei|

rB
)( ∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

‖giB‖
Mb+|Ei|

rB
)

(1.4.1.8)

≤ ‖ui‖
(M−|Ei|)
r ‖gi‖

(M+|Ei|)
r .

De là, en utilisant (1.4.1.3) et (1.4.1.7), on conclut que, pour tout i =
1, . . . , p, on a

(1.4.1.9) ‖uigi‖(M)
r <∞,

et, de la même manière, en utilisant à nouveau (1.3.3),

‖vi‖
(M−|Ei|)
r <∞,(1.4.1.10)

‖vigi‖(M)
r ≤ ‖vi‖

(M−|Ei|)
r ‖gi‖

(M+|Ei|)
r <∞.(1.4.1.11)

Ceci nous donne bien ‖∑p
i=1(ui + vi)gi‖(M)

r <∞.

1.4.2. Seconde étape. On estime la norme de φ2. On a, par définition,

(1.4.2.1) ‖φ2(g1, . . . , gp;h)‖(M)
r =

∥∥∥
p∑

i=1

(ui + vi)gi
∥∥∥

(M)

r
.

Ainsi, en appliquant l’inégalité triangulaire et le fait qu’on se trouve dans
des algèbres de Banach, on obtient, d’après (1.4.1.8) et (1.4.1.11),

(1.4.2.2) ‖φ2(g1, . . . , gp, h)‖(M)
r

≤
p∑

i=1

(‖ui‖
(M−|Ei|)
r ‖gi‖

(M+|Ei|)
r + ‖vi‖

(M−|Ei|)
r ‖gi‖

(M+|Ei|)
r )

≤
p∑

i=1

rEi‖gi‖
(M+|Ei|)
r (‖ui‖

(M−|Ei|)
r r−Ei + ‖vi‖

(M−|Ei|)
r r−Ei).
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Or, on a, d’après (1.3.2) et la définition de r,

‖ui‖
(M−|Ei|)
r r−Ei =

∞∑

b=0

∑

B∈Ns
L(B)>L(Ei)
|B|=b

‖uiB‖
Mb−|Ei|

τ b−|Ei|ηL(B−Ei)(1.4.2.3)

≤ τ−|Ei|ηδi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ .

De même, on a, puisque 0 < η < 1,

‖vi‖
(M−|Ei|)
r r−Ei ≤

∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

‖viB‖
Mb−|Ei|

τ b−|Ei|ηL(B−Ei)(1.4.2.4)

≤ τ−Eiη−L(Ei)‖vi‖
(M−|Ei|)
τ̃ .

On obtient alors le résultat escompté en remarquant

(1.4.2.5)
p∑

i=1

rEi‖gi‖
(M+|Ei|)
r ≤ ‖(g1, . . . , gp, h)‖∆(M)

r .

1.5. Lemme de perturbation. Si on a

(1.5.1) ηδi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ < τ |Ei|/2,

et

(1.5.2) ‖vi‖
(M−|Ei|)
τ̃ < 1

2τ
|Ei|ηL(Ei),

alors l’application φ1 + φ2 est un isomorphisme entre les deux espaces de
Banach H∆(M, r) et A[[X]](M, r).

Preuve. Pour tout % ∈ R∗s+ , on a donc trouvé, d’après le lemme 1.2,
une isométrie bijective φ1 entre les deux espaces de Banach H∆(M,%) et
A[[X]](M,%). On peut donc écrire

(1.5.3) φ1 + φ2 = φ1(Id + φ−1
1 φ2).

Ainsi, si ‖φ2‖ < 1, l’application φ1 + φ2 sera inversible. Pour tout η, 0 <
η < 1, on note r = (τηl1 , . . . , τηls). Si on a (1.5.1) et (1.5.2), alors, d’après
la proposition 1.4, on conclut ‖φ2‖ < 1.

On obtient alors, comme conséquence des lemmes 1.2, 1.4 et 1.5, un
théorème de division dans les séries formelles à coefficients dans des algèbres
de Banach commutatives et unitaires.

1.6. Proposition (de L-division dans A[[X]](M)). Soient A une algèbre
de Banach commutative unitaire et τ1 > 0. Soient f1, . . . , fp des éléments
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de A[[X]](M, τ̃1) et soient E1, . . . , Ep des multi-indices de Ns tels que, pour
tout i = 1, . . . , p, on ait

(i) (fi)B = 0 pour tout B ∈ Ns, |B| < |Ei|,
(ii) (fi)Ei = 1 + ai,

avec 1 l’élément unité de l’algèbre A et ai un élément de A. Soit L une
forme linéaire à coefficients strictement positifs de Rs. Alors on écrit , pour
tout i = 1, . . . , p,

fi(X) = XEi + ui(X) + vi(X)

avec

ui(X) =
∞∑

j=|Ei|

∑

|J|=j
L(J)>L(Ei)

(fi)JXJ ,

vi(X) =
∞∑

j=|Ei|

∑

|J|=j
L(J)≤L(Ei)

J 6=Ei

(fi)JXJ + aiX
Ei .

On a les conclusions suivantes.

(1) Il existe τ2, 0 < τ2 ≤ τ1, tel que, pour tout 0 < τ ≤ τ2, il existe η(τ),
0 < η(τ) < 1, tel que, pour tout i = 1, . . . , p, on a

η(τ)δi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ < τ |Ei|/2.

(2) Si , de plus, on a

‖vi‖
(M−|Ei|)
τ̃ < 1

2τ
|Ei|η(τ)L(Ei),

alors, il existe un poly-rayon µ de R∗s+ strictement inférieur à τ̃ , tel que,
pour tout élément g de A[[X]](M, τ̃), il existe des séries g1, . . . , gp, h de
A[[X]](M,µ) telles que l’on ait

(1.6.1) g =
p∑

i=1

figi + h

avec

ExpX(gi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,(1.6.2)

h =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

hBX
B avec hB = 0 pour B ∈ ∆,(1.6.3)

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux
Ei, 1 ≤ i ≤ p. De plus, (g1, . . . , gp;h) est donné par un opérateur linéaire
continu.
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Preuve. Par hypothèse, pour tout i = 1, . . . , p, fi appartient à
A[[X]](M, τ̃1), et donc en utilisant alors l’hypothèse (H2) sur la suite
{Mn}n∈N, et en procédant comme dans (1.4.1.5), on obtient, pour tout
i = 1, . . . , p,

(1.6.4) ‖fi‖
(M−|Ei|)

τ̃1/C|Ei|
<∞.

On note e = mini=1,...,p(1/C |Ei|). En posant alors τ2 = eτ1, on obtient, pour
tout i = 1, . . . , p,

(1.6.5) ‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃2

<∞ et ‖vi‖
(M−|Ei|)
τ̃2

<∞.
Ainsi, pour tout τ ≤ τ2, on a

(1.6.6) ‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ ≤ ‖ui‖

(M−|Ei|)
τ̃2

.

Pour tout τ ≤ τ2, on peut choisir η(τ) < 1, assez petit, pour que l’on ait

(1.6.7) η(τ)δi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃2

< τ |Ei|/2.

Cela donne, en utilisant (1.6.6),

(1.6.8) η(τ)δi‖ui‖
(M−|Ei|)
τ̃ < τ |Ei|/2.

On obtient donc le (1) de la proposition.
De plus, pour avoir le (2) de la proposition, il suffit de remarquer d’abord

que (1.6.8) est exactement la condition (1.5.1). Si on a, dans le même temps,

(1.6.9) ‖vi‖
(M−|Ei|)
τ̃ < 1

2τ
|Ei|η(τ)L(Ei),

la condition (1.5.2) est réalisée. On se trouve alors sous les hypothèses du
lemme 1.5 et l’application

φ1 + φ2 : H∆(M, r)→ A[[X]](M, r),

(g1, . . . , gp;h) 7→ (φ1 + φ2)(g1, . . . , gp;h) =
p∑

i=1

giY
Ei + h+

p∑

i=1

(ui + vi)gi,

avec r = (τηl1 , . . . , τηls), est une application linéaire bijective. Alors, pour
tout élément g de A[[X]](M, τ̃), il existe un unique p+ 1-uplet

(g1, . . . , gp;h) ∈ H∆(M, r)

tel que

g =
p∑

i=1

(XEi + ui + vi)gi + h,

h =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

hBX
B avec hB = 0 pour B ∈ ∆.
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En remarquant que, pour tout i = 1, . . . , p, XEi + ui + vi = fi, on ob-
tient exactement g =

∑p
i=1 figi + h. On a alors, pour tout i = 1, . . . , p,

‖gi‖
(M+|Ei|)
r < ∞ et ‖h‖(M)

r < ∞. En utilisant l’estimation de (1.4.1.5), on
peut affirmer que, pour tout i = 1, . . . , p,

‖gi‖(M)
r/C|Ei|

<∞,

ce qui donne le résultat avec µ = re.

Remarque. Si pour tout i = 1, . . . , p, vi est identiquement nul, la condi-
tion (1.5.2) disparâıt. La condition (1.5.1) est toujours réalisable. La division
a lieu.

2. Division dans l’anneau des séries formelles à croissance con-
trôlée. On peut maintenant appliquer la proposition 1.6 pour obtenir des
théorèmes de division avec estimations dans l’anneau des séries formelles à
croissance contrôlée.

2.1. Définitions et notations. Soient f1, . . . , fp des éléments de
K[[Y ]][[X]]. Soient L une forme linéaire à coefficients strictement positifs
de Rs et E1, . . . , Ep des multi-indices de Ns. On dira que la famille fi,
1 ≤ i ≤ p, est (E1, . . . , Ep;L)-régulière dans K[[Y ]][[X]] si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) (fi)B(Y ) = 0 pour tout B ∈ Ns, |B| < |Ei|,
(ii) (fi)Ei(0) 6= 0,
(iii) (fi)B(0) = 0 pour tout B ∈ Ns, B 6= Ei et L(B) ≤ L(Ei).

Il est facile de vérifier que, si on se donne des séries formelles fi, 1 ≤ i ≤ p,
de q+s variables, on peut toujours trouver une partition X, Y sur l’ensemble
des variables, des multi-indices E1, . . . , Ep et une forme linéaire L tels que la
famille (f1, . . . , fp) soit (E1, . . . , Ep;L)-régulière dans K[[Y ]][[X]]. On donne
un exemple. On considère f1(X1,X2,X3) = X2

1X
2
2 +X1X

3
2 +X3

1X2X3 +X7
1

et f2(X1,X2,X3) = X2
1X2 + X3

1X3 + X2
1X

2
2 + X4

1 . On pose E1 = (2, 2) et
E2 = (2, 1). Soit L la forme linéaire de R2 telle que L(i1, i2) = i1 + 2i2.
On vérifie facilement que la famille (f1, f2) est (E1, E2;L)-régulière dans
K[[X3]][[X1,X2]]. En revanche, elle ne sera jamais régulière dans
K[[X2,X3]][[X1]].

Soit {Nn}n∈N une suite de réels positifs vérifiant les conditions (H1) et
(H2). Soit K = R ou C. Dans la suite, on prendra pour A l’algèbre de Banach
des séries formelles K[[Y ]](N,α), avec Y = (Y1, . . . , Yq), munie de la norme
‖ · ‖(N)

α , si α = (α1, . . . , αq) est un poly-rayon de R∗q+ . On a donc, en suivant
les notations du paragraphe 1.1, pour tout f ∈ A[[X]],
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‖f‖(M)
(N,α)(%) =

∞∑

j=0

∑

J∈Ns, |J|=j

‖fJ‖(N)
α

Mj
%J ,

et

(K[[Y ]](N,α))[[X]](M,%) = {f ∈ (K[[Y ]](N,α)[[X]] : ‖f‖(M)
(N,α)(%) <∞}.

L’espace (K[[Y ]](N,α))[[X]](M,%) muni de la norme ‖ · ‖(M)
(N,α)(%) est une

algèbre de Banach.

2.2. Théorème (de L-division). Soient f1, . . . , fp des éléments de
(K[[Y ]](N, ν̃1))[[X]](M, τ̃1). Soient L une forme linéaire à coefficients
strictement positifs de Rs et E1, . . . , Ep des multi-indices de Ns tels que
la famille (f1, . . . , fp) soit (E1, . . . , Ep;L)-régulière dans K[[Y ]][[X]]. Alors
il existe τ2, 0 < τ2 ≤ τ1, tel que, pour tout 0 < τ ≤ τ2 et pour tout
ν ≤ ν1, il existe un poly-rayon µ de R∗s+ , µ < τ̃ , tel que, pour tout élément
g de (K[[Y ]](N, ν̃))[[X]](M, τ̃), il existe des uniques séries g1, . . . , gp, h de
(K[[Y ]](N, ν̃))[[X]](M,µ) telles que l’on ait

g =
p∑

i=1

figi + h,(2.2.1)

ExpX(gi(Y,X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,(2.2.2)

h =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

hBX
B avec hB = 0 pour B ∈ ∆,(2.2.3)

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux
Ei, 1 ≤ i ≤ p. De plus, (g1, . . . , gp;h) est donné par un opérateur linéaire
continu.

Preuve. On reprend la démarche de la preuve de la proposition 1.6. On
peut évidemment supposer (fi)Ei(0) = 1. On a alors (fi)Ei(Y ) = 1 + ai(Y )
avec ai(0) = 0. On écrit donc, d’après les conditions (i)–(iii),

fi(Y,X)−XEi = ui(Y,X) + vi(Y,X)

avec

ui(Y,X) =
∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
L(B)>L(Ei)
|B|=b

(fi)B(Y )XB,

(2.2.4)

vi(Y,X) =
∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
B 6=Ei

L(B)≤L(Ei)
|B|=b

(fi)B(Y )XB + ai(Y )XEi , vi(0,X) = 0.
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D’autre part, fi appartient à (K[[Y ]](N, ν̃1))[[X]](M, τ̃1) pour tout i =
1, . . . , p. En utilisant alors l’hypothèse (H2) sur la suite {Mn}n∈N, et en
procédant comme dans (1.4.1.5), on obtient, pour tout i = 1, . . . , p,

(2.2.5) ‖fi‖
(M−|Ei|)

(N,ν̃1)(τ̃1/C|Ei|)
<∞.

En notant toujours e = mini=1,...,p(1/C |Ei|), on pose τ2 = eτ1. On a donc,
pour tout i = 1, . . . , p,

(2.2.6) ‖ui‖
(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2) <∞ et ‖vi‖

(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2) <∞.

Et donc, pour tout ν ≤ ν1 et pour tout τ ≤ τ2, on a

(2.2.7) ‖ui‖
(M−|Ei|)
(N,ν̃)(τ̃) =

∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
L(B)>L(Ei)
|B|=b

‖(fi)B‖(N)
ν̃

Mb−|Ei|
τ b ≤ ‖ui‖

(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2).

On a aussi, pour tout coefficient (fi)B tel que (fi)B(0) = 0,

‖(fi)B‖(N)
ν̃ =

∞∑

a=1

∑

A∈Nq
|A|=a

‖(fi)A,B‖
Na

νa = ν
∞∑

a=1

∑

A∈Nq
|A|=a

‖(fi)A,B‖
Na

νa−1(2.2.8)

≤ ν
∞∑

a=1

∑

A∈Nq
|A|=a

‖(fi)A,B‖
Na

νa−1
1 ≤ ν

ν1
‖(fi)B‖(N)

ν̃1

Et donc, pour tout ν ≤ ν1 et pour tout τ ≤ τ2, on a

‖vi‖
(M−|Ei|)
(N,ν̃)(τ̃) =

∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
L(B)≤L(Ei)
|B|=b

‖(fi)B‖(N)
ν̃

Mb−|Ei|
τ b(2.2.9)

≤
∞∑

b=|Ei|

∑

B∈Ns
L(B)≤L(Ei)
|B|=b

ν

ν1
·
‖(fi)B‖(N)

ν̃1

Mb−|Ei|
(τ2)b

≤ ν

ν1
‖vi‖

(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2).

Pour tout τ ≤ τ2, on choisit η(τ) < 1, assez petit pour que l’on ait

(2.2.10) η(τ)δi‖ui‖
(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2) < τ |Ei|/2.

Cela donne, en utilisant (2.2.7),

(2.2.11) η(τ)δi < 1
2τ
|Ei|(‖ui‖

(M−|Ei|)
(N,ν̃)(τ̃) )−1 pour tout ν ≤ ν1.
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On choisit ensuite ν = ν(τ, η(τ)) inférieur à ν1, assez petit pour que l’on ait

(2.2.12)
ν

ν1
‖vi‖

(M−|Ei|)
(N,ν̃1)(τ̃2) <

1
2τ
|Ei|η(τ)L(Ei).

Cela donne, en utilisant (2.2.9),

(2.2.13) ‖vi‖
(M−|Ei|)
(N,ν̃)(τ̃) <

1
2τ
|Ei|η(τ)L(Ei).

Les conditions (1) et (2) de la proposition générale de L-division 1.6 sont
données respectivement par (2.2.11) et (2.2.13). Il existe donc un poly-rayon
µ < τ̃ tel que les conclusions de cette proposition soient vérifiées. De plus,
si (g1, . . . , gp;h) et (g′1, . . . , g

′
p;h
′) sont deux p + 1-uplets vérifiant (2.2.1)–

(2.2.3), alors on a, pour tout i = 1, . . . , p, g′i = gi et h′ = h. Il suffit de se
référer à la version correspondante du théorème de division formelle dans
[1].

2.3. Remarques. (a) Dans le cas où Mn = 1, pour tout n ∈ N,
l’hypothèse (i) du théorème 2.2 est superflue. Le lecteur s’en convaincra
en reprennant la démonstration de la proposition 1.4 et du théorème 2.2.
On notera l’analogie avec la preuve du théorème de Briançon [2].

(b) On déduit aisément du théorème 2.2 un théorème de division dans
(K[[Y ]](N))[[X]](M). Dans la suite, si q = 0, c’est-à-dire si les séries for-
melles sont à coefficients dans K, on dira du théorème 2.2 qu’il est sans
paramètres. On a alors l’énoncé suivant, annoncé en 0.2.

2.4. Théorème. Soient f1, . . . , fp dans K[[X]](M). Soient L sur Rs une
forme linéaire à coefficients strictement positifs et E1, . . . , Ep des multi-
indices de Ns tels que la famille (f1, . . . , fp) soit (E1, . . . , Ep;L)-régulière
dans K[[X]]. Alors, pour tout élément g de K[[X]](M), il existe des uniques
séries g1, . . . , gp, h de K[[X]](M) telles que l’on ait

g =
p∑

i=1

figi + h,

ExpX(gi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,

h =
∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

hBX
B avec hB = 0 pour B ∈ ∆,

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux
Ei, 1 ≤ i ≤ p. De plus, (g1, . . . , gp;h) est donné par un opérateur linéaire
continu.

De plus, cette division est toujours possible. Il est facile de vérifier qu’il
existe toujours une forme linéaire L et des multi-indices E1, . . . , Ep tels que
(f1, . . . , fp) soit (E1, . . . , Ep;L)-régulière.
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APPLICATIONS

3. La préparation et la division de Weierstrass. On retrouve,
comme conséquence du théorème 2.4, une version des théorèmes de divi-
sion et de préparation de Weierstrass dans K[[X]](M) (cf. [3]). Pour cela,
on rappelle une notion de p-régularité introduite par J. Chaumat et A.-M.
Chollet [3].

Soit f un élément de K[[X]],

f(X) =
∞∑

j=0

∑

J∈Ns
|J|=j

fJX
J ,

et p un entier. On dira que f est p-régulière par rapport à la variable Xs si

fJ = 0 pour tout muti-indice J tel que |J | < p et f(0,...,0,p) 6= 0.

Ainsi, pour tout élément f de K[[X]] non identiquement nul, il existe p tel
que, après un éventuel changement de variable linéaire, f soit p-régulière
par rapport à la variable Xs. On note

ord(f) = min(j : fJ 6= 0).

3.1. Théorème (Division de Weierstrass [3]). Soit f ∈ K[[X]](M) une
série formelle, p-régulière par rapport à la variable Xs. Alors, pour tout
g ∈ K[[X]](M), on peut écrire

g(X1, . . . ,Xs) = q(X1, . . . ,Xs)f(X1, . . . ,Xs) +
p−1∑

k=0

rk(X1, . . . ,Xs−1)Xk
s

avec q ∈ K[[X]](M), rk ∈ K[[X]](M), k = 0, . . . , p− 1, uniques.

Cette proposition n’est autre que le théorème 2.4 (voir remarque 2.3(b)).
En effet, on considère une forme linéaire L à coefficients strictement positifs
et indépendants sur Z telle que L(0, . . . , 0, p) < L(J) pour tout multi-indice
J, J 6= (0, . . . , 0, p), tel que fJ 6= 0. La série f est alors ((0, . . . , 0, p);L)-
régulière dans K[[X]].

3.2. Théorème (Préparation de Weierstrass [3]). Soit f ∈ K[[X]](M)
une série formelle, p-régulière par rapport à la variable Xs. Il existe alors
des uniques séries formelles U ∈ K[[X]](M) inversible et r0, . . . , rp−1 ∈
K[[X1, . . . ,Xs−1]](M) telles que

f(X1, . . . ,Xs) = U(X1, . . . ,Xs)
(
Xp
s −

p−1∑

k=0

rk(X1, . . . ,Xs−1)Xk
s

)
.

En outre, on a, pour tout k = 0, . . . , p− 1, ord(rk(X1, . . . ,Xs−1)) ≥ p− k.



78 A. Mouze

3.3. Proposition. Soit f ∈ K[[X1, . . . ,Xs−1]](M)[Xs] une série for-
melle polynômiale et régulière d’ordre p en Xs. Alors, pour tout g ∈
K[[X1, . . . ,Xs−1]](M)[Xs], on peut écrire

g(X1, . . . ,Xs) = q(X1, . . . ,Xs)f(X1, . . . ,Xs) +
p−1∑

k=0

rk(X1, . . . ,Xs−1)Xk
s

avec q ∈ K[[X]](M), rk ∈ K[[X]](M), k = 0, . . . , p− 1, uniques.

Preuve. D’après la remarque 2.3(a), si la série f(X) appartient à
K[[X1, . . . ,Xs−1]](M)[Xs], l’anneau des polynômes en Xs à coefficients dans
K[[X1, . . . ,Xs−1]](M), l’hypothèse de p-régularité dans les théorèmes 3.1 et
3.2 est superflue. Il suffit d’avoir la régularité d’ordre p de f, c’est-à-dire
f(0, . . . , 0,Xs) = Xp

s c(Xs), avec c(0) 6= 0.

3.4. Corollaire. L’anneau K[[X]](M) est un anneau hensélien.

Preuve. C’est une application directe de la proposition 3.3, en suivant
une démonstration classique [5].

3.5. Un exemple. Pour illustrer le théorème 2.4 et plus particulièrement
l’importance du choix de la variable par rapport à laquelle on va effectuer
la division, on donne un exemple.

Soit Mn = n!. Considérons la série formelle g(X,Y ) =
∑∞
n=0 M2nX

nY n,
que nous allons diviser par f(X,Y ) = X + Y 2. Si on effectue cette division
par rapport à X, les hypothèses du théorème 2.4 sont vérifiées, ∆ = (1, 0) +
N2 et on obtient

g(X,Y ) = f(X,Y )q1(X,Y ) + r1(X,Y )

avec

q1(X,Y ) =
∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1M2(n+k)X
nY n+3k−2

r1(X,Y ) =
∞∑

n=0

(−1)nM2nY
3n.

Il est aisé de vérifier que g, q1 et r1 appartiennent à K[[X,Y ]](M).
En revanche, si on effectue cette division par rapport à Y 2, on a ∆ =

(0, 2) + N2 et on obtient

g(X,Y ) = f(X,Y )q2(X,Y ) + r2(X,Y )

avec

q2(X,Y ) =
∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1M2n+4kX
n+3k−1Y n,
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r2(X,Y ) =
∞∑

n=0

(−1)n(M4nX
3n +M4n+2X

3n+1Y ).

Il est aisé de vérifier que q2 et r2 appartiennent à K[[X,Y ]](M (2)) mais
n’appartiennent pas à K[[X,Y ]](M). Le choix de la variable, par rapport à
laquelle on effectue la division, est donc fondamental.

4. Division par un idéal. Dans toute la suite, on se place dans l’anneau
des séries formelles à coefficients dans K et on suppose que

(∗∗) L est une forme linéaire dont les coefficients sont strictement positifs
et indépendants sur Z.

4.1. Notations. Soient A et B deux multi-indices de Ns. On dira que A
est L-inférieur à B, et on notera A ≤L B, si et seulement si L(A) ≤ L(B).
Il est intéressant de remarquer que la condition (∗∗) sur la forme linéaire L
donne alors un ordre total sur Ns.

Pour tout élément f de K[[X]], on définit aussi l’exposant privilégié de
f pour la direction L, ou L-ordre de f, le multi-indice E = ordL(f) tel que

fE 6= 0 et fA = 0 pour tout A ∈ Ns avec L(A) < L(E).

On a donc aussi

ordL(f) = min
L

(J ∈ Ns : J ∈ ExpX(f)).

4.1.1. Théorème (de L-division formelle [1]). Soient f1, . . . , fp des
éléments de K[[X]]. Pour tout i = 1, . . . , p on note Ei l’exposant privilégié
dans la direction L de fi. Alors, pour tout g ∈ K[[X]], il existe des séries
g1, . . . , gp, h de K[[X]] telles que

(i) g =
∑p
i=1 figi + h,

(ii) ExpX(gi(X)XEi) ⊂ ∆i, i = 1, . . . , p,
(iii) h =

∑∞
b=0

∑
B∈Ns, |B|=b hBX

B avec hB = 0 pour B ∈ ∆,

où Ns = ∆1 ∪ . . . ∪ ∆p ∪ (Ns − ∆) est la partition de Ns associée aux
Ei, 1 ≤ i ≤ p. De plus, (g1, . . . , gp;h) est donné par un opérateur linéaire
continu. En outre, si (g′1, . . . , g

′
p;h
′) est un p+ 1-uplet satisfaisant (i)–(iii),

alors on a, pour tout i = 1, . . . , p, g′i = gi et h = h′.

Preuve. La démonstration de ce théorème peut être lue dans [1]. On
peut, comme pour la proposition 1.6, en donner une preuve par perturbation
d’un épimorphisme. On reprend les notations du paragraphe 1.1. On note
alors

(K[[X]])Ei = {f ∈ K[[X]] : ExpX(f(X)XEi) ⊂ ∆i},
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R∆ =
{
f ∈K[[X]] : f(X)=

∞∑

b=0

∑

B∈Ns
|B|=b

fBX
B avec fB=0 pour tout B∈∆

}
.

On considère alors l’espace produit

H∆ =
p
×
i=1

(K[[X]])Ei ×R∆

que l’on munit de la valeur absolue | · |∆ définie par

|(g1, . . . , gp, h)|∆ = sup
i=1,...,p

(e−L(Ei)−L(ordL(gi)), e−L(ordL(h))).

On conclut alors comme dans [7]. L’unicité annoncée est élémentaire compte
tenu des conditions (ii) et (iii).

On a facilement le résultat suivant.

4.1.2. Lemme. Soient f et g deux séries formelles non nulles. Alors,
on a

(i) ordL(fg) = ordL(f) + ordL(g) et
(ii) ordL(f + g) ≥L minL(ordL(f), ordL(g)) si f + g 6= 0,

avec égalité dans (ii) si ordL(f) 6= ordL(g).

4.2. Notion de base standard . Étant donné un idéal I de K[[X]], on note
EL(I) l’ensemble des exposants privilégiés pour la direction L des éléments
de I. On vérifie facilement que A ∈ EL(I) implique A+ Ns ⊂ EL(I).

On a aussi les résultats suivants.

4.2.1. Lemme. Si h =
∑
J∈Ns, J 6∈EL(I) hJX

J appartient à I, alors h est
identiquement nul.

On appelle base standard de I dans la direction L une famille (g1, . . . , gk)
de I telle que EL(I) =

⋃k
i=1(Ei +Ns), où on note Ei = ordL(gi) pour tout

i = 1, . . . , k.
On appelle frontière distinguée de EL(I) la plus petite partie FL(I) telle

que EL(I) =
⋃
E∈FL(I)(E+Ns). De manière évidente, FL(I) est une partie

finie.

4.2.2. Lemme. Soit (g1, . . . , gk) une base standard de I dans la direc-
tion L. Si on note, pour tout i = 1, . . . , k, Ei l’exposant privilégié de gi dans
la direction L, alors I est engendré par l’ensemble des (gj)Ej∈FL(I).

On appelle alors l’ensemble (gj)Ej∈FL(I) base standard minimale de I
dans la direction L.

Preuve. Soit g une série formelle appartenant à l’idéal I. On effectue,
d’après le théorème 4.1.1, la L-division formelle de g par l’ensemble des
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(gj)Ej∈FL(I). On obtient l’existence de séries formelles hj et r telles que

ExpX(hj(X)XEj ) ⊂ ∆j , ExpX(r(X)) ⊂ Ns −∆
et

g =
∑

j:Ej∈FL(I)

gjhj + r.

Par hypothèse, on a donc r = g −∑j:Ej∈FL(I) gjhj ∈ I, et le lemme 4.2.1
nous assure donc que r = 0. Ceci achève la preuve du lemme.

Étant donné un idéal I de K[[X]] engendré par p éléments (f1, . . . , fp)
de K[[X]](M), on se propose de construire une base standard minimale
(g1, . . . , gk) de I dans la direction L telle que, pour tout i = 1, . . . , k,
gi appartienne à K[[X]](M). On s’inspire de la construction des bases de
Groebner pour les idéaux de polynômes donnée dans [4].

4.3. Définitions et notations. Soient f et g deux séries formelles non
identiquement nulles. On note

fordL(f) = FC(f) (le premier coefficient de f),

XordL(f) = FM(f) (le premier monôme de f),

FC(f) · FM(f) = FT(f) (le premier terme de f).

Si ordL(f) = α et ordL(g) = β, on pose γ = (γ1, . . . , γs) avec γi =
max(αi, βi) pour tout i = 1, . . . , s. On appelle alors Xγ le plus petit commun
multiple de FM(f) et FM(g) et on note Xγ = PPCM(FM(f),FM(g)). On
appelle S-série de f et g la combinaison

S(f, g) =
Xγ

FT(f)
f − Xγ

FT(g)
g.

Cette combinaison est celle qui fait disparâıtre FT(f) et FT(g). Dans
l’autre sens, on va voir dans le lemme suivant que, si on a une combinaison
de séries dont les premiers termes s’annulent entre eux, celle-ci peut s’écrire
comme combinaison de S-séries.

4.4. Lemme. Soient g1, . . . , gt, t séries formelles. On note α(1), . . . , α(t)
t multi-indices tels que α(i) + ordL(gi) = µ ∈ Ns. Soient c1, . . . , ct des con-
stantes telles que, si on pose f =

∑t
i=1 ciX

α(i)gi, ordL(f) est L-strictement
supérieur à µ. Il existe alors des constantes cj,k telles que l’on ait

f =
∑

j,k

cj,kX
µ−γj,kS(gj , gk),

où Xγj,k = PPCM(FM(gj),FM(gk)). En outre, pour tout couple d’indices
(j, k), la série Xµ−γj,kS(gj , gk) a un L-ordre L-strictement supérieur à µ.
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Preuve. On pose di = FC(gi). Pour tout i = 1, . . . , t, ordL(ciXα(i)gi)
= µ et ordL(

∑t
i=1 ciX

α(i)gi) >L µ. Cela implique alors

(4.4.1)
t∑

i=1

cidi = 0.

On pose pi = Xα(i)gi/di. On remarque que l’on a FC(pi) = 1 et aussi

f =
t∑

i=1

ciX
α(i)gi =

t∑

i=1

cidipi(4.4.2)

= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + . . .

+ (c1d1 + . . .+ ct−1dt−1)(pt−1 − pt) + (c1d1 + . . .+ ctdt)pt.

On pose FT(gi) = diX
β(i). Alors, par hypothèse, pour tout i = 1, . . . , t,

on a α(i) + β(i) = µ. Ainsi, pour tout i = 1, . . . , t, FM(gi) = Xβ(i) divise
Xµ. Par construction, on peut affirmer que, pour tout j, k avec j 6= k,
Xγj,k = PPCM(FM(gj),FM(gk)) divise Xµ. Ainsi, Xµ−γj,k est un monôme
et on a

Xµ−γj,kS(gj , gk) = Xµ−γj,k
(
Xγj,k

FT(gj)
gj −

Xγj,k

FT(gk)
gk

)
(4.4.3)

=
Xµ

djXβ(j)
gj −

Xµ

dkXβ(k)
gk

=
Xα(j)

dj
gj −

Xα(k)

dk
gk = pj − pk.

En utilisant (4.4.1) et (4.4.2), f peut être mise sous la forme

f =
t∑

i=1

ciX
α(i)gi(4.4.4)

= c1d1X
µ−γ1,2S(g1, g2) + (c1d1 + c2d2)Xµ−γ2,3S(g2, g3) + . . .

+ (c1d1 + . . .+ ct−1dt−1)Xµ−γt−1,tS(gt−1, gt).

En outre, par hypothèse pour tout i = 1, . . . , t, le L-ordre de pi est exacte-
ment égal à µ et le premier coefficient vaut 1 ; ainsi, on a ordL(pj−pk) >L µ.
L’égalité (4.4.3) nous permet alors d’affirmer que ordL(Xµ−γj,kS(gj , gk))
>L µ.

Le critère suivant, analogue à celui de détermination des bases de Groeb-
ner pour des idéaux de polynômes [4], va permettre de vérifier si une famille
de I est une base standard.

4.5. Lemme. Soit I un idéal de K[[X]]. Soit L une forme linéaire véri-
fiant (∗∗). Une famille G = (g1, . . . , gt) est une base standard pour I dans
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la direction L si et seulement si , pour tout couple d’indices (i, j) avec i 6= j,
le reste de la L-division formelle de S(gi, gj) par G est nul.

Preuve. Le sens direct est élémentaire. En effet, S(gi, gj), pour tout cou-
ple d’indices (i, j), appartient à I. Puisque G = (g1, . . . , gt) est une base
standard pour I dans la direction L, le lemme 4.2.1 permet alors d’affirmer
que le reste de la L-division formelle de S(gi, gj) par G est nul. Pour établir
la réciproque, considérons une série formelle f ∈ I non nulle. Il existe donc
des séries (h1, . . . , ht) ∈ K[[X]] telles que l’on ait

(4.5.1) f =
t∑

i=1

higi.

Soit mh(i) = ordL(higi). On définit µh = minL(mh(1), . . . ,mh(t)). On a
clairement

(4.5.2) ordL(f) ≥L µh.
On considère l’ensemble des écritures possibles de f sous la forme (4.5.1).
Comme l’ordre considéré est total, on choisit une expression de la forme
(4.5.1),

f =
t∑

i=1

Higi,

telle que µH soit maximale, c’est-à-dire µH ≥L µh pour tout ensemble h =
(h1, . . . , ht) tel que f s’écrive sous la forme (4.5.1). Pour alléger les notations,
on pose µ = µH . Nous allons montrer que ordL(f) = µ.

On suppose

(4.5.3) ordL(f) >L µ.

On isole dans l’expression (4.5.1) choisie pour f les termes d’ordre µ. On
peut donc écrire, en notant µ = minL(m(1), . . . ,m(t)),

f =
∑

m(i)=µ

Higi +
∑

m(i)>Lµ

Higi(4.5.4)

=
∑

m(i)=µ

FT(Hi)gi +
∑

m(i)=µ

(Hi − FT(Hi))gi +
∑

m(i)>Lµ

Higi.

Les monômes qui apparaissent dans la seconde et la troisième somme ont
tous un L-ordre L-strictement supérieur à µ. L’hypothèse ordL(f) >L µ nous
assure que la première somme a aussi un L-ordre L-strictement supérieur à
µ. On pose FT(Hi) = ciX

α(i). On a donc
∑

m(i)=µ

FT(Hi)gi =
∑

m(i)=µ

ciX
α(i)gi.



84 A. Mouze

Les hypothèses du lemme 4.4 sont vérifiées ; cela implique donc l’existence
de constantes cj,k telles que l’on ait

(4.5.5)
∑

m(i)=µ

FT(Hi)gi =
∑

j,k

cj,kX
µ−γj,kS(gj , gk)

et

(4.5.6) ordL(Xµ−γj,kS(gj , gk)) >L µ,

où Xγj,k = PPCM(FM(gj),FM(gk)). Puisque, par hypothèse, le reste de la
L-division formelle de S(gj , gk) par G est nul, on peut écrire

(4.5.7) S(gj , gk) =
t∑

i=1

aijkgi,

où aijk ∈ K[[X]] et ordL(aijkgi) ≥L ordL(S(gj , gk)) pour tout i, j, k. En
effet, pour tout i = 1, . . . , p, ordL(aijkgi) ⊂ ∆i avec ∆i ∩∆l = ∅ pour tout
l 6= i.

Ainsi, l’égalité (4.5.7) donne

(4.5.8) ordL(S(gj , gk)) = min
i

(ordL(aijkgi))

et

(4.5.9) Xµ−γj,kS(gj , gk) =
t∑

i=1

bijkgi,

où bijk = aijkX
µ−γj,k . De plus, (4.5.8) et (4.5.6) impliquent

(4.5.10) ordL(bijkgi) ≥L ordL(Xµ−γj,kS(gj , gk)) >L µ.

En outre, en utilisant (4.5.5) et (4.5.9), on obtient
∑

m(i)=µ

FT(Hi)gi =
∑

j,k

cj,kX
µ−γj,kS(gj , gk)(4.5.11)

=
∑

j,k

cj,k

(∑

i

bijkgi

)
=
∑

i

(∑

j,k

cj,kbijk

)
gi.

On pose
∑
j,k cj,kbijk = H̃i. L’inégalité (4.5.10) implique alors, pour tout i,

(4.5.12) ordL(H̃igi) >L µ.

On remplace dans (4.5.3)
∑
m(i)=µ FT(Hi)gi par

∑
i H̃igi pour obtenir

(4.5.13) f =
∑

i

H̃igi +
∑

m(i)=µ

(Hi − FT(Hi))gi +
∑

m(i)>Lµ

Higi.

On a donc trouvé une expression de f du type (4.5.1) où tous les ter-
mes ont un L-ordre L-strictement supérieur à µ. Ceci est impossible par
maximalité de µ. L’hypothèse ordL(f) >L µ est donc absurde. On conclut
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aisément avec (4.5.2) que ordL(f) = µ. On a donc bien FM(f) = Xµ avec
µ = minL(m(1), . . . ,m(t)). Ainsi µ appartient à EL(I) et G est une base
standard de I pour la direction L.

On considère l’ordre naturel défini, pour I=(i1, . . . , is) et J=(j1, . . . , js),
par

I ≤nat J équivaut à
I = J , ou |I| < |J |, ou

|I| = |J | et ∃k tel que il = jl pour l = 1, . . . , k − 1, et ik > jk.

Soient I, J des multi-indices de Ns. Si I≤natJ et I 6=J, on écrira I <natJ.
On peut considérer pour cet ordre l’exposant privilégié d’un élément f de
K[[X]]. De plus, on montre aisément que, étant donné un entier k, il existe
une forme linéaire L vérifiant (∗∗) qui préserve l’ordre naturel jusqu’à l’entier
k, c’est-à-dire telle que, pour tous multi-indices I, J ∈ Ns satisfaisant |I| ≤ k
et |J | ≤ k, on ait

I <nat J ⇒ L(I) < L(J).

4.6. Proposition. Soient f1, . . . , fp des éléments de K[[X]](M). On
note I l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Il existe alors une forme
linéaire L vérifiant (∗∗) et une base standard minimale G = (g1, . . . , gk)
pour I dans la direction L telle que, pour tout i = 1, . . . , k, gi appartient à
K[[X]](M).

Preuve. La preuve de cette proposition donne en plus une construction
explicite de cette base standard.

On pose G0 = (f1, . . . , fp). Soit alors, pour tout i = 1, . . . , p, E(0)
i

l’exposant privilégié, pour l’ordre naturel, associé à fi. Soit k0 un entier
tel que k0 > maxi=1,...,p |E(0)

i |. Soit L0 une forme linéaire vérifiant (∗∗) qui
préserve l’ordre naturel jusqu’à l’entier k0. Les multi-indices E(0)

i sont aussi
les exposants privilégiés dans la direction L0 des séries fi. On peut s’assurer
que G0 est (E(0)

1 , . . . , E
(0)
p ;L0)-régulière dans K[[X]]. On se trouve dans les

conditions du théorème 2.4. Pour chaque couple d’indices (i, j) avec i 6= j, on
ajoute alors à G0 l’ensemble des restes non nuls de la L0-division des séries
S(fi, fj) par G0. On appelle G1 l’ensemble ainsi construit. Si G1 = G0,
d’après le lemme 4.5, G0 est une base standard de I dans la direction L0.

Sinon, on note r
(1)
i,j le reste de la L0-division de S(fi, fj) par G0 et E(1)

i,j

l’exposant privilégié de r(1)
i,j pour l’ordre naturel. Clairement r(1)

i,j appartient
à l’idéal I.

Si maxi,j |E(1)
i,j | < k0, ces multi-indices sont aussi les exposants privi-

légiés dans la direction L0. Sinon, soit k1 > maxi,j |E(1)
i,j | ; alors on peut

trouver L1 une forme linéaire qui préserve l’ordre naturel usuel jusqu’à
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l’entier k1. Alors, L1 est un “raffinement” de L0 en ce sens que les restes
issus de la L1-division des S-séries de G0 cöıncident avec les restes issus de
la L0-division des S-séries de G0, puisque les exposants privilégiés dans la
direction L1 de G0 sont les mêmes que ceux dans la direction L0.

On réitère alors le processus ; c’est-à-dire, pour chaque couple d’indices
(i, j), avec i 6= j, on ajoute à G1 l’ensemble des restes non nuls de la division
des séries S(fi, fj) par G1. On appelle G2 l’ensemble ainsi construit. Si G2 =
G1, d’après le lemme 4.5, G1 est une base standard de I dans la direction
L1. Sinon, on recommence. L’algorithme s’arrête lorsque l’on trouve i ∈ N
tel que Gi+1 = Gi ; alors, Gi est une base standard pour I dans la direction
Li. En outre, toutes les séries qui composent les ensembles Gk sont issus de
restes de la Li-division d’une série deK[[X]](M) par des séries deK[[X]](M),
ce sont donc aussi, d’après le théorème 2.4, des séries qui appartiennent à
K[[X]](M).

Pour achever la preuve, il reste à montrer que l’algorithme comporte
un nombre fini d’itérations, c’est-à-dire qu’il existe bien un entier i tel que
pour tout entier k ≥ i, Gk = Gi. Pour cela, on considère l’idéal 〈FT(Gk)〉 en-
gendré dans K[X] par l’ensemble des FT(h) pour tout h ∈ Gk. Si Gi+1 6= Gi,
on peut affirmer que 〈FT(Gi)〉 est strictement plus petit que 〈FT(Gi+1)〉. En
effet, par hypothèse, au moins un reste non nul r a été ajouté à Gi. Comme
r est un reste de division par l’idéal engendré par Gi, FT(r) n’est divi-
sible par aucun des FT(h), h ∈ Gi. On a donc une suite croissante d’idéaux
monômiaux dans l’anneau des polynômes K[X] qui est noethérien ; elle est
donc stationnaire à partir d’un certain rang. Ceci achève la démonstration.

On a donc obtenu une base standard de I dans la direction de la forme
linéaire L = Li. Pour avoir une base standard minimale, il suffit d’appliquer
le lemme 4.2.2, c’est-à-dire de ne garder que les éléments de Gi dont les
exposants privilégiés dans la direction Li appartiennent à la frontière dis-
tinguée de I dans la direction Li.

4.7. Étude d’un exemple. On considère l’idéal I sur K[[X,Y ]] engendré
par

f1(X,Y ) = X2 + Y 3 +
∞∑

n=4

MnY
n et f2(X,Y ) = X + Y.

On a donc clairement fi ∈ K[[X,Y ]](M) pour i = 1, 2. Nous allons construire
une base standard minimale de I suivant un ordre proche de l’ordre naturel.
Pour cela, on applique l’algorithme donné dans la proposition 4.6.

On a G0 = (f1, f2), E(0)
1 = (2, 0), E(0)

2 = (1, 0). En choisissant alors
L0(i1, i2) = i1 +

√
2 i2, L0 vérifie bien (∗∗) et les exposants privilégiés de

f1 et f2 dans la direction de L0 sont respectivement E(0)
1 et E(0)

2 . En outre,
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on a

(4.7.1) S(f1, f2)(X,Y ) = Y 3 −XY +
∞∑

n=4

MnY
n.

On effectue alors la L0-division de S(f1, f2) par G0. On obtient

S(f1, f2)(X,Y ) = −(X + Y )Y +
(
Y 2 + Y 3 +

∞∑

n=4

MnY
n
)

(4.7.2)

= −Y f1(X,Y ) + Y 2 + Y 3 +
∞∑

n=4

MnY
n.

Ainsi, en posant f3(X,Y ) = Y 2 + Y 3 +
∑∞
n=4MnY

n, on a

(4.7.3) G1 = (f1(X,Y ), f2(X,Y ), f3(X,Y )),

et, suivant l’ordre naturel, les exposants privilégiés de f1, f2 et f3 sont
respectivement E(1)

1 = (2, 0), E(1)
2 = (1, 0), E(1)

3 = (0, 2). Ils cöıncident
bien avec les exposants privilégiés dans la direction de L0. Ainsi, on pose
L1 = L0. En outre, on a

S(f1, f2)(X,Y ) = Y 3 −XY +
∞∑

n=4

MnY
n,(4.7.4)

S(f1, f3)(X,Y ) = Y 5 −X2Y 3(4.7.5)

+
∞∑

n=4

MnY
n+2 −X2Y 3 −

∞∑

n=4

MnX
2Y n,

S(f2, f3)(X,Y ) = Y 3 −XY 3 −
∞∑

n=4

MnXY
n.(4.7.6)

On effectue alors la L1-division des S-séries S(fi, fj), pour i, j = 1, 2, 3,
i 6= j, par G1. On obtient

S(f1, f2)(X,Y ) = − Y f1(X,Y ) + f3(X,Y ).(4.7.7)

S(f1, f3)(X,Y ) = −
(
Y 3 +

∞∑

n=4

MnY
n
)
f1(X,Y )(4.7.8)

+
(
Y 3 +

∞∑

n=4

MnY
n

)
f3(X,Y ).

S(f2, f3)(X,Y ) = −
(
Y 3 +

∞∑

n=4

MnY
n
)
f2(X,Y ) + Y f3(X,Y ).(4.7.9)

L’ensemble des restes de ces divisions sont nuls, ainsi, d’après la preuve de
la proposition 4.6, G1 = (f1, f2, f3) est une base standard de I suivant la
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direction L1. On remarque alors que, pour i = 1, 2, 3, fi appartient bien
à K[[X,Y ]](M). Enfin, à partir de G1, on a facilement une base standard
minimale de I, en remarquant que

(4.7.10) (E1 + N2) ∪ (E2 + N2) ∪ (E3 + N2) = (E2 + N2) ∪ (E3 + N2).

Ainsi, (f2(X,Y ), f3(X,Y )) = (X +Y, Y 2 +Y 3 +
∑∞
n=4MnY

n) est une base
standard minimale de I suivant la direction L1. On vérifie d’ailleurs que

(4.7.11) X2+Y 3+
∞∑

n=4

MnY
n =

(
Y 2+Y 3+

∞∑

n=4

MnY
n
)

+(X−Y )(X+Y ).

On a alors le théorème, annoncé en 0.3, de division par un idéal pour des
séries appartenant à des classes de séries formelles à croissance contrôlée et
son corollaire 4.9.

4.8. Théorème. Soient f1, . . . , fp des éléments de K[[X]](M). On note
I l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Il existe alors une forme
linéaire L vérifiant (∗∗) et une base standard G = (g1, . . . , gk) pour I dans
la direction L telle que, pour tout i = 1, . . . , k, gi appartienne K[[X]](M), et
telle que, pour tout g dans K[[X]](M), on puisse écrire g =

∑k
i=1 higi + h0

avec hi dans K[[X]](M) pour tout i = 0, . . . , k. En outre, g appartient à I
si et seulement si h0 = 0.

Preuve. C’est une conséquence du théorème 2.4 et de la proposition 4.6.
On note que, d’après la définition de la base standard et l’allure du reste
après division (voir (1.4.1)), si g appartient à I, nécessairement on a h0 = 0.
Ceci n’est pas toujours vérifié si G n’est pas une base standard pour I dans
la direction L (voir (4.10.4)).

4.9. Corollaire. Soit I un idéal de K[[X]](M). Il existe alors une
forme linéaire L vérifiant (∗∗) et une base standard minimale (gE)E∈FL(I)
de I, telles que l’on ait

(4.9.1) I est engendré par (gE)E∈FL(I),
(4.9.2) tout élément g ∈ K[[X]](M) est équivalent modulo I à un unique

élément h de K[[X]](M) de la forme h =
∑
J 6∈EL(I) hJX

J .

L’anneau K[[X]](M) est donc noethérien.

Preuve. Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 4.8
et du lemme 4.2.2. En utilisant le fait que la frontière distinguée FL(I)
de l’ensemble EL(I) des exposants privilégiés de I dans la direction L
est une partie finie de Ns, on retrouve alors la noethérianité de l’anneau
K[[X]](M).

On donne dans la suite un exemple de l’importance du choix de la famille
génératrice de l’idéal lors de la division par cet idéal.



Division dans l’anneau des séries formelles 89

4.10. Étude d’un exemple. On considère l’idéal I sur K[[X,Y ]] engendré
par

f1(X,Y ) = X2 + Y 3 et f2(X,Y ) = X5.

Soit Mn = n!. Soit (un)n∈N une suite de réels tels que

u0 = 0, up = 0 pour tout entier p 6≡ 0 [6] et u6n = M6n.

On pose g(X,Y )=
∑∞
n=1 u2nX

nY n. On a donc clairement g∈K[[X,Y ]](M).
En outre, on vérifie que l’on a

g(X,Y ) = (X2 + Y 3)
( ∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1u2n+6kX
n+5k−2Y n

)
(4.10.1)

+X5
( ∞∑

k=1

(−1)ku6kX
5(k−1)

)
.

On a donc écrit g sous la forme

(4.10.2) g(X,Y ) = q1(X,Y )f1(X,Y ) + q2(X,Y )f2(X,Y ),

ainsi g ∈ I. Mais, q1(X,Y ) s’écrit

q1(X,Y ) =
∞∑

k=1

(−1)k−1u6kX
5k−2(4.10.3)

+
∞∑

k=1

∞∑

n=1

(−1)k−1u2n+6kX
n+5k−2Y n

= q
(1)
1 (X,Y ) + q

(2)
1 (X,Y ).

Il est clair que la série q
(1)
1 (X,Y ) n’appartient pas à K[[X,Y ]](M). Par

conséquent, puisque les séries q(1)
1 (X,Y ) et q(2)

1 (X,Y ) ont un support dis-
joint, on déduit de (4.10.3) que la série q1(X,Y ) n’appartient pas à
K[[X,Y ]](M).On vérifie de même que la série q2(X,Y ) n’appartient pas, non
plus, àK[[X,Y ]](M).Ainsi, pour i=1, 2, qi n’appartient pas àK[[X,Y ]](M).

Cependant, si on applique directement le théorème 2.4, avec une forme
linéaire L qui associe aux séries f1(X,Y ) et f2(X,Y ) les mêmes exposants
privilégiés que ceux donnés par l’ordre naturel (on peut prendre L(i1, i2) =
i1 +

√
2 i2), on trouve

g(X,Y ) = (X2 + Y 3)
( ∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1u2n+4kX
nY n+5k−3

)
(4.10.4)

+
∞∑

k=0

(−1)k(u4kY
5k + u4k+2XY

5k+1).

Ainsi, on vérifie, en utilisant l’hypothèse (H2) sur la suite {Mn}n∈N, que le
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quotient et le reste appartiennent bien à K[[X,Y ]](M). Cependant, bien que
g appartienne à I, le reste de cette division n’est pas nul.

Le problème se pose donc de construire un système fini de générateurs
(gi) de l’idéal I appartenant à K[[X,Y ]](M) tel que l’on puisse écrire, pour
tout u ∈ I,
(4.10.5) u(X,Y ) =

∑

i

h
(u)
i gi,

avec h(u)
i ∈ K[[X,Y ]](M) pour tout i.

Selon le schéma de la preuve de la proposition 4.6, on construit alors une
base standard minimale de I dans la direction L. On obtient

(4.10.6) (g1(X,Y ), g2(X,Y ), g3(X,Y )) = (X2 + Y 3,XY 6, Y 9).

Et par rapport à cette nouvelle base, on applique le théorème 2.4 pour
obtenir

g(X,Y ) = (X2 + Y 3)
( ∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1u2n+4kX
nY n+5k−3

)
(4.10.7)

+XY 6
( ∞∑

k=1

(−1)ku4k+2Y
5(k−1)

)

+ Y 9
( ∞∑

k=2

(−1)ku4kY
5k−9

)
.

Cette fois, on a bien écrit g sous la forme (4.10.5) avec h(g)
i ∈ K[[X,Y ]](M).

4.11. Relations de division. Soient f1, . . . , fp des éléments de K[[X]](M).
On note I l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]]. Le théorème 4.8
assure qu’il existe g1, . . . , gk, dans K[[X]](M), des générateurs de I tels
que, pour toute série g de K[[X]](M) appartenant à I, la division de g par
G = (g1, . . . , gk) donne

g =
k∑

i=1

higi

avec hi ∈ K[[X]](M) pour tout i = 1, . . . , k. Il est alors naturel de se poser
la question suivante : peut-on écrire g sous la forme g =

∑p
i=1 h̃ifi avec h̃i ∈

K[[X]](M) pour tout i = 1, . . . , p ? La division 2.4 appliquée directement à
g ne donne pas forcément un reste nul (voir 4.10). En fait, en utilisant à
nouveau la construction de la proposition 4.6, on a une réponse affirmative
à la question.

Théorème (Relations dans K[[X]](M)). Soient f1, . . . , fp des éléments
de K[[X]](M). On note I l’idéal engendré par ces éléments sur K[[X]].
Alors, pour toute série g de K[[X]](M) appartenant à I, on peut écrire
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g =
∑p
i=1 qifi avec qi dans K[[X]](M) pour tout i = 1, . . . , p. Si on note IM

l’idéal engendré par f1, . . . , fp sur K[[X]](M), on a donc

IM = I ∩K[[X]](M).

Preuve. C’est une conséquence directe de la construction opérée dans la
preuve de la proposition 4.6. En effet, le théorème 4.8 assure qu’il existe une
direction L et une base standard g1, . . . , gk de I dans cette direction telles
que

(4.11.1) g =
k∑

i=1

higi

avec hi ∈ K[[X]](M) pour tout i = 1, . . . , k. On regarde alors comment cette
base standard est construite. A la première étape, on ajoute, pour une forme
linéaire L bien choisie, les restes ri,j non nuls de la L-division des S-séries
S(fi, fj), pour i, j = 1, . . . , p, i 6= j, par (f1, . . . , fp). On a donc

(4.11.2) S(fi, fj) =
p∑

k=1

q
(i,j)
k fk + ri,j

avec, pour tout i, j = 1, . . . , p, i 6= j, et pour tout k = 1, . . . , p, q(i,j)
k et ri,j

des séries de K[[X]](M). Or, par construction, on a

(4.11.3) S(fi, fj) =
Xγi,j

FT(fi)
fi −

Xγi,j

FT(fj)
fj .

On peut donc écrire, pour tout i, j = 1, . . . , p, i 6= j,

(4.11.4) ri,j =
p∑

k=1

q̃
(i,j)
k fk

avec, pour tout i, j = 1, . . . , p, i 6= j, et pour tout k = 1, . . . , p, q̃(i,j)
k des

séries de K[[X]](M). On réitère ce processus à chaque étape de construction
de la base standard pour conclure que, pour tout i = 1, . . . , k, on peut écrire

(4.11.5) gi =
p∑

l=1

h̃ifi

avec hi dans K[[X]](M) pour tout i = 1, . . . , p. On utilise alors (4.11.1) pour
obtenir le résultat escompté.

4.12. Retour à l’exemple précédent. On considère l’idéal I sur K[[X,Y ]]
engendré par

f1(X,Y ) = X2 + Y 3 et f2(X,Y ) = X5.

On reprend la série g(X,Y ). On sait qu’elle appartient à l’idéal I. On veut
donc écrire g(X,Y ) = h1(X,Y )f1(X,Y ) + h2(X,Y )f2(X,Y ) avec h1(X,Y )
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et h2(X,Y ) des séries de K[[X,Y ]](M). La base standard minimale de I
construite dans (4.10.6) est (X2 +Y 3,XY 6, Y 9). En effet, la première étape
de la construction donne

(4.12.1) S(f1, f2) = X3Y 3 = X3(X2 + Y 3)−X5.

La division de S(f1, f2) par (f1, f2) donne

(4.12.2) X3(X2 + Y 3)−X5 = XY 3(X2 + Y 3)−XY 6.

On ajoute alors à (f1(X,Y ), f2(X,Y )) le reste non nul de cette division,
c’est-à-dire XY 6. On obtient l’ensemble

(4.12.3) E1 = (X2 + Y 3,X5,XY 6)

avec

(4.12.4) XY 6 = (−X3 +XY 3)(X2 + Y 3) +X5.

De même, à E1 on ajoute les restes non nuls de la division des S-séries de
E1 par E1. On obtient simplement

(4.12.5) S(X2 + Y 3,XY 6) = Y 6(X2 + Y 3)−X(XY 6) = Y 9.

Ainsi, on a, en regroupant (4.12.4) et (4.12.5),

(4.12.6) Y 9 = (Y 6 +X4 −X2Y 3)(X2 + Y 3)− (X)X5.

Finalement, en remplaçant dans (4.10.8) XY 6 par son expression issue de
(4.12.4) et Y 9 par son expression issue de (4.12.6), on obtient

(4.12.7) g(X,Y )

= (X2 + Y 3)
( ∞∑

k=1

∞∑

n=0

(−1)k−1u2n+4kX
nY n+5k−3

)

+ ((−X3 +XY 3)(X2 + Y 3) +X5)
( ∞∑

k=1

(−1)ku4k+2Y
5(k−1)

)

+ ((Y 6 +X4 −X2Y 3)(X2 + Y 3)− (X)X5)
( ∞∑

k=2

(−1)ku4kY
5k−9

)
.

On voit que l’on peut écrire g(X,Y ) = (X2 + Y 3)h1(X,Y ) + X5h2(X,Y )
avec h1(X,Y ) et h2(X,Y ) des séries de K[[X,Y ]](M).
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[7] J. C. Tougeron, Idéaux de fonctions différentiables, Ergeb. Math. Genzgeb. 71, Sprin-

ger, Berlin, 1972.
[8] M. A. Zurro, On the rings of formal solutions of polynomial differential equations, in:

Banach Center Publ. 44, Inst. Math., Polish Acad. Sci., Warszawa, 1998, 277–292.

CNRS–UMR 8524
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