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Sommaire. Soit Xε la solution de l’équation différentielle stochastique suivante :

Xε
t = x+

r∑

i=1

t�

0

σi(X
ε
s ) dW i

s + ε

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(X
ε
s ) dW̃ j

s +

t�

0

b(Xε
s ) ds,

et considérons ϕεφ = Eφ(Xε). L’objectif de cet article est d’établir le principe de grandes
déviations pour la famille des lois induites par {Xε : ε > 0} pour la norme höldérienne. Par
conséquent, on montre le même résultat pour la famille des lois induites par {ϕεφ : ε > 0}.
Enfin, on donne une application de ces résultats au filtrage non linéaire.

1. Introduction. Le principe des grandes déviations (PGD) s’est avéré
un outil très puissant, en particulier dans l’étude asymptotique des solu-
tions des équations différentielles stochastiques. D’ailleurs depuis le fameux
résultat de M. Schilder [13], plusieurs auteurs ont travaillé dans ce sens ;
on rappelle notamment les résultats de H. Doss [6], Baldi et al. [2], G. Ben
Arous et M. Ledoux [4], et G. Ben Arous et F. Castelle [3].

Soient W et W̃ deux mouvements Browniens indépendants à valeurs
dans Rr et Rl, définis sur les espaces de Wiener Ω1 = C0([0, 1],Rr) et Ω2 =
C0([0, 1],Rl). On note P (respectivement P̃) la mesure de Wiener sur Ω1

(respectivement Ω2), donc E, Ẽ et E× Ẽ sont les espérances respectivement
sous P, P̃ et P⊗ P̃. On considère l’équation différentielle stochastique

Xε
t = x+

r∑

i=1

t�

0

σi(Xε
s ) dW i

s + ε

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(Xε
s ) dW̃ j

s +
t�

0

b(Xε
s ) ds,(1.1)

où t ∈ [0, 1], x ∈ Rd et σi, σ̃j, b sont des champs de vecteurs réguliers de Rd.
Soit φ une application de classe C2 de Rd dans Rd. On définit

ϕεtφ = E(φ(Xε
t )).(1.2)
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Pour 0 < α < 1, on note Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)) l’espace séparable de fonc-
tions höldériennes d’ordre α, à valeurs dans L2(Ω1,Rd).

Notre travail se rapproche plus de l’article de G. Ben Arous et F. Castell
[3] qui établit un principe de grandes déviations pour la loi de Xε dans
l’espace L2(Ω1, C([0, 1],Rd)) où C([0, 1],Rd) est l’espace des fonctions con-
tinues sur [0, 1] à valeurs dans Rd. Nous obtenons le même résultat dans
l’espace Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)) sans supposer l’hypothèse de commutation
des champs et notre démonstration est nettement plus simple que celle dans
[3] qui reposait sur des résultats fins sur les flots stochastiques et nécessitait
des hypothèses de dérivabilité sur les coefficients, dues à l’utilisation du
lemme d’injection de Sobolev.

Si on considère Xε comme une variable aléatoire sur Ω2 à valeurs dans
Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)), α < 1/2, alors le but de ce papier est de prouver que
la famille de probabilités Qε = P̃ ◦ (Xε)−1 satisfait le principe de grandes
déviations sous des hypothèses sur les coefficients σi, σ̃j et b que l’on précisera
plus tard ; par conséquent, nous obtenons le même résultat pour la famille
de probabilités Pε = P̃ · (ϕεφ)−1, généralisant ainsi les résultats de J. T.
Rabeheremanana [12] et ceux de M. Ouzina [9] dans le cas d’une algèbre de
Lie nilpotente. Nous appliquons ces résultats au filtrage non linéaire.

2. Quelques résultats généraux. Dans cette section, on rappelle
quelques résultats qui nous seront utiles par la suite. Soient B = {Bt : t ≥ 0}
un mouvement Brownien à valeurs dans Rk, défini sur l’espace de proba-
bilité (Ω,F ,Ft,P∗), et H l’espace de Cameron–Martin associé à B. On pose
‖h‖H = ( � 1

0 |h′(s)|2 ds)1/2, h ∈ H, où h′ désigne la dérivée de h au sens des
distributions. D’abord, on énonce une définition que l’on adoptera tout au
long de ce papier.

Définition 2.1. Soit E un espace topologique. On dit que l’application
I : E → [0,∞] est une bonne fonctionnelle d’action si elle est semi-continue
inférieurement et pour tout a <∞, les ensembles {I ≤ a} sont compacts.

Le théorème qui suit est une généralisation du résultat de M. Schilder
dans l’espace de Hölder. Il est prouvé dans [2].

Théorème 2.1. La famille des lois induites par {εB : ε > 0} satis-
fait le principe de grandes déviations sur Cα([0, 1],Rk) avec la fonctionnelle
d’action λ définie par

λ(h) =
{

1
2‖h‖2H si h ∈ H,
+∞ sinon.

(2.3)

Lemme 2.1. Soit {Ut : t ≥ 0} un processus réel défini sur l’espace Ω1 ×
Ω2 et progressivement mesurable tel que E × Ẽ � 1

0 U
2
t dt < ∞. Alors pour
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t ∈ [0, 1], on a

E
t�

0

Us dW
i
s = 0, i = 1, . . . , r,

et

E
t�

0

Us dW̃
j
s =

t�

0

(EUs) dW̃ j
s , j = 1, . . . , l.

Le lemme 2.1 est prouvé dans [10]. Le lemme suivant donne une estima-
tion exponentielle d’un processus d’Itô en norme höldérienne. Il est démontré
par D. W. Stroock dans [14].

Lemme 2.2. Soient f : [0, 1]×Ω → Rl ⊗ Rk et g : [0, 1]× Ω → Rl deux
processus progressivement mesurables et bornés. On pose

Ut =
t�

0

f(s) dBs +
t�

0

g(s) ds, t ∈ [0, 1],

et on définit A = supt,ω tr(f(t, ω)f∗(t, ω)) et L = supt,ω |g(t, ω)|. Alors pour
tout s ≥ 0, T ≥ 0, 0 < α < 1/2 et r > lLT 1−α on a

P∗
(

sup
s≤t≤s+T

|Ut − Us|
|t− s|α > r

)
≤ 2l exp

(
−(r − lLT 1−α)2

2Al2T 1−2α

)
.(2.4)

Soient (E, d) et (E′, d′) deux espaces métriques complets et I une bonne
fonctionnelle d’action sur E. Pour a > 0, on pose Γa = {x ∈ E : I(x) ≤ a}
et Γ∞ =

⋃
a Γa. Notre travail repose essentiellement sur le théorème suivant

montré par Pérez-Abreu et Tudor dans [11].

Théorème 2.2. On considère des applications Fn, F : E → E′ et
Xε
n,X

ε : Ω → E′ telles que :

(i) Fn est continue de E dans E′.
(ii) Fn converge uniformément vers F sur Γa.

(iii) Pour tout n ≥ 1, {Xε
n : ε > 0} satisfait le principe de grandes

déviations (quand ε→ 0) sur E′ avec la bonne fonctionnelle d’action donnée
par

In(ξ) = inf{I(x) : Fn(x) = ξ}.
(iv) {Xε

n} est exponentiellement une bonne approximation de {Xε}, i.e.
pour tout δ > 0,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε lnP∗(d′(Xε
n,X

ε) > δ) = −∞.

Alors {Xε : ε > 0} satisfait le principe de grandes déviations sur E ′ avec
la bonne fonctionnelle d’action donnée par

Ĩ(ξ) = inf{I(x) : F (x) = ξ}.
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3. Résultat principal. Pour tout espace de Banach (V, ‖· ‖V ), on note
par Cα([0, 1], V ), 0 ≤ α < 1, l’espace des fonctions höldériennes d’ordre α à
valeurs dans V , muni de la norme suivante :

‖z‖α,V = ‖z(0)‖V + sup
0≤s<t≤1

‖z(t)− z(s)‖V
|t− s|α ,

et par Cα,0([0, 1], V ) le sous-espace séparable de Cα([0, 1], V ) défini par

Cα,0([0, 1], V ) = {z ∈ Cα([0, 1], V ) : lim
τ→0

ωα(z, τ) = 0},

où

ωα(z, τ) = sup
0≤|t−s|≤τ

‖z(t)− z(s)‖V
|t− s|α .

Enfin, on désigne par ‖ · ‖∞,V la norme uniforme associée à l’espace des
fonctions continues C([0, 1], V ). Pour V = Rd, on note ‖ · ‖α,V (respective-
ment ‖ · ‖∞,V ) par ‖ · ‖α (respectivement ‖ · ‖∞) et pour V = L2(Ω1,Rd),
on note ‖ · ‖V (respectivement ‖ · ‖∞,V , ‖ · ‖α,V ) par ‖ · ‖2 (respectivement
‖·‖∞,2, ‖·‖α,2). Dans cette section, on donne les conditions sous lesquelles la
solution Xε de l’équation différentielle stochastique (1.1) satisfait le principe
de grandes déviations et par suite il en serait de même pour la famille de pro-
cessus ϕεφ définie dans (1.2). On suppose alors que les hypothèses suivantes
sont satisfaites :

(H1) σ : Rd → Rd⊗Rr et σ̃ : Rd → Rd⊗Rl sont lipschitziennes et bornées.

(H2) φ : Rd → Rd est de classe C2
b.

(H3) b : Rd → Rd est lipschitzienne.

Remarque. En fait, en adoptant la technique de localisation d’Azencott
[1], on peut relaxer la condition de bornitude de σ et σ̃.

Soit maintenant H̃ l’espace de Cameron–Martin associé à W̃ . On définit

Φ : H̃ → Cα,0([0, 1],Rd), u 7→ ϕuφ = E(φ(Xu)),(3.5)

où Xu est la solution de l’équation différentielle stochastique

Xu
t = x+

r∑

i=1

t�

0

σi(Xu
s ) dW i

s +
l∑

j=1

t�

0

σ̃j(Xu
s ) duj(s) +

t�

0

b(Xu
s ) ds.(3.6)

On définit aussi

F : H̃ → Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)), h 7→ F (h) = z,(3.7)

où z est la solution de l’équation différentielle stochastique

zt = x+
r∑

i=1

t�

0

σi(zs) dW i
s +

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(zs) dhj(s) +
t�

0

b(zs) ds.(3.8)
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On peut alors considérer, sous les hypothèses (H1) et (H3), la solution
Xε comme une variable aléatoire définie sur Ω2 à valeurs dans Cα,0([0, 1],
L2(Ω1,Rd)), α < 1/2. Soit Qε la loi de Xε (mesure de probabilité sur
Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd))). Alors on a le théorème suivant :

Théorème 3.1. Sous (H1) et (H3), la famille de mesures de proba-
bilités (Qε)ε>0 satisfait le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1],
L2(Ω1,Rd)) avec la fonctionnelle d’action Λ définie pour tout z ∈ Cα,0([0, 1],
L2(Ω1,Rd)) par

Λ(z) = inf
{1

2‖h‖2H̃ : F (h) = z
}
.

Considérons maintenant ϕεφ comme une variable aléatoire définie sur
Ω2, à valeurs dans Cα,0([0, 1],Rd). On a alors le théorème suivant :

Théorème 3.2. Sous (H1)–(H3), la famille de mesures de probabilités
(Pε)ε>0 satisfait le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1],Rd) avec la
fonctionnelle d’action η définie pour tout v ∈ Cα,0([0, 1],Rd) par

η(v) = inf{λ(u) : u ∈ H̃, ϕuφ = v}.

4. Application au filtrage non linéaire. Dans cette partie, on donne
une application des résultats précédents au filtrage non linéaire.

Soit ε > 0 et considérons le couple signal-observation (X ε,Yε) solution
de l’équation différentielle stochastique, t ∈ [0, 1],





X εt = x+
r∑

i=1

t�

0

σi(X εs ) dW i
s + ε

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(X εs ) dYj,εs +
t�

0

b(X εs ) ds,

Yεt = ε

t�

0

h(X εs ) ds+ W̃t,

.

où h est une application régulière.
On définit une nouvelle probabilité (Pε)ε>0 sur Ω1 ×Ω2 par

dPε

dP

∣∣∣∣
σ(Ws,W̃s, s≤t)

= exp
[
−ε

t�

0

h(X εs ) dW̃s −
ε2

2

t�

0

‖h(X εs )‖2 ds
]

= exp
[
−ε

t�

0

h(X εs ) dYεs +
ε2

2

t�

0

‖h(X εs )‖2 ds
]
.

On notera

Zεt = exp
[
ε

t�

0

h(X εs ) dW̃s +
ε2

2

t�

0

‖h(X εs )‖2 ds
]
.

Sous Pε, Yε est un mouvement Brownien indépendant de W. Soit φ une
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fonction de classe C2
b. On définit le filtre normalisé par

Πε
t φ =

Eε(Zεt φ(X εt ) |σ(Yεs , s ≤ t))
Eε(Zεt |σ(Yεs , s ≤ t))

=
%εtφ

Eε(Zεt |σ(Yεs , s ≤ t))
.

On a

Eε(Zεt φ(X εt ) |σ(Yεs , s ≤ t)) = Eε(Zεt φ(X εt ) |σ(Yεs , s ≤ 1)).

Comme Yε est indépendant de W, on a

%εtφ = Eεw(Zεt φ(X εt )),

où Eεw désigne l’intégration par rapport à la loi de W sous la probabilité Pε.
À tout u ∈ H̃ on associe Xu solution de l’équation différentielle stochas-

tique

X ut = x+
r∑

i=1

t�

0

σi(X us ) dW i
s +

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(X us ) duj(s) +
t�

0

b(X us ) ds,(4.9)

et Zu la solution de l’équation différentielle

Zut = 1 +
l∑

j=1

t�

0

Zut hj(X us ) duj(s).(4.10)

On pose

Πu
. φ =

E(Zu. φ(X u. ))
E(Zu. )

.(4.11)

On peut alors considérer, sous les hypothèses (H1)–(H3), Πε
. φ comme une

variable aléatoire de Ω2 à valeurs dans C([0, 1],Rd), et si Kε désigne sa loi
de probabilité, alors le but est d’établir le principe de grandes déviations
pour la famille de mesures (Kε)ε>0. D’où le théorème suivant :

Théorème 4.1. Sous (H1)–(H3), la famille de mesures de probabilités
(Kε)ε>0 satisfait le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1],Rd) avec
la fonctionnelle d’action η définie pour tout v ∈ Cα,0([0, 1],Rd) par

η(v) = inf{λ(u) : u ∈ H̃, Πuφ = v}.
Preuve. Introduisons, pour t ∈ [0, 1], le couple Sεt = (X εt , ε � t0 h(X εs ) dYεs )

= (S1,ε
t ,S2,ε

t ). Sous Pε, Yε est un mouvement Brownien indépendant de W
et Sεt est un processus de diffusion à valeurs dans Rd × R défini par

Sεt =
(
x

0

)
+

r∑

i=1

t�

0

gi(Sεs ) dW i
s + ε

l∑

j=1

t�

0

g̃j(Sεs ) dYj,εs +
t�

0

b̂(Sεs ) ds,(4.12)

où les fonctions g, g̃ et b̂ sont définies par gi(x, y) = (σi(x), 0), g̃i(x, y) =
(σ̃i(x), hi(x)) et b̂(x, y) = (b(x), 0), (x, y) ∈ Rd × R.
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D’après les résultats de la première partie, le processus Sεt satisfait le
principe de grandes déviations sous Pε.

On vérifie facilement que l’application

Ψ : Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd × R))→ Cα,0([0, 1],Rd) ,

z 7→ Ψ(z1, z2) =
Eφ(z1) exp z2

E exp z2
,

est continue (cf. la preuve du théorème 3.2 ci-dessous). Par le principe de
contraction, on déduit que Ψ(Sε) satisfait le principe de grandes déviations.
Mais

Πε
. φ =

(Eφ(S1,ε) exp{S2,ε
1 − (ε2/2) � 1

0 ‖h(S1,ε
s )‖2 ds})

E exp{S2,ε
1 − (ε2/2) � 1

0 ‖h(S1,ε
s )‖2 ds}

= Ψε(Sε),

où Ψε est une fonctionnelle qui converge uniformément sur tout compact
de Ω2 vers Ψ . Il en résulte donc que Πε

. φ satisfait le principe de grandes
déviations avec la fonctionnelle d’action spécifiée ci-dessus.

5. Preuves des théorèmes

5.1. Preuve du théorème 3.1. Dans le but de pouvoir appliquer le théo-
rème 2.2, on donne les notations suivantes: Pour 0 ≤ α < 1/2, on pose
(E, ‖ · ‖E) = (Cα,0([0, 1],Rl), ‖ · ‖α), (E′, ‖ · ‖E′) = (Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)),
‖ · ‖α,2) et la bonne fonctionnelle d’action I = λ où λ est donnée par (2.3).
Pour ε > 0, n ≥ 1 et t ∈ [0, 1], on note tn = sup{x : x = k/n ≤ t, k =
0, . . . , n} et Jn,k = [k/n, (k + 1)/n]. Soient Xε la solution de l’équation (1.1)
et Xε

n est la solution de l’équation différentielle stochastique

Xε
n(t) = x+

r∑

i=1

t�

0

σi(Xε
n(sn)) dW i

s(5.13)

+ ε

l∑

j=1

t�

0

σ̃j(Xε
n(sn)) dW̃ j

s +
t�

0

b(Xε
n(s)) ds.

Pour h ∈ Cα,0([0, 1],Rl), on définit Fn(h)(0) = x et

Fn(h)(t) = Fn(h)(tn) +
r∑

i=1

t�

tn

σi(Fn(h)(sn)) dW i
s(5.14)

+
l∑

j=1

σ̃j(Fn(h)(tn))(hj(t)− hj(tn)) +
t�

tn

b(Fn(h)(s)) ds,

et soit F l’application définie par (3.7). Dans la suite, pour prouver le
théorème 3.1, on va vérifier les conditions (i)–(iv) du théorème 2.2.
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(i) Continuité de Fn. On montre que l’application Fn : Cα,0([0, 1],Rl)→
Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)) est continue. Soient h1, h2 ∈ Cα,0([0, 1],Rl), F in =
Fn(hi), i = 1, 2, et An = F 1

n − F 2
n .

Lemme 5.1. Pour tout réel C > 0, il existe une constante réelle Cn > 0
(dépendant de C et de n) telle que pour ‖h1‖α ∨ ‖h2‖α ≤ C,

‖An‖α,2 ≤ Cn‖h1 − h2‖α.(5.15)

Preuve. On remarque tout d’abord que

‖An‖α,2(5.16)

≤ max
[
2nα‖An‖∞,2, max

0≤k≤n
sup

k/n≤s<t≤(k+1)/n

‖An(t)−An(s)‖2
|t− s|α.

]

On montre alors au début que pour ‖h1‖∞ ∨ ‖h2‖∞ ≤ C, on a

‖An‖∞,2 ≤ Cn‖h1 − h2‖∞.(5.17)

Pour t ∈ [0, 1], on a

An(t) = An(tn) +
r∑

i=1

(σi(F 1
n(tn))− σi(F 2

n(tn)))(W i(t)−W i(tn))

+
l∑

j=1

[σ̃j(F 1
n(tn))(hj1(t)− hj1(tn))− σ̃j(F 2

n(tn))(hj2(t)− hj2(tn))]

+
t�

tn

(b(F 1
n(s))− b(F 2

n(s))) ds,

donc il existe des constantes Ki, i = 1, . . . , 4, telles que l’on ait

‖An(t)‖2 ≤ ‖An(tn)‖2 +K1

r∑

i=1

‖An(tn)(W i(t)−W i(tn))‖2

+K2

l∑

j=1

|(hj1(t)− hj2(t))− (hj1(tn)− hj2(tn))|

+K3

l∑

j=1

‖An(tn)‖2|hj1(t)− hj1(tn)|+K4

t�

tn

‖An(s)‖2 ds.

Puisque F 1
n et F 2

n sont des processus adaptés par rapport à la filtration
Brownienne associée à W , alors

‖An(tn)(W i(t)−W i(tn))‖2 = ‖An(tn)‖2‖(W i(t)−W i(tn))‖2(5.18)

≤ ‖An(tn)‖2.
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Par conséquent pour t ∈ Jn,k, on a

‖An(t)‖2 ≤ C1[‖An(k/n)‖2 + ‖h1 − h2‖∞] +K4

t�

k/n

‖An(s)‖2 ds.

Le lemme de Gronwall nous donne

sup
t∈Jn,k

‖An(t)‖2 ≤ C ′1[‖An(k/n)‖2 + ‖h1 − h2‖∞],(5.19)

en particulier on a

‖An((k + 1)/n)‖2 ≤ C ′1[‖An(k/n)‖2 + ‖h1 − h2‖∞],

ce qui implique que

sup
0≤k≤n

‖An(k/n)‖2 ≤ K(n)‖h1 − h2‖∞.(5.20)

Finalement, (5.19) et (5.20) nous donnent (5.17). Il reste à prouver que pour
tout 0 ≤ k ≤ n, il existe une constante Cn telle que l’on ait

sup
k/n≤s<t≤(k+1)/n

‖An(t)− An(s)‖2
|t− s|α ≤ Cn‖h1 − h2‖α.(5.21)

Pour k/n ≤ s < t ≤ (k + 1)/n, on a, en utilisant le même argument que
celui dans (5.18),

‖An(t)− An(s)‖2 ≤ K1

r∑

i=1

‖An(k/n)‖2‖W i(t)−W i(s)‖2

+K2

l∑

j=1

|(hj1(t)− hj2(t))− (hj1(s)− hj2(s))|

+K3

l∑

j=1

‖An(k/n)‖2|hj1(t)− hj1(s)|

+K4

t�

s

‖An(u)‖2 du.

Par suite

sup
k/n≤s<t≤(k+1)/n

‖An(t)− An(s)‖2
|t− s|α ≤ K ′1‖An‖∞,2

r∑

i=1

‖W i‖α,2

+K ′2

l∑

j=1

‖hj1 − h
j
2‖α

+K ′3‖An‖∞,2
l∑

j=1

‖hj1‖α +K ′4‖An‖∞,2.

En utilisant de plus (5.17), on trouve (5.21).
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(ii) Convergence uniforme de Fn vers F dans Γa

Lemme 5.2. Pour tout a > 0

sup
n

sup
‖h‖H̃≤a

(‖Fn(h)‖∞,2 ∨ ‖F (h)‖∞,2) <∞,(5.22)

et
lim
n→∞

sup
‖h‖H̃≤a

‖Fn(h)− F (h)‖α,2 = 0.(5.23)

Preuve. (5.22) est une conséquence immédiate du lemme de Gronwall.
On montre (5.23). Pour t ∈ [0, 1] et ‖h‖H̃ ≤ a, on a, d’après les inégalités
de Burkholder et Schwarz,

‖F (h)(t)− F (h)(tn)‖2 ≤ C/
√
n,

et

‖Fn(h)(t)− F (h)(t)‖22 ≤ K
t�

0

‖Fn(h)(sn)− F (h)(s)‖22 ds

+K

t�

0

‖Fn(h)(s)− F (h)(s)‖22 ds

≤ K ′1
n

+K ′2

t�

0

sup
u≤s
‖Fn(h)(u)− F (h)(u)‖22 ds.

Le lemme de Gronwall nous donne

lim
n→∞

sup
‖h‖H̃≤a

‖Fn(h)− F (h)‖2∞,2 = 0.(5.24)

D’autre part, pour tous t, s ∈ [0, 1] et ‖h‖H̃ ≤ a, on a

‖(Fn(h)(t)− F (h)(t))− (Fn(h)(s)− F (h)(s))‖2
|t− s|α ≤ K ′′2‖Fn(h)− F (h)‖∞,2

+K ′′1 /
√
n.

De (5.24), on déduit (5.22).

Le lemme suivant montre en fait que le système {Xε
n : ε > 0} satisfait

le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1], L2(Ω1)) avec une bonne
fonctionnelle d’action λn.

Lemme 5.3. Pour tout n ≥ 1, la famille des lois de {Xε
n : ε > 0} satisfait

le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1], L2(Ω1)) avec comme bonne
fonctionnelle d’action

λn(ξ) = inf{λ(x) : Fn(x) = ξ}.
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Preuve. D’après le théorème 2.1, la famille des lois de {εW̃ : ε > 0}
satisfait le principe de grandes déviations sur Cα,0([0, 1],Rl) avec comme
fonctionnelle d’action λ. Or on sait que Xε

n = Fn(εW̃ ) et Fn est continue,
donc le résultat du lemme se déduit de l’application du principe de contrac-
tion.

Pour finir la preuve du théorème 3.1, il reste à montrer que Xε
n est

exponentiellement une bonne approximation de Xε. Pour cela on montre
d’abord le lemme suivant.

Lemme 5.4. Pour tout δ > 0,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃[‖Xε
n −Xε‖∞,2 ≥ δ/nα] = −∞.(5.25)

Preuve. On suit de près la preuve de Y. Hu dans [7]. Si on pose, pour
0 ≤ α < β < 1/2, γ < β − α,

Bβ,γ,ε = { sup
1≤k≤n

ε‖W̃ (k/n)− W̃ (k − 1/n)‖ ≤ nγ−β}(5.26)

∩ {ε‖W̃‖β ≤ nγ},
alors, d’après le théorème 2.1, on a

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃(Bc
β,γ,ε) = −∞,(5.27)

où Bc
β,γ,ε est le complémentaire de Bβ,γ,ε dans Ω2. Posons

Zεn(t) =
r∑

i=1

t�

0

σi(Xε
n(sn)) dW i

s,

et appliquons la formule d’Itô à Zεn(t) et Zεn(t) = Zεn(t)−Zεn(tn). On trouve
alors

‖Zεn(t)‖2 = 2
r∑

i=1

t�

0

〈σi(Xε
n(sn)), Zεn(s)〉 dW i

s +
d∑

i=1

t�

0

(σσ∗)ii(Xε
n(sn)) ds,

‖Zεn(t)‖2 = 2
r∑

i=1

t�

tn

〈σi(Xε
n(sn)), Zεn(s)〉 dW i

s +
d∑

i=1

t�

tn

(σσ∗)ii(Xε
n(sn)) ds,

où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire dans Rd et σ∗(x) est la transposée de
σ(x). On obtient alors d’après le lemme 2.1 que

sup
n,ε,ω

(‖Zεn(ω)‖∞,2) <∞ et sup
ε,ω

(‖Zεn(ω)‖∞,2 ≤ K/n.(5.28)

Par suite, sur l’ensemble Bβ,γ,ε on a
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|Xε
n(t)| ≤ |x|+ |Zεn(t)|+ C ′

t�

0

(1 + |Xε
n(s)|) ds

+ C

n∑

k=1

l∑

j=1

ε

∣∣∣∣W̃ j

(
k

n
∧ t
)
− W̃ j

(
k − 1
n
∧ t
)∣∣∣∣

≤ C1n
γ−β+1 + C ′1

t�

0

|Xε
n(s)| ds.

Par le lemme de Gronwall, on obtient

‖Xε
n‖∞,2 ≤ Cnγ−β+1.(5.29)

De même pour Xε
n(t) = Xε

n(t)−Xε
n(tn), on a

|Xε
n(t)| ≤ |Zεn(t)|+ C

l∑

j=1

ε|W̃ j(t)− W̃ j(tn)|+ C ′
t�

tn

(1 + |Xε
n(s)|) ds.

Donc, en utilisant (5.28) et (5.29), sur l’ensemble Bβ,γ,ε on trouve

‖Xε
n‖∞,2 ≤ Cnγ−β.(5.30)

Afin de prouver (5.25), pour tout % > 0 on définit

G%n,ε = inf{t ≥ 0 : ‖Xε
n(t)‖2 ≥ %/nα} ∧ 1,

Θ%,δn,ε = inf{t ≥ 0 : ‖Xε
n(t)−Xε(t)‖2 ≥ δ/nα} ∧G%n,ε,

V %
n,ε(t) = Ẽ[(%2/n2α + ‖(Xε

n −Xε)(t ∧Θ%,δn,ε)‖22)1/ε2 ].

On a alors

P̃[‖Xε
n −Xε‖∞,2 ≥ δ/nα] ≤ P̃(G%n,ε < 1) + P̃(Θ%,δn,ε < 1).(5.31)

Tout revient donc à montrer que pour Kn,ε = G%n,ε ou Θ%,δn,ε,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃(Kn,ε < 1) = −∞.

On remarque d’abord que

P̃(G%n,ε < 1) ≤ P̃(G%n,ε < 1;Bβ,γ,ε) + P̃(Bc
β,γ,ε)

et

P̃(G%n,ε < 1;Bβ,γ,ε) ≤
n∑

k=1

P̃( sup
t∈Jn,k−1

‖Xε
n(t)‖2 ≥ %/nα;Bβ,γ,ε).

En appliquant la formule d’Itô à Xε
n(t), on trouve
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‖Xε
n(t)‖22 = 2ε

l∑

j=1

t�

tn

E〈σ̃j(Xε
n(sn)),Xε

n(s)〉 dW̃ j
s

+
t�

tn

E
[ d∑

i=1

((σσ∗)ii + ε2(σ̃σ̃∗)ii)(Xε
n(sn)) + 2〈b(Xε

n(s)),Xε
n(s)〉

]
ds.

Posons

f jn,ε(s) = E〈σ̃j(Xε
n(sn)),Xε

n(s)〉,

gn,ε(s) = E
[ d∑

i=1

((σσ∗)ii + ε2(σ̃σ̃∗)ii)(Xε
n(sn)) + 2〈b(Xε

n(s)),Xε
n(s)〉

]
,

Y ε
n (t) = 2ε

l∑

j=1

t�

0

f jn,ε(s) dW̃
j
s +

t�

0

gn,ε(s) ds.

On constate alors que pour t ∈ Jn,k−1,

‖Xε
n(t)‖22 = Y ε

n (t)− Y ε
n (tn).

De (5.29) et (5.30), sur l’ensemble Bβ,γ,ε on a

A := sup
t,ω

tr(fn,ε(t, ω)f∗n,ε(t, ω)) ≤ C1 n
2γ−2β,

L := sup
t,ω
|gn,ε(t, ω)| ≤ C2 n

2γ−2β+1.

En appliquant l’inégalité de Stroock (2.4), on obtient

P̃( sup
t∈Jn,k−1

‖Xε
n(t)‖2 ≥ %/nα;Bβ,γ,ε)

≤ P̃
(

sup
t∈Jn,k−1

|Y ε
n (t)− Y ε

n (tn)|
|t− tn|α

≥ %2

nα
;Bβ,γ,ε

)

≤ 2 exp
(
−(%2/nα − lC2n

2γ−2β+1nα−1)2

8l2C1ε2n2γ−2βn2α−1

)

≤ 2 exp
(
−(%2 − lC2n

2γ−2β+2α)2

4l2C1ε2n2γ−2β+4α−1

)

≤ 2 exp
(
−K n1−2γ+2β−4α

ε2

)
,

car n2γ−2β+2α → 0 quand n → ∞. En plus de (5.27), on déduit que pour
tout % > 0,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃(G%n,ε < 1) = −∞.(5.32)
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Soit Aεn = Xε
n −Xε. Par application de la formule d’Itô on a

‖Aεn(t)‖22 = 2ε
l∑

j=1

t�

0

f jn,ε(s) dW̃
j
s +

t�

0

gn,ε(s) ds,

où
f
j
n,ε(s) = E〈σ̃j(Xε

n(sn))− σ̃j(Xε(s)), Aεn(s)〉
et

gn,ε(s) = E
d∑

i=1

[(σ(Xε
n(sn))− σ(Xε(s)))(σ∗(Xε

n(sn))− σ∗(Xε(s)))]ii

+ ε2E
d∑

i=1

[(σ̃(Xε
n(sn))− σ̃(Xε(s)))(σ̃∗(Xε

n(sn))− σ̃∗(Xε(s)))]ii

+ 2E〈b(Xε
n(s))− b(Xε(s)), Aεn(s)〉.

Donc si on pose %n = %/nα et pε,%(y) = (%2
n + y)1/ε2, on aura que

pε,%(‖Aεn(t ∧Θ%,δn,ε)‖22)− %2/ε2
n −

t∧Θ%,δn,ε�

0

kn,ε(s) ds

est une martingale dans Ω2 avec

kn,ε(s) =
1
ε2 (%2

n + ‖Aεn(s)‖22)1/ε2−1gn,ε(s)

+
(

1
ε2 − 1

)
(%2
n + ‖Aεn(s)‖22)1/ε2−2

l∑

i=1

(f
j
n,ε(s))

2.

Par conséquent pour s < G%n,ε,

|kn,ε(s)| ≤ C
{

1
ε2 (%2

n + ‖Aεn(s)‖22)1/ε2−1((1 + ε2)(%2
n + ‖Aεn(s)‖22) + ‖Aεn(s)‖22)

+
(

1
ε2 − 1

)
(%2
n + ‖Aεn(s)‖22)1/ε2−2(%2

n + ‖Aεn(s)‖22)‖Aεn(s)‖22
}

≤ C

ε2 pε,%(‖A
ε
n(t ∧Θ%,δn,ε)‖22).

On conclut alors que

V %
n,ε(t) ≤ %2/ε2

n +
C

ε2

t�

0

V %
n,ε(s) ds,

donc

V %
n,ε(1) ≤ exp

(
C

ε2 (3 + 2 ln %− 2α lnn)
)
,
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d’où

P̃(Θ%,δn,ε < 1) ≤
(
%2 + δ2

n2α

)−1/ε2

V %
n,ε(1).

Enfin on retrouve

lim
%→0

lim
n

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃(Θ%,δn,ε < 1) = −∞.(5.33)

Le lemme se déduit alors de (5.31), (5.32) et (5.33).

Lemme 5.5. Pour tout δ > 0,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃[‖Xε
n −Xε‖α,2 ≥ δ] = −∞.(5.34)

Preuve. Par application de (5.16) à Aεn = Xε
n −Xε et du lemme 5.4, il

suffit alors de prouver que

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃
[

max
1≤k≤n

sup
s,t∈Jn,k

‖Aεn(t)−Aεn(s)‖2
|t− s|α ≥ δ

]
= −∞.

En adoptant les mêmes arguments que dans la preuve du lemme 5.4, on
montre que pour 0 < α < β < 1/2 et γ < β − α,

lim
n→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P̃
[

max
1≤k≤n

sup
s,t∈Jn,k

‖Aεn(t)− Aεn(s)‖2
|t− s|α ≥ δ; Bβ,γ,ε

]
(5.35)

= −∞,
où Bβ,γ,ε est défini dans (5.26). Le lemme découle alors de (5.27) et (5.35).

5.2. Preuve du théorème 3.2. On vérifie d’abord que l’application

Ψ : Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd))→ Cα,0([0, 1],Rd), z 7→ Ψ(z) = Eφ(z),

est continue. Soient z1, z2 ∈ Cα,0([0, 1], L2(Ω1,Rd)). Puisque φ est lipschi-
tzienne, on a

|(Ψ(z1)− Ψ(z2))(0)| ≤ KE‖(z1 − z2)(0)‖(5.36)

≤ K‖(z1 − z2)(0)‖2,
grâce à l’inégalité de Schwarz. Soient t, s ∈ [0, 1]. Puisque φ ∈ C1

b, on a

φ(z1
t )− φ(z1

s) =
1�

0

φ′(uz1
t + (1− u)z1

s)(z
1
t − z1

s ) du,

φ(z2
t )− φ(z2

s) =
1�

0

φ′(uz2
t + (1− u)z2

s)(z
2
t − z2

s ) du,

où φ′ désigne la dérivée de φ. Par conséquent
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|(φ(z1
t )− φ(z2

t ))− (φ(z1
s)− φ(z2

s))|

≤
1�

0

‖φ′(uz1
t + (1− u)z1

s)− φ′(uz2
t + (1− u)z2

s )‖ du ‖z1
t − z1

s‖

+
1�

0

‖φ′(uz2
t + (1− u)z2

s)‖ du ‖(z1
t − z2

t )− (z1
s − z2

s)‖,

Reste à voir que φ′ et φ′′ sont bornées pour conclure que

(5.37) |(φ(z1
t )− φ(z2

t ))− (φ(z1
s )− φ(z2

s))|
≤ K1(‖(z1

t − z2
t )− (z1

s − z2
s)‖+ ‖z1

s − z2
s‖)‖z1

t − z1
s‖

+K2‖(z1
t − z2

t )− (z1
s − z2

s )‖.
De (5.36) et (5.37), on obtient

‖Ψ(z1)− Ψ(z2)‖α ≤ K1‖z1 − z2‖∞,2‖z1‖α,2 +K2‖z1 − z2‖α,2,
Or on sait que ‖z1 − z2‖∞,2 ≤ ‖z1 − z2‖α,2, donc

‖Ψ(z1)− Ψ(z2)‖α ≤ K(1 + ‖z1‖α,2)‖z1 − z2‖α,2.
D’après le principe de contraction et le théorème 3.1, on déduit que la
famille de mesures de probabilités (Pε)ε>0 satisfait le principe de grandes
déviations avec comme bonne fonctionnelle d’action µ définie pour tout
v ∈ Cα,0([0, 1],Rd) par

µ(v) = inf{Λ(z) : z ∈ Cα,0([0, 1], L2(Ω1)),Eφ(z) = v}.
Le théorème 3.2 est alors démontré puisque η = µ (voir lemme 6.1.2, pp. 83
de [9]).
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