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§L¨9©eª�«!¬�­=®>¯>°$«�±a­�ª�¨³²µ´�¶ [3\.i@·�i�bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ T ¶ \»X¢¼�· ¹ XK¸�X ´ bd·½f ¶&¾¿¹ bd·UÀÁ XK\LX$f�Â�¼ ¹ X$fU· X g�¼�¼�XKg�iRº ¶¿´ ·³ÃMÄ�Å3Æ�Ç�È�Ä0ÈeÉ�Ê�ÈrgdË>º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼�XK\ x ∈ X ¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º

{Tnx}n∈N g�¼�i@·e\.¼�·Ígd\ X Î6Ï#\
º�ÂLX�º½f�X$¼
·¢Ðr·Y¼�XeÑÒº�ÂLX�º x g�¼�XÒÃMÄ�Å3ÆUÇ�ÈUÄ0ÈUÉ�Ê�ÈYÓ$Æ_ÈUÔ#Õ$Ç
Ë ¶ ¸ T Î ²µ¹�¶ gd\0º x g�¼:f�XKbdbd·�i�Å@ÆUÇ�Ê�Õ!ÖKÊ�ÈOË ¶ ¸ T gdË=º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼:¼ ¶&¾ · n > 1 ¼�[.f�ÂRº�ÂLX�º
Tnx = x Î&×:Â3· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ T g�¼�ÈUÃ1ØMÕ$ÔAÊ�È�gdË�gÙº�g�¼�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f�XK\.i�º�Â3·:¼
·Uº ¶ Ë ¹ ·e¸
g ¶ i@g�f¹�¶ gd\0º�¼,g�¼,i@·e\.¼
·�gd\ X Î

×rÂ3g�¼�i@·eÚ3\3gÙº�g ¶ \ ¶ ËLf�ÂLX ¶ ¼�g�¼�f ¶ \.¼
g�¼�º�·e\0º�Ð,gÙº�Â�º�Â3·ri@·eÚ3\3gÙº�g ¶ \YZ&gÙÛM·e\ ´ Ñ¢Ü�·UÛ&XK\3·UÑÝÙÞ!ß ^ ¹ ÎGà$á�â�Ë ¶ ¸�XK\ãXK¸ ´ gÙº�¸�XK¸�Ñ�f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼ ¾ X ¹3¹ gd\3Z f ¶ \ãX ¾ ·Uº�¸
g�f¢¼ ¹ X$fU·&^�Ð�Â3g�f�Â
¸
·�ä0[3gd¸
·�¼rº�ÂLX�º f ´ ·�º�¸�XK\.¼
gÙº�gÙÛM·&^3º�Â3·½¼�·Uº ¶ Ë ¹ ·e¸
g ¶ i@g�f ¹�¶ gd\0º�¼ ¶ Ë f ´ ·�i@·e\.¼
·&^LXK\.i f
ÂLXeÛM·½¼�·e\.¼
gÙº�gÙÛM·½i@· ¹ ·e\.i@·e\.fU· ¶ \�º�Â3·�gd\3gÙº�ghXKbGf ¶ \.i@gÙº�g ¶ \.¼eÎL×rÂ3·�Ú3¸�¼�ºrºåÐ ¶ f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \.¼
g ¾³¹ bÙÑæº�Â3·�º�Â3gd¸�i Ý à�â;Î.ç ¶ ¸ ¾³¶ ¸
·½i@·Uº_XKgdb�¼�X ´�¶ [@º,Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�fUgÙºåÑÒ¼�·e·�º�Â3·½¼
[3¸�ÛM·UÑ@¼ ¶ Ëè ¸ ¶ ¼�¼
·Ué#ê�¸�i ¾ XK\3\ Ý}ë$ì ^ ë�í â:XK\.iîº�Â3·�¼
[3¸�ÛM·UÑ ¶ Ë Á ¶ \3·Uº�^�ï�XK¸�º�ðd\3·eñUé è g ¾³ò \3·eñÌXK\.ió ·e¸
g�¼ ÝÙÞ á�â;Î
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Ï#\ Þ������ ^	� ¶ bd·UÐ�g�fUñ Ý�ì áKâ.Z0XeÛM·:º�Â3·,Ú3¸�¼�º�·UÀ3X ¾³¹ bd· ¶ Ë6X�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ ¶ \
X Á XK\LX$f�Â¿¼ ¹ X$fU·&Î�
�·:¼
Â ¶ ÐO·�iYº�ÂLX�º�gdË B g�¼�º�Â3· ´ X$f
�0Ð:XK¸�i³¼�Â3gdËhº ¶ \ l2(N) ^$º�Â3·e\ λB
g�¼,Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f�gdË�XK\.i ¶ \3bÙÑÌgdË |λ| > 1 Î�
�·�XKb�¼ ¶ Ð ¶ \.i@·e¸
·�iÌgdË�Ë ¶ ¸,·UÛM·e¸�ÑÌ¼
· ¹ XK¸�X ´ bd·
gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\.¼
g ¶ \LXKb Á XK\LX$f�Âã¼ ¹ X$fU·�º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼�X¿Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸eÎG×:Â3g�¼
ä0[3·�¼�º�g ¶ \ Ð,X$¼¢gd\.i@· ¹ ·e\.i@·e\0º�bÙÑ XK\.¼�ÐO·e¸
·�i gd\ º�Â3·ÌX��³¸ ¾ X�º�gÙÛM· ´ Ñ ² \.¼�XK¸
g ÝÙÞ â,XK\.iÁ ·e¸
\LXKb Ý}ß â;^�XK\.i ´ Ñ Á ¶ \3·Uº�XK\.i ó ·e¸
g�¼ ÝÙÞ&Þ â�Ë ¶ ¸¿ç.¸ ò f�Â3·Uº�¼ ¹ X$fU·�¼eÎ���\ º�Â3· ¶ º�Â3·e¸
ÂLXK\.i6^ Á ¶ \3·Uº�^�ï�XK¸�º�ðd\3·eñUé è g ¾³ò \3·eñ�XK\.i ó ·e¸
g�¼ Ý�� â=ÂLXeÛM·½¸
·�fU·e\0º�bÙÑ ¹ ¸ ¶ ÛM·�iRº�ÂLX�º,º�Â3·
i@[LXKb ¶ Ë�X�¸
·��3·UÀ1gÙÛM·Ò¼�· ¹ XK¸�X ´ bd·»Â3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑ gd\.i@·�f ¶&¾³¹�¶ ¼�X ´ bd·�f ¶&¾³¹ bd·UÀ Á XK\LX$f�Â
¼ ¹ X$fU·¢X$i ¾ gÙº�¼:\ ¶ f�ÂLX ¶ º�g�f ´�¶ [3\.i@·�i»bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸eÎ

Ï;º9g�¼=ÐO·ebdb	��\ ¶ Ð,\�º�ÂLX�º T g�¼=Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f�gdË.XK\.i ¶ \3bÙÑ½gdË@Ë ¶ ¸>XK\0Ñ ¹ XKgd¸ ¶ Ë1\ ¶ \@é�Û ¶ g�i¶&¹ ·e\Ò¼
·Uº�¼ U, V º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼�¼ ¶&¾ · ¹�¶ ¼�gÙº�gÙÛM·�gd\0º�·eZ&·e¸ n ¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º
(∗) TnU ∩ V 6= ∅.

² \ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸¿g�¼³¼�XKg�i º ¶)´ ·îÔ#Õ_Å3Õ$ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø&ÉaÉxÄ���Ê��$Ê����ÌgdË (∗) Â ¶ b�i3¼³Ë ¶ ¸Í·UÛM·e¸�Ñ n
bhXK¸
Z&·½·e\ ¶ [3Z&ÂGÎ� ¶ ¼�º_X���g�¼�XK\.i �@X ¾Y´ XK¸
gd\ ¶ Z0XeÛM·�XÍ¼�[!�¿fUgd·e\0º�f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \ÒË ¶ ¸�XÍbdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸
º ¶³´ ·½º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z¿XK\.iÒf�ÂLXK¸�X$f�º�·e¸
gdñe·�i»º�Â ¶ ¼
·½ÐO·egdZ&Â0º�·�i ´ X$f
�0Ð,XK¸�i»¼
Â3gdËhº¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼,º�ÂLX�º�XK¸
·�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ÝÙÞUí â;Î

Ï#\ ¶ [3¸�f ¶ \0º�·UÀ�º¢XKbdb�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼½XK¸
·Y¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼ ¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼�gd\ L(X) ^�º�Â3·
¼
·Uº ¶ Ë ´�¶ [3\.i@·�i»bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼,Ëa¸ ¶&¾ X º ¶ X Î
��[3¸�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼¢ÂLXeÛM·ÌX$¼YXK\ gd\.i@·UÀ ¼�·Uº³XÒf ¶ \.fU¸
·Uº�·R¼
·�f�º ¶ ¸�gd\îº�Â3·�f ¶&¾¿¹ bd·UÀ¹ bhXK\3·&ÎLç ¶ ¸ α ∈ [0, π/2] Ðr·½i@·eÚ3\3·�º�Â3·#"UÆ_ÈUÔ#Õ$Ç ∆(α)

´ Ñ
∆(α) = {reiθ : r ≥ 0, θ ∈ [−α, α]}.

$ ·�XKb�¼ ¶ f ¶ \.¼�g�i@·e¸ ∆(π) = C ^@º�Â3·�Ð�Â ¶ bd·½f ¶&¾¿¹ bd·UÀ ¹ bhXK\3·&Î² ¶ \3·Ué ¹ XK¸�X ¾ ·Uº�·e¸¿ËAX ¾ gdbÙÑ {T (t)}t∈∆(α)
¶ Ë ´�¶ [3\.i@·�i bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼¿g�¼æX

Õ���Æ�%�Å3ØKÇ�Ø��³ÆeÔ#ÆUÇ&"UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(KÅ ¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼³gd\ L(X) gdË�gÙº³¼�X�º�g�¼�Ú3·�¼Íº�Â3·ÌË ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z
f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \.¼�)

V Þ ] T (0) = I V�Â3·e¸
· I ¼�º_XK\.i3¼,Ë ¶ ¸:º�Â3·½g�i@·e\0º�gÙºåÑ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ ¶ \ X ]_Î
V ë ] T (t)T (s) = T (t+ s) Ë ¶ ¸�XKbdb t, s ∈ ∆(α) VA¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ bhXeÐ�]_Î

×:Â3·ÍÊ��+*,�3Ê�Ô#Æ'"�Ê��¿Ø$É-�MÆ'��ÆUÇ�Ø$Ô#ÕKÇ A ¶ Ë�XY¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ {T (t)}t∈∆(α) g�¼,i@·eÚ3\3·�i ´ Ñ
Ax := lim

h→0

T (h)x− x
h

Ë ¶ ¸�XKbdb x ∈ X Ë ¶ ¸:Ð�Â3g�f�ÂRº�Â3g�¼,bdg ¾ gÙº,·UÀ1g�¼�º�¼UÎ$ ·r¼�XeÑ�º�ÂLX�º�X�¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼."_ÔAÇ�Õ/���&É�Ä¢È�Õ��LÔAÊ��!(LÕ�(0" ¹ ¸ ¶ Û1g�i@·�i�º�ÂLX�º limt→s T (t)
= T (s) Ë ¶ ¸rXKbdb s ∈ ∆(α)

¹�¶ gd\0ºåÐ,g�¼
· ¶ \ X Î1×:Â@·�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼1(2�3Ê 3UÕKÇ4�YÉ�Ä¿È_Õ��.ÔAÊ���%
(.Õ/(0"�gdË>º�Â3g�¼:bdg ¾ gÙº,Â ¶ b�i3¼,[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ ¶ \Ìº�Â3·½[3\3gÙº ´ XKbdb ¶ Ë X Î

Ï#Ë {T (t)}∈∆(α) g�¼,X¢¼�º�¸ ¶ \3Z&bÙÑRf ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼,¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ^1º�Â3·e\Rº�Â3·�gd\3Ú3\3gÙº�·�¼�g ¾ XKbZ&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸Yg�¼�fUb ¶ ¼
·�i XK\.i i@·e\.¼
·ebÙÑ i@·eÚ3\3·�i6Î�Ï#\îº�Â3·R[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑîf ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼Íf�X$¼
·&^
º�Â3·½gd\3Ú3\3gÙº�·�¼�g ¾ XKb=Z&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸�g�¼r·UÛM·e¸�Ñ�Ð�Â3·e¸
·¢i@·eÚ3\3·�i�XK\.i ´�¶ [3\.i@·�i6Î
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ç ¶ ¸ α 6= 0 º�Â3·�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ {T (t)}t∈∆(α) g�¼æX Ã1Õ&ÉÙÕ��¿ÕKÇ#Å�ÃMÊ�È "eÆ'��Ê��$Ç�Õ�(�Å�Õ 3
Ø��0�&ÉÙÆ α gdË½º�Â3· ¾ X ¹3¹ gd\3Z t 7→ T (t) g�¼»XK\LXKbÙÑ�º�g�f ¶ \ ∆(α) Îrç ¶ ¸ ¾³¶ ¸
·ãi@·Uº_XKgdb�¼
X ´�¶ [@º½Â ¶ b ¶&¾³¶ ¸ ¹ Â3g�fÍ¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼�¼�·e· Ý�ì@Þ ^ � ÂLX ¹ º�·e¸½Ï��¢^ ��·�f�º�g ¶ \ Þ á�â;^ Ý}ë�� ^ ¹ Î � á�â
XK\.i ÝÙÞ�� ^ � ÂLX ¹ º�·e¸�Ï
Ï�^ ��·�f�º�g ¶ \ í â;Î

×rÂ3· ¾¿¶ ¼�ºæf ¶&¾³¾³¶ \ gd\.i@·UÀ ¼
·Uº�^ ∆(0) = [0,∞) ^�g�¼ÍÐ�g�i@·ebÙÑFX ¹3¹ bdgd·�i gd\ º�Â3·
bdgÙº�·e¸�X�º�[3¸
·�i@[3·Íº ¶ gÙº�¼½¸
·ebhX�º�g ¶ \)º ¶Ò¶ ¸�i@gd\LXK¸�ÑîXK\.i ¹ XK¸�º�ghXKb�i@g���·e¸
·e\0º�ghXKb�·�ä0[LX�º�g ¶ \.¼eÎ
ç ¶ ¸�Ëa[3¸�º�Â3·e¸Ogd\3Ë ¶ ¸ ¾ X�º�g ¶ \»X ´�¶ [@º:¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼ ¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼ ¶ \ Á XK\LX$f�ÂR¼ ¹ X$fU·�¼�ÐO·
¸
·eËa·e¸�º�Â3·�¸
·!X$i@·e¸�º ¶ º�Â3· ´�¶�¶ � ¶ Ë ó XKñUÑ Ý}ë�� â;^ ¶ ¸�º ¶ º�Â3·�¸
·�fU·e\0º ´�¶�¶ � ¶ Ë9ê�\3Z&·ebGXK\.i� XKZ&·eb ÝÙÞ�� â;Î² ¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ {T (t)}t∈∆(α) g�¼¢ÃMÄ�Å3ÆUÇ�ÈUÄ0ÈUÉ�Ê�È�gdË�º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼ x ∈ X ¼
[.f�Â�º�ÂLX�º
{T (t)x}t∈∆(α) g�¼¢i@·e\.¼
·ægd\ X Î>ç.[3¸�º�Â3·e¸ ¾³¶ ¸
·&^�gÙº¢g�¼RÈUÃ1ØMÕ&ÔAÊ�È½gdË:gÙº¢g�¼¢Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f
XK\.iæº�Â3·�¼
·Uº {x ∈ X : ∃t ∈ ∆(α)\{0}, T (t)x = x} g�¼ri@·e\.¼
·�gd\ X Î $ ·�¼�XeÑ³º�ÂLX�º
X�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ {T (t)}t∈∆(α) g�¼�Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�KÊ�È_Ø$ÉaÉ�Ä �YÊ��KÊ��0��gdË=Ë ¶ ¸�·UÛM·e¸�Ñ ¹ XKgd¸ ¶ ËG\ ¶ \@é�Û ¶ g�i¼
·Uº�¼ U, V º�Â3·e¸
·½·UÀ1g�¼�º�¼ t0 ∈ ∆(α) ¼�[.f�Â»º�ÂLX�º

T (t)U ∩ V 6= ∅ Ë ¶ ¸�XKbdb t ¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º |t| ≥ |t0|.
Ï#\ ¹ XK¸�º�g�fU[3bhXK¸e^>XKbdb ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼æV�·UÀ@fU· ¹ º T (0) = I ] ¶ ËrX¿º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z

¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ XK¸
·�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3ZæX$¼,¼�gd\3Z&bd· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼UÎ
×rÂ3·½º�Â3· ¶ ¸�Ñ ¶ Ë�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�fY¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼ ¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼�ÂLX$¼�X�º
º�¸�X$f�º�·�i»º�Â3·YX�º
é

º�·e\0º�g ¶ \ ¶ Ë ¾ XK\0Ñ�XK[@º�Â ¶ ¸�¼ Ý�� ^ ë/� ^ Þ�� ^ Þ�ì â;Î$Ï#\ Ý�� â@gÙº�g�¼ ¹ ¸ ¶ ÛM·�i�º�ÂLX�º�·UÛM·e¸�Ñ�¼
· ¹ XK¸�X ´ bd·
gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\.¼
g ¶ \LXKbrf ¶&¾³¹ bd·UÀ Á XK\LX$f�Â ¼ ¹ X$fU·æX$i ¾ gÙº�¼�X�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f¿[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ
f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ XK\.i�º�ÂLX�º,º�Â3·e¸
·¢XK¸
·½¼ ¶&¾ ·½¼�· ¹ XK¸�X ´ bd· Á XK\LX$f�ÂÒ¼ ¹ X$fU·�¼�X$i1é¾ gÙº
º�gd\3Z³\ ¶ f�ÂLX ¶ º�g�f½¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹»¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼eÎ
��[3¸³XKg ¾ gd\ º�Â3g�¼ ¹ X ¹ ·e¸Íg�¼¢º ¶ã¹ ¸ ¶ ÛM·�º�ÂLX�º³·UÛM·e¸�Ñ ¼
· ¹ XK¸�X ´ bd·»gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\@é

¼
g ¶ \LXKb�f ¶&¾³¹ bd·UÀ Á XK\LX$f�Â�¼ ¹ X$fU· X$i ¾ gÙº�¼ÒX º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z Â ¶ b ¶&¾³¶ ¸ ¹ Â3g�f
[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ�f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ Î $ ·�XKb�¼ ¶ Z&gÙÛM·O¼ ¶&¾ ·�·UÀ3X ¾³¹ bd·�¼ ¶ Ë1º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ¾ gÙÀ1gd\3ZY¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼UÎ.ï ¶ ¸
· ¹ ¸
·�fUg�¼
·ebÙÑM^1Ðr·�f�ÂLXK¸�X$f�º�·e¸
gdñe·�º�Â3·�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z
º�¸�XK\.¼
bhX�º�g ¶ \ ¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼ ¶ \ Lp%(I) XK\.i C0,%(I) ^6Ð�Â3·e¸
· I = ∆(0) = [0,∞)

¶ ¸
I = R XK\.i % g�¼�XK\ÒX$i ¾ g�¼�¼
g ´ bd·�ÐO·egdZ&Â0º�Ëa[3\.f�º�g ¶ \ ¶ \ I Î

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸e^�ÐO· ¹ ¸ ¶ ÛM·�º�ÂLX�ºOº�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼rX�f ¶&¾³¾ [@º_X�º�gÙÛM·�XKbdZ&· ´ ¸�X ¶ Ë ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼
º�ÂLX�º�f ¶ \0º_XKgd\.¼�X�f�ÂLX ¶ º�g�f ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�XK\.i³XK\ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ T Ð�Â3g�f�ÂYg�¼�\ ¶ º�X ¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë
º�Â3·�g�i@·e\0º�gÙºåÑR¼
[.f�Â�º�ÂLX�º,\ ¶Y¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë T g�¼:f�ÂLX ¶ º�g�f$^LXK\.¼�Ðr·e¸
gd\3ZÍgd\�º�Â3·�\3·eZ0X�º�gÙÛM·
XÍä0[3·�¼�º�g ¶ \ ¶ Ë�i@·�W>XK[ ´ ·e\3Ëa·eb�¼�XK\.i»ê ¾ X ¾ gd¸�X$i ÝÙÞ à�â;Î

�6¨����9±��U«��1ª>°�� ­��Y«!­ ��­"!�­ #�±A°%$&!�!('*)î±+�9±�ª,#.-9­�!a­")î­L¬/�0->±�°1�2�3)î±+#�¬�­�¯,�0�$¨
$ ·�f ¶ \.¼
g�i@·e¸�º�Â3·�ÐO·egdZ&Â0º�·�i `1 é#¼ ¹ X$fU·�Ð,gÙº�Â XÌÐr·egdZ&Â0ºÍ¼
·�ä0[3·e\.fU· β = (βi)

∞
i=1

¶ Ë¹�¶ ¼
gÙº�gÙÛM·�\�[ ¾�´ ·e¸�¼U^Li@·eÚ3\3·�i ´ Ñ
`1(β) :=

{
(xi)

∞
i=1 : xi ∈ C,

∞∑

i=1

βi|xi| <∞
}
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·�ä0[3g ¹3¹ ·�iÌÐ�gÙº�ÂRº�Â3·½\ ¶ ¸ ¾

‖(xi)‖ :=
∞∑

i=1

βi|xi|.

Ï#Ë supi∈N βi/βi+1 ≤ M Ë ¶ ¸æ¼ ¶&¾ ·Òf ¶ \.¼�º_XK\0º M ^�º�Â3·e\ º�Â3· ´ X$f
�0Ð,XK¸�iF¼
Â3gdËhº B
i@·eÚ3\3·�i ´ Ñ

B(x1, x2, . . . ) := (x2, x3, . . . )

g�¼�X ´�¶ [3\.i@·�i»bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ ¶ \ `1(β) Î
Ï#\Rº�Â3·�f�X$¼�·½Ð,Â3·e¸
· βi = 1 Ë ¶ ¸�XKbdb i ≥ 1 ÐO·�¸
·eËa·e¸,º ¶ º�Â3g�¼�¼ ¹ X$fU·¢X$¼ `1 Î
ç ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z ¼ ¶&¾ · g�i@·!X$¼ ¶ Ë ÝÙÞ�� ^:×:Â3· ¶ ¸
· ¾ à�Î ë â;^rÐ,Â3·e¸
·ãgÙº�Ð,X$¼ ¹ ¸ ¶ ÛM·�i º�ÂLX�º

{etB}t≥0 g�¼�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f�gd\ `1(β) ^0ÐO· ¹ ¸ ¶ ÛM·�º�ÂLX�º {etB2}t∈∆(π/2) g�¼:XKb�¼ ¶ X½º ¶&¹�¶ éb ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z¿¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ º�Â3·e¸
·&Î
��������� ë Î Þ	��
 ÆeÔ β = (βi)

∞
i=1

� Æ�Ø "UÆ�
'(.Æ'��È�Æ�Õ 3>Å3Õ�"�Ê�ÔAÊaÓ$Æ � (0� � Æ�Ç4",Ø���Ö B ÔAÃ1Æ� ØMÈ�����Ø$Ç�Ö&"�ÃMÊ 3_Ô�Õ_Å3ÆUÇ�Ø$Ô#ÕKÇ�����3 supi∈N βi/βi+1 ≤ M 3UÕKÇ "UÕ��¿ÆæÈ�Õ�� "_Ô#Ø��LÔ M ^�ÔAÃ1Æ'�
ÔAÃ1Æ (0�.Ê 3UÕKÇ4�YÉ�ÄãÈ�Õ��LÔAÊ��!(LÕ�(0" "UÆ'��Ê��$Ç�Õ/(�Å {etB2}t∈∆(α) Ê�"ÍÔ#Õ�Å@Õ&ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä �YÊ��KÊ��0��Ê��
`1(β) 3UÕKÇ�Æ�Ó$ÆUÇ�Ä α ∈ [0, π/2] ∪ {π} �

� Ç�Õ!Õ 3��½ç�gÙÀ α ∈ [0, π/2] ∪ {π} Î � ¶ \.¼�g�i@·e¸
ϕ := {(xi)∞i=1 ⊂ C : ∃m ∀i > m, xi = 0},

Ð�Â3g�f�ÂÌg�¼�i@·e\.¼�·½gd\ `1(β) Îè gÙÛM·e\ XK\0Ñ ¹ XKgd¸ y = (yi)
∞
i=1 XK\.i z = (zi)

∞
i=1

¶ Ë�·ebd· ¾ ·e\0º�¼�gd\ ϕ ^�XK\.i ε > 0 ^¶ [3¸ ¹ [3¸ ¹�¶ ¼
·�g�¼rº ¶ f ¶ \.¼�º�¸
[.f�º,ÛM·�f�º ¶ ¸�¼ v(t) = (vi(t))
∞
i=1 ∈ `1(β) ^ t ∈ ∆(α) ^3¼
[.f�Â

º�ÂLX�º�^.Ë ¶ ¸ T (t) := etB
2 ^@º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼ t0 ∈ ∆(α) Ð�gÙº�Â

‖v(t)− y‖ < ε XK\.i ‖T (t)v(t)− z‖ < ε, Ë ¶ ¸�XKbdb t ∈ ∆(α) Ð�gÙº�Â |t| > |t0|.
× ¶ i ¶ º�Â3g�¼:Ðr·�Ú3¸�¼�º�¼�·ebd·�f�º�XK\.i»Ú@À k ∈ N Ð�gÙº�Â

yi = zi = 0 Ë ¶ ¸ i ≥ 2k.

$ ·�\ ¶ Ð i@·eÚ3\3· v(t) X$¼:Ë ¶ bdb ¶ Ð�¼�)
vi(t) =

{
yi Ë ¶ ¸ i = 1, . . . , 2k,

0 Ë ¶ ¸ i = 2k + 1, . . . , 4k XK\.iRË ¶ ¸ i > 6k.

$ ·�Ð,gdbdb9i@·eÚ3\3· vi(t) Ë ¶ ¸ i = 4k + 1, . . . , 6k gd\Ò¼�[.f�Â
X¢Ð,XeÑæº�ÂLX�º

(T (t)v(t))i =

3k∑

j=0

tj

j!
v2j+i(t) Ë ¶ ¸ i = 1, . . . , 2k.
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Ï#\³ËAX$f�º�^$Ðr·,f�Â ¶�¶ ¼
· vi(t) Ë ¶ ¸ i = 4k+1, . . . , 6k X$¼�º�Â3·,¼ ¶ bd[@º�g ¶ \.¼ ¶ ËLº�Â3·�Ë ¶ bdb ¶ Ð,gd\3Z
¼�Ñ@¼�º�· ¾ )

V ë Î Þ ] A




y1ÎÎÎ
y2k


+D




v4k+1(t)ÎÎÎ
v6k(t)


 =




z1ÎÎÎ
z2k


 ,

Ð�Â3·e¸
·

A :=




1 0 µ1 0 µ2 0 · · · 0 µk−1 0

0 1 0 µ1 0 µ2 · · · µk−2 0 µk−1

· 0 1 0 µ1 0 · · · 0 µk−2 0

· · 0 1 0 µ1 · · · · 0 µk−2

· · · 0 1 0 · · · · · 0

· · · · 0 1 · · · · · ·
ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
0 0 0 0 0 0 · · · 1 0 µ1

0 0 0 0 0 0 · · · 0 1 0

0 0 0 0 0 0 · · · 0 0 1




Ð�gÙº�Â µi = ti/i! Ë ¶ ¸ i = 1, . . . , k − 1 XK\.i

D :=




λ0 0 λ1 0 · · · λk−1 0

0 λ0 0 λ1 · · · 0 λk−1

λ−1 0 λ0 0 · · · · 0

0 λ−1 0 λ0 · · · · ·
ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ

λ−k+1 0 · · · · · λ0 0

0 λ−k+1 · · · · · 0 λ0




,

Ð�Â3·e¸
· λi = t2k+i/(2k + i)! Ë ¶ ¸ i = −k + 1, . . . , k − 1 Î
� ´ ¼
·e¸�ÛM·�º�ÂLX�º D = UWS ^3Ð,Â3·e¸
·
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U :=




t2k 0 0 0 · · · 0 0

0 t2k 0 0 · · · 0 0

0 0 t2k−1 0 · · · 0 0

0 0 0 t2k−1 · · · 0 0ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
0 0 0 0 · · · tk+1 0

0 0 0 0 · · · 0 tk+1




,

W :=




η0 0 η1 0 · · · ηk−1 0

0 η0 0 η1 · · · 0 ηk−1

η−1 0 η0 0 · · · · 0

0 η−1 0 η0 · · · · ·ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
η−k+1 0 · · · · · η0 0

0 η−k+1 · · · · · 0 η0




Ð�gÙº�Â ηi = 1/(2k + i)! Ë ¶ ¸ i = −k + 1, . . . , k − 1 ^LXK\.i

S =




1 0 0 0 · · · 0 0

0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 t 0 · · · 0 0

0 0 0 t · · · 0 0ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ ÎÎÎ
0 0 0 0 · · · tk−1 0

0 0 0 0 · · · 0 tk−1




XK¸
·�¸
·eZ&[3bhXK¸ 2k× 2k
¾ X�º�¸
g�fU·�¼OË ¶ ¸ t 6= 0 Î@×:Â�[.¼�º�Â3·�¼ ¶ bd[@º�g ¶ \ ¶ ËOV ë Î Þ ]�g�¼rZ&gÙÛM·e\ ´ Ñ




v4k+1(t)ÎÎÎ
v6k(t)


 = S−1W−1U−1







z1ÎÎÎ
z2k


− A




y1ÎÎÎ
y2k





 .

W=·Uº (wi)
2k
i=1

´ ·½i@·eÚ3\3·�i�X$¼



w1ÎÎÎ
w2k


 = U−1







z1ÎÎÎ
z2k


− A




y1ÎÎÎ
y2k





 .



ö�ü���ü ����÷
����ý�ù!÷!
_ø�üdý�þ�ú�û�ü����H
��
	Kþ 
����9÷
�&÷Uýåù�þ
	!÷Uýåú�þ �  

×:Â3·e\G^>gdËrÐO·�f ¶ \.¼�g�i@·e¸ t Ð,gÙº�Â |t| > 1 ^9º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼ C1 gd\.i@· ¹ ·e\.i@·e\0º ¶ Ë t ¼
[.f�Â
º�ÂLX�º

|wj | ≤ C1|t|−k−1 Ë ¶ ¸ j = 1, . . . , 2k.

×:Â�[.¼rº�Â3·e¸
·½·UÀ1g�¼�º�¼ C2 gd\.i@· ¹ ·e\.i@·e\0º ¶ Ë t ¼�X�º�g�¼�ËhÑ1gd\3Z
|vi(t)| ≤ C2|t|k−i/2 Ë ¶ ¸ i = 4k + 1, . . . , 6k.

��gd\.fU· vi(t) = yi Ë ¶ ¸ i ≤ 4k XK\.i yi = 0 Ë ¶ ¸ i > 2k ^@Ðr·�ÂLXeÛM·
‖v(t)− y‖ =

6k∑

i=4k+1

βi|vi(t)| ≤ C2

6k∑

i=4k+1

βi|t|−k.


�·e\.fU·&^.Ë ¶ ¸�¼�[!�¿fUgd·e\0º�bÙÑÌbhXK¸
Z&· |t| ^@ÐO·�Z&·Uº
‖v(t)− y‖ < ε.

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸
‖T (t)v(t)− z‖ =

6k∑

i=2k+1

βi|(T (t)v(t))i| =
6k∑

i=2k+1

βi

∣∣∣∣
2k−1∑

j=0

tj

j!
v2j+i(t)

∣∣∣∣

≤
6k∑

i=2k+1

βi

( 2k−1∑

j=0

|t|j
j!
|t|k−j−i/2

)
≤

6k∑

i=2k+1

βi

( 2k−1∑

j=0

|t|−1/2

j!

)
.

×:Â3·e¸
·eË ¶ ¸
·½ÐO·½f ¶ \.fUbd[.i@·½º�ÂLX�º ‖T (t)v(t)− z‖ < ε gdË |t| g�¼,¼
[!�³fUgd·e\0º�bÙÑÌbhXK¸
Z&·&Î
×rÂ3·�Ë ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z³bd· ¾³¾ X�g�¼U^3gd\ ¹ XK¸�º�^�X�Z&·e\3·e¸�XKbdgdñ!X�º�g ¶ \ ¶ Ë Ý}ë/� ^.W=· ¾³¾ X ë Î Þ â;ÎLÏ;º�¼¹ ¸ ¶�¶ Ë�Ë ¶ bdb ¶ Ð�¼:º�Â3·½¼�X ¾ ·�bdgd\3·�¼eÎ��������� ë Î ë � 
 ÆUÔ X1,X2

� Æ "eÆ�Å@Ø$Ç�Ø � ÉÙÆ � Ø/��ØMÈUÃ "#Å3ØMÈ�Æ'"�Ø���Ö�ÉdÆeÔ Φ : X1 → X2� Æ�Ø�È�Õ/�.ÔAÊ�� (.Õ�(0" �³Ø_ÅMÅ�Ê���� ��Ê�ÔAÃ»Ö0Æ4� "UÆ�Ç�Ø��0�MÆ �
V Þ ] 
 ÆeÔ Ti ∈ L(Xi)

� Æ�Ø��»Õ_Å3Æ�Ç�Ø$Ô#ÕKÇ 3UÕKÇ i = 1, 2 "
(.ÈUÃYÔAÃ@Ø$Ô T2Φ = ΦT1 � ��3 T1Ê�"�Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�KÊ�È_Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê����½V�Ç�Æ'";Å �3ÃMÄ�Å@ÆUÇ�ÈUÄ0ÈeÉxÊ�È!]_^3ÔAÃ1Æ'� T2 Ê�"OØ$É "UÕ�Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä
��Ê��$Ê����RV�Ç�Æ'";Å �>Ã0Ä_Å3ÆUÇ�ÈUÄ0ÈeÉxÊ�È!] �

V ë ] 
 ÆeÔ {T (t)}t∈∆(α) Ø���Ö {S(t)}t∈∆(α)
� Æ "�ÔAÇ�Õ��0�&ÉxÄ�È_Õ��LÔAÊ��!(.Õ/(0"�"eÆ4�YÊ��KÇ�Õ�(�Å�"

Õ 3¢Õ_Å3ÆUÇ�Ø$Ô#Õ$Ç "�Õ�� X1 Ø/��Ö X2 Ç�Æ'"#Å@Æ_ÈeÔAÊaÓKÆeÉ�Ä ��Ê�ÔAÃ α ∈ [0, π/2] ∪ {π} "
(LÈ�Ã
ÔAÃ1Ø$Ô S(t)Φ = ΦT (t) 3UÕKÇ
Ø$ÉaÉ t ∈ ∆(α) � ��3 {T (t)}t∈∆(α) Ê�"ÌÔ#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê %
È�Ø$ÉaÉ�Ä �YÊ��KÊ��0� V�Ç�Æ'";Å �,ÃMÄ�Å3Æ�Ç�È�Ä0ÈeÉ�Ê�È�]_^�ÔAÃ1Æ'� {S(t)}t∈∆(α) Ê�"ÌØ$É "UÕãÔ#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê %
È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê����RV�Ç�Æ'";Å �>Ã0Ä_Å3ÆUÇ�ÈUÄ0ÈeÉxÊ�È!] �

×rÂ3·�Ë ¶ bdb ¶ Ð,gd\3Zã¸
·�¼�[3bÙº³i@[3·æº ¶ ��Û@¼
· ¹ ghXK\ XK\.i ó ·��AfUñUÑ��.¼ ��g Ý}ë&ß ârg�¼�\3·e·�i@·�i º ¶
¼
Â ¶ Ð º�Â3·½·UÀ1g�¼�º�·e\.fU·¢¸
·�¼�[3bÙº�Î

��� �
	�� � � ë Î ì V Ý}ë&ß â�] ��
 ÆUÔ X � Æ³Ø "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆ¢Ê���*,�.Ê�Ô#Æ'%�Ö$Ê��³Æ'�!"_Ê�Õ���Ø&É � Ø���Ø0È�Ã
"#Å@Ø0È�Æ ��
GÃ1Æ'� ÔAÃ@Æ�Ç�Æ�Æ �$Ê�"�Ô (xn)∞n=1 ⊂ X Ø���Ö (fm)∞m=1 ⊂ X∗ ^�ÔAÃ1Æ
Ö�(.Ø$É�";Å3ØMÈ�Æ
Õ 3 X ^ "eØ$ÔAÊ�"�3�Ä$Ê��0�æÔAÃ1Æ�3UÕ$ÉaÉÙÕ ��Ê����ÌÈ�Õ���ÖKÊ�ÔAÊ�Õ�� "/)

V Þ ] fm(xn) = δm,n ^ m,n ∈ N �
V ë ] span{xn : n ∈ N} = X �
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V ì ] fm(x) = 0 3UÕKÇ¢Ø&ÉaÉ m ∈ N⇒ x = 0 �
V í ] ‖xn‖ = 1 3UÕ$Ç¢Ø$ÉaÉ n ∈ N Ø���Ö supm∈N ‖fm‖ = c <∞ �
��� �
	�� � � ë Î í���� Ó$ÆUÇ_Ä "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆrÊ��+* �.Ê�Ô#Æ�%�ÖKÊ��³Æ'� "�Ê�Õ���Ø$É � Ø���ØMÈUÃ ";Å3ØMÈ_Æ X ØMÖ/%

��Ê�Ô "ÍØÌÔ#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä&��Ê��$Ê��0�ÌÃ1Õ$ÉdÕ��³ÕKÇåÅLÃMÊ�È#(0�.Ê 3UÕKÇ4�YÉxÄ�È_Õ��LÔAÊ��!(.Õ/(0" "UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(KÅ Õ 3
Ø��0�&ÉÙÆ π/2 �� Ç�Õ!Õ 3��½W=·Uº (xn)∞n=1 ⊂ X XK\.i (fm)∞m=1 ⊂ X∗

´ ·)X$¼Rgd\ ×:Â3· ¶ ¸
· ¾ ë Î ì Î� ¶ \.¼�g�i@·e¸,º�Â3· ´�¶ [3\.i@·�i»bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ S : X → X i@·eÚ3\3·�i ´ Ñ
V ë Î ë ] Sx :=

∞∑

n=1

1

2n
fn+1(x)xn.

��[3¸ ¹ [3¸ ¹�¶ ¼
·:g�¼>º ¶ ¼�Â ¶ Ð º�ÂLX�º {etS2}t∈∆(π/2) g�¼�X�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z�Â ¶ b ¶ é¾³¶ ¸ ¹ Â3g�f»[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼�¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¶ Ë½XK\3Z&bd· π/2 Î�×rÂ3g�¼¿¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼
[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼ ´ Ñ ÝÙÞ�� ^ ó ¸ ¶&¹�¶ ¼�gÙº�g ¶ \îÏ�Î ì Î�à@V�ga]#â;Î ��gd\.fU· S g�¼�º�Â3·ÍZ&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸¶ Ë�Xã¼�º�¸ ¶ \3Z&bÙÑ f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼¿Z&¸ ¶ [ ¹ ^ S2 Z&·e\3·e¸�X�º�·�¼�X
Â ¶ b ¶&¾³¶ ¸ ¹ Â3g�f»¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¶ Ë
XK\3Z&bd· π/2 ´ Ñ Ý�ì ^.×:Â3· ¶ ¸
· ¾ Þ Î Þ à!â ¶ ¸ ÝÙÞ�� ^ � ¶ ¸ ¶ bdbhXK¸�Ñ»Ï
Ï�Î í Î � â;Î

Ü�·eÚ3\3· Φ : `1 → X
´ Ñ Φ((αj)j) :=

∑∞
j=1 αjxj ^3Ð�Â3g�f�Â»g�¼�X ´�¶ [3\.i@·�i»bdgd\3·!XK¸¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸,Ð�gÙº�Â»i@·e\.¼
·½¸�XK\3Z&·&Î

Claim. 
GÃ@Æ "eÆ'��Ê��$Ç�Õ�(�Å etS̃2
: `1 → `1 Ê�"�Ô#Õ�Å@Õ&ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê�����^ ��Ã1ÆUÇ�Æ

S̃((αj)j) := (α2/2, . . . , αn+1/2
n, . . . ).

ç3¸ ¶&¾ º�Â3·�i@·eÚ3\3gÙº�g ¶ \ÌgÙºrË ¶ bdb ¶ Ð�¼�º�ÂLX�º SΦ = ΦS̃
¶ \ `1 XK\.iæº�Â3·e¸
·eË ¶ ¸
· etS2

Φ =
ΦetS̃

2 Ë ¶ ¸�XKbdb t∈∆(π/2) Î ²�¹3¹ bÙÑ1gd\3Z�W=· ¾³¾ X ë Î ë V ë ]6Ðr·�i@·�i@[.fU·�º�ÂLX�º {etS2}t∈∆(π/2)g�¼rº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3ZÍgd\ X Î� Ç�Õ!Õ 3³Õ 3ÍÔAÃ1Æ���ÉdØKÊ���Î $ ·³i@·eÚ3\3· β1 := 1 XK\.i βi := 21+···+(i−1) Ë ¶ ¸ i > 1 ^
XK\.i Φβ : `1(β)→ `1

´ Ñ Φβ(α1, α2, . . . ) := (β1α1, β2α2, . . . ) ^MÐ�Â3g�f�Â¿g�¼�X½bdgd\3·!XK¸f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼�¼
[3¸���·�f�º�gÙÛM· ¾ X ¹3¹ gd\3Z3Î² fef ¶ ¸�i@gd\3Z�º ¶ W=· ¾³¾ X ë Î Þ ^ {etB2}t∈∆(π/2) g�¼�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ¶ \ `1(β) ^
¼
gd\.fU· βi/βi+1 ≤ 1 Ë ¶ ¸�XKbdb i ∈ N Î6×rÂ3·e¸
·eË ¶ ¸
· ´ Ñ
WG· ¾¿¾ X ë Î ë V ë ]_^�º�Â3·Y¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹
{etS̃2}∆(π/2) g�¼�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ´ ·�f�XK[.¼
· etS̃2

Φβ = Φβe
tB2 Ë ¶ ¸�·UÛM·e¸�Ñ t ∈

∆(π/2) Î² ¼�X�f ¶ \.¼
·�ä0[3·e\.fU· ¶ Ë3º�Â3·,X ´�¶ ÛM·Oº�Â3· ¶ ¸
· ¾ ^MXKbdb@¼
· ¹ XK¸�X ´ bd·:gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\.¼�g ¶ \LXKbÁ XK\LX$f�Â ¼ ¹ X$fU·�¼�X$i ¾ gÙº�XYº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z¿Â ¶ b ¶&¾¿¶ ¸ ¹ Â3g�f�[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑÒf ¶ \0º�gd\@é
[ ¶ [.¼�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ Î 
 ¶ Ðr·UÛM·e¸e^�º�Â3·Íf ¶ [3\0º_X ´ bd· ¹ ¸ ¶ i@[.f�º ¶ Ë�bdgd\3·�¼ ω = KN ·e\.i ¶ Ðr·�i
Ð�gÙº�Â º�Â3· ¹ ¸ ¶ i@[.f�º�º ¶&¹�¶ b ¶ Z$Ñ g�¼�X VA¼
· ¹ XK¸�X ´ bd·�]¿ç.¸ ò f�Â3·UºR¼ ¹ X$fU·»Ð�Â3g�f�Â i ¶ ·�¼æ\ ¶ º
X$i ¾ gÙº�XK\0ÑÌÂ0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f½[3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑÌf ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ÝÙÞ!ë â;Î

�6¨��O­ ��­"!a­"#�±�°%$ ! )î±+�9±�ª,#»°&¬K±h« ��¬K±+$G¨ ç�gd¸�¼�º ¶ Ë6XKbdb�^$ÐO·,¼�º_X�º�·�X�fU¸
gÙº�·e¸
g ¶ \ÍÐ�Â3g�f�Â
g�¼,¼
[!�¿fUgd·e\0º�Ë ¶ ¸�XK\ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸:º ¶³´ ·�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3Î

Criterion
ì Î Þ V�ïÒgÙÀ1gd\3Z � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \ Ë ¶ ¸ � ¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼_] . 
 ÆeÔ X � Æ³Ø "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆ� Ø/��ØMÈUÃ&";Å3ØMÈ_Æ�Ø���Ö T ∈ L(X) � ��3
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V�XM] ÔAÃ1ÆUÇ�Æ�Æ �$Ê�"�Ô "³Ø�ÖMÆ'�!"eÆ#"
( � "eÆeÔ X0 ⊂ X "
(.ÈUÃ
ÔAÃ1Ø&Ô limn→∞ Tnx = 0 3UÕKÇ
Ø$ÉaÉ x ∈ X0 Ø���Ö

V ´ ] ÔAÃ1ÆUÇ�ÆRÆ
�KÊ�"�Ô�Ø ÖMÆ'� "UÆ "
( � "UÆeÔ Y0 ⊂ X Ø���Ö �³Ø_ÅMÅ�Ê����/" Sn : Y0 → X 3UÕKÇ
Æ�ØMÈUÃ n ∈ N " (.ÈUÃ�ÔAÃ@Ø$Ô
V ´ Î Þ ] limn→∞ Sny = 0 3UÕKÇ�Ø$ÉaÉ y ∈ Y0 ^�Ø���ÖV ´ Î ë ] limn→∞ Tn ◦ Sny = y 3UÕKÇ�Ø$ÉaÉ y ∈ Y0 ^

ÔAÃ1Æ'� T Ê�"¢Ø¿Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�KÊ�È_Ø$ÉaÉ�Ä#�YÊ��KÊ��0�RÕ�Å@ÆUÇ�Ø&Ô#ÕKÇ �
×rÂ3·e¸
·�g�¼�XK\ ¶ º�Â3·e¸ ¾ gÙÀ1gd\3ZRfU¸
gÙº�·e¸
g ¶ \G^6Ð�Â3g�f�Â�Ð,X$¼�XKbd¸
·!X$i1Ñ
Z&gÙÛM·e\ ´ Ñ � ¶ ¼�º_X���g�¼

XK\.i �@X ¾Y´ XK¸
gd\ ¶ ÝÙÞUí â )
Criterion

ì Î ë V � ¶ ¼�º_X���g�¼��2�@X ¾Y´ XK¸
gd\ ¶ ] . 
 ÆeÔ X � Æ Ø "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆ � Ø���ØMÈUÃ
"#Å@Ø0È�Æ�Ø���Ö T ∈ L(X) � ��3

V�X ′ ] ÔAÃ1ÆUÇ�ÆÍÆ �$Ê�"�Ô:ØRÖMÆ'� "UÆ " ( � "UÆeÔ X0 ⊂ X Ø���ÖÌØ�� Ê���ÈUÇ�Æ_Ø�"�Ê��0� "eÆ�
'(.Æ'��È�Æ (nk)Õ 3�Å@Õ/"�Ê�ÔAÊaÓ$ÆÒÊ��.Ô#Æ �MÆUÇ4"&" (.ÈUÃ ÔAÃ1Ø&Ô supk(nk+1 − nk) < ∞ V�Ê �aÆ��d^ (nk) Ê�"
"�Ä/��ÖMÆeÔAÊ�È!] "UØ$ÔAÊ�" 3�ÄKÊ��0� limk→∞ Tnkx = 0 3UÕKÇ�Ø$ÉaÉ x ∈ X0 Ø/��Ö

V ´ ′ ] ÔAÃ1ÆUÇ�Æ³Æ
�$Ê�"_Ô�Ø»ÖMÆ'� "UÆ "
( � "eÆUÔ Y0 ⊂ X Ø/��Ö �¿Ø_ÅMÅLÊ��0�/" Snk : Y0 → X 3UÕKÇ
Æ�Ø0È�Ã k ∈ N " (.ÈUÃ�ÔAÃ1Ø&Ô
V ´ ′ Î Þ ] limk→∞ Snky = 0 3UÕKÇ¢Ø&ÉaÉ y ∈ Y0 ^�Ø���ÖV ´ ′ Î ë ] limk→∞ Tnk ◦ Snky = y 3UÕ$Ç¢Ø$ÉaÉ y ∈ Y0 ^

ÔAÃ1Æ'� T Ê�"¢Ø¿Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�KÊ�È_Ø$ÉaÉ�Ä#�YÊ��KÊ��0�RÕ�Å@ÆUÇ�Ø&Ô#ÕKÇ �
� ��� ����� ì Î ì � � ¶ ¼�º_X���g�¼��2�@X ¾�´ XK¸
gd\ ¶�� ¼�fU¸
gÙº�·e¸
g ¶ \ ¾ gdZ&Â0º:b ¶�¶ �æbd·�¼
¼r¸
·�¼�º�¸
g�f�º�gÙÛM·

º�ÂLXK\ ¶ [3¸�¼e^ ´ [@ºYgÙº�g�¼ÍX$f�º�[LXKbdbÙÑî·�ä0[3gÙÛ&XKbd·e\0º�)�W=·Uº T ¼�X�º�g�¼
ËhÑ V�X ′ ]�XK\.iCV ´ ′ ]�X ´�¶ ÛM·&Î$ ·Íi@·eÚ3\3· Sn := Tnk−nSnk gdË nk−1 < n ≤ nk ^ k ∈ N ^9XK\.i n0 := 0 Î $ ·³¼�·Uº
m := supk(nk−nk−1) Î è gÙÛM·e\ ε > 0 ^ x ∈ X0 ^ y ∈ Y0 ^MÐr· ¹ g�f
� δ > 0 ¼
[.f�Â¿º�ÂLX�º
δ(1 + ‖T‖m) < ε XK\.iRÐO·�Ú3\.i k′ ∈ N ¼�X�º�g�¼
ËhÑ1gd\3Z

‖Tnkx‖ < δ, ‖Snky‖ < δ, ‖Tnk ◦ Snky − y‖ < ε, ∀k ≥ k′.
Ï#Ë n > nk′ ^@º�Â3·e¸
·�XK¸
· j, j′ ≤ m XK\.i k > k′ ¼�[.f�Â»º�ÂLX�º n = nk − j = nk−1 + j′ ^
XK\.iRº�Â3·e\

‖Tnx‖ ≤ ‖T‖j′‖Tnk−1x‖ < ε, ‖Sny‖ ≤ ‖T‖j‖Snky‖ < ε,

‖Tn ◦ Sny − y‖ = ‖Tnk ◦ Snky − y‖ < ε,

Ð�Â3g�f�ÂÌg ¾¿¹ bdgd·�¼rº�ÂLX�º T ¼�X�º�g�¼�Ú3·�¼ ¶ [3¸�ïÒgÙÀ1gd\3Z � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \GÎ
×rÂ3·:ïÒgÙÀ1gd\3Z � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \Íf�XK\ ´ ·,X$i.X ¹ º�·�i�º ¶ ¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼>Ð�gÙº�Â�gd\.i@·UÀY¼�·Uº [0,∞)

X$¼:Ë ¶ bdb ¶ Ð�¼eÎ
Criterion

ì Î í . 
 ÆeÔ {T (t)}t≥0
� Æ�Ø "_ÔAÇ�Õ/���&É�ÄYÈ�Õ/�.ÔAÊ�� (.Õ�(0"�É�Ê���Æ_ØKÇ1"UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(�Å

Õ��)Ø#"eÆåÅ3ØKÇ�Ø � ÉÙÆ � Ø���ØMÈUÃ "#Å@Ø0È�Æ X � ��3
V�ga] ÔAÃ1ÆUÇ�Æ³Æ �$Ê�"�Ô "�ØÌÖ0Æ4� "UÆ "
( � "UÆeÔ X0 ⊂ X " (.ÈUÃ»ÔAÃ1Ø$Ô limt→∞ T (t)x = 0 3UÕKÇ

Ø$ÉaÉ x ∈ X0 Ø���Ö
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V�gdga] ÔAÃ1ÆUÇ�Æ
Æ �$Ê�"�Ô�Ø ÖMÆ'� "UÆ " ( � "UÆeÔ Y0 ⊂ X Ø���Ö Ø Õ���Æ�%�Å3ØKÇ�Ø��³ÆeÔ#ÆUÇ 3UØ���Ê�É�Ä Õ 3
�³Ø_ÅMÅ�Ê����/" {S(t)}t≥0 Õ�� Y0 " (.ÈUÃRÔAÃ1Ø$Ô
V�gdg�Î Þ ] limt→∞ S(t)y = 0 3UÕKÇ�Ø$ÉaÉ y ∈ Y0 ^�Ø���ÖV�gdg�Î ë ] limt→∞ T (t)S(t)y = y 3UÕKÇ¢Ø&ÉaÉ y ∈ Y0 ^

ÔAÃ1Æ'� {T (t)}t≥0 Ê�"�Ø¿Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ �$Ê�È_Ø$ÉaÉxÄ ��Ê��$Ê��0� "eÆ4�YÊ��KÇ�Õ�(�Å �² ¼�[!�¿fUgd·e\0º�f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \YË ¶ ¸�X�¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ º ¶�´ · ¾ gÙÀ1gd\3Z�f�XK\ ´ ·r¼�º_X�º�·�i�gd\¢º�·e¸ ¾ ¼¶ Ë�¼�Ñ1\.i@·Uº�g�f�¼
·�ä0[3·e\.fU·�¼�gd\ [0,∞) ^ ´ ÑRË ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z³º�Â3·�f ¶ ¸
¸
·�¼ ¹�¶ \.i@gd\3Z�fU¸
gÙº�·e¸
g ¶ \�Ë ¶ ¸
¼
gd\3Z&bd· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼ ¶ Ë � ¶ ¼�º_X���g�¼�XK\.i �@X ¾�´ XK¸
gd\ ¶ Î ² ¼½gd\)º�Â3· ¹ ¸
·UÛ1g ¶ [.¼¢¸
· ¾ XK¸ ��^9gÙº
·!X$¼
gdbÙÑæË ¶ bdb ¶ Ð�¼�º�ÂLX�ºOº�Â3g�¼rf ¶ \.i@gÙº�g ¶ \�Ð ¶ [3b�i ´ ·�·�ä0[3gÙÛ&XKbd·e\0º:º ¶ º�Â3·½X ´�¶ ÛM·�fU¸
gÙº�·e¸
g ¶ \GÎ
�:·�fU·e\0º�bÙÑM^ è ¸
gÙÛ&XK[@À Ý}ë&ë â9¼�Â ¶ Ðr·�i�º�ÂLX�º�^.gdË K ∈ L(X) g�¼,XYf ¶&¾¿¹ X$f�º ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸e^

º�Â3·e\�º�Â3·�¼
·Uº ¶ Ë�ÛM·�f�º ¶ ¸�¼�Ð,Â ¶ ¼
· ¶ ¸ ´ gÙº�[3\.i@·e¸ T := I + K º�·e\.i3¼�º ¶ ñe·e¸ ¶ f�XK\3\ ¶ º´ ·³i@·e\.¼
·Ígd\ X ÎG×:Â3g�¼�gd\ ¹ XK¸�º�g�fU[3bhXK¸½g ¾¿¹ bdgd·�¼�º�ÂLX�º½\ ¶ f ¶&¾³¹ X$f�º ¹ ·e¸�º�[3¸ ´ X�º�g ¶ \ ¶ Ë
º�Â3·Íg�i@·e\0º�gÙºåÑãf�XK\î¼�X�º�g�¼�ËhÑ
º�Â3·¿ïÒgÙÀ1gd\3Z � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \GÎ9Ï#Ë�ÐO·³f ¶ \.¼�g�i@·e¸�gd\)WG· ¾¿¾ X ë Î Þ
XK\³gd\.fU¸
·!X$¼
gd\3Z¢¼
·�ä0[3·e\.fU· ¶ Ë�Ðr·egdZ&Â0º�¼ (βi) º�·e\.i@gd\3Z�º ¶ gd\3Ú3\3gÙºåÑM^&º�Â3·e\¿·!X$f�Â ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸gd\�º�Â3·Y¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼�X¿f ¶&¾¿¹ X$f�º ¹ ·e¸�º�[3¸ ´ X�º�g ¶ \ ¶ Ë�º�Â3·Yg�i@·e\0º�gÙºåÑMÎGÏ#\ f ¶ \.¼
·�ä0[3·e\.fU·
º�Â3·Ìf ¶ ¸
¸
·�¼ ¹�¶ \.i@gd\3Zî¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼ ¾ gÙÀ1gd\3Z ´ [@ºÍgÙº³i ¶ ·�¼�\ ¶ º³¼�X�º�g�¼�ËhÑ º�Â3·ÌïÒgÙÀ1gd\3Z� ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \GÎ

×rÂ3·ãË ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z ¸
·�¼
[3bÙºÒ¸
·ebhX�º�·�¼U^,gd\�X fUbd·!XK¸ÌÐ,XeÑM^rº�Â3· ¾ gÙÀ1gd\3Z f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \�Ë ¶ ¸
¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ¼�º ¶ º�Â3· ¾ gÙÀ1gd\3Z
f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \ Ë ¶ ¸½º�Â3·�¼
gd\3Z&bd· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼Yf ¶ ¸
¸
·�¼ ¹�¶ \.i@gd\3Z
º ¶ X�Ú@À1·�i»gd\.i@·UÀ ¶ Ë9º�Â3·�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ Î

��� �
	�� � � ì Î�à � 
 ÆeÔ {T (t)}t≥0
� Æ�Ø "_ÔAÇ�Õ��0�&ÉxÄRÈ�Õ��LÔAÊ��!(LÕ�(0" "UÆ'��Ê��$Ç�Õ/(�ÅîÕ 3¢Õ_Å %

ÆUÇ�Ø$Ô#Õ$Ç "¢ÖMÆ * ��Æ�Ö�Õ/�ãØ � Ø���Ø0È�Ã&"#Å@Ø0È�Æ X � 
=Ã1Æ 3UÕ$ÉaÉdÕ ��Ê��0�ÌØKÇ�Æ�Æ 
4(@ÊaÓKØ&ÉÙÆ'�LÔ )
V�ga] {T (t)}t≥0 Ê�"�Ø¿Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê���� "UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(�Å �
V�gdga] T (t) Ê�"�Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê����ÌØ�"�Ø#"�Ê��0�&ÉÙÆYÕ_Å3ÆUÇ�Ø$Ô#ÕKÇ 3UÕKÇ�Ø$ÉaÉ t > 0 �
V�gdgdga] T (t0) Ê�"�Ø¿Ô#Õ�Å@Õ&ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê����ÌÕ�Å@ÆUÇ�Ø&Ô#ÕKÇ 3UÕ$Ç "eÕ��³Æ t0 �� Ç�Õ!Õ 3��¿V�ga] ⇒ V�gdga] )�ç�gÙÀ XK\ XK¸ ´ gÙº�¸�XK¸�Ñ t1 > 0 ��ÐO· ¹ ¸ ¶ ÛM·�º�ÂLX�º T (t1) g�¼¢º ¶&¹�¶ é

b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z X$¼�X ¼�gd\3Z&bd· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸eÎ ² ¼ {T (t)}t≥0 g�¼Ìº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ�é
gd\3Z3^>Z&gÙÛM·e\)ºåÐ ¶ \ ¶ \@é�Û ¶ g�i ¶&¹ ·e\ ¼�·Uº�¼ U XK\.i V ^Gº�Â3·e¸
·æ·UÀ1g�¼�º�¼ s0 > 0 ¼�[.f�Âîº�ÂLX�º
T (t)(U) ∩ V 6= ∅ Ë ¶ ¸�XKbdb t ≥ s0 Î � ¶ \.¼�g�i@·e¸ n1 ∈ N ¼�[.f�ÂÒº�ÂLX�º n1t1 ≥ s0 Î�×:Â3·e\
T (t1)nU ∩ V 6= ∅ Ë ¶ ¸�XKbdb n ≥ n1 ÎV�gdga] ⇒ V�gdgdga]rg�¼Oº�¸
gÙÛ1ghXKb�Î

V�gdgdga] ⇒ V�ga] )�W=·Uº t0 > 0
´ ·
¼
[.f�ÂFº�ÂLX�º T (t0) g�¼�X ¾ gÙÀ1gd\3Z ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸eÎ è gÙÛM·e\

\ ¶ \@é;· ¾³¹ ºåÑ ¶&¹ ·e\ ¼�·Uº�¼ U, V ⊂ X ^�Ðr·ÒÚ3\.i X á�é;\3·egdZ&Â ´�¶ [3¸
Â ¶�¶ i W ^�XK\.i ºåÐ ¶
\ ¶ \@é;· ¾³¹ ºåÑ ¶&¹ ·e\Ò¼�[ ´ ¼
·Uº�¼ U ⊂ U ^ V ⊂ V ^.¼�X�º�g�¼
ËhÑ1gd\3Z

U +W ⊂ U, V +W ⊂ V.Á ÑYb ¶ f�XKb.·�ä0[3g�f ¶ \0º�gd\�[3gÙºåÑM^�º�Â3·e¸
·,g�¼�XK\ ¶ º�Â3·e¸Oá�é;\3·egdZ&Â ´�¶ [3¸
Â ¶�¶ i W ⊂W ¼
[.f�ÂÍº�ÂLX�º
T (s)(W ) ⊂ W Ë ¶ ¸�·!X$f�Â s ≤ t0 Î ��gd\.fU· T (t0) g�¼ ¾ gÙÀ1gd\3Z3^�º�Â3·e¸
·Yg�¼ m ∈ N bhXK¸
Z&·
·e\ ¶ [3Z&Â�¼ ¶ º�ÂLX�º

T (nt0)(U) ∩W 6= ∅, T (nt0)(W ) ∩ V 6= ∅, ∀n ≥ m.
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� ¶ Ð½^LZ&gÙÛM·e\ t > mt0 º�Â3·e¸
·�XK¸
· s, s′ ≤ t0 XK\.i n ≥ m ¼�X�º�g�¼
ËhÑ1gd\3Z t = s+ nt0 =
(n + 1)t0 − s′ Î ��\ º�Â3· ¶ º�Â3·e¸ÍÂLXK\.i6^�Ðr·�Ú3\.i u ∈ U XK\.i w ∈ W ¼�[.f�Â º�ÂLX�º
T (nt0)u ∈ W XK\.i T ((n+ 1)t0)w ∈ V Î ��·Uº
º�gd\3Z w := T (s′)w ∈ W ^6ÐO·Yº�Â�[.¼
gd\3Ëa·e¸:º�ÂLX�º

T (t)(u+ w) = T (s)(T (nt0)u) + T ((n+ 1)t0 − s′)(T (s′)w)´ ·eb ¶ \3ZM¼,º ¶ T (s)(W ) + T ((n+ 1)t0)w ⊂ W + V ⊂ V. ç3¸ ¶&¾ º�Â3g�¼:Ðr·½f ¶ \.fUbd[.i@·
º�ÂLX�º,º�Â3·�¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ g�¼ ¾ gÙÀ1gd\3Z3ÎÁ Ñ�º�Â3·¢X ´�¶ ÛM·�º�Â3· ¶ ¸
· ¾ ^.gdË {T (t)}t≥0 g�¼�X�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z³¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ^º�Â3·e\)XKbdb T (t) XK¸
·¢º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼UÎ 
 ¶ ÐO·UÛM·e¸e^�ÐO·Yi ¶ \ ¶ º ��\ ¶ Ð
gdË>º�Â3·�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f½ÛM·�f�º ¶ ¸�¼�XK¸
·�º�Â3·�¼�X ¾ ·&Î

�=¨ �O­ ��­"!a­"#�±�°%$ ! !(' ) ±(�9±�ª,#¿«!¬/$.ª ��! $@«�±a­�ª �&¨ W=·Uº I ´ ·�·egÙº�Â3·e¸ [0,∞)
¶ ¸ R Î Á Ñ

XK\�ØMÖ/��Ê�"
"_Ê � ÉdÆ ��ÆUÊ��KÃ�Ô	3
(0��ÈeÔAÊ�Õ�� ¶ \ I ÐO· ¾ ·!XK\¿X ¾ ·!X$¼
[3¸�X ´ bd·,Ëa[3\.f�º�g ¶ \ % : I → R
¼�X�º�g�¼�ËhÑ1gd\3Z¿º�Â3·½f ¶ \.i@gÙº�g ¶ \.¼�)

V Þ ] %(x) > 0 Ë ¶ ¸�XKbdb x ∈ I �
V ë ]¿º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º>f ¶ \.¼�º_XK\0º�¼ M ≥ 1 XK\.i ω ∈ R ¼
[.f�Â�º�ÂLX�º %(x) ≤Meωt%(t+x)

Ë ¶ ¸�XKbdb x ∈ I XK\.iÒXKbdb t > 0 Î$ ·½f ¶ \.¼
g�i@·e¸,º�Â3·½Ë ¶ bdb ¶ Ð,gd\3Z¿Ëa[3\.f�º�g ¶ \Ò¼ ¹ X$fU·�¼�)
Lp%(I) = {u : I → C : u

¾ ·!X$¼
[3¸�X ´ bd·&^ �
I

|u(τ)|p%(τ) dτ <∞}

Ð�gÙº�Â
‖u‖p =

( �

I

|u(τ)|p%(τ) dτ
)1/p

, p ≥ 1,

XK\.i
C0,%(I) = {u : I → C : u f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼e^ lim

τ→∞
%(τ)u(τ) = 0}

Ð�gÙº�Â
‖u‖∞ = sup

τ∈I
|u(τ)|%(τ).

��g ¾ gdbhXK¸,¼ ¹ X$fU·�¼�XK¸
·�f ¶ \.¼
g�i@·e¸
·�i»Ë ¶ ¸,¸
·!XKbÙé�Û&XKbd[3·�i»Ëa[3\.f�º�g ¶ \.¼eÎ��������� í Î Þ V ÝÙÞ�� ^�W=· ¾³¾ X í Î ë â�] ��
 ÆeÔ I � Æ ÆUÊ�ÔAÃ1ÆUÇ [0,∞) ÕKÇ R Ø���Ö ÉÙÆeÔ %� ÆÌØ��FØMÖ/��Ê�"
"_Ê � ÉdÆ ��ÆUÊ��$Ã0Ô 3
(0��ÈeÔAÊ�Õ�� Õ�� I ���=ÕKÇÌÆ�ØMÈUÃ l > 0 ÔAÃ1ÆUÇ�ÆÌØKÇ�ÆÌÈ�Õ�� "_Ô#Ø��LÔ "
0 < m ≤ M V�ÖMÆ�Å3Æ'��ÖKÊ��0�»Õ�� % Ø���Ö l Õ��LÉxÄ3] " (.ÈUÃRÔAÃ@Ø$Ô-3UÕKÇYÆ�Ø0È�Ã σ ∈ I Ø���ÖRÆ_ØMÈUÃ
τ ∈ [σ, σ + l] ^

m%(σ) ≤ %(τ) ≤M%(σ + l).

×rÂ3·½ÔAÇ�Ø�� "_ÉdØ$ÔAÊ�Õ�� "UÆ'��Ê��$Ç�Õ/(�Å {T (t)}t≥0 Ð�gÙº�Â ¹ XK¸�X ¾ ·Uº�·e¸ t ∈ [0,∞) g�¼�i@·eÚ3\3·�i
X$¼

[T (t)u](τ) := u(τ + t) Ë ¶ ¸ u ∈ C0,%(I)
¶ ¸ Lp%(I).
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��������� í Î ë V ÝÙÞ�� ^�×:Â3· ¶ ¸
· ¾ ¼ í Î ß XK\.i í Î � â�] ��
 ÆeÔ X � Æ�Õ���Æ
Õ 3RÔAÃ1Æ "#Å@Ø0È�Æ'"

Lp%(I) ÕKÇ C0,%(I) ��Ê�ÔAÃãØ�� ØMÖ���Ê�" "�Ê � ÉdÆ ��Æ�Ê��$Ã0Ô 3
(0��ÈeÔAÊ�Õ�� % Ø/��Ö»ÉÙÆeÔ {T (t)}t≥0
� Æ

ÔAÃ1Æ¢ÔAÇ�Ø/�!"�ÉÙØ$ÔAÊ�Õ/� "UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(KÅîÕ�� X �
V Þ ] ��3 I = [0,∞) ^>ÔAÃ1Æ'� {T (t)}t≥0 Ê�"�ÃMÄ�Å@ÆUÇ�ÈUÄ0ÈeÉxÊ�È�Ê 3�Ø���Ö�Õ��LÉ�Ä³Ê 3

lim inf
t→∞

%(t) = 0.

V ë ] ��3 I = R ^=ÔAÃ1Æ'� {T (t)}t≥0 Ê�"�ÃMÄ�Å3ÆUÇ�ÈUÄ0ÈUÉ�Ê�È�Ê 3�Ø���Ö³Õ��LÉ�Ä�Ê 3 3UÕ$Ç�Æ_ØMÈUÃ θ ∈ R ^
lim inf
t→∞

%(t+ θ) = lim inf
t→∞

%(−t+ θ) = 0.

$ ·�Z&gÙÛM·¢XK\LXKb ¶ Z ¶ [.¼�¸
·�¼
[3bÙº�¼,Ë ¶ ¸:º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3ZYº�¸�XK\.¼
bhX�º�g ¶ \.¼UÎ
��� �
	�� � � í Î ì ��
 ÆeÔ X � Æ)Õ/��Æ Õ 3�ÔAÃ@Æ ";Å3ØMÈ_Æ'" Lp%(I) ÕKÇ C0,%(I) ��Ê�ÔAÃCØ��

ØMÖ/��Ê�"
"_Ê � ÉdÆ ��ÆUÊ��$Ã0Ô 3
(0��ÈUÔAÊ�Õ/� % Ø���ÖRÉÙÆeÔ {T (t)}t≥0
� Æ�ÔAÃ@Æ�ÔAÇ�Ø/�!"�ÉÙØ$ÔAÊ�Õ/� "UÆ'��Ê��$Ç�Õ�(�Å

Õ�� X �
V Þ ] ��3 I = [0,∞) ^>ÔAÃ1Æ'� {T (t)}t≥0 Ê�"�Ô#Õ_Å3Õ$ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø&ÉaÉxÄ ��Ê��$Ê����æÊ 3�Ø���ÖRÕ��.É�Ä¿Ê 3

lim
t→∞

%(t) = 0.

V ë ] ��3 I = R ^�ÔAÃ1Æ'� {T (t)}t≥0 Ê�"½Ô#Õ_Å3Õ$ÉdÕ �$Ê�È_Ø$ÉaÉxÄ ��Ê��$Ê��0�¿Ê 3�Ø���ÖRÕ��LÉxÄ¿Ê 3
lim
t→∞

%(t) = lim
t→∞

%(−t) = 0.

� Ç�Õ!Õ 3�� $ ·�Ð�gdbdb ¹ ¸ ¶ ÛM·rº�Â3·:f�X$¼
· X = Lp%(I) Î&×rÂ3·:f�X$¼
· X = C0,%(I) g�¼�·!X$¼�gd·e¸eÎ
V Þ ]rç�gd¸�¼�º�X$¼
¼
[ ¾ ·½º�ÂLX�º {T (t)}t≥0 g�¼:º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3Î � ¶ \.¼�g�i@·e¸ Un :=

B(0, 1/n) ^Lº�Â3· ´ XKbdb ¶ Ë�fU·e\0º�¸
· 0 XK\.iÒ¸�X$i@gd[.¼ 1/n ^6XK\.i Vn := B(u, 1/n) ^LÐ,Â3·e¸
·
u g�¼ÍXÒÚ@À1·�i \ ¶ \@é;ñe·e¸ ¶ Ëa[3\.f�º�g ¶ \ Ð,gÙº�Â ¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º³gd\ [0, l] Ë ¶ ¸Í¼ ¶&¾ · l > 0 Î ��gd\.fU·
{T (t)}t≥0 g�¼�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3^�gÙº:Ë ¶ bdb ¶ Ð�¼�º�ÂLX�ºrË ¶ ¸O·!X$f�Â n > 0 ^�º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼
t(n) VAi@·eÚ3\3·�i�X$¼ ´ ·eË ¶ ¸
·�]r¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º

T (t)Un ∩ Vn 6= ∅, t ≥ t(n).

× ¶ i@·e¸
gÙÛM·�X¿f ¶ \0º�¸�X$i@g�f�º�g ¶ \�Ðr·�Ð,gdbdb>¼
[ ¹3¹�¶ ¼�·¢º�ÂLX�º lim supt→∞ %(t) 6= 0 Î�ç ¶ ¸
·UÛM·e¸�Ñ n > 0 ^�º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼ tn > 0 ¼
[.f�Â�º�ÂLX�º limn→∞ tn =∞ XK\.i %(tn) > δ Ë ¶ ¸
¼ ¶&¾ · δ > 0 Î2
�·e\.fU·�º�Â3·e¸
·�·UÀ1g�¼�º�¼ un ∈ Un ¼
[.f�Â�º�ÂLX�º ‖T (tn)un− u‖ < 1/n Î1W=·Uº
wn := un|[tn,tn+l] Î.×rÂ3·e\ ‖T (tn)wn‖ → ‖u‖ 6= 0 Î
��\Rº�Â3· ¶ º�Â3·e¸�ÂLXK\.i6^.[.¼�gd\3ZæWG· ¾¿¾ X í Î Þ ÐO· ¶&´ º_XKgd\
‖T (tn)wn‖p =

l�

0

|wn(τ + tn)|p%(τ) dτ =

tn+l�

tn

|wn(τ)|p%(τ − tn) dτ

≤M%(l)

tn+l�

tn

|wn(τ)|p dτ.
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ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸e^
‖un‖p =

∞�

0

|un(τ)|p%(τ) dτ ≥
tn+l�

tn

|wn(τ)|p%(τ) dτ

≥ m%(tn)

tn+l�

tn

|wn(τ)|p dτ

Ë ¶ ¸�¼ ¶&¾ · m,M > 0 Î�
�·e\.fU· ´ Ñ�º�Â3·�ºåÐ ¶ gd\3·�ä0[LXKbdgÙº�gd·�¼ ¶&´ º_XKgd\3·�i ´ ·eË ¶ ¸
·�Ðr·�ÂLXeÛM·
‖T (tn)wn‖p ≤

M%(l)

m%(tn)
‖un‖p ≤

M%(l)

mδnp
≤ C 1

np
.

×:Â3·e¸
·eË ¶ ¸
·&^ ‖T (tn)wn‖p → 0 X$¼ n→ 0 ^0Ð,Â3g�f�Â¿Ñ1gd·eb�i3¼:X½f ¶ \0º�¸�X$i@g�f�º�g ¶ \GÎ $ ·�º�Â3·e\
Z&·Uº limt→∞ %(t) = 0 Î� ¶ \0ÛM·e¸�¼
·ebÙÑM^O¼�[ ¹3¹�¶ ¼
·»º�ÂLX�º limt→∞ %(t) = 0 Î�Ï;º¿g�¼³·e\ ¶ [3Z&Â º ¶î¹ ¸ ¶ ÛM·»º�ÂLX�º
{T (t)}t≥0 ¼�X�º�g�¼
Ú3·�¼ � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \ ì Î í Î � ¶ \.¼
g�i@·e¸�º�Â3·�¼
·Uº X0

¶ Ë9XKbdb�Ëa[3\.f�º�g ¶ \.¼Oi@·eÚ3\3·�i¶ \ [0,∞) Ð,gÙº�Â
f ¶&¾³¹ X$f�º�¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º�Î�Ï;º�g�¼�fUbd·!XK¸�º�ÂLX�º X0 g�¼�i@·e\.¼
·¢gd\ X Î�Ï#\ ¶ ¸�i@·e¸
º ¶ i@·eÚ3\3· S(t) ^6bd·Uº u ∈ X0

´ ·¿XæËa[3\.f�º�g ¶ \)Ð,gÙº�Â)f ¶&¾³¹ X$f�º�¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º ¶ \ [0, l] Ë ¶ ¸
¼ ¶&¾ · l > 0 ÎLÜ�·eÚ3\3·

vt(τ) =

{
0 gdË τ < t,

u(τ − t) gdË τ ≥ t.
×:Â3·e\

‖vt‖p =

∞�

t

|vt(τ)|p%(τ) dτ =

t+l�

t

|u(τ − t)|p%(τ) dτ

≤M%(t+ l)

t+l�

t

|u(τ − t)|p dτ = M%(t+ l)

l�

0

|u(τ)|p dτ.

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸
‖u‖p =

l�

0

|u(τ)|p%(τ) dτ ≥ m%(0)

l�

0

|u(τ)|p dτ.


�·e\.fU·
‖vt‖p ≤

M%(t+ l)

m%(0)
‖u‖p.

��gd\.fU· limt→∞ %(t) = 0 ^@ÐO·�¼�·e·�º�ÂLX�º ‖vt‖ → 0 X$¼ t→∞ Î
Ü�·eÚ3\3· S(t)u := vt ^�Ð,Â3g�f�ÂFf ¶ \0ÛM·e¸
Z&·�¼³º ¶ ñe·e¸ ¶ X$¼ t → ∞ Ë ¶ ¸æXKbdb u Ð�gÙº�Â

f ¶&¾³¹ X$f�º�¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º�ÎGï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸ T (t)S(t)u = u Ë ¶ ¸�XKbdb u ∈ X0 Î�×rÂ3· ¹ ¸ ¶�¶ Ë�gd\Òº�Â3·f�X$¼
· I = [0,∞) g�¼�f ¶&¾³¹ bd·Uº�·&Î
V ë ] ��[ ¹3¹�¶ ¼�· º�ÂLX�º {T (t)}t≥0 g�¼FX º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ¼�· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ ÎæÏ#Ë

limt→∞ %(t) 6= 0 º�Â3·e\G^ ´ Ñ Ë ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Zãº�Â3·�XK¸
Z&[ ¾ ·e\0º ¶ ËYV Þ ]_^�ÐO·Ì¸
·!X$f�Â X f ¶ \@é
º�¸�X$i@g�f�º�g ¶ \GÎ�Ï#Ë limt→∞ %(−t) 6= 0 º�Â3·e\G^ ¹ ¸ ¶ fU·e·�i@gd\3Z
gd\ XÒ¼
g ¾ gdbhXK¸ ¾ XK\3\3·e¸YXK\.i
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�&·e· ¹ gd\3Z º�Â3·î¼�X ¾ · \ ¶ º_X�º�g ¶ \ Ë ¶ ¸ u ^ Un XK\.i Vn ^rÐr· Ú3\.i tn > 0 ¼�[.f�Âµº�ÂLX�º
limn tn =∞ ^ %(−tn) > δ Ë ¶ ¸,¼ ¶&¾ · δ > 0 ^LXK\.i

T (tn)Vn ∩ Un 6= ∅ ∀n ∈ N.

�·e\.fU·�º�Â3·e¸
·½·UÀ1g�¼�º�¼ vn ∈ Vn ¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º ‖vn − u‖ < 1/n XK\.i ‖T (tn)vn‖ < 1/n Î
W=·Uº wn := vn|[0,l] ÎL×rÂ3·e\ ‖wn − u‖ → 0 XK\.i ‖T (tn)wn‖ → 0 X$¼ n→∞ ^.¼
gd\.fU·
‖wn − u‖ ≤ ‖vn − u‖ XK\.i ‖T (tn)wn‖ ≤ ‖T (tn)vn‖ Î
��\Rº�Â3· ¶ º�Â3·e¸�ÂLXK\.i6^.[.¼�gd\3ZæWG· ¾¿¾ X í Î Þ ^3ÐO· ¶&´ º_XKgd\

1

np
≥ ‖T (tn)wn‖p =

l−tn�

−tn
|vn(τ + tn)|p%(τ) dτ

=

l�

0

|vn(τ)|p%(τ − tn) dτ ≥ m%(−tn)

l�

0

|vn(τ)|p dτ

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸e^
‖wn‖p =

l�

0

|vn(τ)|p%(τ) dτ ≤M%(l)

l�

0

|vn(τ)|p dτ

Ë ¶ ¸�¼ ¶&¾ · m,M > 0 Î���¼�gd\3ZÍº�Â3·�¼�·�gd\3·�ä0[LXKbdgÙº�gd·�¼,ÐO·½Z&·Uº
1

np
≥ ‖T (tn)wn‖p ≥

m%(−tn)

M%(l)
‖wn‖p >

ma

M%(l)
‖u‖p 6= 0 ∀n ∈ N,

Ñ1gd·eb�i@gd\3Z�XÍf ¶ \0º�¸�X$i@g�f�º�g ¶ \GÎ� ¶ \0ÛM·e¸�¼
·ebÙÑM^G¼�[ ¹3¹�¶ ¼
·¢º�ÂLX�º limt→∞ %(t) = limt→∞ %(−t) = 0 Î�Ï;º�g�¼�·e\ ¶ [3Z&Â
º ¶)¹ ¸ ¶ ÛM·Rº�ÂLX�º {T (t)}t≥0 ¼�X�º�g�¼�Ú3·�¼ � ¸
gÙº�·e¸
g ¶ \ ì Î í Î � ¶ \.¼�g�i@·e¸Íº�Â3·»¼
·Uº X0

¶ Ë�XKbdb
Ëa[3\.f�º�g ¶ \.¼�i@·eÚ3\3·�i ¶ \ R Ð�gÙº�ÂFf ¶&¾³¹ X$f�ºæ¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º�^�Ð�Â3g�f�ÂFg�¼æX i@·e\.¼
·�¼
[ ´ ¼ ¹ X$fU·¶ Ë X Î���¼�gd\3ZÒº�Â3·�¼�X ¾ ·³º�·�f�Â3\3g�ä0[3·ÌX$¼�gd\CV Þ ]�ÐO·¿Ú3\.i)º�ÂLX�º T (t)u f ¶ \0ÛM·e¸
Z&·�¼�º ¶
ñe·e¸ ¶ X$¼ t → ∞ Ë ¶ ¸æXKbdb u ∈ X0 Î�Ï#\ ¶ ¸�i@·e¸³º ¶ i@·eÚ3\3· S(t) ^�bd·Uº u ∈ X0

´ ·�X
Ëa[3\.f�º�g ¶ \»Ð�gÙº�Â»f ¶&¾³¹ X$f�º�¼
[ ¹3¹�¶ ¸�º ¶ \ [−l, l] Ë ¶ ¸�¼ ¶&¾ · l > 0 Î.Ï#Ë9Ðr·½i@·eÚ3\3·

(S(t)u)(τ) =

{
0 gdË τ − t < −l,
u(τ − t) gdË τ − t ≥ −l,

Ðr·¿·!X$¼
gdbÙÑ ¹ ¸ ¶ ÛM·¿º�ÂLX�º limt→∞ S(t)u = 0 Î�ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸ T (t)S(t)u = u ^�XK\.iîº�Â3·¹ ¸ ¶�¶ Ë�g�¼�f ¶&¾³¹ bd·Uº�·&Î²µ´�¶ [3\.i@·�i�bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ S ¶ \ÌX Á XK\LX$f�ÂÌ¼ ¹ X$fU· X g�¼:X �0Æ'��ÆUÇ�Ø&ÉxÊ��!Æ�Ö � ØMÈ�� %
��ØKÇ�Ö "�Ã0Ê 3_Ô3gdË�º�Â3·1�&·e¸
\3·eb ¶ Ë S ^�i@·e\ ¶ º�·�i ´ Ñ kerS ^0g�¼�X ¶ \3·Ué#i@g ¾ ·e\.¼�g ¶ \LXKb6¼
[ ´ ¼ ¹ X$fU·
XK\.i ⋃{kerSn : n = 0, 1, 2, . . . } g�¼�i@·e\.¼�·,gd\ X Ý}ë á$â;Î&Ï#\.¼ ¹ gd¸
·�i ´ Ñ¢º�Â3·�XK¸
Z&[ ¾ ·e\0º�¼¶ Ë Ý}ë/� ^-��·�f�º�g ¶ \
à!â;^3Ðr·½f�XK\»·�¼�º_X ´ bdg�¼
Â»º�Â3·½Ë ¶ bdb ¶ Ð,gd\3Z³ºåÐ ¶ ¸
·�¼�[3bÙº�¼eÎ

��� �
	�� � � í Î í�� ��3 S Ê�"æØ �MÆ'��ÆUÇ�Ø$É�Ê���Æ�Ö � ØMÈ�� ��ØKÇ�Ö "_ÃMÊ 3_Ô½Õ��FØ "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆ � Ø/%
��ØMÈUÃ "#Å3ØMÈ�Æ X ^�ÔAÃ1Æ'� {etS}t≥0 Ê�"YØ�Ô#Õ�Å@Õ&ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê��0�&(0�3Ê 3UÕ$Ç �YÉ�ÄÒÈ�Õ��LÔAÊ�� (.Õ�(0"
"eÆ4�YÊ��KÇ�Õ�(�Å �
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� Ç�Õ!Õ 3�� ��gd\.fU· S g�¼�XÌZ&·e\3·e¸�XKbdgdñe·�i ´ X$f
�0Ð:XK¸�i ¼
Â3gdËhº�^9º�Â3·e¸
·æ·UÀ1g�¼�º�¼YXÒ¼�·�ä0[3·e\.fU·
{ej}∞j=1

¶ Ër\ ¶ \@é;ñe·e¸ ¶ ÛM·�f�º ¶ ¸�¼�¼�[.f�Âîº�ÂLX�º Se1 = 0 ^ Sej+1 = ej Ë ¶ ¸ j ∈ N XK\.i
span{ej : j ∈ N} = X VA¼
·e· Ý}ë á�â�]_Î

Ü�·eÚ3\3· w := (wj)
∞
j=1 ^@Ð�Â3·e¸
· wj := ‖ej‖ ^LXK\.i

Ψ : `1(w)→ X, (x1, x2, . . . ) 7→ Ψ(x1, x2, . . . ) =

∞∑

j=1

xjej.

��gd\.fU· wj = ‖ej‖ = ‖Sej+1‖ ≤ ‖S‖ ‖ej+1‖ = ‖S‖wj+1 ^@Ðr·�ÂLXeÛM·
wj/wj+1 ≤ ‖S‖ Ë ¶ ¸:·UÛM·e¸�Ñ j ∈ N.

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸e^.º�Â3·�Ë ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Zæi@ghXKZ&¸�X ¾ f ¶&¾¿¾ [@º�·�¼')
`1(w)

Ψ

��

etB // `1(w)

Ψ

��
X

etS // X

Ð�Â3·e¸
· B g�¼rº�Â3· ´ X$f
�0Ð,XK¸�i»¼�Â3gdËhº�i@·eÚ3\3·�i ¶ \ `1(w) Î
��\ º�Â3· ¶ º�Â3·e¸�ÂLXK\.i6^ etB g�¼¿º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3ZµVA¼
·e·
º�Â3· ¹ ¸ ¶�¶ Ë ¶ Ë ÝÙÞ�� ^

×:Â3· ¶ ¸
· ¾ à�Î ë â�]_Î Á Ñ�W=· ¾³¾ X ë Î ë V ë ]�Ðr·�f ¶ \.fUbd[.i@·�º�ÂLX�º {etS}t≥0 g�¼Oº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ¾ gÙÀ1gd\3Z3Î
Ï#\ ¹ XK¸�º�g�fU[3bhXK¸e^�gdË S g�¼¿X
Z&·e\3·e¸�XKbdgdñe·�i ´ X$f
�0Ð,XK¸�iF¼�Â3gdËhº ¶ \FX Á XK\LX$f�ÂF¼ ¹ X$fU·&^

º�Â3·e\ eS g�¼½Xæº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸eÎ9×:Â3g�¼�g�¼�¸
·ebhX�º�·�i º ¶ º�Â3·ÍË ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z
ä0[3·�¼�º�g ¶ \ ¶ Ë ÝÙÞUí â ) � ÂLXK¸�X$f�º�·e¸
gdñe·³º�Â ¶ ¼�·¿[3\3gdbhX�º�·e¸�XKb ´ X$f
�0Ð,XK¸�i)¼�Â3gdËhº�¼ T Ë ¶ ¸�Ð�Â3g�f�Â
I + T g�¼rº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3Î

��� �
	�� � � í Î�à � ��3 S Ê�"rØ1�MÆ'��ÆUÇ�Ø$É�Ê���Æ�Ö � ØMÈ�� ��ØKÇ�Ö "_ÃMÊ 3_Ô9Õ���Ø "UÆ�Å3ØKÇ�Ø � ÉdÆ � Ø���Ø0È�Ã
"#Å@Ø0È�ÆM^�ÔAÃ1Æ'� I + S Ê�"�Ø¿Ô#Õ�Å@Õ&ÉÙÕ
�$Ê�È�Ø$ÉaÉ�Ä ��Ê��$Ê����ÌÕ_Å3ÆUÇ�Ø$Ô#ÕKÇ��� Ç�Õ!Õ 3�� ��¼�gd\3Z�º�Â3·�¼�X ¾ ·RXK¸
Z&[ ¾ ·e\0º ¶ Ërº�Â3·æbhX$¼�º�º�Â3· ¶ ¸
· ¾ ^9ÐO·æÚ3\.iîº�ÂLX�º�º�Â3·
Ë ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z¿i@ghXKZ&¸�X ¾ ¼�f ¶&¾³¾ [@º�·�)

`1

Φ
��

I+T // `1

Φ
��

`1(w)

Ψ

��

I+B // `1(w)

Ψ

��
X

I+S // X

Ð�Â3·e¸
·,º�Â3·�ÐO·egdZ&Â0º�¼ ω = (ωn) XK\.i³º�Â3· ¾ X ¹3¹ gd\3Z Ψ XK¸
·�Z&gÙÛM·e\ægd\¿º�Â3· ¹ ¸ ¶�¶ Ë ¶ Ë�º�Â3·¹ ¸
·UÛ1g ¶ [.¼,º�Â3· ¶ ¸
· ¾ ^ T g�¼�X¢Ðr·egdZ&Â0º�·�i ´ X$f
�0Ð,XK¸�i»¼�Â3gdËhº ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�i@·eÚ3\3·�i ¶ \ `1 ´ Ñ
T (x1, x2, . . . ) =

(
ω1

ω2
x2,

ω2

ω3
x3, . . .

)



� ô £��.�6��t�w�������� úåø�÷
���

XK\.i
Φ : `1 → `1(ω), (x1, x2, . . . ) 7→ Φ(x1, x2, . . . ) =

(
x1

ω1
,
x2

ω2
, · · ·

)
.


�·e\.fU·&^ (I + B)Φ = Φ(I + T ) XK\.i (I + S)Ψ = Ψ(I + B) Î Á Ñ Ý}ë&ë ^�W=· ¾³¾ Xë Î ì â6º�Â3· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ I + T g�¼Oº ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3^3¼ ¶ W=· ¾³¾ X ë Î ë V Þ ]�¼
Â ¶ Ð�¼�º�ÂLX�º
I +B g�¼�º ¶&¹�¶ b ¶ Z&g�f�XKbdbÙÑ ¾ gÙÀ1gd\3Z3Î ��¼
gd\3Z�W=· ¾³¾ X ë Î ë V Þ ]OXKZ0XKgd\G^0Ðr·�Z&·UºOº�Â3·�i@·�¼�gd¸
·�i
¸
·�¼
[3bÙº�Î

�6¨�� -,$.­.«�±�° �2�3)î± #L¬�­�¯,�0� $.ª>® ±�ª���ª>±a«��3��±�) $ ! # �1ª,��¬/$3«�­�¬ �$¨ Ï#\ ÝÙÞ à�â:i@·Ué
W>XK[ ´ ·e\3Ëa·eb�¼�XK\.i»ê ¾ X ¾ gd¸�X$i ¾ X$i@·�º�Â3·�Ë ¶ bdb ¶ Ð,gd\3Z

� 	���� �
	���
 � � à�Î Þ	��� (�ÅMÅ3Õ�"eÆ A Ê�"�ØÍÈ�Õ/� � (@Ô#Ø$ÔAÊaÓ$Æ½Ø$É��MÆ � Ç�ØÍÕ 3�Õ_Å3Æ�Ç�Ø$Ô#ÕKÇ4",ÔAÃ1Ø&Ô
È_Õ��.Ô#Ø$Ê��!":Ø½ÈUÃ1Ø0Õ$ÔAÊ�È�Õ_Å3Æ�Ç�Ø$Ô#ÕKÇ�� 
 ÆUÔ T ∈ A ��ÃMÊ�ÈUÃ½Ê�"���Õ$Ô9Ø � (@É�ÔAÊxÅ�ÉÙÆ�Õ 3�ÔAÃ1ÆrÊ�ÖMÆ'�LÔAÊ�ÔAÄ	�

=Ã1Æ'�
ÔAÃ1ÆUÇ�ÆYÆ
�$Ê�"_Ô "�Ø�È_Õ��!"�Ô#Ø��LÔ c > 0 "
(.ÈUÃRÔAÃ1Ø$Ô cT Ê�"¢ÈUÃ1ØMÕ$ÔAÊ�È �
��[3¸ ¹ [3¸ ¹�¶ ¼
·�gd\Òº�Â3g�¼�¼
·�f�º�g ¶ \
g�¼�º ¶æ¹ ¸ ¶ Û1g�i@·ÍXK\�·UÀ3X ¾³¹ bd·�º�ÂLX�º�i@g�¼ ¹ ¸ ¶ ÛM·�¼�º�Â3·

X ´�¶ ÛM·�f ¶ \ ��·�f�º�[3¸
·&Î
� ��� ����� à�Î ë � ×rÂ3·e¸
·�g�¼�X½f�ÂLX ¶ º�g�f ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ R ¼
[.f�Â³º�ÂLX�º�\ ¶�¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë�º�Â3·

¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹ Z&·e\3·e¸�X�º�·�i ´ Ñ R g�¼:Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î
WG·Uº T = I+εB

¶ \ `1(N) ^KÐ�Â3·e¸
· B g�¼�º�Â3· ´ X$f
�0Ð,XK¸�i³¼�Â3gdËhº ¶ \ `1(N) ^0XK\.iYbd·Uº
ε > 0 Î Á Ñ Ý}ë á@^ ��·�f�º�Î � â;^ T g�¼�f�ÂLX ¶ º�g�f$Î=×:Â3· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ T 2 gd\3Â3·e¸
gÙº�¼�º�Â3· ¹ ·e¸
g ¶ i@g�f¹�¶ gd\0º�¼ ¶ Ë T ^$XK\.i�gÙº>g�¼�XKb�¼ ¶ Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f Ý}ë ^�×:Â3· ¶ ¸
· ¾ Þ â;^!º�Â3·e¸
·eË ¶ ¸
·rf�ÂLX ¶ º�g�f$Î/
�·e\.fU·´ Ñ Ý � ^ ó ¸ ¶&¹�¶ ¼
gÙº�g ¶ \ ë Î ÞUí XK\.i�×:Â3· ¶ ¸
· ¾ ë Î ì â;^ T 2⊕ T 2 g�¼OÂ0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f½XK\.iæ·�ä0[LXKb�¼
T 2⊕ (−T )2 = (T ⊕−T )2 ^@¼ ¶ T ⊕−T g�¼OÂ0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î ��\¿º�Â3· ¶ º�Â3·e¸rÂLXK\.i6^1º�Â3·
¼
·Uº

{x⊕ y | x, y XK¸
· ¹ ·e¸
g ¶ i@g�f ¹�¶ gd\0º�¼,Ë ¶ ¸ T}
g�¼�i@·e\.¼
· gd\ X ⊕ X XK\.i gÙºÌf ¶ \.¼�g�¼�º�¼ ¶ Ë ¹ ·e¸
g ¶ i@g�f ¹�¶ gd\0º�¼�Ë ¶ ¸ T ⊕ −T ^OÂ3·e\.fU·
R := T ⊕−T g�¼�XKb�¼ ¶ f�ÂLX ¶ º�g�f$Î

Ï#Ë ε g�¼,¼
[!�³fUgd·e\0º�bÙÑÒ¼ ¾ XKbdb6º�Â3·e\G^LË ¶ ¸,·!X$f�Â ¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë eR ^LX�º�bd·!X$¼�º ¶ \3· ¶ Ë�º�Â3·
ºåÐ ¶ f ¶&¾³¹�¶ \3·e\0º�¼ ¶ Ë�gÙº�¼�¼ ¹ ·�f�º�¸
[ ¾ i ¶ ·�¼�\ ¶ º�gd\0º�·e¸�¼
·�f�º�º�Â3·½[3\3gÙº�fUgd¸�fUbd·&^.º�Â3·e¸
·eË ¶ ¸
·
gÙº�f�XK\3\ ¶ º ´ ·�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î�×rÂ3g�¼:Z&gÙÛM·�¼�XY\3·eZ0X�º�gÙÛM·�XK\.¼�Ðr·e¸rº ¶ � ¶ \ ��·�f�º�[3¸
·�à�Î Þ Î

� ��� ����� à�Î ì � ×:Â3·e¸
· ·UÀ1g�¼�º�¼ÒX f�ÂLX ¶ º�g�f [3\3gdË ¶ ¸ ¾ bÙÑ f ¶ \0º�gd\�[ ¶ [.¼»¼
· ¾ gdZ&¸ ¶ [ ¹
¼
[.f�ÂÌº�ÂLX�º�\ ¶³¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë>gÙº�¼:Z&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸�g�¼rÂ0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î

WG·Uº T (t) = etS
¶ \ `1(N) ^9Ð�Â3·e¸
· S := 2B XK\.i B g�¼¢º�Â3· ´ X$f
�0Ð,XK¸�i ¼
Â3gdËhº¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ ¶ \ `1(N) Î>×:Â3·e\ σ(S) = B(0, 2) XK\.i S g�¼¢f�ÂLX ¶ º�g�f ´ Ñ Ý}ë á@^ ��·�f�º�Î � â;Î

ï ¶ ¸
· ¶ ÛM·e¸e^ T (t) V�X$¼�XÍ¼�gd\3Z&bd· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸���]:g�¼:f�ÂLX ¶ º�g�f ´ Ñ ÝÙÞ�� ^L×:Â3· ¶ ¸
· ¾ à�Î ì â;Î
×rÂ3g�¼�g ¾³¹ bdgd·�¼�º�ÂLX�º T (t) ⊕ e5tiT (t) g�¼�f�ÂLX ¶ º�g�f$^9XK\.i
º�Â3·Í¼ ¹ ·�f�º�¸
[ ¾ ¶ Ë�gÙº�¼�gd\@é

Ú3\3gÙº�·�¼
g ¾ XKb=Z&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸ S ⊕ (5i+ S) g�¼ B(0, 2) ∪B(5i, 2) Î
×rÂ�[.¼e^&Ë ¶ ¸�XK\0Ñ ¾ [3bÙº�g ¹ bd· ¶ Ë�º�Â3·,gd\3Ú3\3gÙº�·�¼�g ¾ XKbLZ&·e\3·e¸�X�º ¶ ¸e^Mº�Â3·e¸
·,g�¼�X�f ¶ \3\3·�f�º�·�i

f ¶&¾³¹�¶ \3·e\0º ¶ Ë1gÙº�¼=¼ ¹ ·�f�º�¸
[ ¾ Ð�Â3g�f�Â½i ¶ ·�¼=\ ¶ º9gd\0º�·e¸�¼
·�f�º9º�Â3·�[3\3gÙº>fUgd¸�fUbd·�XK\.i6^!Â3·e\.fU·&^
gÙº�f�XK\3\ ¶ º ´ ·�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î
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�6¨��:±�ª,$ !¢¬/�3) $3¬�� �$¨Y² Á XK\LX$f�Â ¼ ¹ X$fU· X g�¼Íf�XKbdbd·�i Ã1ÆUÇ�Æ_ÖKÊ�Ô#ØKÇ�Ê�ÉxÄãÊ���ÖMÆ_È�Õ�� %
Å3Õ�"eØ � ÉÙÆ:gdË9Ð�Â3·e\3·UÛM·e¸ Y XK\.i Z XK¸
·½fUb ¶ ¼
·�i»gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\.¼�g ¶ \LXKb�¼
[ ´ ¼ ¹ X$fU·�¼ ¶ Ë X
¼�X�º�g�¼�ËhÑ1gd\3Z Y ∩ Z = {0} ^@º�Â3·e\ Y + Z g�¼:\ ¶ \@é#fUb ¶ ¼
·�i6Îè ¶ ÐO·e¸�¼�XK\.iÍï
XK[3¸
·UÑ ¹ ¸ ¶ Û1g�i@·�i�º�Â3·:Ú3¸�¼�º�·UÀ3X ¾³¹ bd· ¶ Ë�X�Â3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑYgd\.i@·�f ¶&¾ é¹�¶ ¼�X ´ bd· Á XK\LX$f�Â ¼ ¹ X$fU· Ý}ë1Þ â;Î�Ï#\ ¹ XK¸�º�g�fU[3bhXK¸e^�º�Â3·UÑ ¹ ¸ ¶ ÛM·�iîº�ÂLX�ºY·UÛM·e¸�Ñ ´�¶ [3\.i@·�i
bdgd\3·!XK¸ ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ T ¶ \ X f�XK\ ´ ·�Ð�¸
gÙº
º�·e\ÌX$¼ T = λI +S ^�Ð�Â3·e¸
· λ ∈ C XK\.i S g�¼
"�ÔAÇ_Ê�ÈeÔ�É�Ä "�Ê��0��(3ÉÙØKÇÍV�g�Î�·&ÎGgÙº�ÂLX$¼�\ ¶Ì´�¶ [3\.i@·�iãgd\0ÛM·e¸�¼
· ¶ \îXK\0Ñ
gd\3Ú3\3gÙº�·Ué#i@g ¾ ·e\.¼�g ¶ \LXKb
¼
[ ´ ¼ ¹ X$fU·�]_Î� ¶ º�g�fU·¢º�ÂLX�º�º�Â3·Yi@[LXKb ¶ Ë�X³Â3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑ
gd\.i@·�f ¶&¾³¹�¶ ¼�X ´ bd·Í¼ ¹ X$fU· ¾ XeÑ ´ ·YËAXK¸
Ëa¸ ¶&¾ ´ ·egd\3ZÒÂ3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑãgd\.i@·�f ¶&¾³¹�¶ ¼�X ´ bd· Ý í â;Î 
 ¶ Ðr·UÛM·e¸e^=ç.·e¸
·e\.fUñeg ¹ ¸ ¶ ÛM·�i º�ÂLX�º
º�Â3·�¼ ¹ X$fU·�i@·eÚ3\3·�i ´ Ñ è ¶ Ðr·e¸�¼OXK\.iRï�XK[3¸
·UÑ¿gd\ Ý}ë1Þ â;^ XGM ^0Ð�Â3g�f�Âæg�¼�Â3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑ
gd\.i@·�f ¶&¾³¹�¶ ¼�X ´ bd·&^0ÂLX$¼�º�Â3· ¹ ¸ ¶&¹ ·e¸�ºåÑ�º�ÂLX�º X∗GM g�¼�XKb�¼ ¶ Â3·e¸
·�i@gÙº_XK¸
gdbÙÑÍgd\.i@·�f ¶&¾³¹�¶ ¼�é
X ´ bd· ÝÙÞ�� ^ � ¶ ¸ ¶ bdbhXK¸�Ñ ë&ë â;Î

ç3¸ ¶&¾ º�Â3· ¹ ¸ ¶�¶ Ë ¶ Ë:º�Â3· ¾ XKgd\îº�Â3· ¶ ¸
· ¾ ¶ Ë Ý�� â;^ Ý�� ^�×rÂ3· ¶ ¸
· ¾ ì Î ì â;^�XK\.i Ý}ë à1^
×:Â3· ¶ ¸
· ¾ ë Î � â=Ðr·½f�XK\Òi@·�i@[.fU·�º�Â3·½Ë ¶ bdb ¶ Ð�gd\3Z³¸
·�¼
[3bÙº�)

��� �
	�� � � � Î Þ	� 
 ÆeÔ X � Æ Ø Ã1ÆUÇ�Æ�ÖKÊ�Ô#Ø$Ç_Ê�É�ÄFÊ���ÖMÆ_È�Õ���Å@Õ/"UØ � ÉdÆ � Ø���Ø0È�Ã ";Å3ØMÈ�Æ
" (.ÈUÃ ÔAÃ1Ø$Ô X∗ Ê�"ÌØ$É "UÕãÃ1ÆUÇ�Æ�Ö$Ê�Ô#ØKÇ_Ê�É�Ä)Ê���ÖMÆ_È�Õ���Å@Õ/"UØ � ÉdÆ���
=Ã1Æ'�CØ$ÉaÉOÃMÄ�Å3ÆUÇ�ÈUÄMÈeÉ�Ê�È�Õ_Å %
ÆUÇ�Ø$Ô#Õ$Ç "¢Õ�� X ØKÇ�ÆYÕ 3�ÔAÃ1Æ�3UÕKÇ4�

T = λI + S

��Ê�ÔAÃ S "�ÔAÇ_Ê�ÈeÔ�É�Ä "_Ê����/(@ÉdØKÇ1^ |λ| = 1 Ø���Ö σ(S) = 0 ��� ÕKÇ�Æ�ÕKÓ$ÆUÇ�^�Ø$ÉaÉOÃMÄ�Å3ÆUÇ�ÈUÄMÈeÉ�Ê�È
"eÆ4�YÊ��KÇ�Õ�(�Å�"¢Õ�� X Ø$Ç�Æ�Õ 3�ÔAÃ1Æ�3UÕKÇ4�

e(θiI+S)t,

��Ã1ÆUÇ�Æ S Ê�" "�ÔAÇ_Ê�ÈeÔ�É�Ä#"�Ê��0�/(@ÉÙØ$Ç¢Ø���Ö σ(S) = 0 Ø���Ö θ Ê�"½Ø¿Ç�Æ�Ø$É � (0� � ÆUÇ �
��\æº�Â3· ¶ \3·�ÂLXK\.i6^@gdË S g�¼:X�Z&·e\3·e¸�XKbdgdñe·�i ´ X$f
�0Ð,XK¸�iR¼�Â3gdËhº:gd\ÌX Á XK\LX$f�ÂR¼ ¹ X$fU·&^

º�Â3·e\ I + S XK\.i eS XK¸
·�Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸�¼ ´ Ñ Ý}ë/� ^L×:Â3· ¶ ¸
· ¾ à�Î ë â>XK\.i»×:Â3·Ué¶ ¸
· ¾ í Î í ^L¸
·�¼ ¹ ·�f�º�gÙÛM·ebÙÑMÎ
��\ãº�Â3· ¶ º�Â3·e¸�ÂLXK\.i6^=gdËOÐO·³f ¶ \.¼
g�i@·e¸½º�Â3· ¶&¹ ·e¸�X�º ¶ ¸ S = 2iI + B

¶ \ `1(N) ^
Ð�Â3·e¸
· B g�¼rº�Â3· ´ X$f
�0Ð,XK¸�i»¼�Â3gdËhº�^.º�Â3·e\ σ(S) ⊂ B(2i, 1) XK\.i

V Þ ] I + S f�XK\3\ ¶ º ´ ·½Â0Ñ ¹ ·e¸�f�Ñ@fUbdg�f$Î
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