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Equidistribution vers le courant de Green

par FREDERIC PROTIN (Toulouse)

Abstract. We establish an equidistribution result for the pull-back of a (1, 1)-closed
positive current in C? by a proper polynomial map of small topological degree. We also
study convergence at infinity on good compactifications of C2. We make use of a lemma
that enables us to control the blow-up of some integrals in the neighborhood of a big
logarithmic singularity of a plurisubharmonic function. Finally, we discuss the importance
of the properness hypothesis, and we give some results in the case where this hypothesis
is omitted.

Introduction. Soit f : C> — C? un endomorphisme polynomial. On
s’intéresse a la convergence des tirés en arriere d'un (1, 1)-courant positif
fermé par les itérés de f. Le cas des applications de Hénon est bien connu :
les tirés en arriere normalisés d’une droite générique de C? par un tel auto-
morphisme convergent, au sens faible des courants, vers un courant invariant
Ty canoniquement associé a f (le courant de Green de f [S99]). On étudie
ici les endomorphismes propres non nécessairement inversibles de C?, de
petit degré topologique, c’est-a-dire ceux dont le second degré dynamique
A2(f) est strictement inférieur au premier degré dynamique A (f), dont la
dynamique est conjecturalement proche de celle des applications de Hénon.
Rappelons que le premier degré dynamique de f est défini par

A(f) = lim [max(deg Py, deg Q,)]/"
n—oo
ou on a écrit f"* = (P,, Q) en coordonnées euclidiennes de C?, tandis que
le deuziéeme degré dynamique de f est
A2(f) := degré topologique de f = card{f '(p) : p € C? générique}
Notre résultat principal est le suivant :
THEOREME A. Soit f un endomorphisme polynomial propre de C? tel

que 1 < Xao(f) < M (f). Pour tout (1,1)-courant positif fermé S sur C?
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de masse projective finie, la suite \(f)™"f™*S converge au sens faible des
courants dans C? vers cT’t, ou c est une constante > 0.

Le courant T est indépendant de S et vérifie f*Ty = \i(f)T7.

Pour prouver le théoreme, il faut se placer préalablement sur une bonne
compactification de C?, dans laquelle 'extension méromorphe de f est algé-
briqguement stable : dans ce cas, la dynamique de f est compatible avec
I'action linéaire f* induite en cohomologie, et la construction de T’ résulte
alors des travaux de nombreux auteurs (voir [S99], [DG09]). L’existence
d’une bonne compactification dans ce contexte résulte des travaux récents
de Favre—Jonsson [EJ11].

Signalons un résultat d’équidistribution valable en dimension k& > 2.
Soit S un (1, 1)-courant positif fermé sur P¥. 1l est montré dans [DS95] que
la suite de courants A\ (f) " f™*S converge vers le courant de Green si f
est un endomorphisme holomorphe de P* et si le potentiel de S n’est pas
identiquement égal a —oo sur un ensemble pluripolaire ne dépendant que
de f. Des énoncés plus précis sont obtenus lorsque k£ = 2 dans [FJ03] et dans
[DSO§].

Apres des préliminaires dynamiques, nous établissons dans une seconde
partie un lemme qui permet de controler I’explosion de certaines intégrales
de fonctions plurisousharmoniques pres d’une singularité logarithmique.
Nous prouvons le Théoreme A dans une troisieme partie. Nous raffinons
ensuite ce résultat en précisant la convergence a l'infini. Nous examinons
dans une derniére partie les raisons de la nécessité de ’hypothese de pro-
preté, et nous établissons que les points de C? o1 la propreté de f fait défaut
sont périodiques.

1. Préliminaires dynamiques. Soit f : (z1,22) € C? — (P(z1, 22),
Q(z1,22)) € C? un endomorphisme polynomial dominant, i.e. dont le jaco-
bien Jf n’est pas identiquement nul. On note Ao(f) son degré topologique,
c’est-a-dire le nombre de préimages d’un point générique. Son premier degré
dynamique est

Ai(f) = lim [deg(f™)]"/"

ou deg(f) := max(deg P, deg Q).
Dans tout cet article on suppose que f est propre et de petit degré
topologique, i.e.

A= Al(f) > )\Q(f)

Dans ce contexte, les travaux récents de Favre-Jonsson [EJII] et Diller—
Dujardin-Guedj [DDGI0] garantissent l'existence de bons courants inva-
riants comme nous le rappelons a présent.
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1.1. Bonne compactification. Il est naturel d’étendre f en un endo-
morphisme rationnel d’une compactification X = C2 U D, de C? pour en
faciliter I’étude dynamique. L’idée sous-jacente, mise en avant dés les travaux
fondateurs de Forneess—Sibony [F'S95], est que la dynamique a l'infini va gou-
verner ’ensemble de la dynamique de f, a condition de savoir construire une
compactification X qui soit compatible avec la dynamique : 'application f
induit par tirer en arriére une action linéaire f* sur H!(X,R) et on souhaite
que cette action commute avec l'itération afin que

(1) (/" =0U"" vneNl

C’est un probleme difficile de garantir l'existence d’une “bonne com-
pactification” dans laquelle (1) est satisfaite. Ce probleme a été résolu par
Favre et Jonsson [F.J11] qui précisent de plus la dynamique a I'infini. Nous
résumons une partie de leurs résultats ici (voir [EJ11, Théoreme D]). Notons
que le cas des produits croisés n’intervient pas ici car nous supposons que

AL(f) > Aa(f).

THEOREME 1.1 ([EJII]). Il existe une compactification lisse X =
C? U Dy de C? telle que :

e f contracte chaque composante irréductible de Do, sur un point fize
attractif I & Iy, quitte a remplacer f par un itéré ft.

e A\ "log® || f"|| converge dans C* vers une fonction Gy € PSH(C?) N
CO(C?) telle que (G > 0) est le bassin d’attraction Bog du point I .

e La croissance de f™ sur le complémentaire de By, est controlée par
lestimation suivante. Soit une constante 7y telle que Ao < v < A. Il
existe alors une constante C, > 0 telle que pour tout n et tout p € By
on ait

log™ [Lf" ()| < ~"(log™ [Ip]| + C5)-
L’estimation de croissance peut se reformuler ainsi (voir aussi la preuve
de |G03, Théoréme 2.7]) :
(1) Vo e X\ 1y, dist(f"(x),I;) > [const - dist(x, I§)]7".
On a noté ici Iy = IJT (resp. I;) 'ensemble d’indétermination de f (resp.
de f~1). Ce sont des ensembles finis définis par
I]jf = {p € X : dim f*(p) > 0}.

Le fait que f contracte le diviseur & 'infini (nous remplagons implicitement
f par un itéré f! dans ce qui suit) assure que I/ ¢ = Ign pour tout n € N.
L’hypothese de propreté garantit de plus que IJ? =1.

1.2. Courants de Green et mesure invariante canonique. Dans
toute la suite nous supposons avoir fixé une bonne compactification X =
C? U Dy. Quitte & changer f en f! (ce que I'on supposera implicitement
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dans la suite), l’action linéaire induite en cohomologie est compatible avec
la dynamique. Il résulte des travaux de Diller—Favre [DF01] qu’il existe des
classes nef uniques (& constante multiplicative pres) o™ € H!(X, R) telles
que

*at =Xat, fiamo =X, at-a =1

Diller-Dujardin—Guedj [DDGI10] ont montré qu’il existe deux courants in-
variants canoniques Tf,TJ? , les courants de Green, tels que si 6 est une
(1, 1)-forme réelle lisse fermée sur X alors

1 S
F(f”),ﬁ — ¢ Ty
ou cgy = {0} -a” et Croy = {0} - o™ ne dépendent que de la classe de

1 *
V(fn) 0 — C{Q}Tf et

cohomologie de 6.

Il est en général difficile de définir le produit extérieur de deux courants
positifs fermés. Dans notre cas il s’avere que Tf_ est a potentiels localement
bornés sur X \ I (conséquence de [DDGI0, Lemme 3.2]; voir preuve du
Théoreme 3.1 ci-dessous). On peut donc définir py = Ty A T’y en suivant
[D93]. On obtient ainsi une mesure de probabilité suite a la normalisation
atam =1.

Le bon contréle des potentiels des courants de Green nous permet d’éta-
blir le résultat suivant qui nous sera utile pour normaliser les potentiels.
Rappelons qu’'une fonction ¢ : X — R U {—o0} est dite quasi-plurisous-
harmonique (quasi-PSH) si elle est semi-continue supérieurement et si
dd¢¢ > —w pour une forme lisse w. Le courant w + dd®¢ est donc positif.

LEMME 1.2. Toute fonction quasi-plurisousharmonique est intégrable
par rapport a la mesure if.

Preuve. Soit ¢ : X — RU{—o00} une fonction quasi-psh, avec dd¢ > —w
pour une forme lisse w. Ici d = 9 + 0 et d° = (2i7)~1(0 — 9).

Soit 07 € a” = {Tf_ } une forme lisse cohomologue a T} . Le courant
T se décompose alors en T, = 6~ 4+ dd®(g~) avec g~ € CO(X \ IZ). On ne
perd rien en supposant que g~ > 0 sur le support de T, qui ne rencontre
pas 1. Par Stokes, et en se rappelant que dd®(¢) > —w, on a

V(=) dur =\ (=)0~ ATy + | g~ (—dd(¢)) A Ty

X X X
< V(=)0 nTp+ | g w1y
X X

La derniére intégrale est finie puisque g~ est majorée. Estimons 'avant-
derni¢re. Fixons une (1,1)-forme lisse w’ = 6~ — dd®(£) telle que w’' =
au voisinage de Iy. Soit T une forme lisse représentant at. Le courant T
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se décompose en Ty = 0 + dd°(g™) avec g* € CO(X \ If). Comme gT est
continue sur X \ Iy, on ne perd rien & supposer que g™ > 0 sur le support
de w’. Comme £ est lisse, on suppose également que & > 0. Alors

(=007 ATy = | (=0 ATy + [ (~0)dd*(e) A Ty

X X X
= (=)' noT + | g™ A (—dd*(¢)) + | €(—dd(¢)) A Ty
X X X
SS( W' AOT Sg w/\w+§§w/\Tf<oo.-
X X

2. Lemme d’intégrabilité. Nous établissons ici un lemme local qui
permet de controler ’explosion de certaines intégrales de fonctions plurisous-
harmoniques pres d’une grosse singularité logarithmique. Ici et dans toute
la suite, ||z|| = max(|z1], |22]) désigne la norme max, et D? le polydisque
unité de C2. On note aussi (S, z) le nombre de Lelong du courant S au
point x.

LEMME 2.1. Soit v une fonction psh définie sur un voisinage de D2. On
suppose que v(v,z) < 1 pour z # 0. Alors il existe deux constantes C, D > 0
telles que, pour tout 0 <r < 1,

| evav< r%
{r<lizll<1}

Preuve. Si v est une fonction comme dans 1’énoncé, nous noterons doré-
navant R := dd°(v). L’idée est d’éclater D? & l'origine puis de relever v sur
la variété éclatée. La fonction v ainsi relevée se scinde alors en la somme
du potentiel du courant porté par le diviseur exceptionnel de 1’éclatement,
dont la singularité est maitrisée, et d’une fonction psh moins singuliere
que loriginale. Par des éclatements successifs, on désingularise & ’envie
la fonction v, ce qui nous place en situation de controler ’explosion de
l'intégrale e™ pres de la singularité. En fait, nous considérerons directe-
ment la modification 7 : D? — D? composée par les éclatements de points
successifs.

Désingularisation. Rappelons la définition de I'éclatement 7 : D2 — D2
de D? au-dessus du point (z1,22) = (0,0). Le reléevement D? s’écrit {(21, 22) :
[C1,¢2] € D? x PL,21¢s = 20(1}. La variété D? est alors recouverte par les

deux cartes {¢1 # 0}, {¢2 # 0}.

D’apres le Lemme ci-dessous, en utilisant les mémes notations et en
prenant € = 1/2, il existe une modification propre 7 : D2 — D?, composée
d’éclatements au-dessus de lorigine, telle que 7*R = S + R/, avec v(R/, x)
< 1 pour tout z € D?\ 7~1(0), et v(R',z) < 3/2 pour = € 7~ 1(0).
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Relévement de lintégrale. Intéressons-nous maintenant a ’écriture lo-
cale de v o 7 au voisinage d’un point p. Distinguons deux cas suivant que p
est un point du diviseur exceptionnel 7~1(0) de multiplicité 1 ou 2. Notons
E; les composantes irréductibles de 771(0).

Premier cas. Avec les notations du Lemme p appartient & un unique
E;. On peut alors trouver un systeme de coordonnées locales (s1, s2) centré
en p tel que Ej = (s1 = 0) localement. Notons que

log [[(s1,2)]| = clog|s1|+O(1) et |Jx| = O(1)

pour un ¢ > 0. De plus, pres de p, le courant S a un potentiel w = a;log|s1],
aj > 0, et R' a un potentiel local v' avec des nombres de Lelong < 3/2,
d’apres le Lemme [2.3]

Deuziéme cas. Le point p appartient a exactement deux F;. Appelons-les
E;, et Ej,. On peut alors choisir un systeme de coordonnées locales (s, s2)
telles que 'on ait localement Ej, = (s1 = 0) et Ej, = (s = 0). Alors

log ||7(s1, s2)|| = c1log|si| 4+ colog|sa] + O(1) et |Jm| =0O(1)

avec c1,c2 > 0. De plus, pres de p, le courant S a un potentiel local w =
aj, log |s1] + aj, log |s2|, aj,,aj, > 0, et R’ a un potentiel local v" dont les
nombres de Lelong sont < 3/2, d’aprés le Lemme

Sirg > 0 est fixé assez petit, pour tout 0 < r < rg on peut recouvrir
7 Hr < ||z|| < ro} par un nombre fini K d’ouverts Uy de la forme Uy, =
{r/di < |s1] <1, ]|s2| <1}, di > 0, et un nombre fini K’ d’ouverts Uj, =
{r/diy < [s1] < 1,7/dg2 < [s2| < 1}, dga,di2 > 0. De plus, |Jz| <1
dans Ug. Le théoreme de changement de variables donne alors

I= | evav= | e~V | Jr| dV

{r<llzll<ro} 7= 1{r<||zl|<ro}
K K’

< Z g e VT dV + Z S e~V qv.
k=1Uj k=1Uj,

Magjoration de lintégrale. Prenons ¢ =5/4 > 1et p=>5; on a pour tout
k > 0, d’apres l'inégalité de Holder,

@) L= feavs (S 51| 7P dV)l/p. (S e dV)l/q

Uy Uy Ug

J1k Jo i

avec ap > 0. Il est facile de majorer J ; en passant en coordonnées polaires :
on trouve ’existence de C > 0 tel que

Jig < C/ro-.
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Quant a l'intégrale Js 1, elle est finie d’apres le Lemme ci-dessous (théo-
reme d’intégrabilité de Skoda), pourvu que € soit choisi assez petit pour
que €q < 1. On a donc, en fin de compte, majoré chaque intégrale I par un
terme de la forme K/r?% avec a = max(aq,...,ax) > 0.

Considérons maintenant le second cas. On raisonne comme précédem-
ment. Choisissons encore ¢ =5/4 > 1 et p = 5. On trouve

1/p / 1/q
I, = S eV gV < <S | 51|20k 59| P bk dV) . (S e dV)
Uy, " k
avec ay,br > 0. On vérifie comme précédemment ’existence de constantes
C4, Dy, telles que Ij, < Cj /rPx.

Conclusion. En résumé, l'intégrale I est majorée par une somme de ter-
mes de la forme K/rK , K, K’ > 0. Ainsi, il existe des constantes K, D > 0
telles que l'on ait la majoration

I<K/rP. =
Le lemme suivant énonce un résultat fondamental de Skoda [Sk72] :

LEMME 2.2. Soit v : D* — R U {—o00} une fonction psh définie sur le
polydisque unité. On suppose que le nombre de Lelong de v en ['origine O
de D? wvérifie v(v,0) < 2. Alors il existe un voisinage U C D? de O tel que

SefvdV < 0.
U

Le Théoreme 7.1 et le Corollaire 7.2 de [FJ05] impliquent le lemme de
désingularisation ci-dessous. Il a été démontré dans [BMO5] dans un cas
particulier (voir également [G05]).

LEMME 2.3. Pour tout € > 0 il existe une composition 7 : D2 — D2
d’éclatements au-dessus de l'origine tels que l'on ait la décomposition ™™ R

=S+ R +Ry,=S+ R, avec :

e 5= Zjvzl a;[Ej], ot aj > 0, et les E; sont les composantes irréduc-
tibles des diviseurs exceptionnels.
e R, = Zf\il bi[D;], ou b; > 0, et les D; sont des courbes localement

wrréductibles dans D2. Ces courbes peuvent avoir des points singuliers,
mais elles sont lisses & leur intersection avec 7 1(0).

e La courbe |J, E; U, D; est a croisements normauz simples le long de
771(0); autrement dit, 7=1(0) s’écrit en coordonnées locales au voisi-
nage de chacun de ses points (s1 = 0) ou bien (s1s2 = 0).

e Le courant Rl a des nombres de Lelong < € en tout point de 7~1(0).
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3. Convergence des courants. Dans toute la suite de I'article nous
supposons avoir fixé une bonne compactification X de C? ainsi que des
classes invariantes a*, o~ telles que o™ - o~ = 1.

Nous présentons ici la preuve du théoréeme principal dans le cas ou les
singularités logarithmiques du courant a l'infini sont sous controle. Cela
permettra au lecteur de se faire une idée de la stratégie de la preuve dans
un cas un peu plus simple.

3.1. Convergence dans un cas simple. Soit S un (1, 1)-courant posi-
tif fermé sur X. On note

— . 1 n* —
cisy = {5} «a :nh_>ngoﬁf {S}-a".

Puisque a™ est nef, on a ¢;gy > 0. Observons que AT S} — c{s}a+ en
cohomologie (c’est une conséquence du Lemme ci-dessous). La conver-
gence au niveau des courants est assurée par le résultat suivant (rappelons
que l'on note v (S, z) le nombre de Lelong du courant S au point z € X) :

THEOREME 3.1. La suite \™" f™S converge vers cisyT'y si et seulement
s1S n'a pas de singularité logarithmique au point 12, i.e. v(S,I ) = 0.

Preuve. Remplacement de [ par un itéré. Soit N > 1 tel que le diviseur
A Dinfini soit contracté par f~ sur I . Montrons qu’il suffit de prouver
le théoreme pour fV & la place de f. Supposons qu’avec les hypotheses du
théoreme, la suite A\™N" fN"* S converge vers ¢sy T’ pour tout (1,1)-courant
positif fermé S. Observons que pour chaque ¢ < N, les suites

1 Nn+iyx g 1 Nnx 1 %
ANn+i (f ) S = )\an ()\z'f S)

convergent aussi vers c{gyTy. Cela revient a dire que la suite A™" f"*S con-
verge vers c(s1Ty. Nous pouvons donc considérer sans perte de généralité
que f contracte le diviseur a l'infini.

Condition nécessaire. Supposons que v (S, I3 ) # 0. Rappelons que si f
est holomorphe en z, alors

(3) v(f*S,2) > v(S, f(2)).

Notons Dy, ..., Dy les composantes irréductibles du diviseur a l'infini (rap-
pelons que {D1},...,{Dy} est une base de H%! (X, R) [GH94]). D’apres ,
il existe a; > 0,7 = 1,...,k, tels que \™'f*S — a1[D1] — - -+ — ag[Dy] > 0.

Montrons que la suite A= f™*(a;[D1] + - - - + ax[Dy]) converge au sens des
courants vers un courant positif non nul a1 o[D1] + -+ + ag 00 [Dk)-

En effet, la suite A" f™(a1{D1} + --- + ax{Dy}) converge dans
HV(X | R) vers une classe a1, 00{D1} + -+ ak 0o{ D} d’apres le Lemme
ci-dessous. De plus, le fait que chaque a; soit > 0 implique que les a; o, soient
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non tous nuls. Toute sous-suite convergente de
AT (@ [Dh] + -+ - + ar[Di])

converge en cohomologie vers ai,00[D1] + - -+ + ak,0[ D], donc au sens des
courants.

Il en résulte que tout point d’accumulation So, de la suite (A7"f"*S)
vérifie

Seo = a1,00[D1] =+ — ag,00[Dg] > 0.

La suite (A™" f"*S) ne saurait donc converger vers T, ce courant ne char-
geant pas d’hypersurfaces ([S99, Théoreme 1.8.1] pour X = P", [G02] pour
X Kéhlérienne).

Condition suffisante. Supposons a présent que v(S,I) = 0. On note
Sp = A7 f™*S. Choisissons maintenant deux formes lisses 7 et 3 telles que
S = n+ B +dd(u), avec n € Rta™ et 3-n = 0. Le Théoreme 2.1 de
[DDGI0] montre que limy, o A™"f"*n = c{yTy. De plus, le Théoreme 1.5
de [DDGI0] implique lim, oo A~ f™* 3 = 0. Notons u,, := A\""u o f". Pour
terminer la preuve du Théoreme m, il suffit de montrer lim, oo t, = 0
dans L'(X). Observons d’abord que la famille (u,) est relativement com-
pacte dans L'(X). En effet, la suite (u,) est bornée dans L'(X) d’apres
[G04, Lemme 1.3]. Comme cette suite est majorée par 0, elle est relative-
ment compacte dans L'(X) (conséquence de [GZ05, Proposition 1.6]).

Notre démarche consiste a montrer, par des estimations de volumes, en
suivant une méthode initiée par Bedford—Smillie [BS91] et Fornaess—Sibony
[FS92] et systématisée par de nombreux auteurs depuis, que le volume de
lensemble {u, < —e} tend vers 0 lorsque n croit, pour tout € > 0; il en
résultera alors lim,, oo u, = 0 dans L'(X), car la suite (u,,) est relativement
compacte dans L!(X). L’application de ces estimations de volume passe par
I’étude de 'intégrabilité des fonctions e~ 4%n.

Estimées de volume. Supposons que ’on trouve un borélien B C X \ Iy
tel que Vol({u, < —e} N B) ne tende pas vers 0 quand n croit. Quitte
A rétrécir légerement B, on peut supposer que B N I ¢ = 0. Quitte & ex-
traire de (u,) une sous-suite, on peut supposer qu’il existe § > 0 tel que
Vol({u, < —e} N B) > 6 > 0 pour n grand. On a alors les estimations
suivantes [G03] : il existe Cc > 0 tel que pour tout n € N,

(4) C?n < Vol(f"({un < —e} N B)) < Vol({u < —e\"} N f*(B)).
Il va s’agir maintenant de contredire 'inégalité pour prouver le Théo-
réeme [3.1] par I'absurde.

Conclusion. Si g : U — V est une application holomorphe propre de
degré local dy en z € U, on a, d’apres [D93],
(5) VzeC?  uv(g*S,2) <dg,-v(S, g(2)).
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11 découle de et de la linéarité de v(-, z) que
V2 € C? w(Sn,2) < (M2(f)/N)" - v(S, f'(2)) < C - (a(f)/N)"

Il s’ensuit que les nombres de Lelong du courant S, tendent uniformément
vers 0 sur C2. C’est ici que nous utilisons principalement I’hypotheése que
f est propre et de petit degré topologique (voir la Section 4 pour des com-
mentaires supplémentaires). Quitte & remplacer S par Sy, on peut donc
supposer que v(S, z) est arbitrairement petit pour tout z dans C2. On sup-
posera dorénavant que v(u,z) < 1/A pour tout z € X \ Iy, o A > 1 est
fixé arbitrairement grand.

D’apres le résultat de “croissance lente” , ilexistey <Aet0<r <1
tels que pour tout n > 0,

O < Vol({u < —eA"} N f(B)) < Vol({u < —eX"} N X \ B(I;,r""))

< oA S e—Au gy
X\B(Iy,r™)

ou B(Iy,r) désigne I'union finie des boules de rayon r centrées en chaque
point de Iy.

Le théoreme d’intégrabilité de Skoda assure que 'intégrale de e~ “** con-
verge sur un voisinage de z € C? assez petit, puisque Av(u,z) < 1. Nous
sommes ici pres des points d’indétermination en lesquels le nombre de Le-
long de Au peut étre a priori arbitrairement grand. Le Lemme appliqué
a v = Au nous donne toutefois un controle de la croissance de 'intégrale sur
une couronne centrée en Iy qui pourvoit a nos besoins. Suite a ce lemme et
a , il vient l'existence de constantes K 4, Ky > 0 telles que

K4
rEam

A

Ce)\" < e—Ae)\"

Passons aux logarithmes :
N'log Ce < —Ae\” — K'yy" logr + log K 4.
Divisons par A" et passons a la limite n — oo ; on obtient, comme v < A,
log Ce < —Ae,
ce qui est contradictoire lorsque A > 1. u

LEMME 3.2. Dans les conditions du Théoréme B3| la suite S, :=
AT f*S converge en cohomologie lorsque n — oo. De plus, lim,_,{Sn}
cRtat.

Preuve. Notons que H!(X,R) est engendré par les classes de cohomolo-
gie {D1},...,{Dy} des composantes irréductibles du diviseur & I'infini. Il est
montré dans [DEOI] que 'opérateur f* agissant sur les classes de cohomolo-
gie a une unique valeur propre égale & son rayon spectral p(f*) = A1 (f); il
existe donc une base de H!(X,R) pour laquelle la matrice de f* s’écrit
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0
M/
0

avec p(M') < A. D’autre part, le théoréme de Householder stipule que
pour tout € > 0 et toute matrice A il existe une norme matricielle sous-

multiplicative || - || vérifiant I'inégalité || Al < p(A) + e. Il en résulte que
10 -0
1 0
lim —M" =
0

Ainsi pour tout vecteur v € R?, la suite de vecteurs A~ M"v converge. Il est
d’autre part montré dans [DF01] que le sous-espace propre de f* associé a
la valeur propre A est engendré par a™. Le premier vecteur de la base dans
laquelle f* se représente par la matrice M est donc proportionnel & ™. Ainsi
limy, 00{Sn} = ca™, ¢ € R. Montrons que ¢ > 0. La classe o~ est nef d’apres
[DDGI0, Théoréme 1 et Proposition 1.10]). Ainsi ca™ - a™ = {S}-a™ > 0.
Donce>0. =

3.2. Preuve du Théoréme A. Nous rappelons I’énoncé du théoreme.
Le reste de cette section est consacré a sa preuve.

THEOREME 3.3. Soit f un endomorphisme polynomial propre de C? tel
que 1 < Xao(f) < Ai(f). Pour tout (1,1)-courant positif fermé S sur une
compactification X de C2, la suite S, := M\ (f)""f™*S converge au sens
faible des courants dans C? vers un courant cTy, ouc> 0.

Preuve. Nous noterons A := Ai(f). Quitte & remplacer f par un itéré
comme dans la preuve du Théoreme |3.1] on suppose que le diviseur a I'infini
D, est contracté sur un point I__. Si D;, i =1,..., N, sont les composantes
irréductibles de Dy, on note [Dao] = SN | [D;]. On décompose le courant
Sp = A" f™S = R, + 7, avec R, qui ne charge pas le diviseur a l'infini
et 7, qui a son support sur celui-ci. On a Sy, = ANPfP*R, + \7P fP*r,.
Observons qu’il existe des courants g, > 0 fermés portés par l'infini tels
que

1 1., 1 1
(6) Tn+1 = Xf*Tn +on > Xf Tn, Rn+1 = Xf*Rn —op < Xf*Rn
La série Y 2 v(R;i, I) est convergente. D’apres , on a

on > AN (R, IZ)[Dool,

Ty~ oo
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donc
S1>A"1f*Ro =Ry + 09 > Ry + X\ 'w(Ro, I)[Doo)-

Itérons cette inégalité ; on obtient, pour tout p,

-1
1/% R
Sp > Rp + X (Z V(Ria oo) A\P—1—i fp = [Doo]>
i=0
Soit a~ une classe nef A7! f,-invariante normalisée par a® - a~ = 1. Soit

k= A" D} a". Notons que k > 0. En effet le Lemme montre que la
suite A= f™* { Dy} converge dans HY1 (X, R) vers kat, k > 0. Un examen
de la preuve du Lemme montre qu’ici £ > 0. Il vient {D} - a= =
E{T¢}-a~ >0, dou
p—1
{8} -a” = {8}-a” = w(Dw(Ri, 13)).
=0

Il en résulte que la somme Y7~ v(R;, I

particulier, lim,, oo V(Ry, I5) = 0.

) converge lorsque p — oo. En

Action en cohomologie. Posons by, := {1,} - a~. Il résulte de @ que
bn+1 = )\_l{f*Tn} o+ {O'n} a = bn + {Un} a2 bna
la derniere inégalité venant de ce que o, > 0 et o~ est nef. Il est montré dans
[DEOT] que limy, 0o A" f™*{S} = asa™ en cohomologie, ol as := {S} - a~.
Notons by := lim, o0 by €t ¢, := {R,} - a~. La suite ¢, = as — b, est
décroissante ; notons ¢y, sa limite. On a as = bs + coo. Notre but est de
montrer que R, tend vers c,T}.

R, converge vers csoTt au sens des courants. Fixons un entier ng. Rap-
pelons la décomposition S, = ¢,n, + Bn + ddu, avec n, et 5, deux formes
lisses dont les classes sont respectivement égales et orthogonales & a™, et
supy u, = 0. Il résulte de [DDGI0, Théoreme 1.5] que limy oo AP fP*1y,,
= Ty. De plus, le méme théoreme implique lim, oo A7P fP* 3, = 0. Quitte
a extraire encore, d’apres la relative compacité de la famille de fonctions
(A Py, o fP)p>0, il existe une fonction v,, € L'(X) valeur d’adhérence de
cette famille, vérifiant sup y v, = 0, telle que dans C?,

(7) Roo = cno Ty + dd(vy,).
Il nous reste & montrer que lim,, o0 Vn, = 0. Soit B C X \ Iy un borélien.

Distinguons deuzr cas. Quitte a rétrécir B, on peut supposer que
BNnI ¢ # 0. Quitte a réduire B encore, nous allons distinguer deux cas,
suivant que B est relativement compact dans le bassin d’attraction B
de I, ou bien dans l'intérieur X du complémentaire “B,,. En effet, soit
Uso un point d’accumulation de la famille (v,). Nous allons montrer que
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vp|p — 0. Il en résulte v, B, — 0 et vy | — 0. Ainsi v est nul sur By, et
sur K. Par semi-continuité supérieure, v, = 0 sur X. On en déduit v, — 0
sur X. Notons que By, et K sont invariants par f et f~1.

Premier cas. Supposons que B CC By. Il est montré dans [G04] que si
Q) C C?, il existe une constante Cy > 0 telle que Vol(f™(£2)) > C’g’\n/VOI(Q).
Soit maintenant Q¢ p, , := B N {A"Pu, o fP < —e}.

On obtient alors, d’aprés , pour tout A > 0 tel que A < 1/v(up,y, 1),
I'existence d’une constante C'4 > 0 telle que, pour tout p > 0,

CO—AP/VOI(Qe,no,p) < ( S o—Ating dV) e AN < 0 e AN
fr(B)

ol la derniere inégalité résulte d’une version uniforme du théoreme d’intégra-
bilité de Skoda [Z01]. En prenant le logarithme, en divisant par AP et en
faisant p — oo on obtient

1
(8) Vol({vy, < —e} N B) < 1

€
pour tout A < 1/v(Rp,,I5). Puisque lim;, o0 v(um, ) = 0, on peut
choisir A arbitrairement grand dans , quitte a augmenter ng. Ainsi,
lim,;, 500 v = 0 dans L'(X). On obtient finalement lim,, ;o0 Ry = Coo Ty

sur le bassin d’attraction de 1.

Second cas. Observons que la preuve donnée dans le Théoreme [3.1] mon-
tre que lim,_,0 A™"uy, o f* = vy, = 0 dans LY(K), puisque nous n’avons pas
utilisé dans ce cas 'hypothese v(S, 1) =0. »

4. Remarques conclusives

4.1. Le cas de P2. Nous supposons ici que X = P2. La Proposition 4.34
de [G10] implique que la droite de 'infini est contractée par f sur un point
fixe I,. Ce point n’est pas dans ’ensemble d’indétermination Iy puisque
nous supposons que f est algébriquement stable. Comme f n’est pas in-
versible en I, ce point est superattractif. Le Théoreme montre en par-
ticulier que les courbes algébriques dont les tirés en arriere par f™ normalisés
ne convergent pas au sens des courants vers le courant de Green sont celles
qui passent par le point /. Il est connu depuis [RS97], [S99] que si L € P2
est une droite projective “générique” de P?, i.e. choisie hors d’un ensemble
pluripolaire, alors A™" f"*[L] tend vers Ty lorsque n croit. Il est conjec-
turé que ’ensemble £ des droites exceptionnelles (celles pour lesquelles la
convergence n’a pas lieu) est un ensemble algébrique (ou bien une réunion
dénombrable d’ensembles algébriques); cela a été démontré dans le cas ou
f : P2 — P2 est holomorphe par Favre et Jonsson [FJ03] (voir aussi [DS08]).
Notre résultat de convergence permet de justifier cette attente dans le con-
texte “petit degré topologique”.
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COROLLAIRE 4.1. Soit f un endomorphisme polynomial propre de C? de
petit degré topologique, tel que Uextension f : P? — P? soit algébriquement
stable. L’ensemble £ des droites projectives “exceptionnelles”, celles pour
lesquelles A=" f™*[L] ne tend pas vers Ty, coincide avec le pinceau des droites
issues de 1. Plus généralement, les tirés en arriére normalisés de toute
courbe algébrique C qui ne passe pas par I convergent au sens des courants
vers degC - T.

4.2. Convergence a l’infini. Nous précisons a présent la convergence
a l'infini.

THEOREME 4.2. Soit S un (1,1)-courant positif fermé sur une compac-
tification X de C?, et f : X — X un endomorphisme polynomial algébrique-
ment stable propre de C? remplissant les mémes conditions que celles du

Théoréme Bl Alors

k
1
Sy = ﬁf"*S% an—i—Zai[Di], a>0,a;>0pouri=1,...,k,
i=1
ot D1,..., Dy sont les composantes irréductibles du diviseur a l’infini.

Preuve. Considérons un point d’accumulation S, de la suite S,,. D’aprées
le Théoreme A, il existe une constante o > 0 indépendante de la séquence
choisie telle que la restriction de S & C? vaille oT’y. D’apres le théoreme
de Siu [D93], on a So = Ty + Zle a;[Dg], a; > 0.

D’autre part, le Lemmenous dit que la suite des classes {S,, } converge
vers ¢{Ty} = cat, ¢ > 0. Ainsi

k
(9) Y aifDi} = (¢ — a){Ty}.

i=1
Puisque {D1},...,{Dx} est une base de H}(X,R) [GH94], I’équation @
implique que les a;, i = 1,...,k, ne dépendent pas de la suite extraite. =

On déduit immédiatement de ce théoréme le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.3. Soit f : P? — P? un endomorphisme polynomial
algébriquement stable de petit degré topologique. Alors un (1,1)-courant posi-
tif fermé S invariant par X\7' f* sécrit S = aTy + B[Lwo), o, 8 > 0.

4.3. Propreté et nombres de Lelong. Nous avons utilisé a deux
reprises ’hypothese de propreté de ’endomorphisme polynomial f de C2
dans cet article. Dans la démonstration du Théoreme [4.2] nous avons fait
appel & une mesure de probabilité invariante par f qui intégre les fonc-
tions quasi-psh dont l'existence, lorsque f est propre, est attestée par le
Lemme [1.2
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Si I'on peut raisonnablement espérer se passer de cette normalisation
confortable, on utilise I’hypothése de propreté de f de facon plus fonda-
mentale pour montrer que les nombres de Lelong des courants S, tendent
vers 0 en chaque point de C2 (cf. formule ) Lorsque f n’est pas propre,
le Théoreme [3.1| peut étre mis en défaut. Un exemple de ce phénomene est
donné par certains endomorphismes monomiaux. Un endomorphisme poly-
nomial monomial de C? est de la forme

fa:(X)Y)eC = (XY XV eC?

naturellement associée & la matrice A = (¢ s) e M(2,N).Sia>1letc>1,
la droite (X = 0) est contractée sur 'origine : f4 n’est pas propre. L applica-
tion A +— fa € End(C?) ainsi définie est un morphisme de semi-groupe,
fa o fB = faB. L’extension d’un endomorphisme monomial & P? est “mau-
vaise”, dans le sens ou elle n’est en général pas algébriquement stable; en
revanche, son extension & P! x P! est bien algébriquement stable. On vérifie
que A := A1(fa) = p(A) et Aa(fa) = |det A| [F03]. Le théoreme de Frobe-
nius assure qu’il est toujours possible de construire un courant positif in-
variant par A~!(fa)* de la forme a[X = 0] + b[Y = 0], a,b > 0. Ce courant
est différent de T, , ce dernier ne chargeant pas les courbes.

EXEMPLE 4.4. Soit f := (X1+9y1+d X)) On a

N 1+d+\/(12+d)(d+5) (f) =1+ d.

On est dans un contexte de petit degré topologique. On vérifie que le courant

g 1TdF V(12+d)(d+5)[X:0]+(d+1)[Y:0]

est invariant par \71 f*.

On trouve dans [FGOI] une description de tous les courants invariants
dans le cas des applications birationnelles algébriquement stables sur P! x P!
En général, si f est un endomorphisme polynomial algébriquement stable sur
P2 de premier degré dynamique A := A1 (f), et S est un (1, 1)-courant positif
fermé sur P2 de masse 1, I'obstruction & la convergence de S, := A~ f™*S
vers le courant de Green est I'existence de points de C? en lesquels le nombre
de Lelong de S, ne tend pas vers 0. En effet, la preuve du Théoreme A
implique que si tous les nombres de Lelong de S, sur C? tendent vers 0,
alors Sy, tend vers T’y sur C? (avec ¢ > 0). Remarquons que de tels points
sur lesquelles une courbe est contractée sont périodiques.

PROPOSITION 4.5. Soient f : C?> — C? un endomorphisme polynomial
de petit degré topologique, et S un courant positif fermé sur C2, de masse
projective finie. Si p € C? est un point tel que v(Sy,p), avec S, comme ci-
dessous, ne tend pas vers 0 lorsque n croit, alors p est prépériodique pour f.
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St de plus une courbe C est contractée par f sur p, alors p est périodique
pour f.

Preuve. On commence par traiter le cas d’'un point p sur lequel une
courbe C est contractée par f et tel que v(S,,p) ne tend pas vers zéro.
Ecrivons S, = R, + T,, ou R, ne charge pas l’ensemble analytique
U?:_ol ~#(C), tandis que T}, a son support dans cet ensemble. Il suffit de
montrer que lim,, o, ¥(R,,p) = 0. Ceci admis, si p n’était pas périodique,
on aurait {f~"(p)} N {p} = 0 pour tout n > 1. Dans ce cas, on aurait
v(Sn,p) = v(S, — Th,p) = v(Ry,p) pour tout n > 1, parce que le support
de T, ne rencontrerait pas p, ce qui est absurde.

Montrons alors que v(R,,p) tend vers 0 lorsque n croit. Il existe une
suite de réels positifs (1), définis par A=/ f*S|c = 14[C], telle que

n—1
1 1 .
T1 Zvl[C], T2 ZVQ[C]+V1Xf*[C]7 BRI TnZ;V’n—z)\l.f”[C]

Comme les courants S,, > T}, sont de masse bornée, on déduit ’existence de
constantes C,Co > 0 telles que

n
Cr > 1Sl = 1Tl = C2 >
i=1
pour tout n. Puisque v; > v(R;,p) d’apres , il s’ensuit limy, o0 ¥(Rp, p)
=0.

Traitons & présent le cas d’un point p € C? pour lequel on sait unique-
ment que v(S,,p) ne tend pas vers zéro. Rappelons le fait suivant [FF99,
Corollaire 4] : si g : U — V est une application holomorphe, il existe Cy > 0
tel que 'on ait

(10) VzeC?  wv(g*S,2) < Cy-v(S,g(2)).

D’apres (), lim,—o0 v(Sn,p) = 0 si f est propre en tous les points f™(p).
Il existe donc un entier N > 0 tel que f contracte une courbe sur f~(p).
D’autre part, d’apres , v(Sn, fN(p)) ne tend pas vers 0 avec n. Il résulte
du cas traité ci-dessus que fV(p) est périodique. m
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