CONSTRUCTIVE APPROXIMATION OF FUNCTIONS
BANACH CENTER PUBLICATIONS, VOLUME 107
INSTITUTE OF MATHEMATICS
POLISH ACADEMY OF SCIENCES
WARSZAWA 2015

APPROXIMATION POLYNOMIALE
DANS DES CLASSES DE JETS

MOULAY TAIB BELGHITI et BOUTAYEB EL AMMARI

EECOMAS Lab, ENSA, Université Ibn Tofail
14000 Kénitra, Maroc
E-mail : belghititaib@yahoo.fr, elammari@hotmail.fr

LAURENT P. GENDRE

Université Paul Sabatier
118, route de Narbonne, 31062 Toulouse CEDEX 09, France
E-mail : lgendre@math.univ-toulouse. fr

En Uhonneur du Professeur W. Plesniak pour son 70°°™ anniversaire

Abstract. In this paper we obtain results on approximation, in the multidimensional complex
case, of functions from A (K) by complex polynomials. In particular, we generalize the results
of Pawtucki and Pleéniak (1986) for the real case and of Siciak (1993) in the case of one complex
variable. Furthermore, we extend the results of Baouendi and Goulaouic (1971) who obtained
the order of approximation in the case of Gevrey classes over real compacts with smooth ana-
lytic boundary and we present the orders of approximation of certain intermediate classes of
holomorphic ultradifferentiable jets Has(K). In addition to the property (HCP), a crucial role
will be played by a new geometrical criterion over the compact (property (LS)).

Résumé. Dans cette note nous obtenons des résultats d’approximation, dans le cas complexe
multidimensionnel, des fonctions de A% (K) par des polyndomes complexes. Nous généralisons en
particulier des travaux de Pawtucki et Plesniak (1986) obtenus dans le cas réel et celui de Siciak
(1993) dans le cas d’une variable complexe. Par ailleurs nous étendons les résultats de Baouendi
et Goulaouic (1971) qui obtiennent le degré d’approximation dans le cas des classes de Gevrey
sur des compacts réels a bord analytique lisse; et nous exhibons les degrés d’approximation de
certaines classes intermédiaires des jets ultradifferentiables holomorphes: Has(K). En plus de la
propriété (HCP), un réle crucial sera joué par un nouveau critére géométrique sur le compact
(la propriété (LS)).
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1. Introduction. La premiere partie de ce travail concerne ’approximation polynémiale
des jets de Whitney de classe C* et 0-plats sur un compact de C. Lorsque K est un
compact 1-régulier au sens de Whitney, ces jets s’identifient aux fonctions holomorphes
a lintérieur de K et dont toutes les dérivées se prolongent continiiment au bord K du
compact K. Notre travail s’applique au cas de compacts vérifiant les propriétés (HCP)
et (LS) : celles ci imposent que annulation de la fonction de Green Vi soit contrdlée
inférieurement et supérieurement par des puissances de dist(., K). Dans ce cadre, un de
nos principaux résultats stipule qu’un jet f du type évoqué vérifie la propriété d’approxi-
mation suivante : pour tout entier positif k, on a:

lim n*E, (f, K) =0, (1)

n—oo

ou E,(f, K) désigne la distance de f & 'espace des polyndmes de C|zy,. .., zy] de degré
inférieur ou égal a n, au sens de la convergence uniforme sur K. Dans le cas d’approxima-
tion de jets C* sur des compacts de RY par des polynémes de Rz, ..., zx], il est connu
(Pawlucki et Plesniak) qu’une telle propriété d’approximation s’obtient assez facilement
en appliquant le théoréme de Jackson a une extension de f sur un pavé contenant K.
La difficulté du cas complexe tient au fait qu'un jet d-plat sur K ne s’étend pas holo-
morphiquement a un polydisque contenant K; on ne peut donc pas recourir a la version
correspondante du théoreme de Jackson.

Dans le méme esprit, nous considérons le cas des jets O-plats appartenant & certaines
classes de Carleman, englobant des cas classiques comme les classes de Gevrey. Dans ce
contexte la propriété d’approximation doit étre remplacée par

lim e““M™E,(f, K) =0, (2)
n—oo
ot C est une constante (dépendant de f), et ol @ est un poids associé a la classe consi-
dérée, par exemple @(t) = t/0+%) pour la classe de Gevrey {j!"T*}, a > 0. Clest
exactement la vitesse de convergence que ’on peut espérer dans cette situation.

Une partie essentielle de la preuve de ces résultats peut étre replacée dans le contexte
suivant. Dans [CC2], J. Chaumat et A. M. Chollet ont établi des formules de représenta-
tion intégrales pour les jets O-plats sur des compacts s-H convexes de CV (la s-H convexité
de K traduit l'existence de bases de voisinages de Stein ayant une certaine uniformité
géométrique : c’est le cas pour les compacts (HCP) et (LS)). Ces representations sont de
la forme

F(z) = / df(C) ADH(z,¢) (z€ K et a € N*V), (3)
CEV(K)\K

oun V(K) = {C € CN : dist(¢,K) < 1} et f est une extension asymptotiquement holo-
morphe de type Whitney du jet F = (F%),eney de A (K), & support dans V(K).

En introduisant dans des fonctions de troncature nulles au voisinage de K,
J. Chaumat et A. M. Chollet en ont déduit des propriétés d’approximation du jet,
au sens de la topologie de I'espace des jets considérés, par des fonction holomorphes
au voisinage de K.

Une idée clef de notre travail est que I’on peut obtenir la propriété d’approximation po-
lyndmiale décrite ci-dessus en remplacant, dans une représentation intégrale comme (3)),
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le noyau H(z,.) par une approximation polynémiale appropriée de celui-ci, elle méme
basée sur des travaux de A. Zeriahi : le choix du degré des approximants doit étre lié
a certaine estimations, reliant les lignes de niveau de la fonction de Green Vi et cer-
tains ouverts intervenant dans la construction de noyaux de Chaumat—Chollet (le cas
ultradifferentiable prend en compte également le poids @). De 14, il faut encore majo-
rer convenablement les noyaux intégraux en compensant leur singularité par la platitude

de Of.

2. Compacts (HCP) et (ES) de CV. Soit K un compact de CV. On associe a K la
classe de Lelong

Lr(CN):={ue PSH(CN): (3c e R) (Vz € CV) u(z) < c+log(1 + |2|) et u|x <0},
La fonction extrémale de Siciak—Zaharjuta est définie comme suit :
Vi(2) :=sup {u(z) : u € Lg(CY)}, pour tout z € CV.
Si K est non-pluripolaire alors d’apres Bedford et Taylor, la régularisée supérieure de Vi :

Vi (2) := limsup Vi (¢)

(—z
vérifie (dd¢(V))™ = 0 sur CN \ K on
K:={zeCV:|P()| <|Plx VP €Clz,...,zn]}

est 'enveloppe polyndémiale de K.

Suivant W. Pawhucki et W. Pleéniak [PP], on dit quun compact K de CV vérifie
la propriété (HCP) (Holder Continuity Property), s’il existe des constantes g, C,k > 0
telles que:

ot d(z, K) :=inf{||z — || : £ € K},

pour tout z := (zq,...,zy) € CN.

Dans leur article il est démontré que si un compact est & pointe polynomiale (UPC)
alors il est (HCP). On y trouve des exemples de ce type de compacts. De plus dans [K]
M. Kosek a exhibé des exemples plus complexes, de type Julia, vérifiant (HCP); et
dans [P1], Pierzchala donne des exemples trés riches de tels compacts. Si un compact
K vérifie la condition (HCP), alors K est L-régulier, i.e. la fonction Vi est continue et K
vérifie les inégalités de Markov :

D2 P(2)] < O (deg(P)"™ [P,
pour tout P € C[z1,...,2n], « € NV et 2 € K, ou C et r sont des constantes positives
dépendant du compact K.

On dit qu'un compact K de CV vérifie la propriété (LS), s'il existe des constantes
6o, C, B > 0 telles que

(Vze CVN, d(z,K) < dy) Vi(z) > Cd(z, K)".
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Cette propriété a été annoncée par [BI], [B2] et [G], avec des exemples comme, les com-
pacts convexes, les polyedres polynémiaux, les segments etc. Des exemples non triviaux
ont été donnés par Bialas-Ciez et Kosek dans [CK], ou ces auteurs exhibent certains
ensembles de Cantor vérifiant (LS).

Si Vi est semi-algébrique et continue alors K vérifie (LS) : c’est exactement 'inéga-
lité de Lojasiewicz pour une fonction semi-algébrique continue, des exemples sont donc a
chercher dans le cadre des structures o-minimales; on trouve de tels exemples dans [P2];
d’autres exemples de compacts issus de la dynamique complexe et vérifiant la condition
(LS) sont présentés par F. Protin [Po]. Récemment dans [CE|, en dimension 1, il a été
prouvé que si un compact vérifie les propriétés (HCP) et (LS) alors ce compact vérifie la
propriété de Jackson. Et réciproquement les compacts ayant la propriété de Jackson véri-
fient (ES). Cette approche montre la nécessité de la propriété (LS). Enfin notons, d’aprés
un résultat de Pierzchala dans [P1], que tout compact vérifiant (LS) est polynomialement
convexe.

Nous terminons cette partie par donner la définition des compacts s-H convexe de CV.

Nous dirons qu'un compact K de CV est s-H convexe, s'il existe deux constantes
réelles s > 1 et A dans ]0,1] telles que, pour tout & dans ]0,1], il existe un ouvert
pseudo-convexe U, de CV vérifiant :

{zeCV:d(z,K)<Ae*} CU.C {zeC":d(z,K) <¢}. (4)

Soit K un compact de C, on pose V(K) := {z € CV : d(z,K) < 1}. La proposi-
tion 3, page 212, de [CC2] affirme que si K est s-H convexe et si p > 0, alors il existe
des constantes B et C telles que 0 < B < 1 < C ne dépendant que du compact K,
de p, de s et de N et des fonctions w;(z,{) i = 1,...,N de classe C*® sur O(B,s) :=
{(z,¢{) € CN x V(K)\K) : d(z,K) < B.d(¢,K)*} et holomorphes en z dans
O(B,s,() = {z € CV : d(2,K) < B.d((,K)*} pour tout ( € V(K) \ K vérifiant
pour tout (z,¢) € O(B,s):

%eZwi(z7C)(zi—<i) 2 %é (5)

Ve N2V |1 <2, VEe N2V Ve {l,...,N},
|DEDEw; (2, Q)] < k|1 CIHITa(¢, Ky~ (Nste) =lkls, (6)

Enfin, si un compact K de CV vérifie les propriétés (HCP) et (LS), alors il est
s-H convexe pour un certain s > 1.

3. Approximation polynémiale dans ’espace A*°(K) des jets de Whitney C*>°
et 0-plats sur un compact K de CV. N:={1,2,3,...} désigne ’'ensemble des entiers
positifs non nuls et No := NU {0}. Soit K un sous-ensemble compact de R un jet de
Whitney d’ordre infini sur K est une famille (F'*),cnzv formée de fonctions F continues
sur K et a valeurs complexes, J>°(K) est 'espace de tels jets.
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Pour tout F' = (Fa)aeNgN € J®(K), pour tout m € Ny, et o € N2V, on pose:

—_ )8
(R =) - Y U aye k. g
|B1<m '
Le sous-espace £ (K) de J®(K) formé des jets F' tels que
(RE™MF)(y)= o (Jx—y|™) pour tout m € Ng, a € N2V 2,y € K,

|z—y|—0

est appelé espace des jets de classe C*° au sens de Whitney. Le théoréme de Whitney
affirme que, £%°(K) est I’ensemble des jets F' pour lesquels il existe une fonction f de
classe C* sur R?N & support compact, telle que F® = D*f sur K. Une telle fonction f
est une extension de Whitney du jet F, de sorte que pour 'opérateur,

JE . C®(CN) — J®(K),
f— (DaflK)aENng

on a J(C®(CN)) = £%(K). C’est un espace de Frechet, lorsqu’il est muni de sa topo-

logie naturelle associée & la famille des semi-normes (|.[|’g),,cy, définies par:

F|” .= max ||[F®
Fli = ma 7]

lo]<m
Ralm*“ﬂF
o PR F e sy |BEE)] o
(z,y)EKXK et x#y (y - SL’)m |
aeNgY et [a|<m
pour tout F' € E®(K) et m € Ny, ou ||f| := supg |f| est la norme uniforme sur le

compact K, avec f une fonction continue de K a valeurs dans C.
Les opérateurs de décalage sont définis sur J*°(K) comme ci-apres :

DP : J®(K) — J®(K),
(FQ)OLENgN — (Fﬁ+a)a€NgN (V6 € NgN)

Avec CV = R?V, définissons les opérateurs de décalage partiel :

D; := DD ot a(j) = (0j,1,---,052n) (0;% symbole de Kronecker),

ainsi que les opérateurs complexes associés comme ci-apres :

_ D, —iD,
1. =3 J+N
Pr=—

D; +iDjyn

et Dj:= 5 ,

pour tout j € {l,...,N}.

On nomme les opérateurs 13; et 13;-’ respectivement, opérateur de décalage holomorphe et
anti-holomorphe. Il devient donc naturel de considérer les opérateurs composés suivants :
D' =D o. oD et D" :=D/*o..oD* pourtout acN}.

On définit le sous-espace A®(K) de £%(K), des jets d-plats sur K par

A®(K) == {F € £°(K) : D*(D/F) =0, pour tout j € {1,...,N} et a € N2V}



48 M. T. BELGHITI, B. EL AMMARI AND L. P. GENDRE

Si F € A®(K) alors il existe une extension f de Whitney du jet F telle que la
(0, 1)-forme Of vérifie la propriété, d’annulation & tout ordre, suivante : Pour tout ¢ > 0,
il existe une constante c(t) > 0, telle que

|0f(¢)| < e(t)d(¢,K)', pour tout ¢ € cN. (9)

Cf. le début dans la preuve du théoréme 18, page 145, de [CCI] on peut aussi voir la
proposition 1, page 209, de [CC2].

Le degré d’approximation d’ordre n € Ny d’une fonction continue f sur K est la quan-
tité £, (f, K) :=infpec, [z,,...2n I f — Pllg, 0t Cylz1, ..., 2n] est 'espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a n a coefficients dans C.

THEOREME 1. Soit K un compact de CN wvérifiant simultanément les propriétés (HCP)
et (LS) et F un jet de J®(K). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. F appartient a A>(K).

2. Il existe une suite (Pp)nen de polynomes complexes de Clz1,...,zn] telle que
deg(P,) < n pour tout n et que pour tout m € Ny et k € N, il existe une constante
strictement positive C(m, k) et que

1
|F =1L, ||% < C(m,k)ﬁ, pour tout n € N, (10)
ot 1L, := J2(P,,) pour tout n € N.

Si K C RN C RN +iRY = C¥, le théoréme est dit & Pawlucki et Plesniak dans [PP],
voir aussi [Pl]. Dans le cas réel, comme 'ont fait remarquer Pawlucki et Plesniak, étant
donné f € C*°(K), on peut construire une extension fde classe C*° de f sur un pavé A
contenant K de sorte que I’on puisse utiliser une version multidimensionnelle du théoreme
de Jackson en remarquant que E,(f, K) < En(j”v7 A). (Le jet qu’on considére suivant
cette généralisation est : F := ((Do‘f/K Jaenzn ). La difficulté dans le cas complexe
réside dans le fait qu’étant donné f € A°°(K), on ne peut pas en général, prolonger
holomorphiquement f a un polydisque contenant K.

3.1. Preuve du Théoréme 1. La preuve de la partie directe s’articule en deux points.
Le premier est la construction d’une suite de polynémes (P, ).en, telle que pour chaque
entier k et pour chaque @ € N2V | la suite (F® — D¢P,),, o converge vers 0 pour la norme

C(K,F, .
(T"O‘D, pour une certaine

uniforme ||.|| , avec une vitesse de convergence de I'ordre de
constante C'(K, F, |a|) dépendant de |«|, du compact K et du jet F. Le deuxiéme point
est d’estimer pour chaque «a la composante a-ieme du jet des restes de Taylor associé au
jet (F7 = D]Py,), cnen, ce qui donne 'estimation de F* — I, pour les semi-normes 1%

introduites en .

3.1.1. Approzimation des composantes F'®. Les conditions (HCP) et (LS) assurent que
le compact K est s-H convexe pour un certain s > 1; et comme F € A*(K), alors le
théoreéme 18 de [CCI], nous donne la représentation intégrale suivante

Fo(z) = / B/ ADH(z.0), zeK, (11)
CEV(K)
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ou f est une extension de Whitney du jet F', dont le support est compact contenu dans
V(K), et vérifiant I'estimation (9)), et

N-1! ,rw(z
H(z7<):_((2iw)N> w((qs((%g) ZH 2,() k/\?é]de/\w

N
avec w := (wl,.. ,w), w(€) :=dG A...ANdCn, et ¢(z,() = Z] 1w;i(2,¢)(2; — ¢;). Les
relations (b)) et @ assurent qu’il existe un entier positif non nul q et un réel ¢ > 0, tels que

pour tout C eVK)\Ketj:1,...,N,onait |H;j(z{)| < ac )T bour z € O(B, s, ().
Nous obtenons une approximatlon polynémiale de F'“, en remplagant dans

D¢ H(z,¢) par un approximant polyndmial convenable. Avec la décomposition
N

D1 ADLH(0) =Y (-1 155 (VD% H, (2, O)w(€) A (),

on peut alors écrire F'*(z) = Zjv_l F(z), z € K, ou

Fe = [y LoD 0u@Ae©. se ki (2)
V(K) 5
puis pour tout n € N, on pose:

Py j(2) = / <—1>f-1§g_<c>Ln.d,,L<Hj<.,<>><z>.w<<>w<<>, ceK,  (13)

(dn)nen étant une suite croissante d’entiers, quelconque pour le moment, L4, est 'opé-
rateur d’interpolation polyndémial de Lagrange associé a un systeme de

ma (= (V10 ")

points extrémaux de Fekete-Leja du compact K, et L4, := {¢ € V(K)\ K : R(¢{) >
14+ 2} avec A > 0, ott R(C) := sup{\ > 1 : Uy C O(B,s,{)} est la fonction jauge de
la fonction extrémale Vi associée au couple (B, s), et ou Uy est 'ensemble défini par
Uy={z€V(K)\ K : Vk(z) <log(A)}. On pose P, 4, () = Zévzl P4,i(2), z€ K. On
a alors

F2(2) — DOPoa,(2)| < /
V(K)\Lan

of

+/ 91
LanlO

©)
J
Nous devons estimer |DSH,(z,() — DSLy, 4, (H;(.,{))(%)]. A cette fin nous avons grace

a 'inégalité de Markov

|DSL 41y, 41 (Hj (1, O))(2) = DELiya, (H; (-, €))(2)]
<(Ci(n+ 1)dns)™ | Linsry.an o (H (4 O)) = Loa, (Hi (L O)C)| o (15)

C1 et r sont les constantes de I'inégalité de Markov associées au compact K.

of
¢,

<>\Da (,0)] [w(©) AwlC)]

|D?HJ(Z7C) - DZaLndn(H](a<) | ‘w /\w(C)| . (14)

Si k désigne la constante positive qui vérifie — via la propriété (HCP) — Pestimation
R() < 14+ C'd(¢,K)", ¢ € V(K)\ K (C' est une constante positive), alors par une



50 M. T. BELGHITI, B. EL AMMARI AND L. P. GENDRE

adaptation de la méthode développée par A. Zeriahi dans [Z], pp. 86-96, il existe un entier
positif M tel que pour tout § arbitrairement fixé dans ] , 1[, pour toute suite croissante
d’entiers positifs (d,,), pour tout ¢ € V(K) \ K et pour tout entier n € N, on ait :

1 Lin.a, (H; (- C)) = H; (. O)ll ¢ < Cn,ar-(ndn)™

2"(14+ N+ M)™ " 1 " 1
R(C)n‘dn((2671)73(N+M)/1’L) (R(C)é'd" _ 1)2(N+M) (R(C) _ 1)q/,1 ?

(16)

pour une certaine constante Cy ar > 0 dépendant de N et M. Comme R({) — 1 quand
¢ — 0K, les singularités des deux derniéres fractions (quand on s’approche de la frontiere
de K), seront éliminées par un bon choix des domaines de niveau L4 ,, pour n entier
assez grand. Avec le choix de la suite (d,)nen, telle que pour tout n € N, d,, := kg.n (ou
ko est un entier supérieur ou égal a 2), et par un choix convenable du réel A (interve-
nant dans la définition des zones de niveaux Ly ), on déduit de 'estimation précédente,
I'existence de deux réels C > 0 et 7 €]0,1[, dépendant de A, ko,d, N, M, tels que pour
tout n assez grand, on ait :

Lo, (H5 (-, O) ) = Hy (Ol ¢ < O (17)
Ce qui donne pour ces entiers n,
| DELin41).dps (i (1)) () = DS Ly, (H;(, OO || ¢ < Clan™ (18)

pour un certain 7 €7, 1[ et ot I'on peut choisir C|,| = 2C5k6"a|. On déduit alors que:

—+o0

D2(H;)(2:¢) = Y (DELins1).ds (H (5 O)(z) = D¢Lia, (Hj(,0))())

n=1
+ DZLa, (H;(.,¢))(2).
A partir de on obtient

|F7(2) = DS Pra, g (2)]
of

C(f,a).n™ /
e V(EN\La | OC;

Comme dans le lemme 2 et la relation (25) de [CC2], ou dans le lemme 15 et la relation
(14.3) de [CC1], il existe une constante E > 0 telle que pour tout o € N on a:

IDYH;(z2,¢)| < BN ja|ld(¢, K)~(Ns+n@N=2)—1-]als
Par la condition (LS), la jauge vérifie R(¢) > 1 + cd(¢, K)?, pour tout ¢ € V(K) \ K,

et donc V(K)\ La, C{C e VK)\ K :d(¢,K) < (ﬁ)l/ﬂ}, de sorte qu’en utilisant
I’estimation @[), on a pour tout entier p

Lo it
V(EN\La. | OC;

<>'|Da (0 [0@) Aw(©)]. (19)

LI, >\ D2 H, (2.0)| (D) A w(C)]

A )(P—(N-S+P)(2N—2)—1—\a|~5)//3 (20)

< C'c(p). B+ (Ja)! (a
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Avec le choix p > (N.s+p)(2N —2) + 1+ |a| s+ 2k et pour un 7 €]0, 1] convenablement
choisi, il existe une constante C(|a|, f, K) > 0 vérifiant

Clleal, f, K
N e
Suivant une astuce due & W. Plesniak, pour tout j € N, on pose I; :={n € N: jd; <n <
( +1)djq1}. Pour n € N, I'ensemble {j € N: n € I;} n’est pas vide; pour tout n € N
et pour tout j de cet ensemble, on pose P,, := P; 4,. Avec le choix d,, := ko.n, on déduit
que pour tout n € N, deg(P,,) < n et que:
[F% = DIPy| i <

)

C(lel, f, K)
nk

pour une certaine constante C(|a| , f, K) > 0 dépendant de |al, f et de K.

3.1.2. Estimation des restes du jet d’incertitude. Pour tout « € N2V n € Net 2z € K,

on pose e, (2) := F(z) — D2 Py.q,(2). Le jet ainsi défini (2, )QGNQN sera appelé jet

d’incertitude a 'ordre n.d,, sur K.

On va montrer que pour tout £ € N, m € Ny et pour tout a € N%N, il existe une
constante C(k, m, |a|, K) > 0 telle que

[Re™ena, ()| _ Ckm, o], K)
g—zmtet Tt

: (21)

pour tout &, z € K tels que € # z et pour tout n entier assez grand.
On peut écrire ef) ; (2) =I5, (2) + J5 4 (2), ou:

12, (2) = / BF(C) A D% (H(2.C) — L, (H( O))(2)).

ot J2 () = / BI(C) A D2 (H(2,C)).
V(K)\Lan

Comme Of vérifie @, alors avec les notations (légérement modifiées) de la preuve de
la proposition 4, pages 213-215, de [CC2], pour tout o € NZV | les coefficients de la forme
a® définie par:

o~ JOFQO)ADZH(2,(), si¢eV(K)\K
a®(z,¢) == 0 Glek

sont des fonctions continues sur O(B, s)U(K x K). Pour tout m € Ng, « € N2V ¢ € V(K)
et £,z € K, on pose:

o,m et (Z — g)ﬁ o
RETA(z () =a(2,0) = Y g —a™(£0).
IB1<m
D’autre part on a |[DSH;(z,¢)| < EleH jalld(¢, K)~(Nstp)@N=2)=1=lals ' hour une cer-
taine constante strictement positive E (cf. le lemme 2 et la relation (25) de [CC2] ou le

lemme 15 et la relation (14.3) de [CCI]). Faisant le choix
p>(m+1+al)s+ (Ns+p)(2N —2)+1
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de @)7 et en utilisant P'inclusion V(K)\ La, C {¢ € V(K)\ K : d(¢,K) < (%)Uﬁ},

qui résulte de R(¢) > 1+ cd(¢, K)? par la propriété (£S); on déduit de la preuve de la
proposition 4 de [CC2] que:

|RE™ Jna,, (2)] < / |RE™A(z,0)
V(EN\Lan

)

A\ [p—(m+1+]al)s—(Ns+p)(2N-2)-1]/8
< el o]l Je — 2™ efp) ()

pour tout £,z € K et n € N.
En choisissant de nouveau p > 2k8 + (m + 1 + |a|)s + (Ns+ p)(2N — 2) + 1, pour
m € Ny et o € N3V tel que |a| < m, pour tout £ # z dans K et n € N, on obtient

R, (2)]
|§ - Z|7n—|oc\

ot Cy(k,m,|a|,K) et Cy(k,m,|a|,K) sont des constantes strictement positives dépen-
dant de k,m, |o| et K.
D’autre part, comme ci-dessus, les coefficients de la forme b définie par:

o OO ADE (H(2,¢) = Lng, (H(.,()(2)), si¢eV(K)\K,
bz 0) = 0 siceK

sont des fonctions continues sur O(B, s)U(K x K). Pour tout m € Ny, a« € N2V, ¢ € V(K)
et £,z € K, on pose:

R?mB(‘Z’C) = ba(z7§) - Z
[B]<m
Il existe n €]0,1[, C = C(a,n, A) > 0 vérifiant
12 (H;(2,) = L., (H;) (2, ) c < O < O* ol d(¢, )~
Pour tout m € No, a € N2V, n € N, ( € La, et &,z € K (la seconde inégalité
est évidente). Avec le choix de p un entier tel que p < (m + 1+ |a)s, en utilisant la
relation @) et le fait que La,, C{C € V(K)\ K :d((,K) > (%)1/'{}, qui résulte par la
propriété (HCP) de R(¢) < 1+ ¢d((, K)", ¢ € V(K) \ K; on déduit de la preuve de la
proposition 4 de [CC2] que:

[ 1memeeo)
Lan
A) [p—(m+1+]al)s]/k

< C,/m+1+|a\ |a|! |£ _ Z|m+1 c(p)(z

1
n2k

. 1
< Cl(kvmv |Oé|,K) |§_Z‘ ﬂT

k g Ol(kama |Ol|,K)

(Z _ g)ﬁ baJrﬁ

5 (&:€).

on (V(K))nltmHitlaDs=pl/rpyn,

On aura donc
|R¢™ I.a,, (2)] </ |RE™B(2,¢)|
An
A)[pf(m+1+|a\)51/n

< C/m+1+|a\ |a|! |£ . Zlm-‘rl C(p)(f

c Aoy (V(K))nlmt1+laDs=pl/mpn,

pour tout &,z € K.
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Vu que les exponentielles de bases < 1 sont absorbées par les puissances on obtient :

RE™ L4 (2] ~ 1
‘ : m—|a| | < Ca(k,m, |af, K) € — 2|
1€ — 2]

ot Cy(k,m,|a|,K) et Cy(k,m,|a|, K) sont des constantes strictement positives dépen-
dant de k,m, |o| et K.

Conclusion : pour tout n € N assez grand pour tout m € Ny et o € N2V tel que
|a| < m, pour tout £ # z dans K, on a:

[Re™ Mena, ()| _ Ckm, o], K)
|£ . Z‘m—\od = n2k ’

1
oy < Ca(k,m, |a|aK)ﬁv

ou C(k,m,|a|, K) est une constante strictement positive dépendant de k,m, |a| et K.
Par le méme argument de W. Plesniak : pour tout j € N, on pose [; := {n € N: jd; <
n < (j+1)d;j41}, pour n € N, 'ensemble {j € N : n € I;} n’est pas vide, pour tout n € N
et pour tout j de cet ensemble, comme dans la fin de la partie 3.1.1] de cette preuve, on
a: P, ’j.d; et avec le choix d,, = ko.n (ot kg est un entier positif non nul fixé), on
dedu1t que pour tout n € N, deg(Py) < n et que: eff = ef, = F%(z) — D¢Py(2), e
donc:

|R?’m_‘a|en(z)| Clk,m,a,K)
e ST

3.1.3. La réciproque. La réciproque est une simple adaptation & CN du résultat contenu
dans [P1].

4. Approximation polynémiale dans ’espace Hps(K) des jets de Whitney C>°
et O-plats de classe {M} sur un compact K de C¥. Nous allons nous intéresser
aux classes intermédiaires entre O(K) et A®(K).

Considérons V'espace des germes des fonctions C*°({4o00}): un élément de cet espace
est déterminé par la donnée d’un réel to > 0 et d’une fonction m € C*(Jtg, +oc[). Nous
allons imposer a la fonction m de vérifier les conditions suivantes :

(Vt > to) m(t) >0, m/(t) > 0 et m”(t) > 0. (22)
. 12 _
tl}g)om (t) = +o0. (23)
(36 > 0) (Vt >tg) m'(t) <6. (24)
Soient K un sous-ensemble compact de C¥ (CN = R2Y) et m une fonction de

C®({+00}) vérifiant les conditions citées ci-dessus. On pose M := e™
DEFINITION 1. Hpr(K) est Uensemble des jets F' = (F),enen de J®(K), vérifiant les
deux conditions suivantes:
1. F est O-plat (i.c. D* (O(F)) =0, pour tout o € N3V).
2. 1l existe deux constantes C et p strictement positives vérifiant :
(a) Pour tout a € N2V tel que |a| > tg, on a ||F¥||, < CplelM(|al),
(b) Pour tout a € N2V tel que |a] > to, pour tout j € Net &,z € K, on a

j « M(|a 1 i1
|(R&VF)(2)] < cp\ [+j+1 (‘(JL""J)"’F )|z — gt
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REMARQUE 1. De la définition du reste d’un jet donné par la relation @, on déduit
qu’on peut poser par convention (R?’_lF)(z) = F%(z), pour tout a € N2V et ¢, 2 € K.
Avec cette convention on remarque qu’on peut unir le (a) et (b) de 2. de la definition
précédente en la seule condition (b) et ce pour tout j € NU {—1}.

La classe analytique correspond a M (t) = t*, i.e. m(t) = tlog(t). Nous allons consi-
dérer des classes qui contiennent strictement la classe analytique et donc supposer que
m(t) = tlog(t) + tu(t) avec p une fonction strictement croissante qui tend vers +oo en
400, de plus on suppose que p appartient a un corps de Hardy. Avec ces hypotheses
H (K) est une C-algébre commutative stable par différentiation, et on a les inclusions
évidentes :

O(K) C Hu(K) C A®(K),
ot O(K) :=lim. indy5k, U ouvert O(U) est Pespace des germes des fonctions holomorphes
sur le compact K.

Pour M (t) = t*0+1/k) (k > 0 réel), la classe H s (K) correspond 2 la classe de Gevrey
d’ordre k, notée Gy, cas central et fondamental dans les applications.

On définit les fonctions poids Q et @ associées a la fonction M(t) := e™®) comme
ci-apres,
— 1
— —t — .
Qz) == tliltf;) (z7'M(t)), et w(z):= log<§($)), pour tout x> 0. (25)

Donnons Q(z) pour des valeurs particulieres de M (t).
M(t) — 4t(1+1/k) (k > 0)’ ﬁ(;v) _ e_wk/(kJrl) w(x) _ xk/(k+1),

b

la classe de Gevrey Gy, d’ordre k.
M(t) = pat? (a>0), Qz) = e—(log(a;))2/(4a)’ T(z) = (1og4(;c))2 .

M(t) = theos0os) () = e~/ 8D, B(a) =

M(t) = {2t log(log(t)) ﬁ(x) _ e*\/w/log(w) w(x) _ Tz
’ ’ log()

On dit qu'un compact K est 1-régulier, si K est connexe par arcs et pour tout z, y
dans K, il existe un chemin rectifiable o, ,, dans K joignant = & y tel que |0, 4| < C'lz — y|,
ol |0y | est la longueur du chemin o, , et C' > 0 une constante de R. Si K est 1-régulier
les semi-normes | F|3 = maxqeray | |oj<m [ |5 et [|F| sont équivalentes et définissent
par conséquent la méme topologie d’espace de Fréchet sur £°(K).

THEOREME 2. Soit K un compact 1-régulier de CN wérifiant simultanément les condi-
tions (HCP) et (LS). Pour tout jet F appartenant ¢ Hpy(K), il existe des constantes
réelles C1, Co > 0, et une suite (P,)nen 4 valeurs dans Clzy,...,zn] telles que
deg(P,) < n, pour n entier assez grand, et que

| F©9 — P,| . < Cre” %), (26)

ot (0,...,0) est dans N2V
Réciproquement, si F' est une fonction continue dans K a valeurs dans C et s’il existe

une suite (Py)nen de Clzi,...,zn] telle que deg(P,) < n pour n entier assez grand
vérifiant (26)), alors il existe un jet F dans Har(K) telle que F©O--0) = F.
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Les exemples précédents présentent une liste non exhaustive de degrés d’approxima-
C.E(n).

tions Q(z), que nous donnons, dans ce théoréme, en termes de e~

4.1. Preuve du Théoréme [2]

4.1.1. Formalisme a poids. Soit p une fonction de classe C*° qui croit strictement vers
+oo avec la variable sur Jtg, +0o[ (t9 > 0), et qui appartient & un corps de Hardy. On
pose m(t) := tlog(t) + tu(t) = t7(t) (o w(t) := log(t) + u(t)) et M(t) := e™® pour
tout t > to. Lorsque les propriétés du compact K n’interviennent pas, la classe H s (K)

se note simplement par {M}. L’ordre de la classe {M} est 'élément k de [0, 4o00] défini
log(t)

par k := lim;_, 4 (cette limite existe puisque p appartient & un corps de Hardy).

OR

La fonction poids 2 associée a M est définie en . Pour £ > 0 fixé, le minimum
sur Jtg, +oof de t > e~t108(@) (1) ost atteint en une unique valeur de ¢ telle que m’(t) =
log(&), car m’ est strictement croissante et tend vers +o0o0. Donc pour tout ¢ > #g, si I'on

pose & = ™ ) @ = 27/ (t), F(a@) =t (t) + 7(t) et T(@) = e~ 7@ on aura

i =w(Z)
{wm — log(a). 0

On déduit que les fonctions Q(F) et @(Z) sont de classe C>; la premiere décroit strictement
vers 0 et la seconde croit strictement vers +oco quand Z tend vers +oo; de méme les
fonctions (@) et T'(@) sont de classe C*; la premiére croit strictement +oc et la seconde
décroit strictement vers 0 quand @ tend vers +oco.

De maniere analogue on définit la fonction 2 comme suit

Qx) := tiiltf;; (m_t ]V[tgt)) , et w(x):= log(ﬁ), pour tout x>> 0. (28)

Un calcul aisé utilisant la définition de §2, montre que pour tout v > 0, ¢ > 0, il existe
¢ >0, ¢ > 0 tel que pour tout = > 0 on ait: z”Q(gz) < &2(Gx) (Propriété d’absorption
des puissances par ).

Pour 2 > 0 fixé, le minimum sur Jto, +oo[ de t +— e~ t1o8(@) 1) ogt atteint en une
unique valeur de ¢ telle que z(t) + i/ (t) = log(z). Pour ¢ > to, on pose z := et () +n(t),
u =ty (t), y(u) =t/ (t) + p(t) et T(u) = e~ on a alors

u=w(x)
{ww) ~ log(x). 29)

Il en résulte que les fonctions Q(x) et w(z) sont de classe C*°. La premiere décroit
strictement vers 0 et la seconde croit strictement vers +oco quand x tend vers +oo; de
méme les fonctions y(u) et I'(u) sont de classe C*°, la premiere croit strictement +oco et
la seconde décroit strictement vers 0 quand w tend vers +oc0.

Pour tout ¢t > ¢y, si x et T sont définis comme ci-dessus, alors on a aisément, = e.t.x,
zw'(x) = 3w (%) = ¢, et ©(T) — 70’ (T) = w(x).

Une étude directe des fonctions u +— % (= %) et @ +— Wf(f;‘) (= lgéfa) ), montre

il existe deux constantes ¢, > 0 et ¢/, > 0, telles que pour tout

que pour tout a > %,

u > 0, 4@ > 0, on ait y(u) < cou® et F(a) < c,a®. Nous déduisons en particulier,

. F () \1 /@ . .y L L
lim sup,, _}OO(ew )/u" < 4oo. D’autre part, des identités précédentes, on déduit que,
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pour tout z > 0, T'(w(z)) = 1; et que la fonction x > US”) décroit strictement vers 0
quand z tend vers +o00; puis en remarquant que les fonctions inverses Wi et @D
vérifient, pour tout u > 0, WV (u) = ™ et WV (u) = 7™, on déduit que la

T
u

fonction u — croit strictement vers 4+o0o avec la variable wu.

4.1.2. Le corps différentiel Ko. Un corps de Hardy, intéressant, est défini comme suit :
Si © est l'ensemble des mondmes 6, (t) = t*(L1(t))* ... (Ly(t))* pour ¢ > 0, ol

a = (ag,...,aq) € R et L, est le logaritme p-fois itéré. Le corps différentiel Kg est

formé des fonctions analytiques f(t) := a.04(t) X (1 4+ F(0,41(t),...,04:(t))) pour ¢ > 0,

ota €R, b, €O etles b, €O tels que 0,,:(t) t—> 0O pouri=1,...,s et F est une série
oo

entiere convergente a coefficients réels et de s variables réelles avec F'(0) = 0. Le corps
différentiel Kg est un corps de Hardy.

D’apres les propriétés précédentes, on remarque qu’on peut choisir v = p dans les cas
suivants : (i) La classe est d’ordre k réel > 0. (ii) k = oo et p est un élément du corps
differentiel Kg. Il s’ensuit alors que dans ces deux cas on a, I'(u) = ul'(u) pour tout
u>0et [N(w(2)) = 9@ pour tout i > 0.

4.1.3. FEstimation de f(V(K)\K)\Ln ‘(p(()/\ﬁ(z, ¢)|. Soient M une fonction définie comme
dans la partie 1. ci-dessus; les fonctions €2 et @ associées a M sont définies respectivement
en et ; et soit K un compact de CV vérifiant la condition (LS), d’exposant
(introduit dans la définition de (ES)) et soit C; > 0 tel que R(¢) > 1+ Cid(¢, K)™P;
une (0, 1)-forme de classe C* sur V(K), telle qu'il existe C’ > 0 et C” > 0 vérifiant :

Ol < ce(

m), pour tout ¢ € V(K) \ K. (30)

Enfin, soit N(z,() := EJ:(1<j1<.‘.<jN,1<N) Nj(z,¢)d¢; NdC (avec dC :=dC A ... A
d¢n et dCy:=d(;, A...Nd(;, ), un noyau défini sur O(B,r) (B >0 et r > 0), tel que
N(z,-) soit une (N, N — 1) forme & coefficients intégrables dans V(K), telle qu’il existe
O > 0et o> 0, vérifiant | N(z, ()| < C5d(¢, K)~¢ pour ¢ € V(K)\ K et z € O(B,,().
La propriété d’absorption des puissances par €, assure ’existence de C; > 0, Cy > 0
telles que

|0(Q) AN(2,0)] < Clﬁ(m), CEV(K)\ K.

Soit R := Rp,, la jauge de Vi associée au couple (B,r) (définie comme dans la preuve
du Théoréme . Pour tout T' > 0 et € €]0,1[ avec n = = IS

%, o = 5%, on pose
1
R =R, , =1+ 0c(R—1)"; et soit enfin (dy,)nen une suite croissante d’entiers positifs.
On définit les zones de niveaux
~ w(ndy)\ €
Ly i={CeVIE)\K: RO > 1+ 7( ;d ")) }onen
n

PROPOSITION 1. Sila classe {M} est d’ordre k tel que k réel strictement positif ou k = oo
avec i est un élément du corps differentiel Ko, alors il existe des constantes E > 0, F > 0
tel que pour tout n entier assez grand et pour tout z € K

/ 10(C) A N (2,0)| < Ee~Fatndn), (31)
CE(V(K)\K)\Ln
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Preuve. Pour tout n € N et z € K, on note,

In(2) = 0(¢) AN(2,€)

/cewuo\K)\Ln

ot Uy = {CEVU)\ K 1d(K) < e ).

Par la condition (LS), il est clair que (V(K)\ K)\ L, C U, C V(K) \ K, pour tout
n € N. Pour un certain réel F' de ]0, 1], pour tout n assez grand et ¢ € Uy, on a:

PO AN(z,0] <O (Q<02d(1§K)))F <G (Q(%))F _ Oy Femdn f@(ndn).

1l s’ensuit que ’@(() A j\vf(z7<)‘ < Cle—FF<71>w(ndn)/(’ﬂ<dn) — Cle—FU(ndn)_
D’ott sup, ¢ i [1n(2)] < Aan (V(K)) supeey, l(¢) A N(z, C)’ < Be Fo(ndn) ayec
FE = )\QN(V(K))Cl
Ce qui acheve la preuve de la Proposition. =
4.1.4. Estimation de ||h(.,¢) — Lna, (h(.,())||x. Soient M une fonction, Q et @, les fonc-
tions associées a M et qui sont définies comme dans la partie 1. ci-dessus; K un compact

de CY vérifiant la condition (HCP). Nous considérons une suite (d,,)nen croissante d’en-
tiers naturels qui vérifie :

lim sup (nd,, )™ < +o0, lim sup =1.

n—-+o0o n—-+oo

( nd,,

1/n dn+1
i
w(ndn)) < 00, im

n—-+oo dn

Une telle suite existe, en effet d’apres les propriétés sur les poids, cités dans la partie 1, la

suite définie par d,, := kg.Ent(4,,), ou d,, = e (Ent(z) est la partie entiére de £ pour
p 0 ) oy p p

tout z € R), vérifie ces propriétés; de plus notons qu’on a @ = 1 pour tout n € N.
Pour tout B > 0, r > 1 R(= Rp,,) est la jauge de Vi associée au couple (B,r), pour
tout o > 0, 77 > 0 on pose R(= ]:Eg,n) =14 0(R—1)", et pour tout T' > 0 et € €]0, 1] on
pose L, == {¢ € V(K)\ K : R(() > 1+ T(£))} e N.

PROPOSITION 2. Soit K un compact de CN wérifiant la condition (HCP) et soient h(z, ()
une fonction de classe C*° sur O(B,r), et telle que h(.,() est holomorphe sur O(B,r,()
(B>0,r>1), pour tout ¢ € V(K) \ K, et qu’il existe C > 0 et un entier ¢ > 2 tel
que |h(z,¢)| < ﬁ pour tout (z,¢) € O(B,r). Alors, pour tout T,o,n >0 et € €]0, 1],
il existe E > 0 et F' > 0, et un entier positif ng tels que: ||h(.,¢) — Lna, (h(.,Q))]|x <
Ee F@(dn) pour tout n > ng et ¢ € Ly; ot L, = L,(T,¢,B,r,0,n) est la zone de
niveau définie comme ci dessus et Ly, est l'opérateur de Lagrange associé a un systéme
de (N+"d”) points de Fekete—Leja sur K, pour tout n € N.

ndn,

Preuve. Par la propriété (HCP), on considére les constantes C’ > 0 et k > 0 telles
que R(¢) < 1+ C'd(¢,K)*,¢ € V(K) \ K. Avec une variante adaptée de la méthode
développée par A. Zeriahi citée pécédemment, il existe un entier positif M et pour § €] %, 1]
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arbitrairement fixé, on a pour tout ¢ € V(K) \ K :

(14 N + M)
N
Hh(v C) - Ln-dn (h(v <))||K < C(ndn) R(C)n'd”((25_1)_3(N+M)/")

1 1
X X .
(R(Q)> 4 = 1)* ™0 (R(¢) — 1)*/"
Maintenant avec le choix des zones L, et des propriétés de la suite (d,,),, on montre de

manieére analogue a celle de la premiere partie de la preuve du Théoréme [1] ’existence
de E >0 et F' > 0 tels que pour tout n assez grand et ( € L,,, on ait :

17(., ) = Lpa, (h(-,0))|l ;¢ < Be F@(ndn) o

4.1.5. Preuve de la partie directe du Théoréme[d Les propriétés (HCP) et (LS) montrent
que le compact K est s-H convexe, pour un certain réel s > 1. On considere alors le noyau

de Chaumat—Chollet H(z,() := %M; et soit f une extension de type Dynkin

du jet F de Hpy(K) (i.g. f est une extension de classe C*° a support compact contenu
dans V(K) et telle que Of vérifie 'estimation ) On a:
(N —-1)!

F0,0) ¢, :7,7/ Of(¢) A H(z,¢), pour tout z € K.
) @imN Jeevirnk (A

Pour tout entier n € N, définissons le polynoéme ﬁn_dn par

~ N —-1)! -
Pn-dn (Z) = _%/ 8f(<) A Lndn (H(a C)) (Z)7 KAS (CN7

(2im) CeL,
ol L,, et L,q, sont définies comme dans les parties 2. et 3. précédentes. On a alors:

P”dnHK

< 7(N — ! / sup
h (QW)N ¢eL, zeK

HF(O)“'7O) _

Af(¢) Al (2,¢) Aw(C) L (5f(C)AWZ(~, )Aw(C)>
B(z, OV e (-, N
(N —1)! 9f(Q) Nwlz, Q) Aw(Q)
+ 5N Sup N .
2m)N Lex \JeevionL, (2, ()
Selon les propositions [1] et il existe £ > 0, F' > 0 tel que pour tout n assez grand, on
ait HF(OV“’O) — P"dnHK < Ee F@(ndn)  Engsuite avec une astuce due a W. Plesniak, on

pose pour tout k assez grand et n € I, P, = ngdk, ou

I, = {n eN:(k—1)di_1 <n< kdk}.

Ceci montre que pour n assez grand, on a:

HF(O,...,O) B P"HK _ ||F(O,‘..,O) N ﬁkdk < EefFU(kdk) < Eewa(n)'

I
4.1.6. Preuve de la partie réciproque du Théoréme [ Soit f une fonction continue sur
le compact K et (P,)nen la suite de polynémes de Clzy, ..., zx] vérifiant I'estimation
du Théoréme [2| De la propriété (HCP) on dispose de &g, s, C > 0 telles que pour
tout z € CV, d(z,K) < 8o = Vi (2) < Cd(z, K)". Pour k € N assez grand, t;, désigne le
réel tel que k = etv () TR(R) on pose sp, = etrk () Th(ts)  Dapres le formalisme décrit
dans la partie 1, on a k = etysg, spw'(sk) = kw'(k) = tg, et w(k) — k' (k) = w(sk).
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Considérons les ensembles :
K, :={zeC":d(z,K) < (%)1/'{} et I,:={keN:n—-1<w(s)<n}.

Remarquons que card(l,,) < w(™"(n)—w{=Y (n—1), pour tout assez grand. Soit n dans N
assez grand fixé et k£ dans I, considérons le polynéme suivant : Q,r = Pp — Pp_1.
Pour ces k, on a deg(Qnx) < k. L'inégalité de Bernstein-Walsh s’écrit |Q, x(2)] <
|Qn k \KekVK(Z), pour tout n assez grand fixé, k dans I,, et z € K,. Ceci donne en
vertu des identités I'(w(sk)) = & = ew'(k) (cf. le formalisme de la partie 1.), que

K
1Qukllc. < 1@nall €70 et done
||Qn,k

Par suite, on a HQn,k”Kn < Coe~C3W(sk) < Che= %™ ot Cy, C3 > 0 sont des constantes
convenables. Pour tout n entier assez grand, on considére le polyndéme H, défini par
H, = Zkgn Q. i; on conviendra que H,, est le polynéme nul, si I,, = (). On a l'estimation
suivante : ||Hy |, < Cacard(ly) e~ pour n € N assez grand. Pour § € |1, 1] fixé,

g Cleszw(k71)+k:F(n) < C1€702w(k71)+kr(n) < 01676'25(’671)4*]{)65/(]@).

%,

il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N* card([,,) < Ce™ . 1 s'ensuit
que pour une certaine constante Cy > 0, HH””Kn < Cs 6_04", pour tout n assez grand.
Quitte a faire un décalage d’indice, nous pouvons écrire : f(z) := >~  H,(z), pour
tout z € K. La fonction f est alors une fonction de classe C*° sur K et holomorphe sur
Iinterieur de K. Reste maintenant & montrer que le jet (Dgf) v est dans Hps(K).

Pour tout n € N, et z € K, on a: le polydisque A(z, ﬁ (%)UK) est contenu dans K,

de sorte que par les inégalités de Cauchy, on obtient |DYH, |, < El*lal prelol/(xy(n)
(o1 p €]0,1] et E > 0 sont des constantes), pour tout n € N et o € NV, Soit p; € |p, 1],
alors: ||DYHy|l; < E““'(p%)ne"log(pl)*‘"*(")%, pour tout n € N et o € NV, Posons la
fonction Ay (7) := Tlog(pl)—i—%w(T) (V7 > 0). Comme lim,_, o h|o|(T) = —00, il existe
donc un maximum de h|,| atteint en 74 > 0; en particulier hia‘ (T)a|) = 0; ce qui donne :
7—\@7’;(%‘) + 1205 (714) et done

‘srl;% h|a‘(7') = % [V(Tla\) - T\alfyl(ﬂﬂd)] = B]J ‘u(—/gll(j)g(pl))

log(p1) + % 7' (7)a)) = 0. Par conséquent, hjq(7)a)) =

Les classes pu(|al) et 121 p(

K

el

7) sont les mémes. La démonstration est achevée. m
—rlog(p1)

4.2. Dans la proposition suivante, on donne un contréle de régularité d’un jet F =
(F*)qenzy de A®(K), pour un compact s-H convexe, connaissant un comportement
asymptotique des (¢;) de Pestimation @I) de 0f d'une extension de Whitney f du jet F
en fonction de la classe {M}.

Convenons d’abord de noter h, s la fonction définie par h, s(t) = h(o.t + 0), pour
toute fonction h d’une variable réelle et o > 0, § > 0.

PROPOSITION 3. Soit K un compact s-H convere de CN et F = (F®),en2n un jet de
A>®(K) et f une extension de Whitney de F vérifiant l’estimation @ On suppose qu’il
existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que pour tout t > ty, on ait ¢; < a.bt Mt?),
alors le jet F' appartient d la classe Hyy,  (K) donnée dans la déﬁnition ot s est la
constante de s-H convexité du compact K et r:= (Ns+ p)(2N —2) + 1.
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Preuve. Comme Of vérifie @, alors avec les notations (1égérement modifiées) de la preuve
de la proposition 4 (pages 213-215) de [CC2], pour tout o € N?V les coefficients de la
forme a® définie par:

0 (2, C) = Af(()ANDZH(2,(), si ¢eV(K)\K,
7 o, si (€K,

sont des fonctions continues sur O(B, s)U (K x K). Pour tout j € N, a € N2V ¢ € V(K)
et £,z € K, on pose:

. —_ &8
R?]A(Za<> =a%(z,() - Z (Zﬂ'g)aa+ﬁ(€’c>.
IBI<i

Pour unifier les deux conditions de la définition , on convient de poser R?’flA(z, () =
a®(z,¢). Soient j € N, a € N2V ¢ 2 € K et ¢ € V(K), comme dans la preuve de la
proposition 4 de [CC2], en distinguant les cas (¢ € V(K)\ K tel que |z — (| < £ d(¢, K)?)
et (( € V(K)\ K tel que [z —¢| > 2d((,K)*), il existe By, Bs > 0 tels que pour
t:= (la|+j+1).s+7 >ty s'il on dispose d’'une constante c(|q|4;+1).s4r > 0 vérifiant @,
on trouve

o i -
|R7A(2,0)| < By Byt |l e(latritay.sar 12 — €T,

en adoptant la convention précédente, cette estimation reste vraie pour j = —1. Pour
(€ K,onaa*z() =0et R?’jA(Z,C) = 0 pour tout j € N (puisque 9f(¢) = 0); ce qui
montre que U'estimation précédente est triviale pour tout j € NU{—1}. En intégrant par
rapport & ¢ € V(K) (suivant la mesure de Lebesgue), il existe C' > 0 tel que

a,j al+j5+1 i+1
|R&IF(2)] < C.BL.BY ™ alleqapsgany.ser 12 — €P T

la! (G+1)!
((la|T7+1).s+m) el FiFDsFr

La condition asymptotique sur les ¢; et le fait < 1, donnent :

lod+5+1 My, (o] + 5+ 1)

G e

|R¢7F(z)| < By.Ba

Pour certaines constantes strictement positives E et E Ceci montre que le jet F' ap-
partient Hyy, , (K). m

Soient M := e™ une fonction définie comme dans le début de cette section; les fonc-
tions et Q associées & M sont définies respectivement en et .

Soit F' = (F%),enen un jet de A®(K), f une extension de Whitney de F' vérifiant

. Sl existe a > 0 et b > 0 pour tout t > tg, on ait ¢(t) < a.bt]\{t—(tt), alors

I’estimation @D entralne immédiatement (par passage a linf sur ¢ > t(), 'estimation

I’estimation

suivante de type Dynkin

37(0)| < a7

b.d(C K))’ pour tout ¢ € V(K)\ K. (32)

Pour tout ¢ > 0, § > 0, les fonctions €2, 5 et 5075 désignent les poids associés a la
fonction M, 5. Un calcul aisé montre qu’il existe une constante strictement positive c telle
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que pour tout z > 0 on ait :
()7 < Qo ale) < ()7,
et (o))" <Qs(a) < Qcoa)'”
Ce qui donne en particulier pour ¢ = s et 6 =7 := (Ns+ p)(2N —2) + 1,

50| < a(Q(%)) pour tout ¢ € V(K) \ K. (33)

€, est associée a la fonction Mj , définissant la classe Hyy, . (K) qui contient le jet F.
L’estimation précédente nous permet d’appliquer le schéma d’approximation précédent
pour des compacts qui ne sont pas forcément Whitney 1-réguliers.

THEOREME 3. Soient K un compact de C vérifiant simultanément les conditions (HCP)
et (ES), F un jet appartenant ¢ A>®(K) et f une extension de Whitney de F vérifiant
l’estimation @ et telles qu’il existe a > 0 et b > 0 tel que pour tout t > ty, on ait
¢ < a.tht—gt). Alors il existe des constantes réelles s, > 1, C1,Cy > 0, et une suite
(P)nen d valeurs dans Clz,. .., zN] telles que deg(P,) < n, pour n entier assez grand,
et que

||F(O""’0) _ P'VLHK < OlefCQES,T(n)’ (34)

ot (0,...,0) est dans N2V,

Réciproquement, si F est une fonction continue dans K d valeurs dans C et s’il existe
une suite (Py)nen de Clzy,...,zn] telle que deg(P,) < n pour n entier assez grand
vérifiant , alors il existe un jet F' dans Har, , (K) telle que FO..0) —

Preuve. Le compact K vérifie simultanément les propriétés (HCP) et (LS), il est alors
s-H convexe. On pose 1 := (Ns + p)(2N — 2) + 1 (la constante p est introduite a la fin
de la section [2| apreés la définition de la s-H convexité). D’apres la proposition (3] le jet
F appartient & la classe Hyy, . (K). Par la condition assymptotique sur les ¢;, on déduit
que 'extension f de type Dynkin du jet F' vérifie 'estimation , de sorte qu’on peut
appliquer le schéma de la preuve du Théoréme [2| sur 'espace Hyy, , (K), avec un prix
de perte de régularité, passant de la classe {M} a une classe plus grande {M, ,} (cf. la
proposition [3) de poids Qs , et dont "la taille” se mesure en fonction du parametre s de
s-H convexité du compact K. m
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