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Sugli insiemi non misurabili L.
Per
Witold Wilkosz (Cracovia).

Lo studio degli insiemi non misurabili nel senso di Lebesgue &,
a mio parere, ancora ben poco sviluppato. I lavori di Lebesgue,
Vitali, Van Vleck e di altri autori forniscono soltano degli
esempi di insiemi in questione. Nostro modesto scopo sarebbe
di esporre alcuni teoremi riguardanti questi insiemi, aprendo
cosi la via per una trattazione generale.

§ 1.

Un insieme F non misurabile L &, com’e noto, un insieme
la cui misura esterna m.(F) & maggiore della misura interna m;(E).
Ecco alcune proprietd relative a tali aggregati:

Teorema I. Ogni insieme non misurabile E pud scindersi
in due insiemi F e G disgiunti (cioé semza punti ecomuni), di
modo che:

(1) F sia misurabile ¢ m(F)=m;(E),

(2) G non sia misurabile ¢ m;i(G)=0.

Dimostrazione. La misura interna di £ & il limite su-
periore della misura di aggregati perfetti contenuti in E; pos-
slamo quindi trovare una successione di tali aggregati

By By sy By .
per la quale risulti
Lim m(Fm)=m;(E).

m—»oo
I’insieme F=Fi+ Fy4-... +Fpn+... risulta misurabile, ed &
m(F)=m;(E),
mentre & chiaro che Dinsieme residuo G=F ~— F ha misura

interna nulla e non & misurabile, essendo B non misurabile
e F' misurabile.
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Teorema I11. Se due insiemi By, e B, entrambi a misura
wnterna nulla, somo rispettivamente contenuti in due insiemi
misurabili disgiunti A, e A,, la somma B+E, ha misura in-
terna nulla e, se uno almeno degli E non é misurabile, la somma
¢ anch’essa non misurabile.

Dimostrazione. Se m;(FE,+E,) fosse positiva, esisterebbe
un’insieme perfetto B contenuto in E,J-E,, anch’esso & mi-
sura positiva. Lia parte comune B, di B con E,, cioé B-E;, sa-
rebbe lo stesso che B-A,, e quindi misurabile; per lo stesso
motivo sarebbe misurabile I’insieme

B2=B'E2:B'.A.2,
e si avrebbe
m(B,)=m(B,)=0.

Ma allora risulterebbe m(B;+B,)=m(B)=0, contro I'ipotesi
fatta. L’insieme F,+F, ha dunque misura interna nulla; se & mi-
surabile, & percid m.(HB,+E,)=0 e quindi m.(F,;)=m.FE,)=0.
In tal caso sia E, che E, sono cioe misurabili.

Corollario ad II. Lo stesso vale nel case dun’infinitd
numerabile di insiems E contenuti ciascuno in un insieme Mi-
surabile Ay, se tutts glinsiemi A; sono disgiunti e contenuii in
un intervallo finito. '

Teorema III, Se E, e E, uno almeno dei qualt non mi-
surabile, sono contenuti rispetttvamente in A; e A, disgiunts
¢ misurabili, anche la somma E,+FE, é non misurabile.

Dimostrazione. Scindiamo E; ed E, come nel teo-
rema I, in: ‘

B+ Gy € Fy+ G,.

Abbiamo:

B+ E,=F +F,+ G+ G,.

Per il teorema II:

mi (G + Gs) = 0;

@, + G, & non misurabile, e lo & quindi anche F,~+ K,
Corollario ad IIL Lo stesso risultato vale per un'infinitd
numerabile di insiemi B, se tutti gli A sono disgiunti e con-

tenuti in un intervallc fimito.
6*
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Teorema IIIVs. Sotto le stesse condizioni del teorema 111
arremo: | \ : :
mi( B, -+ By) = mi(B;) + mi(E,),
me( B+ By) = me(By) + moHy).

Dimostrazione. Com’¢ noto,
m;(E, -+ Ey) = m;(H) +'m,-(E'2).
Ma, se fosse (B +Ep)>mi(E)+m:(H,), esisterebbe un
insieme B, contenuto in E,+4 E,, tale che
mi( B+ Ey) = m(B) > m;(B;) + m;(H,).

E si avrebbe anche in questo caso

B1= B'EIZB 'Al,
Bsz'Eng'.A.z,
entrambi misurabili, e finalmente
m(B) = m(By) + m(B,) < mi(H,) + mi(H,),
¢id che & assurdo. " | |
Per la seconda parte, siano a e § due famiglie d’intervalli
aperti, non sovrapposti fra loro in ciascuna famiglia, che co-
prang rispettivamente 4; e 4,, e la cui parte comune y, che
¢ una famiglia dello stesso genere, abbm Iunghezza minore

di un dato ¢>0.
Se risultasse

Me (B, -+ By) < m.(B;) + me(E,),

esisterebbe una famiglia 6, come quelle considerate, che co-

prirebbe la E,+FE, e per quale (1nd1cando con ¢ la lunghezza
di 0): :

0 —m.(E;+ B,) <.

Siano d6; e 6, le parti comuni della 6 con a e f; allora la

parte comune delle 0, e 4, ha, lunghezza < ¢, e 8, ¢ §, coprono
4, e A,. Percid

me(By) <&, me(By) < By,

L 51+52<5-{— £,
e quindi

Me(By) + Me(By) < 6+ & < mo(By+ B,) + 2.
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Ora, essendo &>0 arbitrario:
Woe(Fr) + me(By) < mo (B + E,).

Corollario ad III%. Lo stesso vale per un'infinitt nu-
merabile delle E;, se le 4; sono disgiunte e ugualmente limitate.

§ 2.

Giunti a questo punto, possiamo introdurre il concetto di
punto di non-misurabilita e dell’insieme di tali punti.

Definizione. Si chiama z punto di non-misurabilite per
la H, se, in ogni intorno di x, i punti di E che vi cadono for-
mano un insieme non misurabile.

E chiaro che:

19 T punti di tale genere possono esistere solo per una £
non misurabile. | | |

20 QOgni tale punto ¢ un punto limite dei punti di E.

I’ingieme dei punti di non-misurabilith per la E formano
Pinsieme di non-misurabilita di F; lo denoteremo con »(E).

Teorema I. Ogni insieme non misurabile ammette almeno
un punto di non-misurabilita.

Dimostrazione. Sia E non misurabile, contenuto in un
intervallo I. Se ogni punto di I fosse per esso un punto di
misurabilith, esisterebbe per ogni x in I un certo intorno (5x,
tale che 6.-F sarebbe misurabile.

Tutti 1 §, coprono l'infero intervallo I, e qumdl secondo
il teorema di Heine-Borel, esiste un numero finito di
essi, e siano gli intervalli

617 52’ “es 5p,
che godono della stessa proprieta.

Sia E;=46;-F per i=1,2,...,,p; se tubti gh E; fosbero misura-
bili, allora

E=E1+E2+..-+Ep

sarebbe misurabile, ¢id che & contrario alle condizioni supposte.
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Teorema II. Per ognt E non misurabile Vinsieme v(E)
¢ perfetio.

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che »(E) & chiuso
e denso in sé.

1. »(E) é chiuso. Sia z un punto limite di »(E); sia 6 un
suo intorno aperto arbitrario; sia ¥ un punto di »(E) che
cade in 4, e ¢’ un intorno di y contenuto in 4.

Allora E;=¢"-F & non misurabile, mentre Fy,=(—¢'). B
pud essere misurabile o no, ma in tutti casi

E=6-E=FE +H,
e, secondo il Teorema IIT del §1, non misurabile; quindi z
appartiene a »(E).

2. »(E) non ha punti isolati. Se # fosse punto isolato
di »(E), esisterebbe un’intornc (chinso) di

[2—e, ®+e]  (e>0),
non contenente alcun punto di »(E). Siano:

£>8>8>..>0 con lim e,=0,
Nn=>00

Eﬁ,”z[m—e, £ —en] B, Ef,z):[m + &n, x -+ 8].'E'.

Poiché in [x—e&,2 —e,] € in [#+ &, 2+ £] non si trova nessun
punto di »(B), tanto EY che EP sono misurabili secondo il
Teorema I del §2. Ma ‘ '

B'=F [x—e & +e]

6 la somma di tutte le B ¢ Y pit.un solo punto .
Quindi B’ & misurabile e # non pud appartenere a »(H).

Teorema I1I1. I punti di un insieme E non misurabile,
nen appartenentt a o(E), formando un insieme misurabile.

Dimostrazione. Sig F=F —v(H). Ogni punto di F & dun-
que punto di misurabilith. Designamo con {8} una successione
d’intorni di » tendenti allo zero, tali che 6.5 & misurabile
e che nessun punto di »(E) cade nellintervallo 6
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Ad ogni punto x di F corrisponde una tale successione di
intervalli, e, per il noto teorema di Vitali, si pud estrarre
dagli intervalli di codeste successioni una successione d’intervalli

61, 62: seey 6m, Seey

tali che al pit un insieme di misura nulla dei punti di F resta
fuori di essi.
Ogni E;=EF.9; & misurabile, e lo & pertanto

B+ Ey+ ...,

che differisce dalla E—»(E) al pit per un insieme di misura
nulla; anche la F—v(F) & dunque misurabile.

Teorema IV, Ogni punto di v(E), per una E non misurabile,
¢ punto di misura positiva per v»(E), cioé in ogni suo intorno
6 la misura di |

E' = §-v(F)
& positiva.

Dimostrazione. Sia # un punto di »(E) e sia 6 un suo
intorno.

Posto :
E' = (E—»(E))-8, E'=(E-v(E))9,
secondo il Teorema III, E‘ & misurabile, ed allora E'’ non
pud essere tale. .

Quindi »(E)-6 non pud avere misura nulla, perché contiene
in se la E". |

Corotlario ad IV. Sia F=E-v(E); adallora:

1° v(F)=v(E),

20 y(F) ha misura positiva,

30 g (v(B)) =me(F)=m.(E-v(E)).

Dimostrazione. Ogni punto di »(F), come punto limite
di »(E), cade in »(E) perfetto. Sia z un punto di »(E) e éd un

suo intorno. Ponendo .
E=E—v(B),

si ha
6-F +6-F;=0-E. _
Ma essendo 4-F, misurabile e §-E no, dev’essere ¢-F non
misurabile; quindi z appartiene a »(F).
T1 resto e evidente.
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$3.

In questo § trattiamo la questione dell’esistenza degh in-
siemi ¥ non misurabili godenti diverse proprieti.

Teorema I. Se esiste almeno un insieme non misurabile, .
allora esiste un tale insieme anche in ogni intervallo.

Dimostrazione. Sia V un insieme non misurabile contenuto
in un intervallo [a,b]. Facciamo corrispondere biunivocamente
al punti di [a,b] i punti di un’altro intervallo [m,n], mediante
una trasformazione omotetica. Alla ¥ corrisponde allora in
[m,n] una V' che, essendo, simile alla 7, & nello stesso tempo
non misurabile.

Teorema Il. Se esiste almefrw N INSTEME NON mzswabzle v,
allora ne esiste anche un’aliro V', contenuto in un dato insieme P
a misura positiva.

Dimostrazione. Basta evidentemente dimonstrare 1’enun-
ciato per un insieme P perfetto non-denso a misura positiva,
perché un tale insieme emste in ogni ingieme misurabile & mi-
Sura non nulla.

Siano a e b gli estremi di P; lintervallo [a,b] contiene al-

lora la P. Estraendo quindi da [a, b]la P, rimangono gli inter-
valli |
01y B2y vevy Oy +ovy

da ciascuno dei quali possiamo estrarre una P; (i=1,2,.
simile alla P. Resterannc ancora gli intervalli

N, ...)

i 1 1
o, 6., 80 ..

dai quali potremo estrarre ancora le
1 1
P§ ), P:(g )’ P(l)

simili alla P. Ripetendo quest’operazione infinite volte, il
nostro [a,b] si spezza in: ‘

(1) A1, ds,..,4,,... simili alla P (fra essi sitrova anche la stessa P),
(2) il resto B.
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Sia (b —a)/r la misura di P. Nella prima operazione la misura
dell’ insieme estratto era (b —a)/r, nella seconda: (b—a)- ( 1————1-) -1:
)

- r

"

' p . n—1
nella n-esimas: (b—a)-(l——l) L

Le diverse 4, hanno in comune soltantc un insieme discreto
di punti, e quindi |

oo

-y ; 1  —1 1
m(Adi+... +4p4...) =2, (b——-a,)-{l—-;) -;:b —a,
o . j
quindi anche
m(B)=0.

Siano: V un insieme non misurabile contenuto in [ab],

Vi=d:V e D=BT.

Allora:

m(D)=0,
I?-:VI _l__ -1/72 + “an +V'p+ sew +D-

Almeno una delle V;, dev’essere non misurabile, e sia ad
esempio V%, ciod Pinsieme simile alla P contenuto in A, Per
la trasformazione omotetica che trasforma la A4 in P, lin-
sieme V% si trasforma in V' contenuto in P; quindi ¥’ & non
misurabile. |

Teorema IIIL. Se esiste almeno un insieme non misurabile,

ne esiste anche un altro H, contenuto in un insteme perfetio e non-
denso P’ a misura positiva, di cui:

me(H1)=m(P"),  mi(H1)=0.

Dimostrazione. Sia P perfetto non-denso a misura po-
sitiva, e ¥V non misurabile contenuto in esso (esistente per il
Teorema II). Scindiamo V (come FE nel Teorema I del §1)
in F'+G ove |
(1) mi(@)=10,

(2) e (G)>0.
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Sia H=G-»(@); allora (per il Corollario ad IV del §2)
me(H)<m(v(H)), = mi(H)=0.

Sia me.(H)<m(v(H)). Sia K un insieme contenuto in »(H,,
contenente H e di cui m(K)=m,(H); tale & p. es. un insieme
Boreliano che misura la H.

Sia P’ un insieme perfetto, a misura non nulla, contenuto
in K e percid in »(H).

K si seinde in P'+M ove MmE P, Dlaltra parte H si
scinde in H,+ H, ove

H,=P'-H, H,=M-H.
Abbiamo:

me(H ) <Sm(P'),  me(Hy)<m (M),
e (Hy)+ me(Hy)=me( H)=m (K)=m(P')+m(M).
Quindi:
me(Hy)=m(P"), m(H,)=0,
perche H, & contenuto in G-

Teorema IV. Se esiste almeno un insieme non misurabile,
allora in cgni intervallo [a,b] esiste un E, tale che:
m;(E)=O, MQ(E)-:b_‘“’a/.

Dimostrazione. Sia H; come nel Teorems ITI, P sia

perfetto, gli estremi ne siano m e n. Spezz1a.mo [m,n] come nel
Teorema IT in:

(1) AtyeceyApy... simili ad P,
(2) il resto B.

Siano @, @s,...;Qn... gli insiemi simili a H, contenuti nei
rispebtivi 4; (i=1,2,...,n,...). |

Secondo il Corollario ad IITMs del § 1 (sottraendo solta,nto
gli estremi delle 4; e @): ~ :

Me(Q1+ Q2+ ...+ Qn+ vee) =Em(Ai)=n — M, |
Mi(Q1+ Qe+ .+ Qnt...)=

Quindi Pingieme @ =@, 4+ Q,+ ... risponde alla questione
in [m, n]; per omotetia ne otterremo un altro in [a,b].
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Corollario ad IV. Sotto le stesse condizicnd, se a<b, esiste
sempre un insieme K tale che

mi(H)=a, m.(E)=Dh.
Sia K, in [a,b] come nel Teorema IV; allora I'insieme

E=E+[b,b+a]
risponde alla domanda.

Teorema V. Se esiste almeno un insieme non misurabile,
dandovisi un insieme L perfetto di cui ogni punto é di misura
positiva, esiste H non misurabile, tale che

y(H)=L.

Dimostrazione. Sia L contenuto in [a,b] e 7 un insieme

di cui: :
Me(V)=b—a, m:(V)=0.

Sia poi |
Vy=V-L.
Dico che
»(Vi)=L.
E chiaro che in ogni intervallo 6 di [a,b]
1° §-V non & misurabile,
90 gp,(V-8)=6 (= lunghezza di 8). .
Sia 8 un intorno di un punto x di L e
By=06-Vi, Ey=06-(V—Vy).
Allora:
| mi(Br)=m;(Ea)=0,
Mo (B) - e (Bo) =m0 (V + 8) = .
Ma:
M (B )<m(Lt§), ”Ze(EZ)gm(a_L'é);
quindi, poiche
m(L-8)+m (6—L-8) = 6,
ne risulta
me(E1)=m(L-5)>O,

¢ essendo un punto di misura non nulla (come punto di L).
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Allora E;=04-T7z non & misurabile ed ogni punto di Z & punto
di »(¥). Ma, essendo L perfetto come »(V.), i due insiemi
sono ugual.

Ora: esiste almeno un insteme non misurabile L. Un tale
¢ dato per Pesempio da Vitali o Van Vleck. B quindi tutti
i teoremi del §3 diventano assertorici e non condizionali.

Voglio infine avvertire che alla dimostrazione di parecchi
teoremi del § 2 sono pervenuto nel corso di conversazioni col
mio amico S. Banach. o






