ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur les distances des points dans les ensembles
de mesure positive.
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Hugo Steinhaus (Jasto, Pologne).

D’aprés un théoréme de M. Sierpinski?), on peut toujours
trouver dans deux ensembles F,, E, de mesure lebesguienne

‘positive denx points «;, e, dont la distance o(aq,a,) €St un

nombre rationnel. Il s’agit dans ce théoreme des ensembles
linéaires. Fn voici un corollaire presque immediat:

B étant un ensemble de mesure positive, on peul trowver dans
E deux points a,b dont la distance o(a,b) est rationnelle
(et non nulle).

Clest ce corollaire qui va me servir comme point de dé-
part pour quelques généralisations faciles du théoreme en
question, exposées au §1 de cette Note. Je démontre — entre
gutres — qu'un ensemble de mesure positive contient une
infinité des points dont toutes les distances mutuelles sont
rationnelles. Au §2 jlapprofondis la méme question, en in-
troduisant la notion Qd’ensemble des distances d'un ensemble
donné; j'y démontre le théoreme de M. Sierpinski et —
entre autres — que l'ensemble des distances d’un ensemble
de mesure positive contient un intervalle.

1) W. Sjerpinski, Sur un probléme de M. Lusin, Giornale di Mate-
matiche 1917 et Sur U'éguation fonctionnelle flo+y)=Flx)+Hy), ce volume,
p. 1186.
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1. Théoréme I. Tout ensemble lindaire de mesure positive
contient deux points distinels a et b de distance rationnelle.

Démonstration. Soit E D'ensemble en question. Dési-
gnons par E-z I’ensemble obtenu par une translation de E
égale & x. Si le théoréme était faux pour I’ensemble X, les
ensembles '

L) B+, E+(12), ..., B+

n’auraient pas de points communs deux a deux; en effet, en
admettant gque les ensembles

E+(1/k) et E4(1/h) © ol h>k

ont un point a d’abscisse a en commun, le point b d’abscisse
a+(1/k)—(1/h) appartiendrait & E-+ (1/%), de sorte que E-+-(1/k)
contiendrait deux points a et b de distance rationnelle
(1/k) —(1/h)==0 et, par conséquent, F contiendrait deux points
de méme distance, contrairement & I’hypothese et confor-
mément & la thése du théoréme.

Considérons done le cas ou les termes de la suite (1) n’ont
pas de points communs deux a deux. F étant de mesure po-
sitive, il y existe une partie bornée F de mesure positive g;
les ensembles

F4+1, F+(1/2), ..., F+(1/k),
n’ont pas de points communs deux &4 deux et leur somme

S=>{F+(1/k)} est un ensemble mesurable de mesure positive,
k=1

car c’est un ensemble borné, somme d'une série d’ensembles

mesurables. Or, la mesure de S est égale & ) g, car la me-
=1

sure de F-I-(1/k) est . Cette derniére série étant divergente,
on aboutit & une contradiction. Le théoréme est donc établi.
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Théoréme II. Tout ensemble linéaire de mesure positive
contient k poinls distincts as,as,...,ar dont toutes les distances
elanay), ob 4,j=1,2,...,k sont rationnelles (k étant un nombre
naturel arbitrairement donné d’avance).

Démonstration. Soient: F une partie bornée de len-
semble donné et >0 la mesure de F. En admettant que le
théoréme est vrai pour k=n (ce qui est le cas pour k=2 en
vertu du th.I), nous allons en déduire qu’il est vrai pour
k=n-+1.

Par hypothése, F' contient un systéme des n points distinets
A1y 02,...,0n, de distances rationnelles. Rangeons ces points de
maniére que a, en soit celui dont 1’abscisse est la plus grande.
Soit @ la partie de F composée de tous les a, possibles; {wp)
désignant la suite de tous les nombres rationnels positifs, on
aura

(2) G=XF-(Ftoy ) (Fhw;).(Fto; ) o igeki, pour hesr,

la sommation s’étendant & tous les systémes 4y, T2, .uybn—1.

La somme infinie contient ainsi tous les produits formés avee
ces indices (les systémes d’indices 41,4, ...,4n—1 Darcourant toutes
les permutations de m—1 nombres naturels sans répétition).
F étant mesurable, il en est de méme de ces produits et de
leur somme G (qui est bornée, comme partie de F). Donc,
Pensemble
(3) H=F—@&
est aussi mesurable. |

Je dis que la mesure de H est nulle. En effet, si elle était
positive, H contiendrait, par suite de Phypothése que le th. 11
est vrai pour k=mn, un systéme de points distinets ai, @z, ...,@n
de distances rationnelles et, en particulier, le point a,, dont
P’abscisse serait plus grande que les abscisses de ag,@..., @n—1-
Or, a, appartiendrait & G (en vertu de la définition de @)
et ne pourrait par conséquent, en raison de (3), apparte-
nir & H.
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La mesure de H étant nulle, celle de G est done néceéssaire-
ment égale & @>0. D'aprés le th.I, ¢ contient deux points
distinets de distance rationnelle; appellons-en « le gauche et b
le droit. Le point a appartenant & @, il existe dans F' un
systeme

A1y Uy ney A1y (0

de n points distinets, de distances rationnelles et dont le der-
nier (le point a) possede la plus grande abscisse. Le systéme

A1y A2y eeny Qp—1y0y D

contient done n-+1 points distinets de distances rationnelles,
tous ces points appartenant & F. Le théoreme est done vrai
pour F et a fortiori pour ensemble donné.

Théoreme IT1. Tout ensemble linéaire de mesure positive
contient une. suite infinte de points distincts

all, ag, ey a’n, cew
dont les distances mutuelles sont rationnelles.

Démonstration. Soit F une partie bornée de I'ensemble
donné et ¢>0 la mesure de F. Considérons I’ensemble G défini
par la formule (2) et écrivons @, au lieu de G pour mettre en
évidence la dépendance de n. La mesure de G, est g, comme
il a été démontré. Posons encore

(4) Hy=F —@,.
La mesure de H, étant nulle, il en est de méme de celle

de 8=>H, Or, on a FO[]G,=F—8. Il gensuit que la

n==1 n=1

mesure du produit [[G est >0. Done, ce produit n’est pas

n=1 :

vide. Soit a un de ses éléments; on a

(5) B aC@,

pour tous les n.
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D’apres la définition de @, (qui a conduit 4 la formule (2)),
il existe dans F' un systéme de # points distinets

P, g, ..., a®),

de distances rationnelles et dont l'un (celui d’abscisse la

plus grande) est identique & a. Appelons ce systéme R, et
formons la somme

(6) R=)Rp,.
n=1
R est contenu dans F; R, contenant «# points distincts,
R en contient une infinité et leurs distances mutuelles sont
rationnelles, car tous les R, ont le point ¢ en commun.

Théoréme IV. Tout ensemble de mesure intérieure positive
joust de la propriété énoncée dans le théoréme précédent.

Démonstration. Il suffit de remarquer que tout en-
semble de mesure intérieure positive contient un sous-ensemble
mesurable de mesure positivel).

Théoreme V, Si un ensemble E jouil de la propricie énon-
cée dans le théoréme II1 et si

E=A+1B,

un au moins des ensembles A, B jouit de ladite propriete.

2. Théoréme VI. Soient A et B deux ensembles de mesure
positive et C un ensemble de nombres, dense partout. Il erisle
deus po'nts a et b appartenant respectivement & A et B et tels
que leur distance o(a,b) est um nombre appartenant ¢ C.

Démonstration. D’aprés un théoréme connu de la théorie
de la mesure?), il existe un intervalle I' de longueur y tel que
la mesure du produit I'd dépasse 3y/d. I' et y étant deéter-
minés, le méme théoréme permet d’affirmer Iexistence d’un
intervalle 4 de longueur 6<y/2 et tel que la mesure du pro-
duit AB surpasse 34/4. |

1) Cf.p.ex. W. Wilkosz, ce volume, p. 82, th. I.
2) W. Sierpinski, O mierze Lebesque’a, Prace matematyczno-fi-

zyczne 1915, Th. X (en polonais).
Fundamenta Mathematicae. T. L. 7
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Soit % Lentier positif déterminé par les inégalités

“ 251
On aura
(8) kE>2.

Divisons I" en k intervalles égaux. Il existe parmi eux up
intervalle /1 tel que

mesure de AdA> 34/4

(6 désignant la longueur de A4). L'ensemble ¢ étant dense
partout, il existe dans C un nombre positif o tel que 1’en-
semble

AB+w  (ou AB—w)
est situé a l'intérieur de 4, car on a d’aprés (7)

A=ylk > 4.
Or,
mesure de A4 > 5 2l
esure Z T
et, d’aprés (7),
mesure de (4B-4+w)=mesure de AB>§6 > S v
"‘ 474 L1
La somme des mesures de A4 et AB+w est donc plus
grande que

Y _>

WA e Akl

bol w
?*'I‘vl

en vertu de ().

Les deux ensembles étant situés & V'intérieur de A, ils ont
nécessairement des points communs. Il s’ensuit que 4 et B4 o
ont des points communs.

Soit @ un tel point et b=aFw; on a aCA, bCB et
e(a,b)=wCC, ¢.q.f.d.
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Définition. Etant donnés deux ensembles 4 et B, nous
appellerons ensemble des distances de A et B celui de tous les
nombres g(a,b) ot aC A et bCB.

I’ensemble des distances d'un ensemble 4 est par défi-
nition celui des distances de 4 et A.

Théoréme VII. L'ensemble des distances D de deur en-
sembles A et B de wmesures positives contient aw moins un inter-
valle entier.

Démonstration. Soit ( 'ensemble eomplémentaire 4 D.
L’ensemble D eontenant toutes les distances, (" n’en contient
auncune; en vertu du th. VI, (! ne saurait donec étre dense par-
tout; il s’ensuit que D contient au moins un intervalle, ¢. q. {. d.

Théoréme VIII. IL'ensemble des distances D d'un ensemble
A de mesure positive contient un intervalle dont Dextrémité
gauche est le nombre 0.

Démonstration. Soit {w.} une suite de nombres positifs
tendant vers 0. A contient une partie A4 située dans un
intervalle 4 de longueur ¢ et telle que

(9) mesure de AA>36/4.

Choisissons n de maniere que 'on ait 0<w,<6/2 et con-
sidérons I’ensemble

situé dans un intervalle dont la longueur est moindre que
0+06/2=36/2.

La soame des mesures de 44 et 44+ w, étant d’aprés (9)
plus grande que 36,2, ces deux ensembles ont des points com-
muns. Par conséquent 4 et 4w, ont des points communs,
ce qui implique que w,CD. L’ensemble D contient done au
moins un terme de toute suite de nombres positifs tendant
vers 0; il s’ensuit que D (qui contient évidemment 0) contient
un intervalle entier dont extrémité gauche est 0, c. q.f. d.

7%
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Remarque. Le th.1 est une conséquence immédiate du
th. VII1.

Corollaire. On peut remplacer dans les théorémes VII
et VIII I'hypothése de mesure positive par celle de mesure
intérieure positive, en g'appuyant sur la remarque faite dans
la. démonstration du th. IV.

Lemme. A, et A, dlant deux ensembles de mesure positive,
presque tousl) les pownis a, de A, remplissent la condition: il
existe un a,CA4, tel que g(a,a,) est un nombre rationnel.

Démonstration. Les a, qui remplissent ces condltlons
forment un ensemble

G:Z(Arix“ wr) Ay

r=%1

{w:} étant la suite de tous les nombres rationnels. On reconnait
immédiatement ¢ comme mesurable.

Je dis que la mesure de & est égale 4 celle de A,. En effet,
dans le cas contraire, ’ensemble

(10) B=A4,—G

serait de mesure positive et ’ensemble D des distances de A,
et B contiendrait d’aprés le th. VII un nombre rationnel;
il existerait donc deux points a, et b tels que:

G’IC-A-D bCB;
o(ay,b) est un nombre rationnel.

Or, BCA4,, donc bCA, et, Q’aprés la définition de @, on
aurait bC@, de sorte que bCB et bC@E, contrairement A (10).

) ¢.ad. fous, & Uexception d'un ensemble de mesure nulle.
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Théoréme IX. Les ensembles A1, Ao,..., Ax élant de mesure
posutive, il existe un sysiéme de points

tels que toutes les distances

sont rationnelles.

Démonstration. Admettons que le théoréme (7T) suivant
est vrai pour i=mn:

Presque tous les points de A, sont des ap qui remplisseni
la condition: il existe des poinis ai, s, ..., ax tels que

a;C4,, a,Cd,, ..., r-1CAr—, arCApg
et

e(am,ap) est un nombre rationnel pour m,p=12,...,%.

Je vais en déduire le méme théoréme (7) pour k=n--1.

Définissons respectivement G' et B par les formules:
G=2(4,+ cu,.l) (4,4 a),.z)-... (Ay+ a"rn)‘A-n—{—ls B=A4,1:1—@,

la sommation s'étendant & tous les systémes 7, 7y, ..., 7, de
n indices.

Le méme raisonnement qui a servi pour démontrer le lemme
prouve que B ne saurait étre de mesure positive et que presque
tous les points de A,.4 appartiennent & G — ce qui démontre
le théoreme (T) pour k=n--1.

Or, pour k=2, ce théoréme est identique au lemme; (T) est
donc établi par I'induetion pour tous les £>>2. Comme (T) est
plus général que le th.IX, ce dernier se trouve démontré.

Théoréme X. {4} diant une suite infinie d’emsembles de
mesure positive, il exriste une suite infinie de points {a,) appar-
tenant respectivement auxr A, et tels que toutes lewrs distances
mutuelles sont rationnelles.
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Démonstration. D’aprés le théoreme (T), presque tous
les points de 4, sont des a, remplissant le th. IX pourun k>2
donné. Les autres points de A, forment un ensemble B; de
mesure nulle. La mesure de

O=4,—> B
k=2
est done égale & celle de A;; elle est positive et ¢ n’est pas
vide. Les points de € (qui font partie de 4,) sont — d’apres
la définition de ¢ — des a, qui satisfont au th. IX pour
tout k>2. Soit a; un tel point; il existe done des points
2L PR NS tels que :
a;CAI,\ p,C4,,

aiCAi, q,CA,, q3CA3,

aICAia T7CA73 T3 CA-B, . . . ’ ,r];CAk, .
et que les nombres | |
g(a-;,p.z), Q(@;,Qj), < vey Q(a’;s'rs)
sont rationnels. -
11 suffit done de peser

=0, G=D, Gg=(y - ..; G=T
pour obtenir la suite {a.} satisfaisant & la thése du théoreme.

~ Théoréme X1. E ctant un ensemble mesurable, il existe
un -ensemble P au plus dénombrable composé de points dont
les distances mutuelles sont rationnelles, et un emsemble Z de
mesure nulle, tels que

PCECP'+Z

P’ destgnant Pensemble dériveé de P.
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Démonstration. Si F est de mesure nulle, le théoreme
devient évident, en choisissant comme P un ensemble vide
et en posant Z=E. Supposons done que la mesure de E soit
positive. Considérons fous les intervalles dont les deux ex-
trémités sont rationnelles et rangeons-les en une suite infinie {4,};
de la suite des ensembles mesurables

(11) (4, E)

effacons tous les termes de mesure nulle et appliquons le th. X
4 la suite des termes qui restent (ily en a une infinité, car,
la mesure de F étant positive, il existe des intervalles ., aussi
courts que I'on veut pour lesquels la mesure de A.E est non
nulle). On voit ainsi qu’il existe une suite infinie {a; de points
aux distaneces rationnelles, tout terme non effacé de (11) con-
tenant un a: Soit

(12) P=\ag;
il est évident que
(13) PCE.

Définissons maintenant Z° comme l’ensemble de tous les
points z de ¥ qui appartiennent au termes effaces de la suite (11);
comme ces termes sont de mesure nulle, Z° Pest également.
Considérons la différence E—Z°% soit I un élément de cette
différence. Aucun A,E qui contient I n’a été effacé; done, tout
A.F contenant ! contient aussi un g, Choisissons-en une suite
infinie {4} satisfaisant aux conditions A;D1 et 6,—0 oll Jg
désigne la longueur de d,; nous aurons 4D, EDI, AEDI,
AsDa, et as—1, d’ol1, en raison de (12), ICP+P.

On a done:
(14) E—Z°CP+P
et
(15) ECP +P+Z2%

en posant par définition Z=P-+Z, (13) et (14) donnent
PCECP'+Z, e.q.f.d.



ICM  Biblioteka Wirtualna Matematyki

104 | Hugo Steinhaus.

Remarqite. On pourrait généraliser ces théorémes aux
ensembles & plusieurs dimensions. En définissant p. ex. 1la
distance de deux points du plan (x,7),(§,7) comme identique
au point

(2 —&ly ly —nl),

on verrait que l’ensemble des distances d’un ensemble de
mesure plane positive contient une partie du plan limitée par
les demi-axes positives des coordonnées et par une circon-
férence de rayon suffisamment petit et de cenfre & 1’origine,.






